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摘　 要：建立了基于多面体单元的三维光滑边域有限元法（ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ），包括多面体单元中光滑域
的划分方法、形函数的构造，以及几何矩阵、刚度矩阵的推导。 同时利用 Ｍａｔｌａｂ 软件编制了相应的计
算程序，研究了空心球模型和梁模型在不同数量多面体单元下的应力分布，与常规四面体单元和六面
体单元有限元计算结果通过应力相对误差和能量相对误差进行比较。 研究结果表明，基于多面体网
格的三维光滑边域有限元法相比常规有限元法具有更好的精度和收敛性，且对于复杂的几何结构也
有较好的适应性。
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　 　 有限单元法（ＦＥＭ）是一种通过将无限自由度
问题离散为有限自由度，从而得到近似结果的高效
数值算法，该方法自问世以来就在很多领域内得到
了广泛应用。 目前对于三维有限元问题，四面体和
六面体单元具有原理简单、网格生成算法成熟等优
点，被绝大多数商业软件所采用。 然而在面对大型
复杂结构时，四面体网格计算精度差，六面体网格难
以划分等缺点也逐渐突出。

近年来，多面体单元由于其单元面的形状和数
量都具有任意性，为网格生成提供了巨大的灵活性
等特点而受到广泛关注［１⁃９］。 然而因为难以构造满
足单元协调性的多项式形式的形函数以及网格生成

算法不够成熟，与常规有限元相比其发展仍然处于
起步阶段。

刘桂荣教授和 Ｎｇｕｙｅｎ⁃Ｔｈｏｉ 创立了一系列的光
滑有限元法（Ｓ⁃ＦＥＭ） ［１０］，由最初的光滑子单元域有
限元法（ＣＳ⁃ＦＥＭ） ［１１］，之后推广到光滑节点域有限
元法 （ ＮＳ⁃ＦＥＭ ） ［１２］、 光滑面 域 有 限 元 法 （ ＦＳ⁃
ＦＥＭ） ［１３］和光滑边域有限元法（ＥＳ⁃ＦＥＭ） ［１４］。 这些
方法都具有一个共同的特点，即不需要对形函数求
导，降低了形函数必须连续的要求，这一特点可以有

效地解决使用多面体网格遇到的问题。
在以上这些 Ｓ⁃ＦＥＭ算法中，二维光滑边域有限

元法被证明具有最佳的稳定性和精度［１４］。 所以本
文在二维 ＥＳ⁃ＦＥＭ 基础上，建立了基于多面体单元
的三维光滑边域有限元法，划分了三维 ＥＳ⁃ＦＥＭ 在
多面体单元中的的光滑域，推导了几何矩阵和刚度
矩阵。 通过 Ｍａｔｌａｂ 软件编制的计算程序计算了弹
性力学典型三维算例，并将结果与常规有限元结果
等进行了对比研究，证实了基于多面体单元的三维
ＥＳ⁃ＦＥＭ方法的可行性与可靠性。

１　 ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ的基本理论

在多面体网格中，ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 以多面体单元
的边为基准，在与该边相邻的 ｎ 个单元中划分 ｎ 个
光滑子域，ｎ个光滑子域组成了一个以该边为基准
的光滑域。 本文研究的多面体为包括四面体，六面
体在内的任意面体。 图 １给出了以五面体单元为例
的光滑子域的划分方法，光滑子域由基准边的 ２ 个
端点 Ｂ、Ｄ，邻接单元面的形心 Ｆ、Ｇ，邻接单元的体心
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Ｈ组成的五结点六面体。 在多面体网格中，一个边
的邻接单元数量不定，所以组成一个光滑域的光滑
子域数量也不定，模型中边的数量等于光滑域数量。

与常规有限元方法相同， 首先将模型离散为有

图 １　 五面体单元光滑子域划分方法

限个单元，然后按照上述方法划分出 Ｎ个光滑域 Ωｓｋ
（ｋ ＝ １，２，…，Ｎ），再用基准边邻接单元的结点即相
关结点的位移来表征光滑域的位移场

ｕｋ（ｘ） ＝∑
Ｉ∈Ｓｎ

ｋ

ＮＩ（ｘ）ｄＩｋ ＝ Ｎ（ｘ）ｄｋ （１）
式中： Ｓｎｋ 为光滑域相关结点集合；Ｎ（ｘ） 为形函数矩
阵；ｄｋ 为相关结点位移向量。

ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ的形函数并不是关于相关结点位
移的连续函数，不需要导数，针对这一特点使用线性
插值法［１５］，直接计算相关结点在积分面上高斯积分
点处的形函数值，将高斯积分点取为每个面的形心。
以图 １所示的五面体为例，表 １ 给出了对应的形函
数值表。 表中第 ｉ行第 ｊ列的值代表第 ｉ个结点在第
ｊ个相关结点处的形函数值。

表 １　 形函数值表
相关结点 Ａ 相关结点 Ｂ 相关结点 Ｃ 相关结点 Ｄ 相关结点 Ｅ 点属性

Ａ １ ０ ０ ０ ０ 相关结点
Ｂ ０ １ ０ ０ ０ 相关结点
Ｃ ０ ０ １ ０ ０ 相关结点
Ｄ ０ ０ ０ １ ０ 相关结点
Ｅ ０ ０ ０ ０ １ 相关结点
Ｆ １ ／ ３ １ ／ ３ ０ １ ／ ３ ０ 相邻面形心
Ｇ ０ １ ／ ３ １ ／ ３ １ ／ ３ ０ 相邻面形心
Ｈ １ ／ ５ １ ／ ５ １ ／ ５ １ ／ ５ １ ／ ５ 单元体心
１ ８ ／ ４５ ８ ／ ４５ １ ／ １５ ２３ ／ ４５ １ ／ １５ 高斯点 １（ＨＤＦ形心）
２ １ ／ １５ ８ ／ ４５ ８ ／ ４５ ２３ ／ ４５ １ ／ １５ 高斯点 ２（ＨＧＤ形心）
３ １ ／ １５ ２３ ／ ４５ ８ ／ ４５ ８ ／ ４５ １ ／ １５ 高斯点 ３（ＨＢＧ形心）
４ ８ ／ ４５ ２３ ／ ４５ １ ／ １５ ８ ／ ４５ １ ／ １５ 高斯点 ４（ＨＦＢ形心）
５ １ ／ ９ ４ ／ ９ ０ ４ ／ ９ ０ 高斯点 ５（ＤＢＦ形心）
６ ０ ４ ／ ９ １ ／ ９ ４ ／ ９ ０ 高斯点 ６（ＢＤＧ形心）

　 　 对于一个拥有 ｎ 个结点的多面体单元，每个结
点在体心处的形函数值是 １ ／ ｎ，在其他位置计算形
函数的方法与五面体单元相同。

利用应变光滑技术，将光滑域内的应变场变为
常量，用εｋ（ｘ） 表示

εｋ（ｘ） ＝ ∫
Ω ｓ
ｋ

εｋ（ｘ）Ｗ（ｘ′ － ｘ）ｄΩ ＝

　 ∫
Ω ｓ
ｋ

Ｌｄｕｋ（ｘ）Ｗ（ｘ′ － ｘ）ｄΩ （２）
式中： Ｌｄ为微分算子矩阵；εｋ（ｘ）为光滑域相容应变
场；Ｗ（ｘ′ － ｘ） 为权函数，定义为

Ｗ（ｘ′ － ｘ） ＝ １ ／ Ｖ
ｓ
ｋ，　 ｘ∈ Ωｓｋ

０，　 　 ｘ∉ Ωｓｋ{ （３）
式中， Ｖｓｋ 为光滑域体积。 将（３）式代入（２）式，根据
高斯定理，将体积分转换为面积分，得到光滑域应变

εｋ ＝ １Ｖｓｋ∫Ω ｓｋＬｄｕｋ（ｘ）ｄΩ ＝ １Ｖｓｋ∫Γ ｓｋｎｓｋ（ｘ）ｕｋ（ｘ）ｄΓ（４）
式中：Γｓｋ为围成光滑域的所有面的集合；ｎｓｋ（ｘ）为光
滑域面的单位外法线向量矩阵，可以看到光滑应变
的求解无需求导。

将（１） 式代入（４） 式中，可得
εｋ ＝∑

Ｉ∈Ｓｎ
ｋ

１
Ｖｓｋ
∫
Γ ｓ
ｋ

ｎｓｋ（ｘ）Ｎ（ｘ）ｄΓｄＩｋ ＝∑
Ｉ∈Ｓｎ

ｋ

ＢＩｋｄＩｋ ＝

　 １
Ｖｓｋ
∫
Γ ｓ
ｋ

ｎｓｋ（ｘ）Ｎ（ｘ）ｄΓｄｋ ＝Ｂｋｄｋ （５）

式中， Ｂｋ ＝ １Ｖｓｋ∫Γ ｓｋｎｓｋ（ｘ）Ｎ（ｘ）ｄΓ为光滑域几何矩阵，
由光滑子域几何矩阵ＢＩｋ 组装而来。

ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 的 总 体 平 衡 方 程 可 由 光 滑
Ｇａｒｌｅｒｋｉｎ弱化形式［１３］得到

·８４７·
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∑Ｎｓ
ｋ ＝ １
Ｖｓｋ δεＴｋＤεｋ － ∫

Ω
δｕＴｂｄΩ － ∫

Γ
δｕＴ ｔｄΓ ＝ ０ （６）

式中： ｂ为体积力向量；ｔ为边界牵引力向量；Ｄ为弹
性系数矩阵。

将（１）式和（５）式代入（６）式并简化可得
Ｋｄ ＝ ｆ （７）

式中： Ｋ为光滑域刚度矩阵，其表达式为
Ｋ ＝ＢＴｋＤＢｋＶｓｋ （８）

　 　 接下来，将每个光滑域的刚度矩阵按照常规有
限元方法组装成整体刚度矩阵，然后求解平衡方程。

从以上推导过程可以看出，ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 对光
滑域的边界进行积分而无需对光滑域积分，从而无
需像常规有限元那样对坐标进行映射，它只要求多
面体单元任意边的 ２个结点与单元形心所组成的三
角形面必须位于单元内部，因此大大降低了对网格
质量的要求，即使是单元内两相邻面内角大于 １８０°
的畸形网格也同样能满足要求。

２　 算例分析

本文利用 Ｍａｔｌａｂ 软件编写了 ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 算
法程序，计算了空心球模型和悬臂梁模型，将计算结
果与常规有限元四面体单元（ＦＥＭ⁃Ｔ４）和六面体单
元（ＦＥＭ⁃Ｈ６）所得结果通过应力相对误差和能量相
对误差进行比较。

应力相对误差

ｅσ ＝
｜ σｎｕｍｂｅｒ － σｒｅｆ ｜
｜ σｒｅｆ ｜

（９）

式中， σ ＝ ∫
Ω
σＴσｄΩ( )

１
２

　 　 能量相对误差
ｅｅ ＝
｜ ｅｎｕｍｂｅｒ － ｅｒｅｆ ｜
｜ ｅｒｅｆ ｜

（１０）
式中： ｅ ＝ １２ ∫ΩεＴＤεｄΩ；下标 ｎｕｍｂｅｒ为数值解；ｒｅｆ为
参考解；Ｄ为弹性矩阵。

由于本文所用网格类型不同，且形状不规则，引
入单元特征边长来表征网格疏密程度。

ｈ ＝

３ ６ＶΩ
Ｎｅ
，　 四面体网格

３ ＶΩ
Ｎｅ
，　 六面体网格和多面体网格

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

式中： ＶΩ，Ｎｅ 分别为整个模型的体积和单元个数。
２．１　 空心球模型

空心球内外半径分别为 ａ ＝ ５ ｍ，ｂ ＝ １０ ｍ，弹性
模量 Ｅ＝ ７２ ＧＰａ，泊松比 μ ＝ ０．３３，因其对称性，仿真
计算时只取 １ ／ ８模型，在其内表面施加 Ｐ ＝ １００ ＭＰａ
的压力，在其 ３ 个对称面上分别施加 ｘ，ｙ，ｚ 方向的
位移约束，如图 ２所示。

图 ２　 １ ／ ８空心球模型示意图　 图 ３　 球模型参考应力云图

选取 １ ０１６ ３７９个六面体单元网格计算所得结
果为参考解，图 ３给出了参考应力云图，图 ４给出了
不同数量多面体单元对应的应力云图。 从图中可以
看出，应力分布随着单元数量的增加越来越接近参
考解的应力分布。

图 ４　 不同数量多面体单元的应力云图

·９４７·
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　 　 图 ５给出了不同数值方法下应力相对误差随单
边特征边长的收敛曲线。 从图中可以看出，３ 条曲
线比较接近，表明不同方法应力误差相差不大，但
ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 曲线的斜率明显大于 ＦＥＭ⁃Ｈ６ 和
ＦＥＭ⁃Ｔ４的曲线斜率，表明：随单元数量增加，ｌｇ（ｈ）
减小，ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 计算结果更趋近参考解，表明其
有更好的收敛性。 当 ｈ＜０．５ ｍ，即 ｌｇ（ｈ） ＜－０．３ 时，
ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ的精度高于 ＦＥＭ⁃Ｔ４；当 ｈ＜０．３８ ｍ，即
ｌｇ （ ｈ ） ＜ － ０． ４２ 时， ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 的 精 度 高 于
ＦＥＭ⁃Ｈ６。

图 ５　 各算法的应力相对误差收敛曲线

图 ６给出了不同数值方法下能量相对误差随单
边特征边长的收敛曲线。 从图中可以看出， ＥＳ⁃
ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ和 ＦＥＭ⁃Ｈ６的精度相似，且高于 ＦＥＭ⁃Ｔ４；
但 ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 曲线的斜率大于 ＦＥＭ⁃Ｈ６ 和 ＦＥＭ⁃
Ｔ４的曲线斜率，表明 ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 的收敛性要比
ＦＥＭ⁃Ｈ６和 ＦＥＭ⁃Ｔ４好。

图 ６　 各算法的能量相对误差收敛曲线

２．２　 梁模型
如图 ７ 所示，长和宽为 ５ ｍ，高为 ６０ ｍ 的三维

悬臂梁模型一端固支，另一端受到方向沿 Ｙ 轴负方
向的 １０ ＭＰａ均布剪力。 弹性模量 Ｅ ＝ ７２ ＧＰａ，泊松
比 μ＝ ０．３３。

　 图 ７　 梁模型示意图　 　 图 ８　 梁模型参考应力云图

选取 ２ ９７６ ７５０个六面体单元网格计算所得结
果为参考解，图 ８给出了参考应力云图，图 ９给出了
不同数量多面体单元对应的应力云图。 从图中可以
看出，应力分布随着单元数量的增加越来越接近参
考解的应力分布。

图 ９　 不同数量多面体单元的应力云图

　 　 图 １０给出了梁模型应力相对误差随单边特征
边长的收敛曲线。 从图中可以看出，ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ
的曲线明显低于 ＦＥＭ⁃Ｔ４和 ＦＥＭ⁃Ｈ６，表明 ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃

Ｐｏｌｙ的计算精度显著高于 ＦＥＭ⁃Ｔ４ 和 ＦＥＭ⁃Ｈ６。 当
ｈ＝ ０．５ ｍ，即 ｌｇ（ｈ）＝ －０．３时，ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ的应力相
对误差是 ＦＥＭ⁃Ｈ６的 １ ／ ４，是 ＦＥＭ⁃Ｔ４的 １ ／ ６。

·０５７·
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图 １０　 各算法的应力相对误差收敛曲线

图 １１给出了梁模型能量相对误差随单边特征
边长的收敛曲线。 从图中可以看出，使用多面体单

图 １１　 各算法的能量相对误差收敛曲线

元的 ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 的计算精度与 ＦＥＭ⁃Ｈ６ 相近，但
显著高于 ＦＥＭ⁃Ｔ４。 当 ｈ＝ ０．５ ｍ，即 ｌｇ（ｈ）＝ －０．３时，
ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ的能量相对误差是 ＦＥＭ⁃Ｔ４的 １ ／ ２４。

３　 结　 论

本文建立了基于多面体网格的光滑边域有限元

法，介绍了多面体单元的光滑域划分方法、形函数的
构造以及几何矩阵和刚度矩阵的推导，利用 Ｍａｔｌａｂ
软件编程计算了空心球模型和梁模型，并将结果与
常规有限元结果进行对比研究，可以看出：①ＥＳ⁃
ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ曲线的斜率明显大于 ＦＥＭ⁃Ｈ６ 和 ＦＥＭ⁃Ｔ４
的曲线斜率，表明随着单元数量增加，ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ
计算结果更趋近参考解，有更好的收敛性；②ＥＳ⁃
ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ曲线明显低于 ＦＥＭ⁃Ｈ６ 和 ＦＥＭ⁃Ｔ４ 曲线，
表明在单元特征边长一定时，ＥＳ⁃ＦＥＭ⁃Ｐｏｌｙ 计算结
果更接近参考解，精度更高。

综上所述，基于多面体网格的三维光滑边域有
限元法，相比于常规有限元方法具有更好的精度和
收敛性，可以用该方法对结构复杂的三维弹性力学
问题进行分析。
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