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EXTENDING ISOMETRIC  EMBEDDINGS

H.  JACOBOWITZ

Introduction

LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H be a submanifold  of  a Riemannian manifold  U. Assume  f:H—>EN

is  an isometric  embedding  into some Euclidean space. When  can /  be extended

to  an isometric  embedding  of  U into the same  Euclidean  space?  In this  paper

the  author  considers  the local  problem  of  finding  conditions  on /  and H a t a

point  p e H,  which  guarantee  the existence  of  such  an  extension  of  /  to an

open  neighborhood  in U containing p.  When  everything  is  real  analytic,  these

conditions  are implicit  in the proofs  of  the Cartan - Janet  theorem.  However,

by  focusing  on this  extension  problem we obtain  a proof  which  appears  to be

simpler  and better  motivated  than  those  in the literature.  The author's  main

aim  is  to obtain  such  extension  results  even  in the nonanalytic  case.  The ap-

proach  is  basically  that  of  N ash  [11]. One inverts  a  linearized  operator and

tries  to  construct  the solutions  of  a  nonlinear  problem.  The present  work  is

based  on the author's version  [7] of  N ash's  paper.

To see the geometry  involved consider  a two- dimensional Riemannian mani-

fold  U  and the isometric  embedding  of  a  curve  H  on the manifold  into  three

dimensional  Euclidean  space.  In general  such  an isometric  embedding  cannot

be  extended.  This  is  clear,  for  instance, if H is not a geodesic  but its image  is.

More  generally  compare  the geodesic  curvature  κg  of  H  at  p  with  the cur-

vature  of the space  curve  which  is  its  image.  Let e be the curvature  vector  at

f(p).  If  an extension  exists,  then  there  must  exist  a unit  vectorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n  orthogonal

to  the image  of H  at p  with  κg — en.  Conversely,  if  for  some unit vector  n at

f(p)  one has  \ / cg\   <  en  then,  at  least  with  everything  analytic,  an  isometric

extension  exists  (D arboux  [3, p. 274]).  We  shall  show  that  for  higher  dimen-

sional  problems  the  analogous  necessary  curvature  condition  is  also  almost

sufficient.

This  paper  was  motivated  by  two  questions.  The first was  to  see how the

geometric  conditions necessary  for the existence  of  an extension  enter  into the

possibility  of  solving  the initial  value  problem  for  a  certain  system  of  partial

differential  equations.  This  was not clear  to the author  in the proofs  of  either

Cartan  or  Janet.  The  second  was  to  see  what  modifications  of  the  implicit

function  theorem of  [7] were  necessary  in order  to handle  initial  value  theo-
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rems.  Indeed  this  paper,  with  just  a  little  rewriting  and  generalization,  could

have  been  entitled  "An  implicit  function  theorem  for  initial  value  problems".

We  need  to  introduce  some  notation  and  recall  some  definitions.  The  linear

span  of  a  set  of  vectorszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {v19  , vk}  |is  denoted  ^by  ί Ls. - ^ ,  , vk}.  Let

Φ:  Mn
  —» EN

  be  an  embedding  of  a manifold  into Euclidean space.  In a neigh-

borhood  of  some  point  p  introduce  local  coordinates  x19  , xn.  The  tangent

space  to  the  image  of  Mn
  in EN

  at  p  is  denoted by  TP(Φ(M)).  Thus  TP(Φ(M))
=   l.s.  {ΦXl,  - 9ΦXn}.  The  osculating  space  at  p  is  defined  by  ΘP(Φ(M))  =
l.s.  {Φxl9  , ΦXn,  φXlXl,  , φXrXs,  , ΦXnXn}.  Both  T  and  0  are independent

of  the  choice  of  coordinates.  The  map  Φ:  M  —> EN
  is  an  immersion  if  dim

TP(Φ(M))  =  n,  and is nondegenerate  if  in addition dim ΘP(Φ(M))  =  %n(n +  3);
in  particular  N  must  be  at  least  as  large  as  this  number.  This  is  equivalent  to

the  fact  that  the  set  of  vectors  occurring  in  the  definition  of  ΘP(Φ(M))  is  line-

arly  independent.  If  Φ is  an  immersion  at  p,  then  for  some  neighborhood  of

p,  Φ is  injective,  i.e.,  is  an embedding.  F urther,  assuming  Φ is  an  immersion,

the  usual  metric  on EN
  induces  via  Φ a  Riemannian  metric  on  M,  to  be  de-

noted  by  F(Φ).  Thus  F  is  a  functional  from  immersions  to  metrics.  We  use

the  term  general  metric  for  a  symmetric  bilinear  form  which  need  be  neither

nondegenerate  nor  positive  semi- definite.  In  local  coordinates,  0F(Φ ))^  =

Σ^i(3Φv/ dxi)(βΦ''/ dxj).  G iven  two  maps  u  and  v  of  M  into EN
  we  may  con-

sider  the  F rechet  derivative  dF(ύ)v  of;  F  at  u  acting^on  v.  This  derivative  of

F  at  u  takes  maps  into general  metrics:  (dF(u)v)ij  =  Σ*=1{(duv  jdXi)(dvv  ldxό)
+   (dw/ dXjXdW/ dXi)}.  If  H  is  a  submanifold  iof  M,  then everyone  knows  what

the  restriction  of  v  to H  is.  We  shall  denote  this  by  v\H.  But  for  a  metric  g,
by  g\H  we  do  not  mean  the  restriction  of  each  component  of  g  to  H  but

rather  the metric  on H  induced  by  the  inclusion  of  H  into  M .  If  we  choose

local  coordinates  x19  ,xn  such  that  H  =  {x\xn  =   0},  then  (g\H)ij   =

8ij(xi>   >*rc- i>0),  1 <  i  <  j  <  n  —  1.  Throughout  this  paper  we  use  the

indices  /  and  /  only  in  this  range.

We  shall  often  use  the  term  isometry  as  an  abbreviation  for  an  isometric

embedding  Φ:  M  - +  EN.  This  is  not  the  usual  usage.  The  problem  of  finding

an  isometric  extension  is  the  following:  G iven  a manifold  U  with  Riemannian

metric g  and  a  submanifold  H  and  a map  f:H- +EN
  with  F(f)  =  g\H,  find  a

map  u:  U  - > EN
  with  F(u)  =  g  and  u\H  — j . This  is  an  initial  value  problem

for  a  nonlinear  partial  differential  equation.

We  solve this  problem  in  the  real  analytic  category  by  an  application  of  the

Cauchy- Kowalewski  theorem.  F or  the  C°°  category  we  shall  first  try  to  solve

the  linearized  initial  value  problem.  G iven  a  map  u,  can  we  find  a  solution  v
to  dF(u)v  — Δg  such  that  v\H  =   0?  We^must  require  Δg\H  =   0.  H ere  Δg  is

used  as  symbol  for  a  general  metric.  The  notation  anticipates  our  application.

N ote  that we  want  to  conclude  that  all  the  components  of  v  vanish  on  H,  al-

though  we  do  not  assume  that gin  is  zero  on  H.  F or  this,  N ash's  method  of

inverting  the  linearized  operator  does  not suffice,  and  so  we  seek  to  modify  it.
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After  doing this we  attack  the C°° problem by  first  approximating  it by  a  com-
plex analytic one. This formalism involves the complexification of a manifold.
If M is a real analytic manifold of real dimension n, then there exists a complex
analytic manifold  Mc of complex dimension  n such that M may be considered
a real submanifold of Mc'. For  U in Rn we take as its complexification any open
set in Cn, which contains  U.  A(r) denotes the set of functions (or maps, or
metrics) analytic on  {z£Cn\ distance (Re z,  U) <  r, |Im z\  <  r}. For  v  e  A(r),
\v\r,k is the supremum of  v and its partial derivatives up to order  k over the
above subset of  Cn. Note the Cauchy estimate,  \v\r^k  <  Kr~k\v\2rj0. Use  \v\r
in place of  \v\rt0. We denote the ball in  Cn with radius  r and center at the
origin by B(r), and use  B(f) for the analogous ball in  Rn.

The extension of analytic isometric embeddings is studied in § 1. In § 2, the
Cartan-Janet Theorem is proved. § 3 provides the solution to the linearized
problem; this is used in § 4 to extend a restricted class of isometric embed-
dings. Then in the last section the results of § 1 and § 4 are combined to show
that all appropriate isometric embeddings can be extended. These results are
stated for codimension one submanifolds; similar results hold for arbitrary
codimension. This section also includes a deformation result.

1.  Real analytic extensions

Let  H be an  (n — l)-dimensional submanifold of the n-dimensional Rie-
mannian manifold  U, and / :  H -> EN be an isometry with respect to the metric
U induces on H. Fix a point p € H, and identify the tangent spaces TPH and
Γ

/ ( p )
/ ( fl) .  LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L:TPH  x  TPH  - > R1

  and L:  TPH  x  TPH  - > B  be  the second
fundamental  forms of H  in U and EN

  respectively, where B  is  the normal  space
to  j(H)  at f(p).  If  there exists  an isometry {:  U —> EN

  which extends / , then one
has  (y, L(X,  Y)>  =   L(X,  Y> for  some unit vector v in the tangent space to  EN

at  f(p)  and for  all X  and Y  in TPH.  Indeed v =  f#µ , where µ εTpU,  µ ±  TPH,
\ \µ \ \  =   1, and µ has the appropriate orientation.  In this way L necessarily domi-
nates  L.  We  want  to study  to what extent this  domination  is  sufficient  for  the
existence  of  such an extension.

Definition.  F or fixed /  and p we say L  >  L  if  there exists  some v s  Tf(p)E
N

with

1)  IM Ki,
2)  v orthogonal to TPH,  and
3)  <p, L(X,  Y)>  =   L( Z , Y)  for  all X  and Y  in  TPH.
I t  is  enough to require in 3)  that  (y, L(XU  Xό)y  =   L(XU  X3)  for  some basis

X19  • - , *„ _ . !  of  TPH.  Take  N  >  \n{n  +   1).  If  I  >  L  for  /   and  p,  and /

is  nondegenerate, then  the  same  is  true  for  f  and  pf
  with  f  near  /   in  C

2

and p
r
  close enough to p.  Also  there  is  a  unique  vector  satisfying  2)  and  3)

with  smallest  norm.  This  vector  varies  smoothly  as  a function of  p.  Both of

these  follow  since for  /  nondegenerate (Pp(f(H))  is  maximal (i.e.,  of dimension
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IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n(n  +   1)  —  1).  F urther by  adding  to  v  a  vector  perpendicular  to  Θv(f(H))
we  can obtain  a  smoothly  varying  unit vector  satisfying  2)  and 3).

We  note the following  for  use  in  § 2. Let H  be geodesic  in the sense  of  being

the  image  under  exp
p
:  TPU  —> U  of  an  (n  —  l) - dimensional  linear  subspace.

Then  in  the natural  coordinates  all  the  Christoffel  symbols  of  the connection

vanish  at p,  and  at  this  point L  =   0.  Thus  for  any  isometry  f:H—>EN
  one

has  L>  L.
Recall  that the existence  of  an extension  only  implied  one could  find a  solu-

tion  to 2)  and  3) with  \ \v\ \  —  1.  Substituting  \ \v\ \  <  1  for  the  strict  inequality

we  could  have  defined  L>  L.  However  L  >  L  is  clearly  not sufficient  for  the

existence  of  an extension  as  the following  example  shows.

We  compare  the  metric  ds2

φ =  dr2  +  (Φ(r)r) 2 dθ2
  on  R2

  with  the  standard

metric ds2
  on E2

  corresponding to Φ  Ξ  1.  Let Φ (l) =   1,  Φ '(l) =   0,  Φ "( l) <  0.

Consider  two  points belonging  to  the unit circle and close  together. Clearly the

distance  between  these  two  points  in  the  first  metric in  strictly  less  than  their

distance in the standard metric. The  inclusion Sι
  —•  E2

  of  the unit circle  is  iso-

metric,  since  ds\  =   ds2
  on S\  and, by  what  we  have  just  said,  cannot  be  ex-

tended  in  a neighborhood of  any  point  to an  isometry.

The  same  is  clearly  true for  this  map  thought  of  as  a  map  of  Sι
  —> Ek.  In

particular,  set  f(θ)  =   (cos 0, sin θ, 0), and let xx  =   r, x2  =   θ. Thus I\   =   —  1.

To  find  v we  need V'fXi =   0  and v  fX2Xi  =  —  1.  We  can  find  a  solution  with

||y||  —  1  (but none with  \ \ ι>\ \  <  1).  Thus L >  L  is not sufficient  for  the existence

of  an  extension.

We  investigate  what  L  >  L  means  in  terms  of  local  coordinates.  Introduce

coordinates  x19  , xn_19  y  =  xn  on  U  such  that  H  =   {(y, x)\y  =   0}  and  the

metric  satisfies  gnί  =   0,  gnn  =   1.  In  this  paper  always  1 <  i  <  j  <  n  —  1.

The  vector  fields  Y, Z
1 ?

  , Z
w
_

x
 denote the tangent vectors  to the appropriate

curves.  One  computes  that  the  Christoffel  symbol  Γ^  is  equal  to  — J  gijt7l.
Thus  Lυ  =   <Ύ, Xt  \— Xj}  —  — j  gij,n  F rom L  >  L  we  know  there exists  a

vector  v(pf)  e TV,E
N
  (which we  henceforth  identify  with  EN)  which  is  of  unit

length,  satisfies  2)  and  3)  and varies  analytically  as  a function  of  / / .  In  terms

of  the  map  / :  H- +EN
  we  have  v  fXtXf  =  — igijin>  vf*t  =   °

  a n d
  ^  =   l

We  shall  now  see  that  for  real  analytic  Riemannian  manifolds  the  existence

of  a  solution  to  this  algebraic  system  implies  the existence of  an isometric map

/ :  U  - > EN
  which  extends  / .

Theorem  1.1.  Let  U  be  a real analytic  Riemannian  manifold  of  dimension
n, H an analytic  submanifold  of codimension  one  with  the  induced  metric,  and
p a point  of  H.  Assume  there  is  a map  f:H^>  EN,  N  =  \  n(n  +   1), which  in
a neighborhood  of  p  is  analytic  and  isometric.  Finally  assume  that  at  p, f  is
nondegenerate  and  L  >  L.  Then  one  can  find  an open  neighborhood  U  of  p
in  U and a real analytic  map  f:  U  —> EN  such  that  f  is  an  isometric  embedding
and  f  agrees  with  f  on  H  Π  U.  Further  the  augmented  osculating  space  of  H
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with  respect  to f  is maximal.  If N >  j  n(n +  3), then  f  can be chosen  to be
nondegenerate  on U.

This  augmented osculating  space is the linear span of Θv(j{H))   and  Tp(f(U)).
Its  maximality  reflects  our choice below  of an initial  vector  fy(p)  which  does

not lie in Θp(f(H)).  The fact  that /  is nondegenerate if  the dimension N is high

enough is crucial for our proofs  of both the Cartan - Janet theorem and the C°°

extension  result.

Proof.  In the local  coordinates introduced above,  the isometric  embedding

equations become

(1)  h t ' f * j  =   8 t j ,  fXi'fv  =  O>  fv  t v =   l  '

We  consider / (0, x19  , xn_^) as given  and seek  a solution f(y, x19  , xn_λ)
=   / (0, x) +  fi(x)y  +  f2{x)y2

  +   Equivalently  we reduce  (1) to a  system

to  which we may  apply  the Cauchy- Kowalewski  theorem. I t is easy  to see that

a  solution of (1) must  also  satisfy

( 2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  fy  fxixj   =   -   i<8ίj)y  ,  fy'fXi  =   0  >  fy'fy  =   1
 >

W/   Tyy'ΐxi  — "  • >  Jyy'fy  ~  "  • >  ίyy'lXiXj  =  2^Sij)yy  \   Jyxi'tyxj

We  have  already  seen  that  the condition on the second  fundamental  forms

implies  that fy(0, x) =  v(x) satisfies  (2) on H. F urther v(x)  is linearly indepen -

dent of <ΰ(H), i.e., the matrix  whose  rows  are v, fxt,  • >, fXn_l9  fXlXl,  ,  fx.xp

-  * *  J fxn- 1xn_1  is invertible.  Thus we can apply  the Cauchy- Kowalewski  theorem

to  system  (3) with  / (0, x) the given  map of H into EN
  and fy(0, x) equal to v(x).

This  means  applying  the Cauchy- Kowalewski  theorem  to a  possibly  under-

determined  system.  We will  comment on this  later.

I t  is now straightforward  to verify  that the analytic  function  f{x, y) so  ob-

tained  also satisfies  (1). We do the longest of the calculations: Assume we have

already  shown  fXi- fy  =  0 and fy- fy  =   1 wherever  / (y,x)  is defined  and for all

/  =   1,  , n — 1. F or  some /  and / , set u = xu  v = xJm On H we have  fu- fv
=   gij9  and want  to obtain  fu- fv  =  gtj  everywhere.  We  know  that  on H, f
satisfies  the initial  condition fy- fuυ  =   — j  (gij)y.  Differentiating  fu  fy  =  0  ==

fΌ- fy  gives  that  (fu- fυ)v  =  — 2fUΌ fy  =   (g^)
y
  on H. If we can now  show  that

(fu'fv)yV  =   (Sij)yy everywhere,  then clearly fu  fυ  = gυ  everywhere.  From  fu>f y

=  fv- fy  =  0 and fy'fv  =   1 we derive  fuyyfv  =   -   fuvyfy  -   fuyfvy  -   fuυfyy  and

fuvyfy =   -   Way-
 T t l U S  U S i l l

S  (
2
)

 W e  θ b t a i n  (fu'fv)yy  =  (gij)yy,  which  implies

that  a solution to system  (3) satisfying  the above  initial  conditions  is  also  a

solution to system  (1), i.e., provides  an extension of the isometric  embedding

H  —> EN.  Clearly  for this  extension we have  a maximal  augmented  osculating

space of H in EN.  We want  to show  that for N > J n(n +  3) some nondegene-

rate  extension  can be found.

Let  B(λλ,  -   - , λk) be an r x  s matrix,  r < s, depending analytically  on para-
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meterszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA λt  and of maximal  rank,  and C(λ19  , λk) be some  right  inverse  also

varying  analytically.  N ow  consider  an equation B(fXl, fXlXj)fyy  = g.  Then any

solution  to fyy  = C(fXl, fXlXj)g  also  satisfies Bfyy  — g  this  is how  the Cauchy-

Kowalewski  theorem is applied to underdetermined systems. We want to modify

this so as to obtain  nondegenerate  isometries.

G iven a set S =  {v19  , vk}  of vectors  in EN, N > k, let µ (vί9  , vk) be

some  nonzero vector  orthogonal to S. If each vt  varies  analytically,  and S is a

linearly  independent set, then µ  can also  be chosen  analytic.  If B  is now  a

matrix  whose  rows  are given  by the vectors  fx.,fy,fx.xpand  C is again  some

right  inverse,  while  µ = µ (fXi9fV9fXiXj)9  then  fyy  =  Cg + µ  also  satisfies  Bfyy

=   g.  Using  this  observation  we can insure  nondegeneracy.  F irst  take C to be

that right  inverse  whose  range is the linear  span of the rows  of B. N ext we use

the  following  lemma to help  find  an appropriate µ .
Lemma.  / /  L > L at the origin,  and N >  % n(n +  3), then  there  exists a

vector  v(x) in EN  analytic  near  the origin,  for  which  fy(x, 0) =  v(x) satisfies
(2) and {v, vXi, fXi,  fXiXj]  is linearly  independent  at the origin.

F o r  th e proof  find  som e  vλ  such  th at  (2) is  satisfied,  except  \vx\  <  1.  Seek

v(x)  = vλ(χ) +  ao(x) +  βixXx&xix)  +   +  *»_!««_i(*))  where  each  ap(x)
is  either  zero  or orthogonal  to Θ(H).  Choose β(x) so \v(x)\ =  1. I t is not too

difficult  to see that  it is  possible  to pick  the α 's so that  {v,vXi,fXi9fXpX̂   is

linearly  independent at the origin.

Now  consider  µ (v19  , vk)  as  above.  In  particular  we  will  look  at

µ dxvfxixpfyJ'yx)  where,  because  of  the initial  data  fy  =  v and the above

lemma, we can take µ to be an analytic function of its arguments. The solution

to  ίyy = C(fXi,fy,fXiX)g  +  µ (fXi9fv,fXiSj9fVXi)9  with  the initial  data  / ( *, 0) =

the  given  embedding of H and fv(x, 0) =  v, also  satisfies Bfyy  =  g and so,  as

we  have  seen,  also  satisfies  (1), i.e., gives  an isometric  embedding.  N ote  fyy

is  linearly  independent of  {fXi9fV9fXiXjyXk}9  so that  dim $(/ (£/ )) =  i Φ +   3)

and  /  is nondegenerate.  This  concludes  the proof  of Theorem 1.1.

This theorem is a local result. We can also ask when the isometry  / :  H—>EN

can  be extended to a neighborhood of all of H. So let /  be nondegenerate,  and

suppose  L>  L  everywhere  on H. N ote that  once the initial  condition  fy(x9  0)

is  given,  the solution  to system  (3) given  by the Cauchy- Kowalewski  theorem

is  unique and so is independent of the choice of coordinates x19  , xn- \ Let

B  be the line bundle on H determined by the direction  orthogonal to Θ(j(H))9

and  D be the normal  line  bundle of H in U. If B and D are isomorphic,  then

the  initial  data  can be globally  prescribed.  H ence, if H is  also  closed  in U,
then the isometric  embedding /  can be extended  to an isometric  embedding of

an  open neighborhood of H. Of course, B and D isomorphic is also  necessary

for  the existence  of an extension  for which  H has everywhere  an augmented

osculating  space  of  maximum  rank.  A  more  complicated  condition  arises

when  one requires  that the extension  be nondegenerate.

The  main  result  of  this  paper  is to show  that  even  nonanalytic  isometric
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embeddings  can  be  extended,  provided  we  replacezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  N  >  J  n{n  +   1) by  N  >
\n(n  +   1)  +   n.  Before  doing  this  we  detour  to  show  how one may now  prove

that  any  real  analytic  ^- dimensional  manifold  has  a  local  analytic  isometric

embedding  into EN.  We  also  discuss  previous  work  on  this  real  analytic  prob-

lem.

2.  The  Cartan- Janet theorem  and  some generalizations

In  this  section  we  prove  several  well  known  results.  Let  us  start  with  the

Cartan - Janet  Theorem.

Theorem  2.1.  Let  U  be  an n- dίmensional  real analytic  Rίemannian  mani-
fold,  and  p  a point  of  U.  Then  there  exist  an  open  set  U  containing  p  and  a
real  analytic  map  of  U  into  EN,  N  =   j  n(n  +   1),  which  is  an  isometric  em-
bedding.

Let  p  e H1
  C H2

  C  C Hn~ι
  C  U  be  a  sequence  of  analytic  submanifolds,

dim Hk  =  k, We  seek  analytic  nondegenerate  isometries  of  each Hk
  (or  rather

an  open  subset  of  Hk
  containing p)  into EN,  N  =   % n{n  + 1 ) .  F or H1

  this  is

simple  since  the  introduction of  arc  length  is  an  analytic  change  of  variables.

If  Hk~ι
  is  so embedded,  and our curvature condition holds,  then one may  apply

Theorem  1.1  and obtain a similar  embedding for  Hk.  At  the last  step  we  obtain

an  embedding  of  U  which  proves  Theorem  2.1,  or  we  can  replace  N  by

\n(n  +   3)  and  obtain  a  variant  of  this  theorem:  Every  such  U has  an analytic

nondegenerate  isometric  embedding  into EN,§N  =  % n(n  +   3).

Before  questioning  whether  the  sequence  of  manifolds  Hk
  and  their  non -

degenerate  embeddings  can  be  found  such  that  the  curvature  restriction  is

valid,  recall  that this  restriction is  always  fulfilled  if  the manifolds  are  geodesic

at p.  This  proves  Theorem 2.1.

Let M  and M  be Riemannian manifolds,  dim M  =  n,  dim M  =   J n(n  +   1).

Let H be  a submanifold  of  codimension one in M,  and  /i  H ^ M a n  isometry.

We  wish  to  extend  h  to  an  isometry  f:M- *M.  Again  we  assume  everything

is real analytic  and seek  only local results.  F or  local  coordinates  on M  we  wish

to  solve

where  the first inner product is  in M,  and the second in M .  Let H =  {x \xn  =   0},

and  take  (d/ dxn,d/ dXiy  =   0,  i  Φ  n.  Also  set  Xt  =  f*(d/ dXi).  A  necessary

condition  for  an  isometric  extension  to exist  is  that  there  exists  W  e TM  with

(W,  W}  =   1,  <W, Xt}  =   0,  and  (W,  F
X i

Z .> =   Γjό  along  h(H)  c  M.  We  still

use  1 <  i  <  j  <  n.  H ere V  is  the connection in M  (subsequently  also denoted

by  |—) , and  Γfy  the Christofϊel  symbol  in  M.  I t  is  easy  to verify  that any  solu-

tion  to

<yxxn,  x<> =  o ,   ψXnxn,  xny =  o ,
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<yx  xn,  vx.Xj}  =  -   — - ^— (—,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  —  \   +  <yx  xi9  vx

subject  to the initial conditions on H

<xn,FXιxjy  =  r?J,  <xn,xiy  =  o,  <xn,xn>  =  ι

also  gives  a  solution  to  (1). H ere JR is the curvature form R(A,B)C  =  — A  f—

(B\ - Q  + B\ - (A\ - C)  +  [A,B]  \ -   C.
Using  local  coordinates and recalling  that R  is  a  tensor  and hence does not

depend  on  the  derivatives  of  / , we  see  that  the  Cauchy- Kowalewski  theorem

can  be  applied  provided  {Xi9  Xn,  Fx.Xj}  are  linearly  independent on the initial

surface  H.  So  we  say  /   is  nondegenerate  at  p  e H  if  the  set  {Xi9VXiXj}  C

TfmM  is  linearly  independent, and we  say  L  >  L  if  there  exists  W e  TMfm

with  <W, W}  <  1,  <W9Xt>  =   0,  and  <W,FXiXj}  =   L(Xi9Xj)9  L  being  the

second  fundamental  form  of  H  in  M .

Theorem.  / /   /   is  nondegeneraίe,  and  L>  L  at  p  ζH,  then  the  isometry
h:  H  —> M  can  be  extended  to  an  analytic  isometry  in  a  neighborhood  in  M
of  p.

As  before,  we  note that if  H  is  a geodesic  submanifold  of  M  at p,  then  any

isometry  h:  H  —> M  can be  extended,  provided  that h  is  nondegenerate. Also

note that if  M  is  a  submanifold  of  some M,  geodesic  at  some point q,  then  for

any  h:  M  —•  M  with  h(p)  =  q  the  osculating  space  of  h(H)  at  q  as  a  linear

subspace  of  TqM  is  actually  contained  in  TqM.  With  these  two  observations

one  can prove  the following  generalization  of  the Cartan - Janet Theorem.

Theorem 2.2.  Let  Mx  and  M2  be  arbitrary  analytic  Riemannian  manifolds
of  dimensions  n  and  \n{n  +   1)  respectively.  Then  about  each  point  in  Mλ

there  exists  an  open  set  which  can  be  mapped  isometrically  into  M2  by  a real
analytic  map.

We  now  consider  metrics  which  are  indefinite  but  nondegenerate.  This

means  that if  we  diagonalize  the metric at a point, we obtain positive  and nega-

tive  eigenvalues  but  no  zero  ones.  N ote however  that  we  can  obtain nonzero

tangent vectors  of  zero norm. Such directions are said  to be  isotropic. A  metric

with  nx  positive  and n2  negative  eigenvalues  is  said  to  be  of  type  (n19 n2),  and

the  underlying  manifold  is  denoted by Mni>n2
  or Mn,  n  =  nx  +  n2,  when  type

is  not  important. Let  Hn- \=Hni  n*)  be  a  submanifold  of  Un,  p  a  point  of  H,
and  / :  Hn~ι

  —•  EN,  N  =  % n(n  +   1),  a nondegenerate isometry.  Again  every-

thing  is  real  analytic,  and we  seek  a  real  analytic  isometric  extension  of  /  in  a

neighborhood  of  p  e  U.

N ote that for  any set SΌ f k  —  1 linearly  independent vectors  in an indefinite

space Ek
  there is  a vector  orthogonal to S  (although it may  also  be  an element

of  S). F urther this vector  is  unique up  to  scalar  multiplication. So upon fixing
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a  direction, letzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  tΌ  denote the vector  normal  to  H  in  U,  and  let  tE  denote  the

vector normal to Θ(H) in EN.  Let aυ  =  ±   1 if  there exists  λ  such  that  | | ^ | |  =

±   1,  and Gυ  — 0  otherwise,  and  the  same  for  σE.  We  shall  always  assume

σσ  Φ  0,  i.e.,  the  direction orthogonal  to H  is  nonisotropic. This  allows  us  to

introduce  local  coordinates  in  the same way  as  before.  Let  v  6 Θ(f(H)) be that

unique  element with  fXi  v  =   0,  and  fXiXj- v  =  L(XUX3).
Theorem.  The  nondegenerate  map  f:Hn- ^EN  has  an  isometric  exίesion

under  any  of  the  following  conditions
(i)  ||ι; ||  <  -   1 andσE  >  0,

(ii)  ||ι; ||  >  1 and  σE  <  0,

(iii)  -   1  <  llvll  <  1 andσEσu>  0.

The  proof  is  clear.  The  fact  that  the  metric  is  indefinite  play  no  role  in

solving  system  (3)  but  only  in  satisfying  the  initial  conditions  (2).  The  inner

product  u  v  now  has  the form  Σΐ^u'v*  —  Σ*=k+i uava
  where  EN  =  Ek'N~k.

Corollary.  Suppose  that  Hn>m
  —> Er>s  is a nondegenerate  isometry  (r  +   s  =

J(n  +   m)(n  +   m  +   1)  —  1), and  that  Hn'm  is geodesic  in  Un>m+1 (or  Un+hm).
Then  one  can  extend  to  an  isometry  Un'm+1

  - * Er's+1  (or Un+hm - + Er+hs)  with
maximum  osculating  space  if  and  only  if  σv  <  0  (or  σv  >  0).

Call  EN
  compatible  with  Hn

  if  EN
  is  of  type  (N19N2),  and  Hn

  is  of  type

(«!, n2)  with  Nx  >  n19  N2  >  n2.
Lemma.  Hn  has  an  isometric  nondegenerate  embedding  into  EN,N  >

i  n(n  +   3),  if  and  only  if  EN  is  compatible  with  Hn.
So if  we  apply  the  above  results  to  some Hn~ι

  which  is  geodesic  in  Un
  and

whose  orthogonal direction is  nonisotropic we  obtain the following  result.

Theorem 2.3.  Un  can  be  locally  embedded  in  EN,N  =   J  n(n  +   1),  by  a
real analytic  isometry  provided  only  EN  is  compatible  with  Un.

One  can naturally  also  replace  the Euclidean indefinite  metric by  any other

nondegenerate one.

Theorem  2.1  was  first  proved  for  two- dimensional  manifolds  in  Euclidean

three- space  by  Weingarten  [12].  Janet  [9]  in  1926  sketched  a  proof  of  the

general  case; this was  incomplete because he could not guarantee the  existence

of  the  appropriate  initial  conditions. Burstein  [1]  in  1931  completed  Janet's

proof,  and stated  that the generalization  to Theorem 2.2  presents  no  difficulty.

H e  showed  that  / :  Hnl
  —> EN,  N  =  ^n(n  +   1),  could  be  extended  whenever

/  was  nondegenerate and Hnl
  geodesic. The use of  such geodesic hyper surf aces

obscured  the  curvature  condition  and  its  relation  to  the  initial  values.  In  the

meantime  Cartan  [2]  published  a  proof  of  Theorem  2.2  using  his  theory  of

exterior  differential  forms.  In  1956  Leichtweiss  [10]  gave  a  new  proof  of

Theorem  2.2  in  the  spirit  of  Janet's  and  Burstein's  work.  Finally,  Theorem

2.3  is  due to F riedman [5], using  another variation  of  Janet's  idea. This  result

for  indefinite  metrics was  known  to Eisenhart  [4, p. 188].

We  have  also used  this basic  idea of  reducing the isometric embedding equa-

tions to a system  of  Cauchy- Kowalewski  type. The material in sections one and
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two  differs  from  that  of  previous  authors  in  that  it  focuses  on  the  necessary

geometric  conditions  for  extending  a  given  embedding  of  some  (not  neces-

sarily  geodesic)  submanifold.  This  viewpoint  seems  to  make  the  proofs  sim-

pler  and  more natural.

One  can  also  consider  nonanalytic Riemannian  manifolds.

Theorem.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Let  Un  be a Riemannian  manifold  of class Ca,  a  >  2.  Then  each
point  of  Un  has  an  open  neighborhood  which  admits  an  isometric  embedding
of  class Ca  into  EN,  N  =   J  n(n  +   1)  +   n.

This  follows  from  the  arguments  used  by  N ash  [11]  in  his  work  on  global

isometric embeddings.  The  C°°  case was  proved  by  G reene [6], and the  general

result  can be  easily  proved  using  [7].

However  these techniques are not immediately  applicable  to extension prob-

lems,  i.e.,  to  initial  value  problems.  I t  is  the  aim  of  the present  paper  to  show

what  modifications  are necessary,  or  rather  sufficient.  Of  course  once we  solve

the  extension  problem  for  nonanalytic  metrics,  we  can  prove  corresponding

version  of  the  above  theorem in  the  same  way  as  we  proved  the Cartan - Janet

theorem, but we  do not in  this way  get  that the embedding  is  also  of  class  Ca.

3.  The  linearized equations

Our  goal  is  to generalize  Theorem  1.1  to  nonanalytic  metrics  and  embed-

dings.  The  first  step  is  to  study  the linearization  dF(u)v  =   Δg  defined  in  the

introduction.  F or N  >  \  n(n  +   1)  the equations  are  underdetermined,  and  so

we  may  assume  that  certain  additional  conditions on v  are  also  valid.  If  N  >
\n(n  +   1)  +   n,  and the map u:  U  - > EN

  is nondegenerate, then, as N ash  show-

ed  [11, pp.  31- 34],  there exists one and only one solution v  also satisfying  v  e
Θ(JJ) Π (Γ(£ / ))

x
  We  cannot use  this  construction  since,  for  this  inverse  to the

linear  operator,  dF(u)v  =   Δg  and Δg\H  =  §  do  not  imply  v  =   0  on  H.  Thus

v  does  not  solve  the  linearized  initial  value  problem.  So  we  modify  N ash 's

solution.  We  pay  for  this  modification  by  not  retaining  as good  a bound  on  v.
Let  u:  U —> EN

  be  a  given  map.  Again  we  use  the  indices  1  <  /  <  /  <  n,
and  introduce  coordinates  x19  - ,xn  such  that  gnn  =   1  and  gni  =   0,  i.e.,

uXn- uXn  =   1  and  ux.- uXn  =   0.  We  later  also  use  the  indices  1 <  I   <  J  <  n.
Assume  the  submanifold  H  is  given  by  {x\xn  =   0}.  Set  v  =  d/ dxn,  denote  l.s.

{L(v,x)\x  € TU}  by  S,  where  L(x,  y)  is  the  second  fundamental  form  of  U  in

EN,  and  set  0  =  T(U)  θ  (0(ϋ )  Π   (S 0  T(U)y).  If  we  make  some  canonical

choice  of  the  coordinate xn,  then  this  space  Θ is  independent of  the choice of

(the  other)  coordinates.  So  let  the  coordinate  curve  of  xn  always  be  the

unique  geodesic  orthogonal  to  H.
Let  h:  H  —> TU  be  any  section,and  Δg  any  general  metric.  The  notation

Δg  suggests  our  future  application.

Lemma.  Assume  u  is  nondegenerate,  and  N  >  \n(n  +   3).  / /   Δg\H  =
dF(u)h\H,  then  the system  of differential  equations  dF(u)v  =   Δg,  together  with
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the  conditions  v  =  h  on  H  and  v  € 0  everywhere,  have  a  unique  solution.
Proof.  Let  v  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Θ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  and  consider  the unique  decomposition  v  =   a  +  z,  a €

T(U),  zeΘΓ[  T{U)L.  Set a  =  aτuxv  (summation convention with  /  or /  summed

from  1 to  n  —  1  and  /   or  /   from  1 to  n  but  if  an index  appears  on both  sides

of  an  equation,  then no  summation  is  intended).

The  eqations  dF(u)v  =  Δg  become

2an

Xn  =  Δgnn  ,  gijain  +  an

Xi =  Δgni  ,

- 2ux.x.  z  =   Δgij  -   (dFiuWtj  .

We  have  used  the obvious  equalities:

uXn- uXlXn  =   0  ,  uXn  zXl  =  0  =  uXl  zXn  ,

Uχn- uXlXj  +  uXl  uXjXn  =   0  ,  uXl  zXj  =  -   uXlXj  z  .

There  is  a  unique  solution  to  the  first  n  equations  which  agrees  with  h
on  H.  This  solution  satisfies  the  estimates  \an\   <  C{\Δg\ +  \h\ }  and  \a*\<
C{\  Δg\ x  +   I Ad}.  The  norm without  a subscript  is  the maximum norm taken  over

some  domain,  and  the other  is  the  maximum  of  this  norm,  for  the  function

and  all  of  its  first  derivatives,  taken  over  the  same  domain.  We  wish  to  solve

the  remaining  J  n(n  —  1)  equations  for  z  and  to have  z  =   0  on  H.
Lemma.  / /  u  is nondegenerate,  then  at each point  of  U  the  linear algebraic

system  ux.Xj- z  =   G ^  has  a  unique  solution  for  any  right  hand  side.  This  solu-
tion  varies analytically  if  u  and  G  are  analytic.

In  our  application,  — 2Giό  =  Δgij  —  (dF(u)a)ij  where,  on  H,  a  — h  and

dF(u)h  =  Δgij.   So indeedzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  z  =   0  on  H.
To  prove  the  lemma  we  note  that  the  orthogonal  projection  of  0  Π   Ί (JJ)L

into  \ .s.{uXiXj]   is  always  injective,  while  dimΘ(U)  =   \n(n  +   3)  implies  dim

Θ  ΓΊ  T(JJ)L  =   \n(n  —  1),  so  that  this  map  is  surjective  and  l.s.{ux.Xj]   is  of

maximal  dimension.  Thus  one  has  a  unique  solution  of  uXiXj  z  =   Gtj  under

the  side  condition z ^ Π   T(U)L  =  Θ(JJ) Π  SL
  Π   T{U)L.

We  now  introduce  the  complexification  of  U  and  the  associated  norms  as

outlined  in  the  introduction.  I t  is  easy  to  see  that  our  previous  results  carry

over.

Theorem.  Let  u°:  Uc  —> CN  be  analytic  and  nondegenerate  in  some  com-
plex  ball B(r0).  Given  Δg  also  analytic  on  B(r0)  with  Δg  =   0  on  H,  one  can
find  v°  € A(r0)  satisfying  dF(u°)v°  =  Δg,  v°  =   0  on  H.  Further  there  are  local
coordinates  depending  on  u° and  a constant  K  also depending  on  u°  such  that
for  every  r with  0  <  r  <  r0  one  has  \v°\r  <  K\Δg\Tt2.

The  estimate  on  |ι;°|
r
  =   \a +  z\r  comes  from  the  complex  form  of  our  pre-

vious  estimate  for  a  and  the  observation  that  z  =   M(Δg  — dF(u°)a)  where  M

is  a matrix  depending  only  on  {uXlXj}.
Let  u  € A(r0).  For  \u  — u°\rQ>2  small,  u  is  also nondegenerate,  and  so we  can
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find  a  correspondingzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v.  We  can even  assume  that  the  same  K  suffices.  So  we

get  \v\r  <  K\Δg\ r>2  with  respect  to  coordinates  whose  choice  depends  on  u.
Does  this  inequality  also  hold  for  the original  coordinates  depending  on  w°?

Lemma.  There  exists  some  ε >  0  such  that  \u° — u\rΛ  <  ε implies  \v\r  <
K\Δg\ ra  even  in  the  original  coordinates.

To  prove  this  one  just  has  to  study  how  the  special  coordinates  we  have

introduced  depend  on  the  choice  of  metric. This  is  a  straightforward  applica-

tion of  the fundamental  theorem of  ordinary  differential  equations  on the  local

existence  of  solutions  and  their  dependence on parameters.

So  we  start  with  u°  and  fix  a  choice  of  coordinates.  We  have  proved  the

following.

Theorem  3.1.  Let  u°:  U —> EN  be a nondegenerate  analytic  embedding  and
H an analytic  submanifold  of  U.  Then  there exist positive  numbers  ε, r

0
, K  such

that  if  u € Λ(r)  and  Δg  e A(f)  for  some  r  <  r
0
  with  \u — u°\r>4 <  ε  and  Δg\H

=   0,  then  there  exists  v  e Λ(f)  satisfying  dF(u)v  =  Δg,  v  =   0  on  H,  and
\v\ r  <  K\Δg\ r,2.

We  use  the  following  notation. Let  dF~ι(u)  denote  the operator  defined  by

dF~ι(u)Δg  =  v  for  that  v  given  by  Theorem  3.1.  This  is  a  right  inverse  for

dF(u)  and  \dF- \u)Δg\r  <  K\Δg\ r>2.  The  operator  dF~ι{u)  is  itself  F rechet  dif-

ferentiable;  we  use  this  at  the  end  of  §  5  in  connection  with  deformation

results.

4.  Extension  of  certain  isometric  embeddings

In this section  we  show  that  even  nonanalytic  isometric  embeddings  f:H—>
EN

  can be  extended  as  long  as  they  are  close  to  analytic  nondegenerate  em-

beddings  of  U.  Without  loss  of  generality  take  in place  of  U  the ball  B(R)  in

Rn
  with  radius R  and center at the origin.  Assume  u:  U —> EN,  N >  J n(n  +   3),

is  an  analytic  nondegenerate map,  and  f  eCq.  Let  H  be  an  analytic  submani-

fold  of  U  of  codimension  one,  and g  be  a metric on  U  of  class  Cq~ι
  with  g\H

=  F(f).  We  need  that  q  >  9  and  is  not  equal  to  an  integer.  Let  \ \v\ \q denote

the  Cq
  norm in  either  U  or H  depending  on  the  domain of  the function  v.

Theorem  4.1 .  There  exists  a constant  C  depending  on  the  values  of  u  in
some  complex  ball  of  radius  rQ with  the  following  property:  / /  for  some  r  <  r

0

one  has  \ \ f — u\H\ \ q <  Cr* and  \ \g — Fiu)^  ̂ <  Crs,  where  the norms  are  over
H  Π  B(r)  and  B(r),  then  there exists  a map  ύ:  B(\ r)  —> EN  of  class Cq~3  with
F(u)  =  g  and  ύ\H  =   / .

Remarks.  By  ύ\H  — f  we  of  course  mean H  replaced  by  H  ΓΊ  B{\  r).  One

can  even  find  a  ύ  with  the  additional  property  that  ύ e CX~
3
  whenever,  for

some  q'  >  q,feCq'  and  geCqf~ι\   here  no  additional  estimates  in  Cqt
  are

necessary.  Thus  the  solution  is  roughly  as  smooth  as  the  data.  In  particular,

if  /   and  g  are  of  class  C°°  and  satisfy  the  hypotheses  of  the  above  theorem,

then  we  can  find  a  solution  ύ  e  C°°.
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N ote we have not explicitly  assumed  our  previous  sufficient  conditionzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L>  L
or  even  the necessary  condition L  >  L.  However,  from  the  fact  that  u:  U —>
EN

  is  nondegenerate  it  follows  that  u\H  is  also  nondegenerate  and  satisfies

L  >  L,  so  that L  >  L  holds  for  all  /  near  u\H.
N ow  we  introduce  new  notation  and  modify  old.  F or  fixed  r  let  @ι

  =

{zεCn\ \Rez\<r(±  +   2 - ) , | /
m

z |  <  2 - } ;  ®~  =  {zz  Rn\ \z\<  ± r ) .  L e t  \ f\ t

now  denote  the  the  sup  norm  in Of1,  Similarly  define  the norm  on  derivatives

\ f\ itk.  Let  {f  }  be  a  sequence  converging  pointwise  to /  on S°°,  f  analytic on Q)\
with  the property  that for  each  /  with  /  e Cι{β°°)  there  is  a  constant  Ct  such

that  for  all  v

IfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  - f- \ <c{i- ^\ f  - ] \ .

This  last  norm  is  in  Cι(B(r)).  We  denote  such  a  convergence  by  f i t / .  If

ίv  zXf  with  respect  to  the fixed  r,  then we  have  the  same  type  of  convergence

for  all  smaller  values  of  r  too.  See  for  instance  [7] for  a discussion  of  this con-

vergence  and a similar  application. In particular,  there are numbers  CL  depend-

ing  only  on  Z, n,  and N  such  that  given  /   and  f  one  can  always  find  such  a

sequence  {f}.

Basically  one  proves  Theorem  4.1  as  follows.  F irst  find  some  v  e  Cq(B(r))
for  which  v\H  — f  and  \ \v — u\ \q is  small.  N ow  find  utzXv  and  gt  zX g  with

gi  \H =  F(ui)  \H (take uQ to be u).  Consider the functional  $(v,  g, w)  =  F(v  +   w)
—  g.  g  is  an  analytic  function  of  its  arguments,  and  ^(w,F (w),0)  =   0.  By

Theorem  2'  of  [6] we  can,  given  v  and g,  solve  $(v,  g, w)  =   0  for  w  provided

\ \v — M ||
?
 and  ||g  — F(u)\ \q_1  are  small.  We  shall  reprove  this  result  in  our

present special  case because,  first,  we must  show  w  =   0  on H  and  must  obtain

precisely  the  statement  of  Theorem 4.1  and,  second,  the proof  of  Theorem  2'
was  omitted  in  [7].  But  since  the  techniques  have  already  appeared,  we  omit

some  details.

So we  first  construct  the  sequences  {wj  and  {&}.  Assume  ||/   —  u\H\ \ q <  ε.
Set  v(x,y)  =   u(x,y)  -   u(x,0)  +   / (*). So  v\H  =   / W  and  ||v  -   u\ \q <  ε.  Take

any  sequence  UiZXv,u0  =  u.  We  now  need  a  simple  lemma.

Lemma.  Consider  a  function  hit,  x),teRa,xeRbfor  some  integers a and
b.  If  hί(x)zχh(0,x),  then  there  exists  a  sequence  {A*(/ ,x)} with  hl(t,  x) zX
h(t, x)  and  A*(0, JC) =  h\x).  _

Take  any  sequence  {¥},¥  =   hl(t,x),  converging  in  the  manner  defined

previously.  I t  is  obvious  that  {h1}  defined  by  A* =   A*(ί, Λ) =   A*(/, Λ) — A^O, Λ)

+   A^x)  has  the desired  properties.  Applying  this  lemma  to  the  relevant  com-

ponents  of  g  and  using  g\H  =  F(J)  =   F{v)\H  we  find  a  sequence  {&},  where

giZXg  and giltf  =   F (W<)|H ,  and  also  we  take  g0  =

Consider  the  iteration
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IfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  wn  converges  to some w,  then  clearly  F(un  + wn)  converges  to g,  and so

F(v  + w) =  g.  F urther  if  w^  ̂ =  0,  then  also  wn\ H  =  0  since  F{un_^  =
gn_λ  as metrics  restricted  to H.

To  begin  the  convergence  proof  let  us  recall  that  \ut — u^  ̂ <
Cq2- **\ \v -   u%  and \gi  -   g^i  <  C^l- ^WFiµ ,)  -   g\ \q_λ. By the Cauchy

integral  formula  one  has  \s(z)\itk  <  C2ikr- k\s(z)\i_ι.  N ow  let  |JΛ€|  =

|Λ« — Λ<_i|i  for any sequence  {A*}. Assume  as an inductive hypothesis  \uwt\  <
λ/ 2ίp,  i =   1,  , n — 1, for some p  and Λ to be chosen  below  (here  n  is not

related to the dimension of U). F or i =  1 we have  |Δwλ\  =  \dF(u)-ι{F(u)  — gλ}\ hr

<  K\gQ -   A
| j

r f 2
  <  K(2/ rY\g0  - g l \ r <  λ2- v if  \F(ύ) -   g\p <  Kr2λ.  K, and later

Kx  and K2,  denote various  constants  which  depend  only  on the values  of  u in

the  complex  ball  of  radius  r.  N ote we  have  used  the results  of § 3. Also, by

Theorem  3.1, there  is  some  ε  such  that  if  \u0 — (un_λ +   w
n
_i) |

n
,

4
  <  ε,  then

dF~1(un_ί  + wn_λ)  can be defined  and satisfies  an estimate  which  in our  pre-

sent  case  yields  \άwn\  <  X|F ( M
W

_ !  +  wn_λ)  —  gn^\n,2.
N ote that

W - l

I Wo -   iUn- l  +   W«- i)|«,4 <  Σ(\Ui  -   "ί - l lί +  M +   |Wi -   Wi- llί +  1,4)  »
1

and using  Cauchy's  estimate,  our inductive  estimate,  and the fact  that  unzXv
we  obtain  \u0 -   {un_x +   wn_^\nΛ  <  ε  p rovided  p  >  4, q >  4, ||w

0
 -   v\ \q <

Ar*Cq(%e),  an d λ <  jAεr*   wh ere  A  depen ds  on ly  on  m in (q — 4,p  — 4) .

H en ce  we th in k  of A  as an absolute  con stan t .

We  n ow n eed  to  est im ate  \Awn\  using  T h eo rem  3.1  to  again  bo u n d our

inverse  operator.  We  have  F{un_λ  +  wn_d  =  F{un_2  + wn_2)  +   dF(un_2  +

w
n
_

2
)(Jw

n
_

1
  +  Δwn_d  +  F(Δun_λ  +   Δwn_^,  and since  dF(un_2  +  wn_2)Δwn_λ

=  -   F(un_2  + wn_2)  + gn_2  one  gets  Δwn  =   dF- \un_λ  + wn_λ){dF{un_2  +

Wn- i  +  ^ ( J^ . !  +  M .j)  +  J ^ . J .  SO

n
|  <   K{\dF(un_2  +   wn.2)Δun_λ\ n>2

+   \F(Δun_λ  +   Δwn_x)\ nf2  +   \Δgn_λ\ n,%]

^UJ  +   \Δwn_1\ n>,Y

and  using  the Cauchy  estimate  together  with  the inductive  hypothesis  one

obtains

IΔwn\   <  K2{\u0  -   vlr- 'λ-1  +   j2-
(
*-

β )
*r -

β
  +   \gQ -   g\r- *λ- *\XΣ- *«

provided  q — 3 > p >  6 and \u0 — v\ <  λ. N ow take  λ =  i^Kϊ1,  \ \u0 —  v\ \q

±i*Kς \  and \ \g, -   g\ \q_λ <  ir*K;\   We obtain  \Δwn\  <  λ2~^n,  and by the  in-

duction  this  estimate  is now valid  for  all n.  Recall  \Δwn\  is  an  abbreviation

for  \wn  — wn_1\ r2- n.  There  thus  is a function w eCp
  with  domain @°° such that

wn  zX w.  The convergence  is  now defined  with  respect  to  |  r  rather  than r.
Also for w  to belong  to Cp

  one must  assume  p  is not an integer.  Taking  p =
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q  — 3 proves  the Theorem. I t only remains to prove the remark after  Theorem

4.1,  that  is, to show we can even find one particular solution ύ which is smooth

as the data allow.  To do this we would  have to modify  our iteration.  Instead of

using  each  gn  in only  one step of the iteration,  solve the entire problem  for g
replaced by (the analytic) gn.  N ext  consider  the perturbation problem  of  going

from  the now known  solution  for  gn  to the desired  solution  for  gn+ι.  This

allows  one to keep  better  control on the rate of  convergence.

5.  Main results

We  now come  to our main  result:  every  appropriate  isometric  embedding

can be extended.

Theorem 5.1.  Let U be a Riemannian  manifold,  H be a codimension  one
submanifold,  f:H^>  EN,  N >  J n(n +   3), be a nondegerate  isometric  embed-
ding, and p be a point  of H at which  L >  L. If  U, H, and f are of  class C°°,

then  there exists a C°° isometric  embedding  j of some  open set containing  p  with

t\ H  =  f.
The  following  finite  differentiability  result  also  is  valid.

Theorem 5.2.  Let g be a metric  on U,H a codimension  one  submanifold,
f:H^>ENa  nondegerate  isometric  embedding,  and p a point at which L>  L.
If  H  and f  are of  class  Ck,  and g of class Ck~~ι,  where  k >  17 and is not an
integer,  then  there exists an isometric  embedding  of a neighborhood  of p,  which
is of class Ck~z and extends  f.

We  prove  this  second  theorem, and refer  to [7] for the modifications  neces-

sary  to get the C°° result  of Theorem  5.1. Also  see the remarks  at the end of

the  last  section.  Because  of  the local  nature of  this  theorem we can think of

U  as an open ball  B(r) in Rn
  and centered at the origin.  Since H is of class  Ck,

by  means of a coordinate chart of class  Ck
  we  can write  H =  {x =  (x19 -  -   - ,

xn)\xn  =  0}. In these new coordinates, /  and g  remain  of  class  Ck
  and Ck~\

and  H  is  analytic.  We  arrange  that  the origin  is the point p.  With  our usual

convention  on indices  we  have  g  = gu  and g\H(x19  9xn- i)  = gij(xi,  ,

jc
n
_!,θ).  We  shall  now  find  an  analytic  u°:  U - > EN

  such  that F(µ °) and  u*\ H

approximate g  and /  respectively,  and then try to apply  Theorem 4.1.

Let  \ \v\ \qtr  denote the norm in either  Cq(B(r))  or Cq(B(r)  Γi H). By  termin -

ating  the Taylor  expansion  of  /   about  the origin  after  s  terms  we  obtain an

analytic  map fs:H- ^EN
  with]||/   -   /

s
||

p
,

r
  <  Crs+1- *> for all real p, 0 <  p <  s.

Similarly,  we approximate gΣJ  by (g/ Λ_i,  and obtain  \ \gjj — (g/ Λ- illp- i,r  <

Crs+1~p.  Consider  the  metric  g  given  by  gIn  =   (gIn)8^19  gij(y,xn)  =
(gij)s- i(y>Xn) -   (SίΛ- iCy>°)  +   (f(/ .)ίj)ύθ  where y =   (x19  • • ,*„_!>, and note

F(ίs)  =   £\H and ||g  -   g\ \p.1>r  <  Cr*- P+1. F rom L >  L at the origin  and with

respect  to /  and g we conclude the same for fs  and g.  Thus by Theorem 1.1 we

can find in a neighborhood of p an analytic map ύ with  ύ\H = fs  and F(u) =  g.
F urther  since N >  \n(n  +   3), one can take  ύ to be  nondegenerate.  Thus  ύ,
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or  rather its complexification, is analytic and nondegenerate in somezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B(r0) in Cn.
Since  we  have  arranged  that  H  is  also  analytic, we can apply  Theorem 4.1.

Thus  ύ determines a constant  C such  that  if for some r <  rQ and some  q >  9

we have ||/  -   u\H\ \ q <  Cr2
 and \ \g -   F(ύ) %_,  <  Cr*,  then there exists some u e

σ- %Bψ))  w i t h F(ύ) =   gandu\H  = f.  S o w e n e e d  ||/  -   fs\ \ q <  Cr9
  a n d  \ \g  -

έ\ \q- i  <  Cr%-  F o r  P =  Q a n d  s >  q +   8 w e h a ve  ||/  — fs\ \ q <  Cr9+ε
  a n d  \ \g —

έllβ- i  <  Cr9+ε.  So for r  sufficiently  small and q >  9 the conditions of Theorem

4.1  are satisfied.  Thus there  exists  u € CQ~3 with  u\H  =  f  and F(w) =  g. We

need  /  and g smooth  enough  to take  q +  8 derivatives,  therefore  in  Theorem

5.2  we need  k  >  17. As we have  said,  the proof  of Theorem  5.1 is  similar.

We  can  also  use our  knowledge  of  the  linearized  initial  value  problem to

obtain  results on isometric  deformations.  Let U be an n-dimensional submani-

fold of EN, and H an (n — l)-dimensoinal submanifold of  U. Does there exist

an isometric deformation of U, which leaves H unchanged as a submanifold of

ENΊ   If N <  \ n(n + 1 ) , then  in general the answer  is no. However  for N  >

\n(n  +   3)  and everything  analytic,  an  affirmative  answer  was  given  in [8].

We  want to now sketch a proof  for the C°° case.

By  an isometric deformation of u:  U —> EN
 we mean a family of embeddings

ut:  U —•  EN
  depending smoothly on /  with u0 =  u and F(ut)  = F(u) for all  t.

In  addition we want to require that  ut  equals u on H.
Theorem.  Let U be a C°° submanifold  of EN, N >  \ n(n +   3) +   1,  which

is nondegenerate  at some  point  p, and H be an arbitrary  C°° submanifold  of U
also containing  p.  Then  there  exists  a C°° isometric  deformation  of some  nigh-
borhood  U of p, and this  deformation  leaves  U  Π  H pointwise  fixed.

Proof.  Since  N >  \n(n  +   3), we  can  find  some  C°°  vector  v  which  is

orthogonal  to Θ(U) at each point  of  U. Thus dF(u)v  =  0, and v  is an infinit-

esimal deformation. Take v  =  0 on H but v  not identically zero near  p. N ow

find  two  sequences  uv z^u  and vv zX v  with  the property  that  dF(uv)vv  =  0.

N ext find gv zX g  = F(u) such  that F(uv +   tvv)\ H  = gv\ H  while  at  /  =  0,  gv
  =

F(uv)  and dgv jdt  =  0. Assume we have  defined 0 =  w°, w1, w2,  , wv~ι.  Con -

sider  the iteration

w0  = wv~ι
 ,

wn  =  w
n
_! -   dF~\uv

  +   tvv  + wn_ι){F(uv  +  tvv  + wn_x)  -   gv}  .

If  wn  converges  to  some  w
M
,  then  F(uv

 +   tvv  +  w j  =  gv.  Define wv
  by

wv  = w^.  If  also wv
  converges  to some w,  then  F(u +  tv  + w) = g,  and so

we  have  an isometric deformation. This double iteration  is one procedure for

obtaining C°° results;  see [6] and the comments  at  the end of  §4.  I t can be

shown  that  for  small  values  of  t the limit function w  does  indeed exist.  So it

only  remains to verify  that  u(t) = u +  tv  + w  leaves H  fixed and agrees with

u  at *= 0 . Also we must show that u(t) is not a trivial deformation; for perhaps

u(t)  represents only a rotation of  EN.
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Assume  that  for  somezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v  the  map  wn_λ  defined  by  our  iteration  is  zero  at

t  =   0.  Then  the  same  is  true  for  wn  since  F(uv)  =   g\  This  shows  «(0)  =   u.

Similarly  if  >v
n
_

x
  =   0 on  H,  then  we  have  the  same  for  wn  since F(uυ

  +   tv"  +
wn- i)  — 8V  =   0  as  a  metric  restricted  to  H.  Thus  u(i)  is  an  isometric  deform-

ation  leaving  each  point  of  H  fixed.  We  now  only  must  verify  that  u(i)  is  not

trivial.  The  only  way  u(t)  can  be  trivial  is  if  at  /  =   0  one  has  du/ dί  =   Au  for

a  constant  anti- symmetric  matrix  A.  But  at  t  =   0,  dwn/ dt  =   0  (for  the  itera-

tion  starting  at  any  v).  This  is  proved  by  differentiating  the  equation  which

defines  wn  and  using F{uv)  =  gv
  and dF(uv)vv

  =   0.  One  also needs  the fact  that

dF~ι
  has  a  F rechet  derivative.  So  dwv/ dί  =   0  and  du/ dt  =   v  at  /  =   0.  Could

i;  be  of  the  form  i;  =   ΛuΊ  Perhaps,  but  then  just  do  the  same  iteration  with

v  replaced  by  Φv  for  an  arbitrary  nonconstant  function  Φ .
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