
❋❛st ❙❡♠❛♥t✐❝ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❇✲❉ ❙❝❡♥❡s

✇✐t❤ ●P❯✲❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❉❡❡♣ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

◆✐❝♦ ❍ö❢t✱ ❍❛♥♥❡s ❙❝❤✉❧③✱ ❛♥❞ ❙✈❡♥ ❇❡❤♥❦❡

❘❤❡✐♥✐s❝❤❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤✲❲✐❧❤❡❧♠s✲❯♥✐✈❡rs✐tät ❇♦♥♥
■♥st✐t✉t ❢ür ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ❱■✱ ❋r✐❡❞r✐❝❤✲❊❜❡rt✲❆❧❧❡❡ ✶✹✹
④❤♦❡❢t❅❝s✱s❝❤✉❧③❅❛✐s✱❜❡❤♥❦❡❅❝s⑥✳✉♥✐✲❜♦♥♥✳❞❡

❆❜str❛❝t✳ ■♥ s❡♠❛♥t✐❝ s❝❡♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ❧❛❜❡❧✳ ❚❤✐s t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡❛s✐❡r ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✲
✐♥❣ ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t s❡♥s♦rs ♣r♦✈✐❞❡✳ ❉❡♣t❤✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ❘●❇ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞❡♣t❤ ✭❍❖❉✮ ❞❡s❝r✐♣t♦r t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❝❤❛♥✲
♥❡❧✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ◆❨❯ ❉❡♣t❤ ❱✷ ❞❛t❛s❡t
❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛t ❛ ❤✐❣❤ ❢r❛♠❡ r❛t❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♦❜❥❡❝t✲❝❧❛ss s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙❡♠❛♥t✐❝ s❝❡♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛② t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲
♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ t❛s❦ ✐s t♦ ❧❛❜❡❧ ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡
❝❛t❡❣♦r② ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦✳ ▼♦❞❡r♥ ❞❡♣t❤ ❝❛♠❡r❛s ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ t❛s❦ ❡❛s✐❡r✱ ❜✉t
t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❡①✐st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ❞❡♣t❤ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s❝❡♥❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠
♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❍❖●✮ ❞❡s❝r✐♣t♦r t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❍❖❉✮✳ ❲❡ tr❛✐♥
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ◆❨❯ ❉❡♣t❤ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐ts
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞s✳

✷ ◆❡t✇♦r❦ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❲❡ tr❛✐♥ ❛ ❢♦✉r✲st❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱
❢♦r ♦❜❥❡❝t✲❝❧❛ss s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❝❤✉❧③ ❛♥❞
❇❡❤♥❦❡ ❬✶❪✱ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❜✉t ❤❛s
✐♥♣✉ts ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢✉❧❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs ❛t t❤❡ t♦♣✖t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛♣s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧✳

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ st❛❣❡s s = {0, 1, 2} ❤❛✈❡ ✐♥♣✉t✱ ❤✐❞❞❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞
♦✉t♣✉t ♠❛♣s Is✱ Cs✱ Os✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ P♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡rs Ps✱ P

′

s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛❣❡s

behnke
Schreibmaschine
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✷ ◆✐❝♦ ❍ö❢t✱ ❍❛♥♥❡s ❙❝❤✉❧③✱ ❛♥❞ ❙✈❡♥ ❇❡❤♥❦❡

I0

I1

I2

C0

C1

C2

O0

O1

O2

P0

P1

P
′

0

P
′

1

O
′

2

❋✐❣✳ ✶✳ ◆❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❖♥ st❛❣❡ s✱ Is ✐s ✐♥♣✉t✱ Cs ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱
Os t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ Pi ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❖✉t♣✉ts ♦❢ st❛❣❡ s ❛r❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥ st❛❣❡ s + 1✱
✜♥❛❧ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ r❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ O2 t♦ O

′

2✳ ❙♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇s ❞❡♥♦t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❛♥❞ ♠❛①✲♣♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊✈❡r② st❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❝❛❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤
✐♥♣✉ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r O′

2
✐s t❤❡ ❧❛st

st❛❣❡✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛s ✐t ✐s tr❛✐♥❡❞ ✐♥
st❛❣❡✲✇✐s❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❛♥♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡ ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ t♦ ❜❡ r❡✜♥❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r st❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r✐♦r ❢♦r t❤❡
❤✐❣❤❡r st❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❊✈❡r② ❧❛②❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣s✳ ■♥♣✉t ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ♠❛♣s ❢♦r ❩❈❆✲
✇❤✐t❡♥❡❞ ❘●❇ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜✈❡ ♠❛♣s ❢♦r ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts
❛♥❞ ❞❡♣t❤ ❡❛❝❤ ✭❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛②❡rs ❝♦♥t❛✐♥ 32 ♠❛♣s✳
❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❡①tr❛❝t ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r s♦✉r❝❡ ♠❛♣s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❝❤✉❧③ ❛♥❞
❇❡❤♥❦❡ ❬✶❪✱ ❛❧❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ ♦❢ 7×7✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st ✜❧t❡r✳
❚❤❡ ❧❛st ✜❧t❡r ❤❛s ❛ s✐③❡ ♦❢ 11×11 ❛♥❞ ♦♥❧② r❡✲✇❡✐❣❤ts ♣r❡✈✐♦✉s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❧❛r❣❡r r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs✖t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♠❛♣ ❢♦r ❡✈❡r②
❝❧❛ss✱ ❛♥❞ ❛ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧♦ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ ❙❝❤✉❧③ ❛♥❞ ❇❡❤♥❦❡ ❬✶❪✱ ✇❡ ✉s❡ r❡❝t✐❢②✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s σ(x) = max(x, 0)
❛❢t❡r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♠♣r♦✈❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬✷❪ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥
♠♦r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛♣s t❤❛♥ s✐❣♠♦✐❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❲❤❡♥
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ♠❛♣✱ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣
❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✳

✸ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❖✉r ✇♦r❦ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❝❤✉❧③ ❛♥❞ ❇❡❤♥❦❡ ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤
✭✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r ❛s ❋❛r❛❜❡t ❡t ❛❧✳ ❬✸❪✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r ❘●❇
s❝❡♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ r❡❝t✐❢②✐♥❣ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ r❡❝❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦♥❧✐♥❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❞❡♣t❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳



❋❛st ❙❡♠❛♥t✐❝ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❇✲❉ ❙❝❡♥❡s ✇✐t❤ ❉❡❡♣ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✸

❙❝❡♥❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❘●❇✲❉ ❞❛t❛ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❨❯ ❉❡♣t❤ ❱✶
❞❛t❛s❡t ❜② ❙✐❧❜❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❋❡r❣✉s ❬✹❪✳ ❚❤❡② ♣r❡s❡♥t ❛ ❈❘❋✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡ ❤❛♥❞❝r❛❢t❡❞ ✉♥❛r② ❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡♥❝♦❞✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♣t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♠♣r♦✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r t❤❡ ❞❡♣t❤✲
❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✜❧t❡rs t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❤✐❣❤ ❢r❛♠❡r❛t❡✳
▲❛t❡r ✇♦r❦ ❬✺❪ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❞❛t❛s❡t t♦ ✈❡rs✐♦♥ t✇♦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❈♦✉♣r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s❝❡♥❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ ♦✉rs✳ ❚❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ✉♣s❛♠♣❧❡❞
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤✐♥ s✉♣❡r♣✐①❡❧s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ❜✉t ✉s❡s ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❧❡ss
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛st❡r✳ ❖✉t♣✉ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❛❧❧ s❝❛❧❡s✱ ❜✉t
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦ ❧❡❛r♥s ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡♠
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ r❛✇ ❞❡♣t❤
❛s ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❡❛s✐❧② ❜② ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❡✳❣✳✱ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡♣t❤ ✐s ❧❡ss ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛♥
❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♣t❤ ❝❤❛♥❣❡s✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❬✼✱ ✽❪✱ ✇❤✐❝❤
❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r ❘●❇✲❉ ❞❛t❛ ❬✾✱ ✶✵❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s s❝❛❧❡
❢❡❛t✉r❡ s✐③❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♠❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖✉r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ❞❡♣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t
❡❛s② t♦ r❡✉s❡ ❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✹ Pr❡✲Pr♦❝❡ss✐♥❣

❙✐♥❝❡ ♦✉r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s✶ ♦♥❧② s✉♣♣♦rt sq✉❛r❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ✜rst ❡①✲
t❡♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ♠✐rr♦r❡❞ ♠❛r❣✐♥s✳ ❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ❈P❯ ✇❤✐❧❡ t❤❡
●P❯ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❧♦ss ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛t ♥♦ ❝♦st ♦❢ s♣❡❡❞✳ ❲❡ r❛♥❞♦♠❧② ✢✐♣
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✱ s❝❛❧❡ ✐t ❜② ✉♣ t♦ ±10✪✱ s❤✐❢t ✐t ❜② ✉♣ t♦ s❡✈❡♥ ♣✐①❡❧s ✐♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t❡ ❜② ✉♣ t♦ ±5◦✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s
♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ♠❛♣s✳

❋r♦♠ r❛♥❞♦♠ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ ✜❧t❡r
t❤❛t ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡s ❘●❇ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ❙✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡
♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ②✐❡❧❞s t❤r❡❡ ③❡r♦ ♣❤❛s❡ ✭❩❈❆✮ ✇❤✐t❡♥❡❞
✐♠❛❣❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❖♥ t❤❡ ❘●❇✲✐♠❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❍❖● ❬✶✶❪✮ ❛♥❞
❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞❡♣t❤ ✭❍❖❉ ❬✶✷❪✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❋♦r ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ p✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ αp ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ np✳
❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |αp| ✐s t❤❡♥ q✉❛♥t✐③❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ ♦❢
✜✈❡ ❜✐♥s ❛t ❡✈❡r② ✐♠❛❣❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② np✳ ❚♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢

✶ ❲❡ ❡♠♣❧♦② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉❞❛✲❝♦♥✈♥❡t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❆❧❡① ❑r✐③❤❡✈s❦②✳



✹ ◆✐❝♦ ❍ö❢t✱ ❍❛♥♥❡s ❙❝❤✉❧③✱ ❛♥❞ ❙✈❡♥ ❇❡❤♥❦❡

❋✐❣✳ ✷✳ ◆❡t✇♦r❦ ♠❛♣s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✳ ❋✐rst r♦✇✱ ✐❣♥♦r❡ ♠❛s❦ ❛♥❞ ❩❈❆✲✇❤✐t❡♥❡❞
❘●❇ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❙❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇✱ ❍❖● ❛♥❞ ❍❖❉ ♠❛♣s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦✉rt❤ r♦✇✱
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✐❣♥♦r❡ ♠❛s❦ ❢♦r
r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ▼✐rr♦r❡❞ ♠❛r❣✐♥s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢♦r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ s❛✈❡ s♣❛❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❍❖● ❛♥❞ ❍❖❉ ❡♥❝♦❞❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r st❛t✐st✐❝s✳

t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤s ♣r❡s❡♥t ❛t ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❧✉r ✜❧✲
t❡r t♦ ❛❧❧ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
✇✐t❤ t❤❡ L2✲❤②s ♥♦r♠✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❍❖● ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s t❤❛t ♥♦ ✐♠❛❣❡ ❝❡❧❧s
❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ✐t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ s❛✈❡s s♣❛❝❡✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ❞❡s❝r✐♣t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②
✜✈❡ ✈❛❧✉❡s ♣❡r ♣✐①❡❧✳

❆❧❧ ♠❛♣s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✲
✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② s❝❛❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst s❝❛❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐③❡ ♦❢ 196×196✳ ❚❤❡ t❡❛❝❤❡r ♠❛♣s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜② ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣✱ r♦t❛t✐♥❣✱ s❝❛❧✐♥❣✱ ❛♥❞ s❤✐❢t✐♥❣
t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣✉t✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐❣♥♦r❡ ♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ s❡ts t❤❡
❧♦ss t♦ ③❡r♦ ❢♦r ♣✐①❡❧s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥♦t ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♦r ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ❛ ♠❛r❣✐♥ t♦
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ♠✐rr♦r✐♥❣✳ ❙❛♠♣❧❡ ♠❛♣s ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳

✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❲❡ s♣❧✐t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ✐♥t♦ 796 tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ 73 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❛
st❛❣❡ s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❘▼❙Pr♦♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡❛r♥r❛t❡ 10−4✱
t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛❧❧ st❛❣❡s ❜❡❧♦✇ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛❣❡ ✐s ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r ❢❛✐❧s t♦ ✐♠♣r♦✈❡✳ ❚❤❡
♣✐①❡❧ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦✈❡r tr❛✐♥✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
✜rst t✇♦ st❛❣❡s✱ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
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❋✐❣✳ ✸✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦♥ ◆❨❯ ❉❡♣t❤ ❱✷ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥
♦✈❡r ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞r♦♣s ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ♦♥❡ st❛❣❡ ✐s ✜♥✐s❤❡❞
❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ t❤❡ ♥❡①t✖r❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✖st❛❣❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ◆❨❯ ❉❡♣t❤ ❱✷

▼❡t❤♦❞ ❋❧♦♦r ❙tr✉❝t✉r❡ ❋✉r♥✐t✉r❡ Pr♦♣s P✐①❡❧ ❆❝❝✳ ❈❧❛ss ❆❝❝✳

❖✉rs ✇✐t❤♦✉t ❞❡♣t❤ 69.1 57.8 55.7 41.7 56.2 56.1

❖✉rs ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ 77.9 65.4 55.9 49.9 61.1 62.0

❬✻❪ ✇✐t❤♦✉t ❞❡♣t❤ 68.1 87.8 51.1 29.9 59.2 63.0

❬✻❪ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ 87.3 86.1 45.3 35.5 63.5 64.5

st❛❣❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✈❡r✜t✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ 580 ✐♠❛❣❡ t❡st
s❡t✱ ✇❡ ❝r♦♣ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❛r❣✐♥s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✈❡r
♦✉t♣✉t ♠❛♣s ❛♥❞ s❝❛❧❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦✈❡r ❝❧❛ss❡s✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
❖✉r ♥❡t✇♦r❦ ❜❡♥❡✜ts ❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ♠❛♣s✱ ❛s ❛♣♣❛r❡♥t
✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ 56.1 t♦ 62.0✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤
t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❈♦✉♣r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r ❜✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡
❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡✐r
♠♦❞❡❧ ✐♥ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✱ ❢✉r♥✐t✉r❡ ❛♥❞✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ r❛t❤❡r s♠❛❧❧
♣r♦♣s✖❞❡s♣✐t❡ ♦✉r ❝♦❛rs❡r ♦✉t♣✉t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❙♣❡❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ♣r♦✲
❝❡ss ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❈♦✉♣r✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ r❡♣♦rt 0.7 s ♣❡r ✐♠❛❣❡ ♦♥ ❛
❧❛♣t♦♣✳ ❲❡ ♣r♦❝❡ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❛ ●P❯✳ ❲✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♦✉r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❛t✉r❛t❡s ❛t ❛ ❜❛t❝❤ s✐③❡ ♦❢ 64✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss 52 ❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ♦♥ ❛ ✶✷ ❝♦r❡ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❛t ✷✳✻●❍③ ❛♥❞ ❛
◆❱■❉■❆ ●❡❋♦r❝❡ ●❚❳ ❚■❚❆◆ ●P❯✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡
♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✭✸✵❍③✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦✉♣r✐❡
❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ❝♦✉❧❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ❛❧s♦ ♣r♦✜t ❢r♦♠ ❛ ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣❡♥s✐✈❡ s✉♣❡r♣✐①❡❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❖✉r ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ❢❛st❡r t❤❛♥ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ✭✸✵✳✸ ❢♣s ❬✶✵❪✱
❤❛r❞✇❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉rs✮✳
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✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
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