Feuilletages transversalement tangents (*).

Toxa-VAN-DU¢ (Grenoble, France)

Summary. — A foliation F on o differentiable manifold M is said to be transversally tangent
if the jacobian matrices of the change of the transverse coordinates are im the tangent group.
Such foliation ewists if and only if there is an endomorphism J of ils normal bundle such that
J? = 0 and such that the Nijenhuis tensor of J is the zero-tensor. In the special case of the
tangeni bundle of order 2, T* M, its total space has a natural (1, 1)-tensor F such that
3= 0 and an integrable almost-tangent structure. We study several Lie algebras associated
to these structures.

Soit M une variété différentiable connexe, paracompacte de dimension » munie
d’un fenilletage F de codimension ¢. On suppose que ¢ = 2m et que F est déflni
par un atlas 4 = (U, % 2%) tel que les fonctions de changement de coordonnées
soient de la forme:

(2, 2%) — (2 = 2¥ (¥, @), 2° = 2° (2%)) .

Leg cartes de + sont dites adaptées au feuilletage.

On désigne par TM le fibré tangent de M, E le fibré des vecteurs tangents aux
feuilles, @ = TM/FE le fibré normal et = la projection canonique de TM sur . Le
fibré principal des repéres de @ est appelé le fibré des repéres transverses.

SBoit ¢ un sous-groupe fermé de Gl (g, R). On rappelle qu'une G-structure feuil-
letée sur M est un sous-fibré principal du fibré des repéres transverses de groupe
structural G pour lequel il existe un atlas tel que les fonections de transition sont
constantes le long des feuilles. Une G-structure feuilletée est dite intégrable si elle
est localement 'image réciproque d’une G-structure intégrable.

DEFINITION. — Le feuilletage F est dit transversalement tangent si les matrices jaco-
biennes des fonctions: x® — ¥ appartiennent au groupe tangent.

Cela revient & dire que les matrices jacobiennes des fonctions de changement
de coordonnées de atlas 4 sont de la forme:

A B
(1) 0 T 0
0O D C
o 4eGl(n—gq, B), CeGl(m,B), Degl(m, B), Be A, , (R).

(*) Entrata in Redazione il 22 marzo 1983.



228 Toxg-VAR-DUo: Feuilletages transversalement tangents

EXEMPLES.

1) M xR MxTN ou N est une variable différentiable quelconque. Dans
les deux cas, le feuilletage est défini par la deuxiéme projection.

2) Soit (@, p, M) le fibré normal du feuilletage F [1]. Chaque élément m(v)
de @ a pour représentant un vecteur de la forme

~

o

0
V== ¥ - 0%
o Om®
dans une carte adaptée (U, »% x%). Comme v* ne dépend que de m(v), on prendra
(x*, 2%, v*) comme coordonnées locales dans p~(U). On obtient ainsi sur la variété Q
un atlas dont les fonctions de changement de coordonnées sont:

. Oxe
= )
oue

a

g — (IJ“’(J}“, wa) , " == ma'(wa) , 2o

Les matrices jacobiennes de ces fonctions sont de la forme:

4 B 0
0 ¢ 0
0 D ¢

ol Begl{m, R).

3) Fibré tangent d’ordre 2 [6]. Soit T2M l'ensemble des jets d’ordre 2 des
applications différentiables de R dans M de source 0. Scit m2: T2 M — M Vapplica-
tion but. Un élément ¢ de 72 I s’éerit ¢ = j2of ou f est une application différen-
tiable de R dans M. Soit (U, %) une carte locale de M telle que f(x) e U. Le jet ¢
est défini par:

‘o d*(xzio
o0) = o({10) vl =220y, e = D (o).

Soit (U, #') une autre carte de M telle que UN U's: §. Sur (=*)~(UN U'),
les coordonnées ¢, yi, & s’expriment en fonction de &%, ¥, 2* suivant les formules:

x == p¥(2°)

L omt
V' = G Y

, o2’ A
¥ o VYT Y

On voit que ((=2)~4(U), %, ', ') détermine un feunilletage sur 72 M, les feuilles
dans (n?)~*(U) étant définies par » = ¢ et y = ¢’. Les matrices jacobiennes des
fonctions de changement de cocrdonnées de cet atlag sont de la forme (1).
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DEFINITION. — Une G-structure feuilletée sur (M, F) est dite presque tangent si G
est le groupe tangent.

COROLLAIRE. — 8¢ (M, F) est munic dune structure feuilletée presque tangente,
alors F est transversalement orientable.

Soit (P, p, M) une structure feuilletée presque tangente sur M. Yo e M, soit
(¢,, ¢,») un élément de P, (x = 1,..., m; o* = 1n - 1,..., 2m). On définit un endo-
morphisme J, de @, par J(¢,) = ¢,. et J(e,.) = 0. J, ne dépend pas du repére choisi
et on obtient ainsi un endomorphisme J de rang m de @ tel que J2= 0. Les com-
vosantes de J relatives aux coordonnées adaptées au feuilletage sont constantes le
long des feuilles puisque le fibré des repéres transverses est lui-méme fenilleté. On
dira que J est localement projetable.

Réciproquement, soit J un endomorphisme de @ avec des propriétés citées plus
haut. YU € £, soit fp: U — R2» la gsubmersion distinguée qui définit & dans U.
On a un morphisme de fibrés vectoriels f,. de Q|, dans TR*" tel que f,. = f.om.
J induit un tenseur Jy de type (1,1) sur fy(U) tel que fU*oJ = JUofU,.

Seit Py l'image réciproque par fy de la structure presque tangente sur fy(U)
correspondant & Jy. Soit Ve £ tel que UN V= 0. Py et Py coincident sur UNV
car Yoe U NV,

foe® I, = JUfU(a:) N S = Ve JV,fV(x)fV* = Yuv+ JVfV(x)VVU* fv*

ce qui montre que yy, est un isomorphisme de la structure presque tangente sur
fo(U) sur celle de f,(V). On a donc démontré le:

THEOREME 1. — Il ewiste une structure feuilletée presque-tangente sur (M, F) si ef
sculement st ¢l existe un endomorphisme J de Q de vang m, de carré nul et localement
projetable

On considére de nouveau endomoerphisme J de @ du thécréme. Soit v e M et
v, wEQ,. Soit U le domaine d’une carte adaptée contenant xz. Puisque 'engemble
L#(U) des automorphismes infinitésimaux de & dans U engendrent le module des
champs de vecteurs sur U, il existe X ot ¥ € Lx(TU) tel que n(X),= v et (YY), = w.
D’autre part, par définition de J, il existe X' et Y'e Lx(U) tels que J(#X) = nX’
et J(zY) =xY'. Silon pose

N, (v, w) = (:TE[X’, Y/])m““ (J%[X': Y])m" (Jn[Xy YIJ)a:
on vérifie facilement que N, (v, w) ne dépend pas de X, ¥, X’ ot ¥'. De plus, on

déduit des relations fp.= 7 et fp.d = J f,s que

(2) fU*:l‘VJ = JVJUfU*
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olt N, estle tenseur de Nijenhuis de J;. On appellera encore tenseur de Nijenhuis
de J Pendomorphisme N, de @.

Si N,=0, d’aprés (2), N, =0, par suite la structure feunilletée presque-tan-
gente est intégrable et réciproquement. Dol le:

THEOREME 2. — Une structure feuilletée presque tangente sur (M, F) est intégrable
st et seuleinent si le tenseur de Nijenhuis N, de J est nul.

Si M posséde un feuilletage transversalement tangent, les images réciproques
par les submersions distinguées de la structure tangente standard sur R définis-
sent sur M une structure feuilletée presque-tangente intégrable.

D’autre part, s’il existe sur @ un endomorphisme J du théoréme 1 tel que
N,= 0, en procédant comme dans la démonstration de la partie réciproque du théo-
réme, on voit qu’il existe sur M un atlag dont les matrices jacobiennes des fone-
tions de changement de coordonnées transverses appartiennent au groupe tangent.
Dolt le:

THEOREME 3. — La feuille & sur M est transversalement tangente si et seulement
st il existe un endomorphisme J de Q de rang m, de carré nul, localement projetable et
dont le tenseur de Nijenhuwis N, est nul.

On considére désormais la variété 72 M. Le feuilletage transversalement tangent
sur cette variété est en fait défini par la fibration #}: T°M — I"M = TM. Comme
les fibres sont des variétés affines connexes, I'algébre de Lie des automorphismes
du feuilletage sont exasectement I'engemble des champs de vecteurs sz2-projetables.

Si L est une algébre de Lie réelle, la cohomologie de Chevalley est définie de la
fagon suivante: les p-cochaines ' sont des applications p-linéaires alternées de I-
dans I; le cobord 8C de C est donné par la formule:

X)) =3 (=X, O Xy ooy X,y ooy )T+
o<ip
+ z ("' 1)i+50([Xi’ Xf]a XM aX

o<y

FERXE

olt X,e L, 0<i<p; les 1-cocycles sont les dérivations de I, i.e. les applications D
de L dansg L telles que D

D([X, Y]) = [D(X), Y] + [X, D(Y)], VX, Yel;

lesl -cocycles exacts sont des dérivations intérieures, i.e. les endomorphismes de L
de la forme: X—[Y, X] ou Ye L.
En appliquant les résultats de LIiCHNEROWIOZ [3], on obtient le:

LeMME 0. — L'algébre de Lie des champs de vecteurs sur T* M, ml-projetables est
égale & son algébre de Lie dérivée. Le premier groupe de cohomologic de Chevalley de
cette algébre est nulle.
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Soient n2: T2 M — M et n': TM — M les projections canoniques. On a z°= g'ox’.
Sauf mention contraire, (U, z?) désignera une carte locale de M, (U,, #%, 9%) o
U, = (z")"Y(U), la carte locale de T M et (U,, #%, 3% 2%) ou U,= (n2)~X(U), la carte
locale de T?M induites par la carte (U, #%). Les indices 4, j, k, ... varient de 1 & =.
Il existe sur 72 M un tenseur de type (1,1) défini par:

0 0 0 0 0
i b e = 2 - =) =0,
(8) d (am) o M) = (a) 0

F est de rang 2n et vérifie F*= 0. De plus, quels que soient les champs de vec-
teurs X et Y sur 1M,

NX,Y)=[FX,FY]+ FX, Y] - F[FX,Y]— F[X,FY] = 0.

Dans ce qui suit, on adapte les techniques de J. LEAMANN-LE,EUNE [3] & ’étude
des diverses algébres de Lie attachées & F.

Soit 2 un onvert quelconque de T?M, on note L,(Q) Palgébre de Lie des
champs de vecteurs X sur £ tels que la dérivée de Lie L, F' de F soit nulle; on a
done, pour tout champ de vecteurs ¥ sur Q:

(4) [X, FY] = F[X, Y].

LEMME 1. — X € L,(Q) si et seulement si quel que soit Uouvert U, de T M tel que
QL0 Uy# 0, X|n,, ost somme sur 20 U, des champs de vecteurs des 3 types suivants:

o ox: @ 9 X oX* \ 0
(i g [ gk — ol
I) X(m)ami_r D y oyt T(Bw" am"y y oz’ Z)azi’
. oY: 9
(5) I i) g+ 205 Vg
L0

PREUVE. - Soit X € Ly(£2); dans U,N 2, X a pour représentation locale

0 0 0
X=X + Vi 4 27—,
0wt oye T et

11 résulte de (3) et de (4) que:

oXi_oXt_ . AY_ X+ BY o' _0Y'_axt

Ty e ozt~ oy’ T ol k3 ay":@’
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d’olt la décompogsition de X en une sgomme de champs des vecteurs des 3 types cités.
Soient

Q) = L@ NImF,
Lg(Q) = {X € Lpy(2) de type K sur 2N U,, quel que soit Pouvert U, de T*M},
ou K =1,2,3.
Les Lg(2) sont bien définis et on a:

LeMME 2. — L(Q) est un idéal de Ly(Q)

L(Q) = L,(2) ® L;,(Q)

L(Q) est une sous-algébre de Lie de Lz(2),
[Lo(2), L(E)] =0,

[Ls(Q), L()] =0,

Ly(Q) = L(2)® Ly(Q) @ Ls(£2) ,

Ls(@) 0 Ker Fly = L,(2),

tout X € Lp(2) se prolonge & (n?)~(m*(L2)).
PrREUVE. — Solent X e L(£2) et X'e Lz{(2), on a:

X = F(Z) ot Z est un champ de vecteurs sur £,
[X,FY]=F[X,Y] et [X, FY]=PF[X,Y]
quel que soit le champ de vecteurs ¥ sur Q; par suite [X', X] = [X', FZ] = F[X', Z]
et
[[X', X],FY]=[X,[X, FY]] - [X, (X, FY]] =
=[X', F[X, Y]]-[X, FIX', Y]] = = F[ X', [X, Y]| - F[ X, [ X, Y]]=F[[X, X], Y]

done [X', X]e L(2); les autres propriétés se déduisent facilement de (5).

LEMME 3. — Soit X € L(8). Pour tout o € 2, le gorme en o de X est le germe en o
d'un élément X'e Ly(T* M).

PREUVE. — Soit ¢ Q et soit U le domaine d’une carte locale de M tel que
7o) € U et U caw*(2). Il existe une fonetion différentiable sur M & support dans U
et telle que f = 1 dans un voisinage de n*(s). Alors F = fozn? est & support dans U,
et F =1 dans un voisinage de o. Si X e L,(Q), X a pour représentation locale



ToxG-Vax-Duc: Feuilletages transversalement tangenis 233
dans U,:
0 ox+ o  (oxXxt . 0X' \ O
X_X%_i_%—"y]gyﬁi‘(omawk‘/y T )

Soit X' Pélément de L,(T*M) qui dans U, a pour représentation locale:

X = (FX?)

o AFX) 3 (OFX . OFX )2
awiT ow Y oy’ o o VY T o 22"

Alors X’ coincide avec X dans un veisinage de o. Les cas ot X € Ly(R) et X €
€ L,(£2) se traitent de la méme facon.

THEOREME 4. — L(T* M) = [L,(T* M), L(T* H)],
Ly(T2 M) = [L(T* M), L,(T2 M),
Ly(T* M) = [L(T* M), L(T* M)] = {L,(T* M), L,(T* M)],
Lol T2 M) = [Lyp(T* M), Lp(T* )] .

PrREUVE. — S0it (U,),, un recouvrement de 3 par des domaines des cartes &
adhérence compacte; d’apres [2], il existe un recouvrement ouvert de M, locale-
ment fini, plus fin (U,),.; et une partition de I en une collection finie de sous-en-
sembles I, (4 =1,...,7) tels que, pour tout u, les ouverts U, ot Ael, sont deux 2
deux disjoints.

Soit (;);¢; une partition de 'unité subordonnée au recouvrement (I,);., et soit
(®,) la partition de Punité associée sur T2 M.

Soit X € Ly(T? M); pour tout A€, soit X, = 0,X; X,e L (T? M) et son support
est de la forme (7°)7(®,) ol @, est un fermé de M contenu dans U,. II existe un
ouvert U, de M tel que @,c U,c U,c U, et des fonctions différentiables g, et h,
sur M telles que g;15,= 1 et hyy, = 1, Supp g,C lT;, Supp h,c U,. Soient g, = g,0n?
et w, = hyom®. Comme U,c U,, dans U,,= (#*)~(U,), X, a pour représentation

locale:
; 0 0X3 ; o [ 0X; " 0X 0
Xy= Xi(» )awz+ awa‘y WT(E)W'BWC yyr 800’ )azi'

Soient T, et V, les éléments de IL,(T?M) & support dans U,,, et dontles
veprésentations locales dans U, ; sont:

; B 0 , 00, ; 0 2 gy [+5} ; 0
D=0+ 5w ¥ oy’ + (am’ g VYT )8zl’
Vai=oa Xﬁ(, ol ot L ( fX; dt) -+

0
zt

i Fqpke a 4 F a
T ( P amk( G;fX; ) dt)y yP - @(m Xi(ty ) dt) =
0
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Xo= z [Tl,m Vﬂ,i] .
i=1

Puisque si Aet V'el,, U,N U,= &, done U, ;N U, .= 0, on peut définir:

— — ly —
X/z - Z X/”. ? Tu,i - z ‘[17.,2' 7 Tf,u,i - z Trl,i
Ael, Ael, Ael,

X,T,,V,, appartiennent & L,(T?M) et on a encore:

Xu = E {Tu,i’ Vu,i] :

de=1

Comme X = ZX”, on a done montré que IL(T2M)c[L,(T*M), L,(T*M)]. Si Ye
u=1

€ L,(I* M), pour tout Ael, Y= 0,Y € L,(T* M) et dans U, s, Y, a pour représen-
tation locale:

D oY; . 9
m:yz(mf)@ﬁz%;y:g;i.

Soient V;’iELz(TB_LM) a support dans U,; et qui dans U, ont pour représen-
tation locale:

at at

: ; 0 0 , B
Vl,i= H,1< J’Y,,(..., t, ...) dt)-—g; -+ 2 —E(H),J.Y"(, t, ) dt) 1 52/—);

[1] 0
alors

n
Y,= Z (1, V;,,J .
i=1

En prenant
Yp':zyz7 V’-ZEV;’.J

eI, eI,

on a encore
n
7
Yu = z [Tu,u VM],
i=1
d’ol

Y=3 37,7,

p=1i=1

Les autres assertions du théoréme se démontrent de la méme fagon.
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THEOREME 5. — Soit X € Ly(T? M) tel que son support soit contenu dans un ouvert
vérifiant Q = (nz)—l(arﬂ(Q)). Alors X = Y [T, V] (somme finie) o les T, V sont des
éléments de Ly(T* M) & support dans 2.

PREUVE. — Les notations sont celles du théoréme 4, alors les images des supports
de X, Y3, ... par = sont contenues dans U,;N £, ot £2,= 7*(2). On choisit U;
tel que U,c U, N Q, alors T,,,V,,, V;, ont leur support dans U,;N Q; puisque
le recouvrement (U,),,; de M est localement fini, il en est de méme du recouvre-
ment (U, ,),, de T°M; par suite Supp 7', ;= U Supp 7, ,c 2; de méme les sup-

Aely

ports de V. et V, . sont contenus dans £.

LEMME 4. ~ Soit U le domaine dune carte locale de M ; soient o0 € U, 6t X € Lg(U,)
tel que j2X (o) = 0. Alors il existe T, ..., T,, V..., V, € L,(U,) tels que:

D
X =3 [T, Vsl et *T4(0) = j1Vp(0) = 0.
p=1

PREUVE. — [5] et [3]. Puisque X est somme des éléments de type I, IT et I11, il
suffit de montrer le lemme lorsque X est de I'un de ces 3 types. On choisit les coor-
données locales de telle sorte que ‘(o) = y¥(o) = 2%(c) = 0.

oX¢ 0 ( 02X 0X¢ ) 0
#i)=—=.
oz’

J— '] __a_ i F o Y1 YY)
19) X—X’(w)ami—r 2wt Y oyt \ow prtiad - ot

On choisit 7 et Ve L,(U,) de la fagon suivante:

I

si Xi== (x*)2 P (2, ..., o"), alors Ti= (x?)? et Vi= (m“')ZJ'F(wI, ey XY, 8, L, 27) dE
0

xt

81 Xi= (&3’ F ol j==1, alors Ti= xiaé, Vi= wiftF(...,t, ... dt;
. 1}

73
s1 Xt= (a*)2aia* ol j5414, k%4, alors Ti= pig!, Vi= pigt|F di;
0

&q
s Xf= wimiabat oll j i, ko6, 1 i, alors Ti= aiz*, Vie ot f iF dt;
0

xt
$1 Xi= wiwtsiam ol j£ i, k5514, l414, m 4, alors T¢= aigk, Vi= alzm|F dt.
0

0 0X: 0
0y X — X2 i
29) oy’ 2 Ve
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On choisit T e Ly(U,) et V e Ly,(U,) de telle sorte que les composantes T et Vide T
et de V suivant 9/ox’ et /oy’ soient exactement comme dans le premier cas.

30) X = Xi(m")aizi :

On choisit Te L,(U,) et Ve Ly(U,) comme dans les deux autres cas.
On étudie maintenant les dérivations de L(12H).

PRrOPOSITION 1. —~ Toule dérivation D de Lg(T*M) est locale; par suite pour toul
X e Ly(T* M), Supp D(X) c Supp X.

PREUVE. — Soit X € Ly{T*M) et soit o un ouvert de T2M tel que X| = 0.
Soit Q2 = (72)~(n*(w)), alors X|,= 0. Pour tout ¢ € £, il existe des ouverts disjoints
R, et Q, de T2 M tels que 2 = (721 (n*(L2,)), « =1,2, Supp X c2,, o€ £,; aprés
le théoréme 5, on a X = Y [7, V] ott les champs T et V ont leur support contenu
dans £,. Comme D(X) = > [D(T), V]1-+ 2 [T, D(V)], on a D(X)|,, = 0; par suite
D(X)|,= 0. '

PROPOSITION 2. — Soient D une dérivation de Ly(T*M), X € Ly(T*M) ¢t c € T* M
tels que j3X (o) = 0. Alors D(X)(o) = 0.

PREUVE. — Pour tout ouvert U, de T*M, on a une dérivation Dy de Ly(U,)
définie de la facon suivante: VY € Ly(U,) et o€ U,,

Dy (¥){0) = D(Y')(0)

2

ot ¥’ est un élément de Ly(72M) qui coincide avec Y dans un voisinage de o.
Dy, est bien définie d’aprés la proposition 1.
D’aprés le lemme 4, il existe un ouvert U, de T?M contenant o et tel que

X!Uﬂ = Z [T7 V]
ott T, V sont des éléments de Lyp(T,) tels que j1T(o) = j' V(o) = 0. Donc
D(X)(0) = Dy (X]p) = X ([Dv,(T), V1 -+ [T, D (V)]((0) = O .

11 existe sur 72 M deux champs de vecteurs canoniques C; et O, dont les re-
présentations locales dans Iouvert U, sont:

¥ 0 :
Glzy @, 02———flj ayi—rZziazi.
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Bn utilisant le lemme 1, on vérifie facilement la proposition suivante:

PRrROPOSITION 3. — Les endomorphismes: X —[C,, X] et X —[C,, X] sont des
dérivations de Ly(T* M) qui ne sont pas intérieures. Par suite dm HY(Lz(T*M))>2.
D’autre part, il existe sur 72 une structure presque-tangente définie par:

0 0 0 0
_— = - el J —_f =
J(an 5 J(ay) O (aw) ‘
J est de rang n et N,= 0.
Si 2 est un ouvert quelconque de T2M, on désignera par £,(2) algébre de

Lie des champs de vecteurs X sur £ tels que L,J = 0; on a donc pour tout champ ¥
sur £:

{6) [X,JY]=J[X, Y].
LeMME 5. — Un champ de vecterus X sur Q appartient & £,(2) si et seulement si

quel que soit Pouvert U, de T2 M tel que 2N U, 0, X lonw, €st somme des champs
de vectewrs sur QN U, des 3 types suivants:

0 0X: 0o

D X)) 5+ % ¥
‘ II) Yi(a L)i
(7) D Y 5
IIT) Zi(x Q:k)__a__
2 d azi‘

PREUVE. — Soit X un champ de vecteurs sur 2. S8i dans U,, X s’éerit:

N 2
X=X+ Yoon + 2,

oy?
le fait que X e £,(£2) s’exprime par:

0X: X oY 0Zi _ 0X

o e e %
d’ou la décomposition de X en somme des champs de vecteurs de types mentionnés.
Jusqu’a la fin, on suppose que la variété est affine. Soient
L) = £,(2) N Ker J|,,

£2(Q) = {X e hy(R) de type K sur 2N U, quel que soit Iouvert Uy}
o K =1,2,3.
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Les £,(02) sont bien definis et le lemme suivant est une conséquence immédiate
deg définitions données:
LEMME 6. - £(Q) est un idéal de £,(Q2),
£,(92) est une sous-algébre de Lie de £,(Q),
£,(2) est une sous-algébre de Lie de £(Q),
o) =L,(Q)NImJ|,,
£4(82) est un idéal de £,(2) et de £(Q),
[£a(£2), Lo(2)] =0,
£(Q) = £,(2) @ £,(2),
tout X € £(L2) se prolonge & () (n3(R2)),

™

tout X € £,(Q2) se prolonge & (w?)~(=*(Q2)) .

LEMME 7. - Soit X e £,(2) (K =1, 2, 3). Pour tout o€ £, le germe en ¢ de X
est le germe en ¢ d’'un élément X'e £ (T2 H).
Ce lemme se démontre exactement comme le lemme 3.

THEOREME 6. —
LAT2 M) = [L(T2 M), C(T2 M)],, Co(T2M) = [Lo(T2 M), £.(T2M)],
L(T2 M) == [£,(12 M), L (T2 M)}, L£(I:M) = [S(T2M), (T2 M)],
LT M) = [T M), LT M)] .

PrEUVE. — La premiére égalité se vérifie exactement comme dang le cas de
L(T*M). En ce qui concerne les autres égalités, il suffit de considérer un recouvre-
ment de M qui pogseéde les mémes proprétés que celui du théoréme 4 et de faire
des adaptations nécessaires.

THROREME 7. — Soit X € L (T2 M) (K =1, 2) tel que le support de X soit con-
tenu dans un ouvert  vérifiant Q = (73)* (n? (.Q)) Alors X = > [T, V] (somme finie
oty T,V sont des éléments de L (T*M) & support inclus dans Q. Il en est de méme
de tout Y el (T*M) dont le support est confenu dans wn ouvert 2 vérifiant

() (n(Q) = 2.

Méme démonstration que pour le théoréme 5.
Les propositions suivantes se déduisent facilement du lemme 6 et du théoréme 7.
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PROPOSITION 5. — Toute dérivation D de C,(T2M) laisse invariant L(T* M) et
Dy, est une dérivation de £(0).

PRrOPOSITION 6. — Toute dérivation de £,(2) est locale.

Par ailleurs, il existe sur 72 M un champ de vecteurs canonigue € dont lex-
pression locale dans un ouvert U, est:

0

Gzziazi.

LEMME 8. — L'endomorphisme de £;(T?M): X[C, X] est une dérivation de L,(T2 M)
qui n'est pas intérieuse.

Comme £,(72M) posséde les mémes propriétés que lalgébre de Lie associée &
la structure presque-tangente sur l'espace total du fibré transverse d’un feuille-
tage [3], on peut énoncer le:

THEOREME 8. — Pour toute dérivation D de L,(T* M), il existe une constante uni-
que & et un élément unique Y de L,(T? M) tel que D(X) = [kC + Y, X] quel que soit
Vélément X de £,(T*M). Par suite dim HY(£,(T?M)) = 1.
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