
Feuilletages transversalement tangents (*). 

Tox~-V~-D~vr  (Grenob]% France) 

Summary. - A ]oliation ~ on a di]]ere,~tiable mani]old M is said to be trausversally ta.ngent 
i] the ]aeobian matrices of the change o] the transverse coordinates are in  the tangent group. 
Such ]oliation exists i] and o~dy i] there is an endomorphism J o] its normal bundle such that 
j2  = 0 and such that the ~Ti]enhuis tensor o] J is the zero.tensor. I n  the special case o] the 
tangent bundle o] order 2, T2M, its total space has a natural (1, 1)-teusor iF such that 
iFa = 0 and an iutegrable almost-tangent structure. We study several Lie algebras associated 
to these structures. 

Soit M une vari4% diff~rentiable connexe, paracompaete  de dimension n munie 
d~un feuilletage ~ de eodimension q. On suppose que q = 2m et  que :Y est d~flni 
par  un  atlas A = (U, x 5 x ~) tel  que les fonetions de changement  de coordonn4es 
soient  de la fo rme:  

(x", x~ -~ ( J =  J (x" ,  x~ J =  x~176 

Les cartes  de A sont dites adap%es au feuilletage. 
On d~signe par  T M  le fib% tangen t  de M, E le fibr~ des vecteurs  t~ngents aux 

feuilles, Q ~- T M / E  le fibr~ normal  et ~ la project ion eanonique de T M  sur Q. Le 
fibr~ principal  des reputes de Q est appel~ le fib% des reputes t ransverses.  

Soit G un sous-groupe ferm~ de G1 (q, R). On r~ppelle qu 'une G-structure feuil- 
lethe sur M est un  sons-fib% principal  du fib% des reputes t ransverses  de groupe 
s t rueturM G pour  lequel il existe un atlas tel  que les fonctions de t ransi t ion sont 
eonstantes  18 long des feuilles. Une G-structure feuillet~e est dire in%grable si elle 
est  locMement l ' image %ciproque d~une G-structure in%gr~ble. 

D~FI~I~Io~. - Le ]euilletage 5- est dit t ransversalement  tangent  si  les matrices jaco- 

biennes des ]onvtions: x ~ -~  x ~ appar t i ennen t  au groupe tangent.  

Cela revient  ~ dire que les matr ices  jaeobiennes des fonctions de changement  
de coordonnSes de l 'at las y~ sont de la forme:  

(1) 
A 

D cj  

of 1 A e G1 (~ -- q, B) ,  C ~ G1 (m, B)~ D e g l  (m~ B) ,  B ~ ~ ,_~ ,~(R) .  

(*) Entrata in Redazione il 22 matzo 1983. 
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[ExEiVfPLE S. 

1) M •  2"~, M •  T N  ob~ N est  une var iab le  diff6rentiable quelconqne. Da.ns 
les deux cas, le feuil letage est d6fini pa.r la deuxi~me project ion.  

2) Soit (Q,p,  M) le fibr6 no rma l  du feuil letage ~-[1]. Chaquc 616merit z(v) 

de Q a pour  r epr6sen tan t  un vec teur  de la ~orme 

V - -  V ~ - -  @ V a - -  
~ X  u "~ a (JX 

duns une car te  adapt6e  (U, x~, x*). Comme v ~ ne d6pend que de z(v), on p rend ra  

@5 x~, v~) comme  coordonn6es locMes duns p-~(U). On obt ient  ainsi  sur la vari6t6 Q 
un at las dont  les fonct ions de ehangemen t  de coordonn6es sonG: 

x~'= xe(x  ~,x~ x~  z~176 Va, = ~ X  a' v a  . 

:Les matr ices  jacobiennes de ces fonet ions sont  de la forme: 

off B e gl (m, R).  

C 

D 

3) Fibr6 t angen t  d 'ordre  2 [6]. Soit T2M l ' ensemble  des jets d 'o rdre  2 des 

appl icat ions diff6rentiables de R duns M de source 0. Soit z~: T2M --~ M l 'appl ica-  
t ion but .  Un 616merit a de T*M s '@ri t  ~ = j2o] og f e s t  une appl icat ion diff6ren- 

t iable  de R duns M. Soit (U, x ~) une car te  locale de M telle que ](x) e U. Le je t  

est  d6fini pa r :  
g(x~o]) d2(x~o]) 

x~(cr) --= x~(/(O)) ' Y~((~) - -  dt (0),  z~(a) - -  dt ~ (0).  

Soit (U%x r une  au t re  car te  de d~$ telle que U(~ U ' #  ft. Sur (~2)-~(U~ U'), 

les coordonn6es x ~', y~', z ~' s ' exp r imen t  en fonct ion de X i, yi  zi suivant  les formules:  

x i ' : x V ( x  i)  

~ X  i '  

r  

~2Z~' ~X ~' 
_ _ _  y ~ y ~ -  y r  

z~' ~xJ ~x~ ~ " 

On vol t  que ((~r~)-~(U)~ x% y% z *) d6 termine  nn feuilletage sur T~M, les feuilles 
duns (;r~)-~(U) 6rant  d6finies par  x = d ~ et y----c  t~. lJes matr ices  jacobiennes des 

fonetions de ehangemen t  de coordom%es de cet a t las  sont de la fo rme  (1). 
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D]~F~_~s - Une G-structure ieuilletde sur (M, ~)  est dite presque tangent si G 
est le groupe tangent. 

COnOLLiXnE. - Si (M, ~)  est munie d'~ne .~t~eture feuilletde presque tangente, 
alors 5: est transversalement orientabie. 

Soit (P ,p ,  M) une s t ruc ture  feuillet6e presque tangente  sur M. Vx~ M, soit 
(e~, e~.) nn 616merit de P~ (~ = 1, ..., m; ~* = i n  @ 1, ..., 2m). On d6finit un endo- 
morphisme J~ de Q~ par  J ( e )  = e .  et  J ( e . )  = o. J~ ne d6pend pas du rep6re choisi 
et on obt ient  ~insi un  endomorphisme J de rang m de Q tel que j 2 =  0. Les com- 
posantes de J relatives aux eoordonn6es adapt6es an feuilletage sent  constantes ]e 
long des feuilles puisque 18 fibr6 des rep~res t ransverses  est h i -m 6 m e  feuillet6. On 
dira que J e s t  localement  projetable.  

R~ciproquement,  soit J un endomorphisme de Q avec des proprigtds cit6es plus 
haut .  VU ~ A, soit fs:  U - + R  TM la submersion distingude qui ddfinit 5- da.ns U. 
On a u n  morphisme de fibres ~ectoriels ]~. de Q[~ dans T R  ~ tel  que ]~. = ]~,ozc. 
J indui t  un  tenseur  J~ de type  (1, 1) snr ]~(U) tel  que ]~ .oJ-~  J~o]~.. 

Soit 2~  l ' image rdeiproque par  ~ de la s t ruetm'e presque tangente  sur ]~(U) 

eorrespondant  s J~.  Soit V~ A tel que U n V:/= 0. Pv  et Pv  coincident sur U (~ V 
ear Vx~U~V,  

ce qui mont re  que 7~v est un isomorphisme de la s t ruc ture  presque tangente  sur 
/=(U) sur celle de Iv(V). On a donc d~montrd le: 

Tm~o~,~E 1 - ! l  existe une structure ieuilletde presque-tangente sur (M, ~-) si et 
sculement si il existe un endomorphisme J de Q de rang m, de earrd nul et localement 

projetable 

On consid6re de nonveau l ' endomorphisme d de Q du th6or6me. Soit x e M e t  
v, w e Q~. Soit U le domaine d 'une car te  adapt6e eontenant  x. Puisque l 'ensemble 
~ 5 ( U )  des automorphismes infinitdsimg~x de 5 T dgns U engendrent  Ie module des 
champs de vecteurs  sur U, il existe X et I7 ~ 3~-(U) tel  que z ( X ) ~ =  v e t  7l(Y)~ = w. 
D 'au t re  par t ,  par  d~finition de J ,  il existe X '  et  Y'6 ~ 5 ( U )  tels qne J ( s X )  = 7~X' 
et  J ( z Y )  = s Y ' .  Si l 'on pose 

G ( v ,  w) : (x[X',  Y'])~-- ( J z [X ' ,  Y])~-- (Jr~[X, Y']),  

on v~rifie faci lement  que 2r w) ne d@end pas de X, Y, X '  et  Y'. De plus, on 
ddduit  des relat ions is* = ]s*~ et  / s , J  = J s f s .  que 

= 
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o~ ~Y~, est le tenseur de l~ijenhuis de J~. On appellera encore tense~r de lVijenhnis 
de J l 'endomorphisme ~Y~ de Q. 

Si ~Y~= 0, d'apr~s (2), ~Y~= 0, par suite ]a structure feuillet~e presque-tan- 
genre est int~grable et r~ciproqnement. D'ofi le: 

T ~ g ~ o ~  2. - Une structure ]euilletde prcsque tangente sur (M, ~) est int~grable 

s i e t  seulement si le tenseur de Ni jenhuis  N~ de J est nul. 

Si M poss~de un feuilletage transversalement tangent, los images rdeiproques 
par les submersions distingudes de la structure tangente standard sur R "~ ddfinis- 
sent sur M une structure feuilletde presque-tangente intdgrable. 

D'autre part, s'il existe sur Q un endomorphisme J du thSor~me 1 tel que 
N~ = 0, en proc~dant comme dans la d4monstration de la pattie rdciproque du th~o- 
rSme, on volt qu'il existe sur M u n  atlas dont les matrices jacobiennes des fonc- 
tions de changement de coordonn~es transverses appartiennent an groupe tangent. 
D'ofi le: 

T n - ~ o ~ : E  3. - La feuille 5" sur M e s t  transversalement tangente si et seulement 

si il existe un endomorphisme J de Q de rang m, de carrd nul, localement projetable et 

dont le tenseur de Ni jenhuis  N j  est nuL 

On consid~re d~sormais la vari~t~ T ~M. Le feui]letage transversalement tangent 
sur cette vari~t~ est en iait d~fini par la fibration ~ :  T 2 M  -* T ~ M  = T M .  Comme 
les fibres sont des varidtds affines connexes, l'alg~bre de Lie des automorphismes 
du fenilletage sont ex~ctement l'ensemble des eha.mps de vecteurs a~-projetables. 

Si J5 est une alg~bre de Lie rdelle, la cohomologie de Chevalley est d~finie de la 
fagon snivante: les p-eochaines C sont des applications p-lin~aires altern~es de L- 
duns ~L; le cobord 3C de C est donn~ par ]a formule: 

~C(Xo, ..., X~) -~ ~ (-- 1)~[X~, C(Xo, ..., "Xi, "", X~)] + 

-~ Z (-- 1)i+'C([Xi, X,], Xo, , . .  ,Xi, ..., X, ..., X~) 

off X~e L, O~<i<p; tes 1-cocycles sont les d@rivations de L, i.e. les applications /)  
de L duns L telles que D 

9([x, y]) = [D(X), ~J + IX, D(~O], VX, :(eL; 

lesl -cocycles exacts sont des dSrivations intSrieures, i.e. les endomorphismes de L 
de la forme: X-> [:Y, X] off :Ye~5. 

En appliquant les r~sultats de LIOHN~ROWIOZ [3], on obtient le: 

L ~ m  O. - L'alg~bre de Lie des champs de ,ecteurs sur T~M, ~-projetables est 

dgale it son alg~bre de Lie ddriv~e. Ze premier groupe de cohomologie de Chevallcy de 

cette alg~bre est nulle. 
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Soient n~: T2M -> M e t  z l :  T M  ~ M les project ions c~noniques. On a z ~ =  z~oz~. 
S~uf ment ion contraire,  (U, x ~) d6signera une car te  locale de M~ (U~, x ~, y*) off 

U~---- (z~)-~(U)~ la car te  locale de T M  et (U~, x ~, y~, z ~) off U~= (~:)-~(U)~ 1~ curte  
locale de T~M induites pal" la car te  (U, xi). Lea indices i , j ,  k, ... ~ar ient  de 1 s q~. 

11 existe sur T~M un tenseur  de type  (~, 1) d6fini par :  

(3) /v --  ~y~, = 2 ~z-- ~ , ~ = 0 . 

2' est de rang  2n et  v6rific ~ =  0. De plus, quels que soient les champs de vec- 
teurs  X et  :]( sur T2M~ 

2~,(x, y ) = [ ~ x ,  ~ y ] + ~ [ x ,  m] -~ [~x ,  Y ] - ~ [ x ,  ~ m ] = o .  

Duns ce qui suit, on ad~pte les techniques de J. L E ~ A ~ - L E v E I ~ ' E  [3] s F6tude 
des diverses alg~bres de I~ie ~ttach6es s F .  

Soit ~2 un  ouver t  quelconque de T~M, on note  L~(Q) l 'alg6bre de Lie des 
champs de vecteurs  X sur ~O tels que la d6ri~6e de Lie L ~  de F soit nulle; on 
donc, pour  tou t  champ de vecteurs  Y sur ~2: 

(~) [ x , ~ y ] = ~ [ x ,  y]. 

LElv~E 1. - X ~ L~(~Q) si et seq, lemen~ si quel que soit l'ouvert U2 de T2 M $el qq~e 
(~ U2:/: 0, XI .~v ,  est somme sur ~Q (~ U~ des champs de vectec~rs des 3 types suivants: 

(5) 

I) X~(x j) ~x ~ + -~ j  y ~ + \ ~  yJy~ + --~xJ z~) --~z ~ 

II) ! ~'(xJ) ~y, + 2 - -  yJ 
~xJ ~-~ 

I I I )  Z'(xJ) ~z~" 

PI~EISVE. - Soit X e/5~(~);  duns U2 (~ zQ, X a pour  repr6senta t iou locale 

.I1 l"6sulte de (3) et de (4) que: 

~X i ~X i ~ y i  ~X i ~ y ~Z i ~ y i  ~X ~ 
~yJ : ~ z ~ : O '  ~z~ - - 0 '  ~ y j - - 2  ~x~' ~z~-- ~yJ- -  ~x~' 
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d'ofl la d6eomposit ion de X en une somme  de chirrups des veeteurs  des 3 types  eit6a. 

Soient 

2~(/2) : ~5~(D) n I m  W, 

Lx(D) = { X 6 L s ( D )  de type  K our f 2 n  U2, quel que soit l ' ouve r t  U= de T ' M } ,  

off K : 1 , 2 , 3 .  

Lea Z~(X2) sont b ien dgfinis et on a.: 

L]~m.rJ3 2. - L([2) est un  ideal de L~(D) 

L(9 )  = 5=(9) �9 L=(D), 

.L~(I) est une  sous-alglbre de Lie  de f~=(z9), 

[L~(.O), L=(9)] = O, 

[;S#?), ~ ( t2 ) ]  = 0 ,  

Z~,(~) = Z~(9) e Z=(9) �9 Z=(9) ,  

z,(9) ~ Ker ~'1. = z~(9) , 

tout X e LF(D) se prolonge ~ (~=)-~(~2(g2)). 

Pn~vv~ .  - Soient X e L ( 9 )  et X'~LF( t ' ) ) ,  on a: 

X = F(Z)  off Z est un champ de veeteura  aur D ,  

IX, :~Y] = F[X,  Y] et IX' ,  ~ Y ]  - -  F I X ' ,  Y] 

qnel que soit le eh~mp de vee teurs  Y sin" D; p~r Quite [X' ,  X]  = [X' ,  WZ] = F [ X ' ,  Z] 

et  

[Ix ' ,  x] ,  Fs;]  = [x ' ,  Ix,  F y ] ]  - IX, Ix ' ,  F y ] ]  = 

- rx, F ix ,  y ] ] - I X ,  ~[x ' ,  Y]] = = F ix ' ,  Ix, ~ ' I ] - F [ x ,  Ix', YI] = ~ [ [ x ' ,  xI, y]  
- -  L ' 

d o n e  IX ' ,  X]  e L(D);  los aut res  propriBtBs se d6duiaent f se i lement  de (5). 

L~5Is~  3. - Soit X e L~(~) .  Pour  tout a e .(2, le germe en a de X est le germe en a 

d 'un  dlgment X ' e  L F ( T  ~ M).  

P R E U V E .  - Soit a ~  et soit U le domaine  d 'une  car te  locale de M tel  que 

rs-~(a) ~ U et  U c n~(D). I1 existe une fonet ion diff@entiable aur M ~ suppor t  dana U 
s t  telle que ] = 1 darts un voisinage de ~ ( a ) .  Alora F = / o ~  ~ est  b suppor t  clans U= 
et W = 1 dana un voisina, ge de a. Si X ~ L~(s9), X a pour  reprBaentat ion locale 
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dams U~: 
OX ~ y~ ~ ( ~  ~X~ OX~ ~) 

X = X ~ - ~  q- ~ -@~ T ~,~X~ ~X ~ Y~Y~ -k ~ Z - ~ .  

Soit X'  P61dment de L,(T2M) qui duns U, u pour  reprgsentut ion locale: 

~@~ O(~/X5 ~ ( O ~ X  ~ ~ X ~  .) ~ 
X = (~X i) § ~x ~ y~ q- y~y~+ z' . 

Alors X'  coincide avee X duns un voisinage de ~. Les eas off X e/~=(D) et X 
La(s se t ru i t en t  de la mgme ~ugon. 

T ~ o e ~ _ ~  ~. - L,(T~M) = [;C,(f-~M),/C~(T~M)], 

L=(2"M) = [ L ~ ( ~ ) ,  L~(T~r  

L~(T:M) = [ L , ( ~ ) ,  ~ ( ~ ) ]  = [ L = ( Y ~ ) ,  L~(~V~)] ,  

m ~ ( ~ )  = [ L ~ ( ~ ) ,  L ~ ( ~ ) ] .  

PUEUVE. - Soit (U~)~s A un r ecouvremen t  de M par  des domuines des cartes g 
adhgrencc eompgcte;  d'aprgs [2], il existe un r ecouvremen t  ouver t  de M, locale- 
merit fini, plus fin (Ua)~,~z et une par t i t ion  de I en une  collection finie de sous-en- 

sembles I s (# = 1, ..., r) tels que, pour  tou t  #, les ouverts  g a off 2 e I s sont deux g 
deux disjoints.  

8oit (0z)a~• une par t i t ion  de l 'unitg subordonn~e uu recouvrement  (Ia)a~ I e t  soit 
(Ok) lu par t i t ion  de l 'unit6 a ssoci6e sur 2v"M. 

Soit X e L~(T2M); pour  tou t  2 e I ,  soit X~. = OaX; Xze  Lj(T2M) et  son support  
est de lu forme (n=)-l(@a) o~ @~. est un ferm6 de 2el eontenu duns U~; I1 existe un 

f - - I  
ouver t  gj. de M tel que @~ c g a c U z c U z et des fonctions diff6rentiubles ga et  h a 
sur M telles que gale,.---- 1 et  halv; = 1, 8upp g ;c  US. , Supp hac g a. Soient % = g~o== 
et  ~. = hao~2. Comme UaC U~, duns U.,,a= (~-)-~(U~), X a u pore' repr~sentut ion 
locale: 

a aX~.yj O 
Z i  - -  X,  = Xi(x 0 - ~  q- Ox ~ ~ " ~Ox~ ~x ~ y~y~ q- ~ 7  ] Oz ~" 

Soient T~.,~ et  V~,~ les 414ments de ZI(T2M) ~ suppor t  duns U~,a et  don t les  
reprgsentut ions locales duns U~, a sour: 

+ \ YJY  + - Tx Z j 

0 

x~ 

, x ~ - t  t, x~+,, ...) 4t - ~  -5 (, X~.(... t, ...) dt yJ § 

0 

0 0 

Z/-- 
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On a: 

Puisque si 2 et 2 ' e I ,  Ux(~ U~,= r  done U~,,z(~ U~.z,= 0, on peut d6finir: 

x,, Ex~,, L,,, Ez, , , ,  v,,,, E v  

X~, T,~, V,,~ appartiennent s JS~(T~31) et on a encore: 

Comme X : i X ,  on a done montr6 que LI(:T2M) c [.~I(T2M), L~(T~M)]. Si Ye  
/ t = l  

e L~(T~M), pour tout 2 e l ,  Yx= O~YeL2(T~31) et da.ns U~,  Y~ a pour repr6sen- 
ration locale: 

or--" + 2 ~ ~ .  

! 2 Soient V;,,~eL~(T M) ~ support darts U2,~. e t  qui darts U~,a ont pour repr6sen- 
ta, tion locale: 

~,, = ~ y~ . ( . . . ,  t, ...) at ~ + 
L 

0 

alors 

En prenant 

o n  a encore 

) ~-~ H Y % . . ,  t, ...) dt y~ 

0 

d'ofl 

/ , = i  

! f 

),eI. .~,el o 

# = I  ' ~ = I  

Les autres assertions du th6or6me se d6montrent de lg m6me fagon. 
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T ~ o ~  5. - Soit X e .5~(T:M) tel que son support soit eontenu dans un ouvert 
vdri/iant ~ = ( ~ ) - ~ ( ~ ( 9 ) ) .  Alors X = ~ [T, V] (somme/inie) oi~ los T, V sont des 
dldments de .5;(T~M) d s~p~)ort darts ~2. 

P~EVVE. - Les notat ions sont celles du th4or~me 4, a]ors les images des supports  
f 

de X~, Y~, ... p~r ~ sont contenues darts U~2,(~ ~ off 91---- x~(~). On ehoisit U~ 
tel  que U'~ c U~ (~ ~ ~lors T;.,~, V;,,, V~,~ ont  leur suppor t  darts U~;.(~ ~ ;  puisque 
le recouw'ement  (U~)~ez de M est localement  fini, il e n e s t  de mSme du recouvre-  
men t  (U~,~)~, de T~M; par  suite Supp T , ,~=  U Supp T~,,c 9 ;  de m&me les sup- 

;~ ~I. 

ports  de V~,,~ et V~, i .... sont  contenus  dans ~ .  

L E ~ m  4. - Soit U le domaine d'~ne carte locale do M; soient a e U2 et X e L~(U~) 
tel q~te j3X(a) = O. Alors il existe T~, ..., T~, V1, ..., V~eL~(U~) tels que: 

9 

x =  5[%, ot j~ Z~((~) = j~ VZ(a) - ~  O . 

1)Rv, UVE. - [5] et [3]. Puisque X est somme des ~l~ments de type  I,  I I  e t  I I I ,  il 
suffit de mont re r  le l emme lorsque X est  de Fun de ces 3 types.  On choisit  ]es coor- 
donn~es locales de telle sorte que x i ( a ) =  y ~ ( a ) ~ - z i ( a ) ~  0. 

~X *y,. ~ [ ~ ~X* ~X ~ \ 
1 ~ X : X:(x~) - ~  + ~ 7  --~y~ § ~x~ ~x ~ y~y~ -F --Sx~ z')~z~--. 

On choisit  :T et  Ve.51(U~) de la fason suivante:  

si X~-= (x~)~(x ~, ..., x"), alors /,i (#)2 et  V ' =  (x92fF(x~, , x ~+x, . . . .  x~-~ t~ x ~) dr; 
0 

gC ~ 

si X i =  (x*)SxJF off j va i, alors T~= x~x ~, V~= t, ...) dt; 
0 

x l  

si X ~ = (x~)2x~x~ off j V= i, k V: i, alors T~= x~x j, g ~ = x~x~f~ d~; 
0 

si X ~ = x~#x~x ~ off j --/= i, k ~ i, 1 ~ i, alors T ~ = xJx k, V ~ = xz f tF  dr; 
0 

si X ~ = xJxkxZx ~ off j --/: i, k ~ i, l :/: i, m V: i, alors T ~ = xJx ~, V ~ = x z x ~ f ~  dt. 
0 

~y~-F 2 - ~  Oz ~. 
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On ehoisit  T e LI(U~) et  V e JSs(Us) de tulle sorte  que les eompos~ntes  T ~ et  V ~ de P 

et  de V su ivaa t  3/~x ~ et 3/~y~ soient exue temen t  c o m m e  darts le p r emie r  eas. 

30) x = x~(xO ~ .  

On choisit  T~LI(U~) et VeL~(Us) comme  dans  ]es deux aut res  cas. 

On 6tudie muin tenunt  les d6rivat ions de L~(T~M). 

PROPOSITION 1. - route dgrivation D de L~(T~M) est locale; par ,vuite pour tout 
X e L~(P~M), Supp D(X) c Supp X. 

P ~ E ~ V E . -  Spit X e L ~ ( T 2 M )  et spit o9 un ouver t  de T2M te l  que X] = 0. 
Spit t9 = (~)-~(~2(w)), adors Xlz  = 0. Pour  tou t  ~ ~ tP, i] existe des ouver ts  disjoints 

~91 et  Y2~ de T~M tels que ~ 9 =  (z~)-~(~(~9~)), ~ = 1,2,  SuppXc~2~ ,  ~e~9~; d 'apr~s 
le th6orSme 5, on a X = ~ [T, V] oh les ch~mps T et  V ont  ]cur suppor t  contenu 

darts /21. C o m m e  D(X) = ~ [D(T), V] ~- ~ [T, D(V)],  on ~ D(X)]9, = 0; pa r  suite 

9 ( x ) l ~  = 0. 

P~oPosI~IO~ 2. - Soient D u n e  ddrivation de L~(T2M)~ X e Lr(T2M) et (~ e T2M 

tels que j~X(a) = O. AIors / ) (X)(a)  = 0. 

P ~ nvv~ .  - Pou r  tou t  ouver t  U2 de F~M, on a u n e  d6 r iw t ion  D~.. de Z~(Us) 

d6finie de 1~ fapon su ivante :  VYeJL~(U2) et a e Us: 

D~o(:~)(r = D(Y' ) ( r  

oh X' est  un  616ment de L~(T2M) qui coincide ~vec Y d~ns un  voisin~ge de ~. 

De, est  b ien  d6finie d~ p r6s  1~ proposi t ion 1. 
D'~pr6s le l e m m e  4, il exis te  nn  ouver t  Us de T2M conten~nt  ~ e t  tel  que 

oh T, V sont des 616merits de Ly(Us) tels que j~T(a)= j~V(a)= O. Done  

D(X)(a) = D~(XI~) = ~: ([D.~(T),  V~ + [~ ,  D~.(V)]( (a)  = 0 .  

I I  existe sur T~M deux champs  de vec teurs  c~noniques C1 et  Cs dont  les re- 

pr6senta t ions  locales dans  l ' ouve r t  Us sprit: 

r  Y~ ~-~, 



To~-VA~- -D~c :  ~euilletages transversalement tangents 23 7 

En ut i l isant  le l e m m e  1, on v6rifie fae i lement  la proposi t ion suivante:  

PnoPosI~Io~ 3. - Zes endomorphismes: X -+ [C~, X]  ct X --> [C~, XJ sont des 

ddrivations de L~(T'~ M) qui ne sont pus int~rieures. _Par s~tite dm H ~ ( L / T P  M))  > 2. 

D ' a u t r e  p~r t ,  il existe sur T ~ M  une s t ruc tu re  p resque- tangente  d4finie par :  

J - - ~ z i ~  J = 0 ~  J = 0  

J e s t  de r a n g  n e t  2 7 z =  0. 

Si ~9 est  un ouver t  quelconque de T~M, on d4signera pa r  s l 'alg~bre de 

Lie des champs  de vec teurs  X sur f2 tels que L x J  = 0 ; on a done pour  tou t  c h a m p  Y 
s u r  ff~: 

(6) [X, J Y ]  = J[X~ Y ] .  

LE~U:E 5. - Un champ de vecterus X sur ~ apparticnt d ~j([2) si st seulement si 

quel que soit l'ouvert U2 de T ~ M  tel que Y2 ~ U p r  O~ X[~n~ ~ est somme des champs 

de veete~rs sur Q ~ U2 des 3 types suivants: 

(7) 

I) X~(xJ) ~ ~xJ ~z "-~ 

cy '  

I I I )  Z~(x~, y~) -j-Zi ~ . 

P g ~ W E .  - Soit X un champ  de vec teurs  sur zQ. Si duns U~, X s '~crit:  

X = X i ~ y i  ~ ~x-- ~ -~ -~y~ § Z ~ -  

le fair  que X e s s ' exp r ime  par :  

~X i ~X  i ~ Xi ~Z i ~X  i 
~xJ - -  ~z~ = 0 '  ~z ~ = 0 ,  ~zJ --  ~x~ 

d~ofi la d6composi t ion de X en s o m m e  des champs  de vec teurs  de types  mentionn6s.  
Ju squ '~  la fin, on suppose que Ia w r i 6 t 6  est  affine. Soient 

s = (X  e hj(zQ) de t ype  K sur s ~ U2 quel que soit l ' ouve r t  Us} 
o~ K = 17 2, 3. 
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Zes s sont b ien d6finis et  le l e m m e  su ivant  est  une  cons6quence imm6dia te  
des d6finitions donn6es:  

L E ~  6. - g(Y2) est un iddal de E j (9 ) ,  

s est une sous-alg~bre de Lie de s 

~ ( ~ )  est une sous-alg~bre de Lie de s , 

c~(9)  = ~ { 9 )  ~ I m  JLo, 

s est un iddal de s et de s  

[~(o), ~(~)] = o ,  

~(s = ~ ( o ) � 9  ~(o) ,  

tout X e s se prolonge ~ (z '~)-~(~(9)) ,  

tout X e s se prolonge ~ (z~)-~(~(~))  . 

L ~  7. - Soit X e ~( tg)  (K = 1, 2, 3). Pour  tou t  a e 9 ,  le ge rme  en a de X 
est  le ge rme  en a d 'un  616ment X ' e  ~ ( T ~ M ) .  

Ce l emme  se d6mont re  e x a c t e m e n t  comme  le l e m m e  3. 

T ~ o ~  6. - 

s = [~(:T~M), C~(~"~M)],, 

~(:T~M) = [~(~'~M), ~ (T~M) ] ,  

C.,(:T~M) = [g.,(:T~M), ~;(:Z'~M)]. 

PRv,~v~. - La  premi6re  6galit6 se v6rifie exae t emen t  comme  darts le cas de 
_LdT~M). En ee qui concerne les au t res  6galit6s~ il suffit de consid6rer un  recouvre-  

men t  de T M  qui possbde les m6mes  propr6t6s que celui d a  th6or6me 4 et de faire  

des adap ta t ions  n6cessaires.  

T J z ~ o x ~  7. - Soit X ~ ~x(T~M) (K = 1, 2) tel que le support de X soit con- 

tenu darts un  ouvert Y2 v~ri/iant Q = (~)1-(u~(/2)). Alors X -~ ~ IT, V] (somme ]inie 
ott T, V sont des dl~ments de s ~ support indus  dans Y2. I I e n  est de m~me 

de tout Y e ~ x ( T 2 M )  dont le support est contenu dans un ouvert Y2 vdri]iant 

M6me d6mons t ra t ion  que pour  le th6or~me 5. 
Les proposi t ions  suivantes  se d6duisent fac i lement  du l e m m e  6 et  du th6or~me 7. 
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PROPOSITION 5. - -  Toute d~rivation D de fiz(T~M) laisse invariant s  

DI~(~ ) est une ddrivation de s 

PROPOSIT~O~W 6. - Toute d~rivation de fiz(#2) est loca~e. 

P a r  a i l l eu r s ,  i l  ex i s t e  su r  T ~ M  u n  c h a m p  de  v e c t e u r s  c a n o n i q u e  C d o n t  l ' ex -  

p r e s s i o n  loca le  d a n s  u n  o u v e r t  U~ e s t :  

~ = Z  i -  
~Z i " 

L E ~ : E  8. - _L'endomorphisme de f i j (TPM):  X[  C, X]  est une d~rivation de s M)  

q~i n'est pas intdrieure. 

C o m m e  fij(T2M) poss~de  les m 4 m e s  p rop r i~ t6 s  que  l ' a l g ~ b r e  de L ie  associ6e 

1~ s t r u c t u r e  p r e s q u e - t a n g e n t e  su r  l ' e s p a c e  t o t a l  d u  f ibr6 t r a n s v e r s e  d ' u n  feui l le-  

t a g e  [3], on  p e u t  5nonee r  18: 

T ~ o R ~ m  8. - Pour toq~te d~rivation D de fij(TPM), il existe une constante uni- 

que k et un  ~l~ment unique Y de ~j(TPM) tel que D ( X )  = [kC -~ ~ X]  quel que soit 

l'gt~ment X de ~r Par suite d im  H~(s -= 1. 
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