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ABSTRACT 

The properties of SU3 finite transformations are investigated. 

These transformations on the defining three­dimensional complex space 

are parameterized in a form employing three factors, two of which are the 

Euler parameterization of an SU2 subgroup. 

The irreducible representations of the factored parameterization 

­are found explicitly.  The formula for the volume element is derived, 

and the volume element is calculated for all parameterizations discussed. 

The orthogonality relation is verified for the factored parameterization. 

Symmetries of the transformation matrices are discussed. A defi­

nition of triality results and a proof that it is additive modulus three 

follows.  A  generalization of G­Parity is presented which reduces cor­

rectly for pions. 

Spherical harmonic basis states are derived as a specialization 

of the transformation matrix.  Differential equations representing the 

infinitesimal generators are used to derive the infinites rural generators 

of Biedenharn.  These states are found to have symmetries that suggest 

their applicability as meson states.  One parameter mass formulas for 

mesons and for baryons are derived.  These results support the sugges­

tion that the group parameters have some physical reality in the space 

of the eight­dimensional representation. 

vii 



CHAPTER 1 

INTRODUCTION 

For some time now the group SU3 has been thought to carry the 

symmetry of the elementary particles.  Since it contains SU2 as a sub­

group, all the results concerning isospin can be incorporated into the 

scheme.  The group has rank two which allows the introduction of another 

quantum number, the hypercharge or strangeness.  Each irreducible repre­

sentation (IR) is thought to correspond to a multiplet of particles; 

however the elusiveness of particles for the three­dimensional and six­

dimensional representations leads some to believe the actual symmetry 

group might be SU3/Z3. 

Summary of Results for Finite Transformations 

Considerable work has been done concerning the infinitesimal 

generators of the group.  As an alternative mathematical technique, we 

wish to investigate the global properties to see if the group parameters 

have any physical meaning. 

A parameterization of all unitary groups was given by Murnaghan 

(1962;  pp. 7­11).  We derive the parameterization  used by Nelson (1967) 

which is of special interest as it employs two factors which are SU2 

transformations in the Euler form. 

1 
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Chacon and Moshinsky (1966) derive the IR's in Murnaghan's para­

meterization by extensive use of Weyl reflections.  Nelson, using his 

parameterization, restricted the representation matrices to a particular 

right­hand state, and thus derived a single column of the matrix which 

acts as a set of spherical harmonic basis states.  Both Nelson and pre­

viously Beg and Ruegg (l?6£) employ differential operators representing 

the infinitesimal generators in their derivations.  We derive the com­

plete matrix for each IRj the SU2 factors are known and the third factor 

is evaluated by employing tensor basis states.  By applying a finite 

transformation to these tensors the spherical harmonic basis states are 

derived. 

Weyl (I9h6) and Murnaghan (1962) discuss the dependence of the 

volume element on the class parameters, for integration concerning the 

characters of the group.  We evaluate the complete dependence of the 

volume element on all parameters for Nelson's, Murnaghan's and the more 

familiar 

= e*"'1 

parameterizations. 

Symmetries of the transformations were investigated and one 

result is a natural definition of triality.  Baird and Biedenharn (1961j.) 

and Hagan and Macfarlane (I96I4.) prove triality is additive modulus 

three.  We provide a proof that follows very simply from our definition. 

Employing the spherical harmonic basis states, the infinitesimal 

generators derived by Biedenharn (1963) are easily obtained. 



By requiring certain symmetries of the basis states, one­

parameter mass formulas are obtained.for mesons and baryons.  These are 

specializations of the Gell­Mann­Okubo (in Okubo 1962) mass formula. 

Review of SU2 

To clarify the problem and procedure we first consider the group 

SU2.  Transformations in SU2 can be parameterized using Euler angles. 

r\  J?*'*3  ­;XJ3  (i v) 
S e e   o  <  t K   £  h i r  

o <  y  <  4 ~ 

o i  <_  TT 

can be diagonalized and since  commutes with all  the basis 

states of the IR's can be labeled  m 

=̂ +0 "\Pj yn  J  specifies the IR  (1.2) 

3̂  Yn  =  M ~\P')7]   ̂sPeĉ ­f̂ es  states within an IR 

By considering the Lie algebra of the infinitesimal generators Jj_, all 

their IR's can be derived. 

Finally the representations 

= <Jm | e""1'  e'"7'  (1.3) 

can in principle be determined by expanding the exponentials.  However 

­ i f>Ti 
in practice this is difficult for the non­diagonal matrix  e  . 



An alternative method to derive the IR's of SU2 is to reduce the 

direct product  2 a 2 ® 2 ....  One finds polynomial basis states or 

­+P J, 
tensor states that transform irreducibly.  The SU2 transformation e 

is applied to these states to derive the general form of  d̂ Vw,. 

The spherical harmonic basis states are found to be a speciali­

zation of the representations,  to a particular right­hand state 

oj­.j) 
'TT?  7̂' .  (i.U) 

The volume element is 

JfW,, =  fl if  (1>5) 

and the orthogonality relations are derived by Clebsch­Gordan (C.G.) 

decomposition of the direct product. 

ID ("<•?,/) 0  f) dR{«,/3,r)  /­i 
w, m,'  "m,. m;  k­Uo; 

mn,­ w. 
= (­/)  . 2­ C (UiJ j ­m, rr>> m)C f j, j* j ° ­ m,' m', W'J J  j") J Ru a iM 

j mm'  m w  ,p' ' 

­ C(j, j, o ] ­ w, mi o) C (j, )x 0 j ­rw,' ml 0) =  " °J  \ "L 

In this paper we are guided by the strong analogy that exists 

between our parameterization and that for SU2.  We follow closely the 

same procedure to derive the corresponding results for SU3. 



We use the following set of infinitesimal generators. 

I,r  /O 

/ 

/  o 

o  c 

0 0 0 /  

V   I 
0  o  t\ 

a  o  o 

1  0  o 

I 2 ­   j o  

jo  O 

""  <r 

0  0 

0  °1 

0  _ .  

0  O 

0  aj 

Q
 

0
 

0
 

J  V?  0  0 

0  0  ­JL  0 
1 

VR  0 

\  £?  X  OJ  0  0 
X 

­ I L L  

­ '  0  0 

0  ­1  0 

0  0  0) 

:t­  /  O  C 

a  1 

tr(l.  Si. 

The basis states are chosen such that I3  and Ig  are diagonal 

in all representations and thus serve to partially label the states 

Y­$(Z) =  YTf­MI  (i.7) 

H ~i£[X] =  m 

T = ­k 1, 

B f fl; 

The eigenvalues  (Y, M) of the states within an IR are displayed in 

two­dimensional weight diagrams. 

p  2  2  2 
The addition of  I'= <Kli  +  2̂  + ̂ 3  forms a complete set 

of commuting operatoris which serve to label the states 

=  i l l f ) W ( U )   .   ( 1 . 8 )  
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We will derive a parameterization factored in a manner analogous 

to the SU2 Euler angles and give its explicit form. 

where  M  specifies the IR 
K  "n 

Ut  j  j/  specify a state in an IR (I, Y,M) 

2?  are the eight parameters 

Again, in the explicit determination of the IR we encounter the matrix 

ê 1**  (analogous to  ê 3*­ ) which is determined by the use of tensor 

states. 

Choosing  • 0 (I ® 0), we derive the spherical harmonic basis 

states for SU3.  The volume element and orthogonality relations are 

derived by a method analogous to that used for SU2. 



CHAPTER 2 

PARAMETERIZATION OF GROUP TRANSFORMATIONS 

Nelson (1967) uses the following parameterization: 

..  ­*rl, ­­4I1  ­­̂ '1, ­­­fl,  ­­4'lj 
Uf2f)= e  e  e  e  e  e  e  e  (2.1) 

The following is a derivation of this parameterization. 

Transformations in SU3 map  Z —> Z'  where Z and Z' are vectors 

in three­dimensional complex space such that the norm of Z1  equals the 

norm of Z.  We set  ZfZ ­ Z'TZ' = 1. 

Beg and Ruegg (196$) show that Z and Z' can be parameterized as 

follows:  ,   ̂ \ 

I 0  c o 5 

Z ~ &  Sjn  6>  cos. y  oi 0  ­f  (2.2) 
><j"; 

iih  i 1 n 4y 

e  t 

© ±  9 < 1 

(Z1  with primed variables.)  We now show that a solution for  J" ) 

exists such that 

I 0 

T,Z­ ­*3 
e>  ccs 

A  II 
e '  Ti n  <p  / 

(2.3) 

7 
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where 

T 2'h 
­**% 
e  e  e 

+ /') 

?  j.' 

<r  s. n x 

O 

S.  Sin ̂  Sin ̂   C? 

c a s £­X 

O 

0 

// 

(2 .U)  

is in SU3. 

The equations 

C?  Co i & c o s  to  S I11 ̂  Jin y  ; o  V ̂  . 5a.) 

4 (">c'­  + 1 (l\ )  ­4­ ( •<' + if' ",i <K) (  ,, 
&  s  cci e  ­6*  cc»^ £•'  j/n  c«; 4" ­ Q cos i>  (2.5b) 

, 'I ­  <b  ­ d>, 
S"  5 m y  I'm t)  ­  G  Si i cj> 

(2.5c) 

are satisfied by 
e"̂  y  —  e~­2  ô . °<', x'A  7̂7 

H41)  .  (2'6a) 

0  ­e  oi ̂  i F 

t a „  £   =  <°T 6  sect  ( 2 M  

and by defining 

Coj,  <j>  H  ­sm^i  cos o   •+  c&s£  f/ne  41  ^  6c) 



We define 

+ f7 ̂ r)  ­î Xr 
= e  e 

is in SU3. 

Therefore if  ­* 4> 3 

e­ V < f  <  3  T T  

then 

1/ = X " f  Oi  7 

1° 

o 
' 

(2.7) 

(2.7a) 

(2.7b) 

(2.8) 

Now consider T2 defined as T21  with unprimed variables, but the 

same ranges.  is the most general special unitary matrix with (l) in 

the (3,3) position.  Let U be a general matrix of SU3.  From equation 

2.8 and since the matrices are unitary, we have 

T, V U" 
W,,  "1*  0 

"i.  "'ll  0 

0  0  I 

T, 
­ /  

Therefore  U = T̂ T.T  1  . 
•  r  * 3 2  ­,T 

e  can be absorbed into e  by a redefinition of  Y  . 

(2.9a) 

(2.9b) 

Noting that 
­i trl3  i  7T 
e  i7  e  = 1 j 

and another redefinition of  Y  and 
iirl, 

to absorb e 

(2.10) 

would allow the 

replacement of I  by I . Also an interchange of the role of the first 
7  6 

and second components of Z would allow the replacement of 1̂  or I  by 

1̂  or Î .  We choose 1̂  to be consistent with Nelson's work (1967). 
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We therefore arrive at the final form. 

D, v­  ~"4J'  "k,x*  ­*'I,­­*'1, 
­  e  e e e e e e e   ( 2 . 1 1 )  

0<«, Y <  if  TT  o 1 (3 ̂  W  oJL  v  <  E­

o S  H~W  o 1 p' i TT  o 1 f A. 31T 

where these are the minimum ranges of the parameters.  Other parameter­

izations are discussed in the appendix  (Appendix A). 



CHAPTER 3 

EXPLICIT DETERMINATION OF THE TRANSFORMATION MATRICES 

We now seek to generalize our result for the defining three­

dimensional representation to all IR's.  In what follows we shall use the 

integers ( A, m. ) to denote an IR (Baird and Biedenharn, 1963), and 

(I, Y, M) to denote a state within the IR.  The symbols ( ~h,M ) will be 

suppressed unless needed. 

From the commutation rules, it follows that an SU2 subalgebra 

exists, composed of 1̂ , Î , and 1̂ .  Hence the basis states are chosen 

such that 

1 — 2'  +  Li  ­*•  Ij  j  Zj  and  18  (3.1a) 

are diagonal and 

AY\   '*1 I, ­n,  c  r 
V I  e  e  e  Irt / —  jV,/3, /) $Y y'  S r i' 

A A  19  I f'r\ __  ­ ­ ?Y 

»   \rty  e.  ^Y y ,  $I J ,  <  

(3.1b) 

(3.1c) 

Now consider a weight diagram (Figure l) which displays the 

basis states according to the  (Y, M) values and consider 

<Mr|Ti t3 T; |H;> . 

li 
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YH  rL  Y M" 

Y  •  • 

•  « 
/ Tj 

«  »  i... . . . 

Y M"  y1'  Y'M' 

M  , 

Fig. 1.  Weight Diagram for Derivation of the Representations 

T  and T ' connect states in the same horizontal line, while  T 
2  2  3 

connects states on the diagonal shown.  This gives a relation between 

M1'' and M'1. 

ri" =  M"' + i(r­r) . 
(3.2) 

Summarizing the above 

< V  |   =  £*"rDk,.» <& 1 1 "  L "  f£> DxU,­,y 
X  "̂ 7  M  M"  '  M'"  M'  (3.3) 

Ona notices that the undetermined matrix \n" 
­''I* j  r. v 
e  L­•/*  pla ays 

a role analogous to  of SU2.  In SU2, the  matrix is deter­

­"•'P 
mined by applying  e  to a suitable polynomial basis state represen­

tation.  A search for basis states in SU3 led to a paper by Mukunda and 

Pandit (1965).  Their basis states  are given in terms of tensors 

­f~ ]n   ̂ which transform under the three­dimensional defining repre­

sentation and its complex conjugate. 
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I  m,. r • nM  /»>!,'  Mw'a  / in,  ''n* 
m' n' 

•  w,  •  •  '  """a 
(3.10 

To have the Condon­Shortley phase convention hold for the T and 

C 

V  SU2 subgroups, a change in basis is made.  We define new bases  y 

such that for the complex conjugate three­dimensional representation 

2 ?:  = 

/ ­ I   ©   o l  

X =  ­ w 

tfr ~yc= w 

(3.5a) 

w  O  + I  0 

O  O  +•'/ 

or 

and 

Correspondingly 

C 

l>^)  =  W  D U )  W"' 

=  wCeW J"]  W' 

iK'  ­
­I 

(3.5b) 

•  J ,   M .  

Following their notation  <  jjVYi,.  has 

1̂ + "l  uPPer lls>  î ~ mi  uPPer 2's> and   ̂­ 2ĵ   upper 3's 

j  ­ m  lower l's,  j  + m  lower 2s s, and  /* ­ 2j  lower 3's. 
2  2  2  2  2 

We need the relation 

i K r ­ v * ­ *  Z c a ­ i ­ i w n  w » r « . )   . . » »  
m.  (3.6a) 

W, Wj  V  m, 



Hi 

and the inverse relation 

­i ­ i   ­ i  

Tj^; = [n.^wUm ]   m)  A / a ( j . I )  Ns(I.Y)_ 

j , r n i " = i l  + 4 Y r f t i ­ « )   k m , n = i i ­ ^ r ­ i ( x ­ ^ )  
(3.6c) 

a ;  m. i 
m, )! 0­2 J.)i  I  f/A­Zj,}/ 

(3.6d) 

(2 1 <• I) i (X­J.­J.­Di (At­j, o.­l).1 

Jj.f J.­Di (i, »­ jtrl fi)! 
(3o6e) 

^ ( 1 0  
f 21rl)! (*+^­m), 

L  
(^n^„);(mp,i­x »i)! 

(3.6f) 

where  ( ~\,m* ) denote the IR. 

For low­dimensional representations or the important special case 

where  I' = M1  =0, the transformation of interest 

w l, 
COi 1/ 

a 

,  ­  a  j tn 1/ 

0 

1 

o 

sm «/ 

o 

co S • j 

(3.7a) 

can be applied directly to these tensors.  Employing the standard phase 

convention, 



/c<o = |y 

—  c.   ̂

n 

is 

(3.7b) 

To illustrate the procedure, the results for the eight­dimensional 

IR is worked out.  The numbering of the states is shown on the weight 

diagram  (Figure 2). 

Fig. 2»  Eight­dimensional Weight Diagram 

Using this notation, the equations are 

> : T =   I 2 >  =  t ;   b > , T ;   b > ­ ­ ; ? ( T > T / )  

o­­  i  &> =•/! i/ |t>=t' u>= t;  ­

2  ­p^o.sa) 

The inverse relation yields 

T,1  =  K U >  +  YF  H )> 

~2  = ­ fv  I  O  +  ft I   ̂  ̂

(3.Bb) 

We now apply the transformation to the state 
< >  



•,. T  ,  16 
"  t  \ —  T"'  **r3  '  ? 
S  i  /  ~  c V S1/  I  (  $ I  \  J  ­t­  Co S*i/  ]  2  ~  (v S u I  J  (3 9) 

The summary of transformations of all the states in the eight­dimensional 

IR follows. 



e­'nj> = 

; 0 S  V  " 7? 5 > '1 ̂  U'(l/ 

C cS^ 

~^S m V 

C O S   V  

/J1  Sin/ci.­ f K  j( ) + Cp s V )  

'­ijjlins caf  ~ 2.  17 

5 of 

s in 1 ̂   ^ i'»c cts ̂  

J 

ii»i/ U',(»/  ­SirV 

­»' 5 //i 

SI r \  y  

^ 5in ^  jj jml' 

CoSiS 

•j S't'S+CcS^  '* l/? S'l'leSI/ 

ccs is 

­ft 1 j")*'' t c i /'  ccj'v  J 

(3.10) 

h 
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A general result for all IR's would be very difficult with this 

method.  An easier way presents itself by noting that 

•f i. 
e  =  1,  (3.11) 

and of  course 

<v|e­'r' k>= jfo irr stj.  .  (3.12) 

Therefore we have only to determine matrices of the type 

•> ­fl, IIr 
\*j e  m 

as 
(3.13) 

/1 Y i  ]x'y 
\m"  | m ­>=z<«"  j'z, s 

a.vj ' 

P 
b i­  d a";  v  e  im 
*  Mp  *> r< 

i> 

We first note that for the states obtained by the transformation 

* J i   • L i  

_  ^ |x 
e  1 m 

v  livn> X  E  |C)  / = 

i  ^> ­  e  *  '(  ­ v Y) i m 

•i ̂  
+ m. 

ir 
m 

(3.lUa) 

(3.lUb) 

follow from the commutation rules.  This implies that all states obtained 

from this transformation acting on a state, belong to the same point on 

the weight diagram. 



Also 
m. 

_  m  2 v  y,= ­* * m 

19 

(3.15) 

r'rr" 

/ \  
/   \  /   >  

. /   x   .  

Y,   t ip  
sm 

\ / (ti \, 

'  r^i" 

12} 

m 

\ U) 

­1  v. m, 

• „T. 
Fig.  3.  Weight  Diagram  for Derivation  of  the  e"  Factor 

Transformations  of  this  type  map  points  into  points  along  lines  (6)  on 

the  weight  diagram.  Therefore  from  Figure  3 we  see  that  the  sura  over 

(  °<  )  and  (  )  above  can  be  replaced  by  a  single  sum  over  . 

i v  I  iiV \ _ 
m" \  £  i  m'  y/ty i  i1­  c  /i.v, 

/ Z_v*" I  e  I  fyS*1?!*  cl  Im v 
m/5 n* 

The  explicit  form  of  this matrix  can  be  found  by  applying  the 

transformation  to  the  tensor  basis  states.  For  the^three­dimensional 

representation  and  its  complex  conjugate,  the  following  come  from  the 

standard  phase  convention. 



ll  o 

0  a 

o  A 

i­f it 
o\ 

°l 

r 
o  c m  

o 

""­a  °i 
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(3.17) 

These affect the tensors T?'^'  in the following way.  Each jt imi 

upper 2 and 3  is replaced by  i3  and i2  respectively.  Each lower 2 

and 3 is replaced by ­i3  and ­i2  respectively. 

T­t  j; 
j. m, 
j  i l t l ,  

a ­ j, ­ m.  x. ­  + m, 
"> U) 

­ ^ (A­i j, <• m,)/  i 

i(A­ JA ­W,), i (­3  r/<) 

(3.18) 

Using the previous relations connecting the states ~Xj/ lJ[  and 

tensors, we finally obtain 

7i  r  . m»n  wi  ­  »n­n  .  ̂ 
/r v I  >  v\ r— A­J'  ­ w<  + 

v 

<;;! e  k)  x  <3­19) 

•m, 

C ( i c i f t )  x  

­i 

This completes the explicit form of the transformation matrices. 

It is interesting to note the connection between these finite 

group transformations and the Weyl reflections, which lie outside the 

group.  In the interesting case of reflections and transformations across 

the vertical, the operations are: 



w =  <o  1  o 

i  o  o 

o  o  \, 

e  ­­1 o  ±: 
±:  o 

o  o 

o 

0 

1 / 

e  ­ jo 

T! 

(? 

.±/ 

0 

o' 

0 

ll 
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(3.20) 

w c =  /o 

i 

\  <? 

e> 

o  •il 

:l o  i/  ° \   e  r 
* / 

±A  o  ° ! j  ± i  0 

\o  o  ' /  
o 

o\ 

0 

1 

A successive application of the group operation followed by the 

Weyl reflection leaves the tensors unchanged except for a phase factor. 

These product operators are therefore diagonal and may be of physical 

interest.  Using the symbols  Xj  "to  denote the operation  e  and 

applying these operators to the tensors we have 

w x, 1/ 

vv  x; v/1; = (­o 

c±­i  (­0  v 
(3.21) 

I i  ­ i ­ s  
y;:; . 

For the eight­dimensional representation  A  = M>  =  1, and for­

the pion states  1=1. Therefore 

1  t> 

fA  ­ Y. 
pions  (3 .22)  

wx!y;"= ­ f­.)" te"„*  pions 



Since the Weyl reflection is related to charge conjugation and 

the group operations to isospin rotations, the product operations are 

j: 
related to G­Parity.  In fact  may be a generalization of G­Parity 

as it reduces to the desired form for pions. 



CHAPTER U 

SPHERICAL HARMONIC BASIS STATES 

For the group SU2, the spherical harmonic basis states were 

obtained by specializing to the right­hand state  m' = 0  in  ^ 

In this way the dependence on  V  was eliminated.  Comparing this to 

SU3 we have 

r­v  /' •  I  —̂ 3 ~A P ̂2   ̂J : (  \. 
i) —> v H e   e  e  JP/—  (U.ia) 

m m' 

/•  i  ­  "a  jl  i  \ 
~  I   £   e   |J v   f o r   S(;2 .  

—>\m I  e  e  e  e  e  e  e  e  I  /(U.lb) 

_ Z1 Y I  ­^/T It   "^7" ^3  ­41.  ' * • % £ >   " x " ­ l < /  

­\m! c  e  e  e  e  |r­y  F ̂  v  S U 3 . 

From the close analogy to SU2, we see that the choice of I = 0 

for the left­hand state eliminates three variables. 

We now derive the explicit form of this matrix.  Using the weight 

diagram  (Figure U)> starting with the right­hand state, we see this 

state is connected to states on the line marked lu 
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•   4  •  m  0 

r  m  u)  y* 

v  
*  *  / • 

/ 

•  ;  / M 
/ 

/ 

»  it  *  > 

Yo  M=c? 

1  

!   m  

21; 

Fig. U.  Weight Diagram for Derivation of Spherical Harmonic States 

The left­hand state is connected to states on the horizontal line and 

therefore 

i ( y ­  r j   (lu2a) 

lT,rr  i  /ft Y]  L+ 
^r .v i   =   e   e  

'  '  i  »  •>y  t  ­
V?  (It.2d) 

* i<r­r.­) 

We can evaluate the last factor by applying this transformation 

v x. 

oyj\ _ 
c? / 

to the tensor basis states.  From equation 3.6a we have 

 ̂+ /•< ­r 1) !  

7 "') 

T  1  o  o 
0w3) 

The effect of this transformation on  I  0  o  follows from equation 

3.U: 

(?)(") (c.j 
t  5 

­t  /"•­>  j>  £  £  (u»u) 
—  1  ^  i­

(~* ilrtl')  ( <­<>i i>)  | 
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j,  yn. 
Each  ) j  is a linear combination of basis states as shown by 

the inverse relations, equation 3.6b.  We therefore take the projection 

, i y* 
of each tensor occurring in the sum onto the basis states  4r  m . 

Also note that  M' = m­^  +  =  |­(t + s ­ a) gives a relation 

that reduces the double sum to a single one. 

In  ~T *  there are  A  upper and  M­  lower 3's.  Each upper 

3 contributes  a ­2/3  to Y  and each lower 3  a +2/3. 

We now have 

C|e^£MV'>  A' 

­JM'tJT  jM'rATi­2t  ­2M'­rZt 

i>)  ( Coil/)  (•'') 

­i 

T,­riri ,  M'~T) 

(u. 5) 

Using the explicit formula for  C(j_i I,m m m) 
j­  2 j 1 2 

_  x 
r / t   ,   T   r   \   r  ̂ it|) r!  )!  ! z  

L ( i ,­M'T j, I J 7, M '­7, N '  J  = L C t ­ m ' ­ X ) !  (I­i­Ti­ t  t­i) J  J  
a.6) 

and making the substitution  t =  2  + M' + I we have 

/i 1 I  ­­'I* 10y\ __ 
\ m' i  s  i  o / 

j .  

7 
2(! *1)  2 ( « + 1) 

f­­' j  (iln V )  ((­oil/) 

niri) (>­ m'­i )!  (M­tm'+ i­r i)i (y m't  i ­>i)i' 

1 (i + I) rr/•<­ ­* h 

M (2 1 fi + 0! (X­M* ­I ­­f )i ( M' ­rM­'l­i )! 

( * r.)i ( a +­l)i  csci/ 
(U.7) 

itf' ­2 I ­ i) 
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The basis states are therefore 

­,­rv  ­  l(n'0'  r>r  ,{(>TS+ri)  (U.o) 

= (>r/)i ( M r , ) i  
C S C I /   J 

^  '  M'Xrj {>•­")  f(A*­> r3 YtH r})(M­> ­rir­CJ­1) 

Nelson (1967) derived these functions by constructing differen­

tial operators representing the infinitesimal generators.  With the 

following substitutions these results agree to within a phase factor. 

—>. m  h —7­ n  y —w 

/ — 
P>  —>­  y  >  i 

^  o< J 

Perhaps mention should be made here concerning the ninth operator 

found by  Nelson. 

,­.(•>  2  ­1  i  j_  ,, . > 
P  —  ­jy  " "7 j/'  in ouv notation  (u.9aj 

^  H ~ ~ i ( >  h  (lu9b) 

The triality of a representation is  ­m­  mod. 3, so this 

operator is closely related to it.  We shall have more to say about 

triality in Chapter 6. 



CHAPTER $ 

VOLUME ELEMENT 

For finite groups if  F(A^) is a function of the group elements 

A., then 
i' 

Zfm;) = Xr (b a.)  (5a) 
A. 'G  

where 3 is any element of the group.  This relation can be extended to 

infinite groups where 

the Greek letters represent the a  ,  a  a  ureek xe^er 
)} = r\ (­<r) /"i ("O  ­  group parameters 

We want  F   cf°<  = F  V [ \ ' F R ^ . )  d«x.  . The grou/> integral is 

G  Gr 

then left­invariant. 

The following is a brief summary of derivations by Smirnov (1961) 

and Murnaghan (1938).  If 

a<y) ­ A w  A<* )  

then 

( 0   F ( Y ) D  V = ­   F \ ­ ( T ( ^ ) \  1 Z ­   J o ,   ,   ( 5 .2) 

0  Cr 
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We therefore require that 

JL 
= f(*) >  (5.3) 

Therefore we must find a  f   such that this relation is satisfied. 

Define  S; K (A (<r), A (­O ) 
=5  LIB 

c)  k 
(5.U) 

Now let  ^ ( n __  A (fi) A (i) =  *  ^  (5.5) 

*om 
21­ p i1.  j s; 

j) § j  p «<• n ­ using the summation convention  (5.6) 

we have 

Let  /\ <­() ­ i  and  A(c>) ­ A (­<*)  > 

Therefore S*„(A(I>)A (•<), i) ­ sij (a (?) ,A(~>)  (ac*­) > 1)  (*'5) 

Eefine  = 5 (A^}j)  (5.9) 

md taking determinants above, we arrive at the desired relation: 

f ( « ) =  ̂  P(Y)   (5.10) 

Also in equation  5.8 setting  A(/0 = AC*"1 ) and  noting that 

s.;(l,/a^))­lj  ^p13­63  5(1,1)  } we have 

f*(­i) — j 5 (at")j y­w°o) 
J L 

(5ai) 
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Because of the complexity of relations involving the group 

parameters, this form is too difficult to evaluate.  However from 

= A(U<r,­t) ), taking derivatives with respect to  and setting 

a(^) = a (<*.), 

j  A   __  ; y ;  

A ( ' )   J  *  X   '   J   X j   J   (£.12a) 

becomes 

' 1   )Ac*}  <> ̂  
n («)   r~—  =  ^   = 

cr­ ~< ­' 
r­o  1.: 

(5.12b) 

Since the I 1 s are linearly independent over the real field, the 
j 

expansion is unique and therefore 

­  C  \£­  +  j   <"0 I  where C is an arbitrary (5.13) 
constant to be determined 
later. 

Up to this point we have discussed only left­invariance.  How­

ever if the group is compact (the range of parameters is closed and 

bounded), the left­invariant integral is also right­invariant. 

For SU3 the volume element is determined from 

­i 
Tc­) jz­  I  <*) = ĉ ­r­)I­  c  .  (S.iiO 

This procedure now requires the evaluation of an eight­by­eight 

determinant.  Fortunately, this can be reduced to a four­by­four deter­

minant in the following manner. 
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For the parameterization 

­ J i £   t  

/ t   1  a  I  4  i j   ­ i   1  j   •J.F  H  T IJ  ­A­  ^ X,  '*•%£} 

I r*) ­ e  e  e  e  e  e  e  e  (5.15) 

we define  D(^°<.) such that T(^) = D(/,°<)V. 

j v  ^ i_j 
e  £  is diagonal.  (5.16) 

Vs D'(^)  i  f=i) 

The volume element is unaffected by a unitary, similarity 

transformation.  The proof is as follows: 

v c  t j ( ­ )  ij v ~  ­ j ( — ) v i j  v  = fe)  a"­^­fc  (5»"• 7) 

V is unitary 

Since VI.V '  is hermitian and the set { 1^ } is a basis for three­by­

three traceless hermitian matrices, therefore 

V lj V  ­  CijK  iK  where a^k is real.  (5.15) 

Also since the I. 's are linearly independent and tr I­1. =  2  J  we have 
k  1 j 

2 Sxj "= tr 1, lj  VI^"Vr;V''  (5.19) 

Therefore  a A  it  ^ i j —  s. 
and 

a,­j  = i 
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Therefore 

^ ̂ j  Osi.)  ®jK  ­  2.  c.; (SL)  (5.20) 

so the volume element is unaffected except for a constant. 

Now making use of this, we have 

r  ­i  ^  ~|  _j  ­i  j 

v  i  <  iw;  i  f  ) j v  d (P,*) j  d (p,*)  for  ~ p J  (5.21a) 

AY  w­
<?­<;  v  po r  (5.21b) 

VJe  will order the determinant in the following way: 

order  123U5678 

Columns: By  I±  Ig I3 I,  Ix 1^ Is I, I7 

Rows:  By  I  f  «  P  1 • •<'  f V' 

Equation 5.21a yields:  (A) jf in the (l,l) position with the remainder 

of the row all zeros. 

(B)  in the (2,2) position with the remainder 

of the row all zeros. 

By the rules of determinant operations, the remainder of the 

first and second  columns can be set equal to zero.  These elements can 

be set equal to one by moving the constant factor outside the determinant. 

From equation 5.21b, we have 

(A) ~jr  in the (3,U) position, the remainder of the row 

all zeros. 



(8)­fijny3 in the (Uj3) position, and  cos ys  in the 

(lij2) position, the remainder of the row is zeros. 

£ i  ­­ ­ i 
Note: This follows from  e 

z  1 1^ ­(c<>sjil3T smfil.) e 2  ' 

These two results clear their respective columns and  give a con­

stant factor with sinP thus reducing the eight­bv­eight to a four­by­

four determinant.  The evaluation of this determinant is tedious but 

straightforward yielding 

= C fiijJ  Sm/J' Sin  .  (£.22) 

By explicit calculation, we find that the volume element is 

unaffected by the replacement of I,  by I , I , or I  in the parameter­
**  >  o  7 

ization. 

The volume element is arbitrary in regards to the coefficient. 

This constant is usually chosen such that  J  f (s t )  d6s; =  j  . vie  also 
r 

wish the volume element corresponding to the SU2 parts of the parameter­

ization to have the correct form for SU2.  We therefore want 

J if  </i7  77  ii n  a   ­fiT  57  Hit 

A­iJn'cU­  j) 
C­  nn/j  s in/}' smds)  25 ̂  

o  o o  o  o  o  o  o 

= I  . 

Therefore  C = 1. 

p  Au d£ Jj'  •.  dj<' cl_n' dj"  / _.  \ 
) ( £ )  d  ( z ! )  ­  S > n j 3   S t / i   p , '   S i n  ( I S )  S   I » l l /   3 i r   i r r   2   ' l i t   ' i i r   2   v   \ 2 » d U )  

The volume element for other parameterizations is given in 

Appendix B. 



CHAPTER 6 

SYMMETRIES AND THE ORTHOGONALITY RELATIONS 

Consider the transformation 

/ t  Y I  ­ T 1 '  
if  e' 

r'y\  _ 
i   m '  /   S 2 I'  S y  v '   S m m'  (6­1) 

Table 1 lists this transformation evaluated at various values 

of  ( p,  ). 

Table 1.  Finite Transformations Resulting in Scalar Matrices 

Dimension 

f  <  ! 

o  «,  ! 
1 

V  zrr  i 

1  T T  

C3 )  ( b )   (?) 

e l r i  

e,"l 

I 
TT 

e  I 

0 ^ 1  

i 

I 

I 

.   ­   j  t t  

The three matrices  (I, e  I, e  I) are mapped oir&o the 

identity in the eight­dimensional representation.  There is a three­to­

one homomorphism from the group SU3 to the group represented by the eight­

dimensional representation, SU3/Z3. 

Also we see from the above table and equation 6.1 that 

r\ M  ,  * i ̂ t   ~  /  U , (p + v,  ­ e  D (p, 
V'  i/  L/ 

(6.2)  

where  3 rrt  w (x. i­ 2 £3) 
e  I  *  e 
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where  < ̂  represents all other parameters and (t) is an integer from 

the set  (o,  1,  2} . 

This provides a convenient way to define (t), the triality of a 

representation.  It reduces to the standard definition, since when 

l ~ o   M = o  Y0= \  and therefore  ± ­ > ­yu.  mod 3  . 

The representations can be classified according to the value of (t).  In 

the decomposition of direct products we find 

v
'
u 

,
v

'  I  » 
k t 4 j/4 

(6.3) 

implies that 

i  f u t   5  n  t ,   .  
e  ­ e  e  (.c.u; 

Therefore, for the triality we find  t =  t, + tz mod 3.  ( 6 . ? )  

All representations of the group SU3/Z3 have triality zero. 

The matrix  | mO  Plays a role similar to  ^  > 

in SU2.  From the commutation rules we have 

, T T I3   W  I j  (6.6a) 
e   l ¥   e   =  ~ i y  

Therefore  q ' ̂  e~7T^'3  (6.ob) 

or  Cm'I e'"1' |#> =  f­o1(M"M,,<£
M

rl e"1"  l'rS  (6"6o) 

m /  •  ­­
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The orthogonality relations are derived using a procedure similar 

to the one outlined in the introduction for SU2.  A problem in phases 

arises in connection with the D­* appearing in the orthogonality relation. 

• I   A  

The standard C.G. coefficients for SU3 are for  S D­»­S  = D  rather tnan 

D* where 

s = 
; itQ 

(6.7) 

q~ m ­ 4 ­ 4 

t is triality (Carruthers 

1966, pp. U6­U7). 

Using the C.G. coefficients to reduce the direct product, we have 

D%>  D% = e 
v;  v,  v; 

(6„8)  
Ml  I /*I*  y\  ^ Z, « *   Ml  

l'".  vl  U I [­>/,'  V.  V' 
M­iV'V  u' l/ 

­v. =  (  r, ,­r,  , ­M.) 

We now show that 

i~\ ̂  
V <•£) ?(*) d (±) = 

R  y' " 
<>/U I  &i/'o  C V O 

M­ h l  for the one­ (6.9) 

dimensional repre­
sentation. 

We have from equations 3.2 and 3.3 and using the result from £„ 

which is 

= a jo  Smo  < 

together with equation U.8 

M. 
f  ^ 

) R/*'  ­ o>.,m  S r c  %io cd)Ao  Sr'o f\ o 

(6.10) 

(6.11) 
— 4. V x I 

Stnuv) s ihv d Civ) 
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1/o.t  from previous results on spherical harmonic basis states, equation 

U.7, ve have 

1  | *ti  (6.12) 
\ O   I   T _   L A   A ­ , ,   ( K I )  S I R U   C I   ( 2 ­ F )  

and  j  *r  (6.13) 
* R I   F   . * * •  

S T N F   im(if) dof) =J D J L * )   cl cij/;  D C I  U )  
0  i  "1  j  5  i  "2 2 

=  s a <3 

Therefore  ,­n ­m  .  .  (6­lU) 
J   D v < * >   p ( * ) A r ± )   =   ,  

We use this result in integrating equation 6.8. 

^  a  fr(>i;rm,rx.' r x til,) (m* mi  1 \(/*t 
d  )  u (?) ? (­1) d {•£) = 0  2  j  i 

K I '   K .   I   ~ I / .   ^   J Y   /  [   ­ < / '   O J  

A result derived by deSwart (1963) for the SU3 C.C­. coefficients 

generalized for non­zero triality reads 

(6.16) 

f /«•  /<i  am  ­<.jr(m,r|­ti')/ j |i  z* *  2̂/ 

V,. 
=  A  e   i j ,  

f.  ~isj 

also  j /j,  sH t  /u y\  / /uz  /u>/\ 

1/'   ̂ "/ ~ m ̂  k  »,  I 

where f, ^ are 

(6.17) 

m,  1  am 

I / T   C >   ; A  J   / * <   ^  
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Using these relations we obtain for the product of C.G. coeffi­

cients in equation  6.1$, 
(6.18) 

! m*  I \ / /<.r  m,  \\  (  //al  r  /4,\l m.i­­  I 

­1/,  0/[­^,'  v.'  o i  d, (  ° ^'/l v­  ° v'l ̂  

r  £ ­ •£ '7 ̂  ) 
j  0/*>/**.  ou:vj o. 

Therefore the final result is 

(c.19) 

/•;>> d'̂ i  ^ •s 
<   ̂ j, 



CHAPTER 7 

INFINITESIMAL GENERATORS 

In the preceding work, the explicit form of the infinitesimal 

generators was not required.  As noted in the introduction, Biedenharn 

has derived them using polynomial basis states.  However, using group 

integration with the spherical harmonic basis states offers an alterna­

tive and straightforward method for their calculation.  VJe  will consider 

the following three­dimensional infinitesimal generators; 

ponding to the generators which act on the basis states as follows: 

We now use the differential operators of Nelson to find the infinitesiir.al 

generators.  We have 

elson (1967)  derives the differential operators  D(l_.) corres­

(7.1 ) 

D('IJ  I  Tr­) |*a£>  =  ­ <irU; Tr­)|^®> 

d ( v * ) w v ~  ­ <my | v* tr̂ > | 

~  ^  m  I  ^  I   * /> <\ ̂  | i  jl­̂ > 

(7.2) 
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Taking an inner product with ~t£/ ^  we have by integrating 

f  fte)  = ­ j C/Jl | Vx  I  (7.3a) 

where  d =  + l)(/w+ l)( A  +>"• + 2) is the dimension.  Therefore 

<­l v*\i!> =  ­ 4)T>y D ( i , ± „eu)i« ,  .   c . 3 b )  

We wish to calculate the infinitesimal generator  V+.  Therefore 

using Nelson's differential equations 

t D U%   ̂I,.)It' 
•/  l f 

" 7 ^ F ; 5 T L   R T ) | ­ |  C O S I   T « * V J ­ R + S E < . % I O T J ^   ( 7 M )  

­t  2 a sm­f coTv Jp  ­r ( Cos §r«r,i/ + S  <?c $ t o T , / ) ^  
p  c5 

we now use the following relation from SU2 to eliminate jp 

^   ( 3 ) ,  —  • / ( *  * ­ R / \ ) I T ­ N  1 N )   C L   +  F M   C O V J I ­   S " L  8 )  J   I   ( 5   >  
ifYi  *>")  ^  w*1  r *  ­yYi  yyj' D P   ° M   R > R   T J J . J   W .  

and taking the other derivatives we have 

( 7  7 5) 

(7.6) 

­ 7 0 (lh +*is)  •=  ~~ir /  +  ^ ~ ̂  ~2 m«ot^1 
c  ­i ­i  2  •  J (  A ">0 

+ 2/(1 •*!){ r­M+i) 

I ­ I  

civ  ­­itcv­0 
9 m  e 



uo 

where 

xlr  ( u r i ) ^   ^ i c x r m ^ )   (  ^  
y m  ==  77­7  ;•  lit 1/  d  (li/>  ­  v.i; 

( A R L ) L  ( M N ) I   i(«­^y3rrirt3),{;(*«­af3ir­ti ­j)  ­

The orthogonality relations of SU2 

j  d m ^ .  d ­ i . i   j  r  ­
D  _  h j.,' ­7 Mj1 K) (7«8> 

 ̂j, + i 

~ i ̂ js  »• i  m, = ml ­ i  .  1­1; =  h3 ­i 

together with integration over  f  show that only inner products with 

I . i  y.| 
"Xj/  give non­aero results. 

v) ­

' •   Z   " V R / 1   R I   R ­ \  
First we consiaer  T (^_i. 

2jym„x  d(­
_  •  d  /  a1 ri 

(7.9) 

f r  /  

]_  l p r 5  t  ­ tt,  is ) 

v_ i. ? ("''vltjr 
i' 1 h j/  cc­j ̂   r  c: 0 1 v 

a iy 

•t h 

I'i Y­l  f3IrO' >1 •  IP  •  I I  •!• I  I  III  »!••!  II  I'  *ill  '  •  I  »!• • • I  • I  1^^—  ^  ^ f A  J 

"" 2y/[ivm  ti + t (m­a)­T ­ j ] [ {   ~ l^­A) +1+4  41 ,m ­i  (1Jfl) 

fr^M Tll^ (l~ $  ­t­l) 2  

(Z'l rl)(2 1­rl)  s / 1 1  ̂   iilr\ (2 •/)  d ( 2w) 

Use has been made of the relation 

(7.10) 

­  =  jb\i|+2(w­«„tj,­ ̂ r„)  . 
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and the explicit form of the C.G. coefficients given in Gottfried (15'66. 

p. 220) for  j2  = 

A i r 
The coefficient  of the  c­yvj  term is zero.  Integration gives 

the result 

+   • + ­ Z + 1 + H   1 ­ I  r J l   =  a  + ,  (7.11a) 

(2i + i) (2 1) 
J 

—   X * 1   V   I  
The inner product vith^  r  is evaluated following the same 

j 

­•rocedure 

.1 ­rt <•!) [I ­ T + i  "*) + J I i (* 'f^0 + J ­d[ 3 (2^ f>") ­ z + I 

2 (1+0 (i: <•') 
a~ 

(7.11b) 

therefore 

v . l " >  =  
ii,f\ 

a­  IX"S'>  a. 
i­i 

n­v*  (7.12 ) 



CHAPTER 8 

MASS FORMULA 

Coordinate representations of the basis states are used to derive 

a mass formula.  For SU2 the spherical harmonic basis states are related 

to the transformation matrices in the following way: 

 ̂a,  (8.1; 
YA  O 

These functions can also be derived by construction of differ­

ential equations and their solutions.  Following the close analogy to 

SU2, we derive basis states for mesons and baryons, and use these to 

find mass formulas. 

Meson ?­!ass  Formula 

For SU3 Beg and Ruegg (196£), using differential equations, 

constructed basis states.  Nelson showed'later that these states could, 

be obtained from 

_ /'l y i  ­ f'y  11  % J­J   £•> /   j 0  y\ 
­ \ M l e   e   e   e   e   1 0 y   ,  

(3.2) 

For SU2, restriction of m' to  2m' = 0 mod.2  would have re­

moved the unwanted half­integral states.  In SU3, the restriction 

3/2 Y0 = 0 mod.3  would, have eliirdnated  the unwanted states of non­zero 

triality­. 

h2 



Also in SU2 a rotation of  2 TT  about the Y­axis followed by a 

rotation about the Z­axis should correspond to the point (°<  = 0, £ = 0) 

in three­dimensional space. 

F or SU2 

/.  I  ITr^ I. \  /.  | ~+lTT T.  + y.j .  v  rQ  .3  \ 
V̂ 'je  0  |jm/ = V  I  e  e  jJ m'̂ >  (<~>._.a; 

if  "71'— i 
7Y1 C 

— '7 

For SU3 

/rr| "1  ^  ­*Tr^7!i'r\  /: y | ­iTrIi  r, , £ I,  /£ | x'y\ 
\m !e  e  e  e  Im* /= \m j^  e  e  &  |JvV/  (3.3b) 

= ^D,V  ir­  r=0  

This suggests that if I' is chosen to be zero, the five parame­

ters remaining may have significance as coordinates in. a space. 

For meson states, we will require that conjugation transform a 

particle into its antiparticle or 

"vp   ̂ iti) "*(,»)  ,  [  "i"  t*"  i P Y  
I Pm  _   2 .   C   C L   ( L L / ]   D   E  Y   , ,  y   ... i—^  " c  (8.U) 

mi  v  ,t+/ 

m 

Therefore, these functions that arise quite naturally from anal­

og;,' to 5U2 appear to represent meson states.  To find if these states 

have any physical meaning, we construct a mass formula in the usual 

manner.  Assume that the mass operator transforms as the 1=0 component 



uu 

of the vector operator and a scalar.  The expectation value of the mass 

correction is as follows: 

if;  iy  dc^j = am  (8.5) 

Usinrr eouation  U.8 

n 2 

.4 m = xl + i 
(8.6) 

D (^S.D  » J R«fl. »J  | _i. j (] <• 3  r«n •21/ jls 

J_ ( i  ,  Y 2 ­ ( 1 T  +  I ) 1  

3 2 1  +  5  ~ 

Therefore the mass formula for mesons is 

7y)  yr}c  ­t  a  v i  l­ (zt +0aj  (5.7) 

This result is independent of the parameterization and could as 

well have been determined from the C.C­.  of SU3.  Equation 8.7 is the 

0*­rubo formula which agrees with the experimental determination of the 

mass if tradition is followed and the square  of the masses is used. 

Baryon Xass F orm.ula 

The spherical harmonic basis states were not suitable for 

baryons since the relation 

17, I r * __  y) t/7T'­r 
­ M  ' x  (the  Yj  is a phase factor) 

should not hold. 
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However with another choice of the right­hand state, this result 

can be avoided.  Since the eight­dimensional representation is equiva­

lent to its complex conjugate we have 

<v i  t«, i?y = n czi tr„ £$>  •  (e>e) 

we therefore seek a right­hand state where  Y k 0  or M  Sf  0. 

Now if C—Parity was applied to these states in the following 

mc.r.r.er 

g <tf| tin i'm*'.) = <u|e'*v te­i c  ,  (6­?) 

and if the baryon states  |  are not to have definite G­?arity, then 

this requires  Y ^ 0. 

Therefore we assume the baryon basis states are 

<j>" = <V| 77­, |>'<>  (8.10) 
J  a 

The connection to the mass would be 

x­

<Hr i   < r l  T«,ir> <VI T«I8> 1  m 1  ' 

"iT' . . i£ ,
i> #z(:   i mi 11\i   x  

M  2  t  '  M  M /  YZI  v — i  / 
\   M   ­  i   M  '  x   I  

•*  I  

(8.11) 

/ir |  11 = 4 \  ' ̂  
\m i  t  i  y = i  / f(̂ ) j (ai) 

n  ­   ~ ~  



U6 

= i  x / :  
*­­1.2 

.ir 
m 

t­i 

i r 
m 

$ 

X5 \ 

­<
 

11
  y  *   i  

i  =   I  

x­' 9 

All SU2  C.G. coefficients are 1 here and the results depend only  on the 

iscscalar factors  (See deSwart 1963). 

Table ?.  Products of C.G. Coefficients Used in Baryon 'lass Formula 

A,  A, 

Y= l  J_ 
2 O 

A, 
't 

Yr o  1 .  0 
r =  i   " 1 o 

y­ e 
J_  0 

1 ­ o  1  O 

\
 

1i 

2Q 

t 

Tnerefore 

a, +  ­
V  i  r 
^  +  17 L­Hi +0  ­+5­  +  ' .   (8.12) 

and the mass correction is 

Arri =  btlflM) ­\0^ ­ Y\ 
(8.13) 

T/Jith b = 18 Kev this result agrees to within 5%  with the experimentally 

determined baryon masses. 



APPENDIX A 

OTHER PARAMETEP.IZATIONS 

Tvs now consider two parameterizations, other than the one used 

by J'elson, which are of interest. 

i  H 
e  Parameterization 

A matrix obeys its characteristic equation.  Since the defining 

representation is three­dimensional we have for SuT3 

H 
c  —  "A (•<) x + m (•<•)  M  •+  1/<*)  H  (A.l) 

where  ^ =  ana  v a  and  are real. 

Murnaghan (1962, pp. 1U­19) shows that all unitary matrices are 

sirilar to a diagonal form by unitary transformation.  We will find it 

advantageous to use the diagonal form for derivations that do riot in­

volve the  / ' s. 

hi 

h = 

\ 

+   " X I   +   ~ X }   ­  O  

fh* ~  ̂  

H  =  2 

(A.2) 

H I  
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The characteristic equation is 

( * ,  ­  < r ) ( 7 ( l ­ o ­ ) ( ­ x j ­ < t )  ­  o  .   ( a . ? )  

Replacing  <r  by H and using the above results we have 

H3  = H + ̂  I  where  /= |h|  ­  (A.lx) 

Taking the trace of each side and making use of the anticcmnuta­

tion, 

"j  i +23­jklk 

where the  d^^'s  are listed by Carruthers (1966, p. 3l). 

Ive  have 

­ ­   i T R   H ' ­ i tr IS,  5, I, I; 1.  'A"6' 
/i j K 

= 3tr  •=  "i  ^ . 

For the set  {I, H, H<? ] to be linearly dependent we must have 

a solution for  (a,b) such that  I + aH + bH  = 0.  By multiplying by 

I, K, and  and taking the trace each time we find 

3  +  2 b  =  0   2 a  +  3 y b = 0   3  / a  =  1   ( A . 7 )  

p 
which requires  21 X  = U.  (A.8) 
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Since 

1  /o^1  ­a''\ 

A  /\ 
the solutions for  <><_j  ,  such that equation A.o holds, are listed 

in the table. 

Table 3»  Singular Transformations 

/a 
; 

/n 
c<3  ĉ y 

•*.  "/i 
_l 

~~  2. 
a  _  i 

2 
/n 
­ 3  0  1 

Note that these solutions correspond to, at least for one pair, 

Xn  = x.  and thus are the singular matrices of Weyl (19U6). 
j 

We also note that 

' j­
e  ­   i  

xit­tt 
T 

(A.9) 
o<=­ .0 

< j v  T 
e l   • > < = • ;  ­  ­lh 

vr 

/f 

T  ­  i­IT 
1  " ft 

for all 5.x in the set  (£,, Qri , $,)•  Tiley generate the important 

abelian subalge'ora  Z3 of SU3.  All matrices similar to these are there­

fore periodic in  ^ with the period  v/T tt  „ 



This is not true in general as we now show.  Consider equation 

A.l in diagonal form: 

/e 

e 

*  X ,  

.. ­t  ­x 

x, 

7u 

i 

Inverting this result, we have 

= Q 
/v 

yu c°<) 

v/ ol 

(A.10) 

m (*<) '— 

v ( ^ ) ~  

n   r ~ x t ­ i i   * * * ' , *,­•*»  ^, •*»­*,  j« 7­* 

­jof  l  ?t"̂  e  e  + —— e  ­

|Q] 

a*X, 
x^i­x^e  ­*i)e  +  (­Xi  ) e  J 

p\ 

â '̂l  ****1  a c* tty 
( h ­ k j e   + (*,­*/) e  + ( x t ­ x ^ e  

(A.lla) 

(A.lib) 

(A.11c) 

If the matrix was periodic with period  o^T  we have for any 

integer (n) 

x n«<i H  2. 

e  — I =}[ (rj«*.r) I +/U(r>*j) H + i/fn^r) H .  (A.12) 

If  [I,  H, tfj  are linearly independent 

7 \  ( R ) ° < I )   • = •   I   Y U I N ^ I )   —   I / ( N C < R )  =  O  
(A.12a) 
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.1  "*1  /ino<r ~xi 

This requires  e  = e 

when 

e  =1 which is only satisfied 

2. tt jji 
"x­1  —  ri "<.j  for  X: integer.  (A.l?b) 

This cannotJ?e satisfied for all (n). 

Murnaghan Parameterization 

Murrcaghan (1962, pp. 7­10) shows that the unitary three­

dimensional matrices could be factored in the following form: 

U ( S < )  ­ dcs, s, $s) U 3 3  ( H ' ^ S )   u3(4>,,cr­)  (a.13) 

­ TT  <  4?  <  TT  . tr   ̂ /  t7 
•7 £  7  ­•j i a, i ­j  ­tt i 2>,  1t 

c?  \  = 

Pl i®}) ­ I  O  cos  ̂   ­sin^e 

yih(^ej  c^4'2/ 
I  ,  _  5i  + ./i T uj= ­ t + z­lg 

(A.13a) 

1  ­;<rt 
Cos ©,  ­Snip, G 

S I N  0 , C   C  C S   G ,  

o  o 

u? (<p,, (t.) ­

i <­ot 4, 

o  _ e"̂ i, 

o 

­ x cr 

o 

C   ­ S  > 1 4 > .   E  

a 

a 

—  e  e  e 

\ 5 in d1, <?  o  $ 1  i  + f I, 

(A.13b) 

(A.13c) 



/ a, 
/e 

4>j) ­

s, 

• < > }  

"̂*1  /•<! ic 
­>  e   e 

/  f a r   s v 3  

Therefore for Ui2 (&, ,°7)  >  ve have 
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(A.13d) 

<«Y |   =   Su­  Srv'   DVz, 
m m' 

2 4>,, ­  )  (a.hi) 

Chacon and I'oshinsky (1966) showed how to transform the  other 

U; • C ̂ cr) into U, 1 (by Weyl reflections and in this way general­

ized this result to all IR's. 



APPENDIX B 

VOLUME ELEMENT IN OTHER PARAMETERIZATIONS  "  " 

VJe  now consider the volume element in two parameterizations, 

other than the one used  by Nelson, which are of interest. 

h 
e  Parameterization 

The parameterization of interest is 

U(*) ­ e  * •  = ̂  ̂   (3.1) 
it 

This problem can be greatly simplified by noting that the den­

sity function  (~) is a class function.  Consider  Hp  = I  ** 

­i  ;•<«,   ̂
Then all matrices  U = V e  V, where V is a general SU3 transformation, 

form a class where  x^) are the class variables.  (Only two 

independent variables are required as there are two relations on the 

x's.) 

We now show that  ^°(—) is invariant under a similarity trans­

formation and therefore depends only  on the class variables. 

\j(«!) = v~' l/ia) V  (3.2a) 

Therefore 

I. =  V  v  (3.2b) 
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The  's are­ real and 

Therefore 

z­;= i 
l  2. 

*<1  = 

5u 

(3.2c) 

where aij  is a real orthogonal matrix. 

Also 
j**­ j 

= a.  (3.2d) 

now 

ĉ*') ­ 2lc.xj rss.'; i, 

becomes 

v ­1  =   Z c i i M V I ;  z_ 
j  d *J  d­< 

v 

Therefore 

Z   aj; i  =  X  
 ̂ *  j* 

j c—1) ci. h j j./r 

and from the linear independence of the I, 1 s 
k • 

(B.3) 

(3.Ua) 

X cj k  ) a, a.  ­ X c«j <•«!) a hi  (3.Ub) 

/va£> =  |cjkf­)|  =  ig.jfe'j  = f(̂ )  (B.5) 

o 
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In the volume element calculation, we will evaluate all deriva­

tives at  U (si ) in diagonal form: 

? < =   ( C J  o, ­ X 3  , c, 0,0, o,  ­ ( A .  O ,  S 3   ,  O ,  A ,  O ,  o,  .  (3.6) 

and for  i \ 3*8 

F ­   ( • < )  

cf  > 

e) [­ (•* )  e) 

0  x 

implies 

I L  
<4 

From 

__  1 
' °<  a 

ja­o 1 

d   ^  lp 
a 

(3.7) 

(3.8) 
0 *  ^  i  + /xc^) z­®<' 3\'  +  ^ j; 

»j 

we have from the anticommutation relation equation A.5 

e "  = [̂ ) + f i/̂ )] 2 ­f­xr­0 x̂ 'ix +  x<̂  ~rj' jh  (b­9) 
• j k   ̂ ' 

For  /P  k 3,8 

j  *̂ "<ki'1,t  y m ( < )  ­r  l  v i  /  . 
•^e  |d=  7— 1* + — z_ <jxjko< ­1k  (b.10) 

Now using the explicit form of  A (<*•),  /^("Oj  l^(»< )  and that 

iqi = (x7c3 ­+" 2 ­x^ ) (7c, ­ "xj)  (b.ll) 

the indices may be permuted cyclically. 

e) 
e  <­0­x 3   JJLji )l» ­<< ( 7,­ x.) ( e 

. '<<7: ,   x ,   \  

­ e  / Ijt  1=1,2 

(B.12a) 



— ~k (m C"<)  f  c 
o< x ,  » •<  \ _ 

­ e  j 1i  l~ 1,5 
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(3.12b) 

­  TTj 
<? 

­=  6 , 7   ( 3"1 2 o )  

will give all rows Multiplication on the left by­

except the third and  eighth in the determinant. 

These rows are easily determined by setting all other variables 

to zero and taking the derivative.  Also use is made  of  [I^3  IgJ = 0 . 

+  t­J  •+ •<» j­f) 
e  — e  = i­  for  x­

j­* k 

(3.13) 

The determinant is the product of three two­by­two determinants 

and is easily  evaluated.  With the change of notation  y^ = o< x^ 

, )  pfe)~ c  s>n x±(yi­ya  ?fnm (y) ­ y , )  

(%­ v,) 1   ­y,) L   (v,­ y,) 1   where C is a constant(3.l!i) 
to be determined by 
normalization , 

The x^'s satisfy the characteristic equation 

Therefore 

jlaj ­ xj_ ­  y  =0. 

XJ  =  ­ A  +  5  ­  A  ­ B 

x  2  2 

x, 
2  2 

A + B 

A + B +  A ­ B 
J'­S 

a­h ­ jin̂ ­

B 

(3.15) 

(5.16) 

2 7 

where  Jf  is given by equation A.6. 
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Murnaghan Parameterization 

The volume element for the Murnaghan parameterization was also 

calculated. 

Ute) ~ Dfrj.­t,) UJ3  (Jl2 (&.,*) \J(t,.err)  (3.17) 

To facilitate this evaluation we change the basis from {i^} to 

(ly Ig, Epq]  where  (p \ q) has a (l) in the pth row, qth column. 

Also define  U =  g 
an^ n°te that a similarity transformation 

of this type will not alter  ^). 

v c + ; < ± )   =  c ; j < * ) v  l ­ v '  = c * j t e ) & j k i l r   (3.18) 

where  [ aj^l = i  implies  | c. h  j (st} = i c. }  (*) aj ,­j  r  (3.18a) 

We therefore evaluate 

v V"  vj V '  =  d"' T7. v '  .  (B.19) 

D"' ^ ,V"'  =  i l ,   ( 3 ­ 1 0 a )  

D"0,V' = UU  (3.1?b) 

J^v' =­e'<7E'„ + e*°SE,1.  (B.190) 

rV'iLk!  \ 
P  *,(e  £„ + e  £, J  (B.iod) 

+ ; six* 4, fx  " 41.) 
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With the above results the  E23>  %2*  ~*~y  ^8  co^amns can be 

cleared of all but a single non­zero term to reduce the eight­by­eight 

determinant to a four­by­four with a factor  C sin 2^2* 

The evaluation of the remaining four­by­four determinant is 

. straightforward and the result is as follows: 

s/nifc  s,„ 2 e i   cos 1  e (   C normalization  (B.20) 
'  1  '  e» + r»yi 4* 



list of references 

Baird, G. C. and L. C. Biedenharn,  J. Math. Phys., h, 1UU9 (1963). 

Baird, G. C. and L. C. Biedenharn,  in Proceedings of the Coral Gables­
Conference on Symmetry Principles at High Energy, ed., B. Kursunoglu, 
VJ.  H. Freeman and Co., San Francisco (196U). 

Beg, M. and H. Ruegg,  J. Math. Phys., 6, 677 (1965). 

Carruthers, P., Introduction to Unitary Symmetry, Interscience Tracts 
on Physics and  Astronomy No. 27, Interscience Publishers, New York 

(1966). 

Chacon, E. and M. Moshinsky,  Physics Letters, _23, £67 (1966). 

deSwart, J. J.,  Rev. Mod. Phys., 3j>>  916 (1963). 

Gottfried, Kurt,  Quantum Mechanics, Vol. I, VJ.  A. Benjamin, Inc., 
Publishers, New York (1966). 

Hagan, C. R. and A. J. Kacfarlane,  J. Math. Phys., 5, 1335 (196U). 

Mukunda, N. and L. K. Pandit,  J. Math. Phys., 6, 7^6 (1965). 

Murnaghan, Francis D.,  The Theory of Group Representations, John Hopkins 

Press, Baltimore (1938)• 

Murnaghan, Francis D., The Unitary and Rotation Group, Spartan Books, 
Washington (1962). 

Nelson, T. J.,  J. Math. Phys., 8, 857 (1967). 

Okubo, S., Progr. Theoret. Phys., 27, 9h9  (1962). 

Smirnov, V. I., Linear Algebra and Group Theory, ed. by R. A. Silverman, 
McGraw­Hill Book Company, New York "(1961). 

Veyl, Herman,  Classical Groups, Princeton University Press, Princeton 
(19U6). 

59 


