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❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡s ❬✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷❪ ♦r ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♠♦❞❡❧s ❝❧♦s❡❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝✉❧❛r✸✻

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠✉♥❡ r❡s♣♦♥s❡ ❬✶✸✱ ✷✸❪ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝✲✸✼

t✐♦♥s ❬✷✹✱ ✷✺❪✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ♣❤❡♥♦t②♣✐❝ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❜❛❝t❡r✐❛❧✸✽

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❬✷✻❪ ❛♥❞ ❛♥t✐❜✐♦t✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ❬✷✼❪✳ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✸✾

❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r st❛t✐st✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❡♣✐st❛s✐s✱ r✉❣❣❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✹✵

♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❬✽✱ ✷✽✱ ✷✱ ✻✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶❪✱ ✇❡r❡ ♣✉rs✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t t❤❡s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❤❛❧❧♠❛r❦s✹✶

✇✐❧❧ ❛✐❞ ✐♥ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ❬✸✷✱ ✸✸❪✳✹✷

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s s✉r✈❡②❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❛s ❣❡♥♦t②♣❡ ✜t♥❡ss✳ ●❡♥❡s ❤♦✇❡✈❡r ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦✹✸

❡✈♦❧✈❡ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✜t♥❡ss✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝r♦sst❛❧❦ ❬✸✹✱ ✸✺❪✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✉✲✹✹

❧❛r✐t② ❬✸✻❪ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✸✼✱ ✷✹❪✳ ▼✉t❛t✐♦♥❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ✲ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦✹✺

✇❤✐❝❤ ✜t♥❡ss ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ♠✉t❛t✐♦♥s ✲ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞r✐✈❡r ♦❢ ❡✈♦❧✉✲✹✻

t✐♦♥ ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✶✾✱ ✹✵✱ ✹✶✱ ✹✷✱ ✹✸✱ ✹✹❪✳ ❚❤❡ q✉❛s✐✲s♣❡❝✐❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❛♥❢r❡❞ ❊✐❣❡♥ ❛♥❞✹✼

P❡t❡r ❙❝❤✉st❡r ❬✹✺✱ ✹✻✱ ✹✼❪ ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ♠✉t❛t✐♦♥✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✹✽

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❣❡♥♦t②♣❡s✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✹✾

♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛❧❧❡❧❡s✱ ❛s t❤♦s❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✳ ◗✉❛s✐✲✺✵

s♣❡❝✐❡s t❤❡♦r② ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦❝✉s s②st❡♠s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡t✐❝s ❬✹✽❪✳✺✶

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ♠♦st❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ str♦♥❣✲s❡❧❡❝t✐♦♥✲✇❡❛❦✲♠✉t❛t✐♦♥ ✭❙❙❲▼✮✺✷

r❡❣✐♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r❧② ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝✱ t❤❡ q✉❛s✐✲s♣❡❝✐❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❤✐❣❤✺✸

♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ ❛❞❛♣t ✭s♦✲✺✹

❝❛❧❧❡❞ ✧❡rr♦r ❝❛t❛str♦♣❤❡✧✮ ✐❢ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❡①❝❡❡❞s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠✉t❛t✐♦♥✺✺

r❛t❡s✱ ✐t ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✮ ❢❛✈♦r s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❜✉t ♠✉t❛✲✺✻

t✐♦♥❛❧❧② r♦❜✉st ❣❡♥♦t②♣❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜tt❡st ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✧s✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡st✧ r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✺✼

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲♣❡❛❦ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❝❛s❡ ❬✹✾✱ ✺✵❪✳ ■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢✺✽

❞✐❣✐t❛❧ ♦r❣❛♥✐s♠s ❬✺✶❪ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ♣❧❛♥t ✈✐r❛❧ ♣❛t❤♦❣❡♥s ❬✺✷❪ ❛♥❞ ❘◆❆ ✈✐r✉s❡s ❬✺✸❪✳✺✾

❚❤❡ ❛❞✈❡♥t ✐♥ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♥♦✇ ❡♥❛❜❧❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❧❛r❣❡r ✜t♥❡ss✻✵

❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❞❛t❛s❡ts ❬✻✱ ✼❪✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ t❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧✻✶

✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡♦r② ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✳✻✷

❆ r❡❝❡♥t s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❘◆❆❆r❣❈❈❯ ❣❡♥❡ ♦❢ ❙✳✻✸

❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❆s t❤✐s ❣❡♥❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt ✭✼✷ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s✮✱ ✐ts ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✻✹

t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ✭❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✳✹ ❦❜ ✐♥ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✮✳ ■t ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✲❝♦♣②✱ ♥♦♥✲❡ss❡♥t✐❛❧✻✺

❣❡♥❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ ✐ts ♠✉t❛♥ts ❛r❡ ✈✐❛❜❧❡✳ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ 23, 284✻✻

❞✐✛❡r❡♥t ♠✉t❛♥ts ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡ ✐♥ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭23✆❈✱ 30✆❈✱ 37✆❈ ❛♥❞ ♦①✐❞❛t✐✈❡✻✼
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str❡ss✮ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❚❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛s❡t r❡♥❞❡rs ✐t ❛ ❤✐❣❤❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝❛s❡ st✉❞② ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣✻✽

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛♥❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣✻✾

t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s t❘◆❆ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✐♥✼✵

❡✛♦rts t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❞✐❝t❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♥♦t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ✧✇✐❧❞ t②♣❡✧✱✼✶

♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡①t❛♥t ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✇❛s ♥♦t t❤❡✼✷

✜tt❡st ❣❡♥♦t②♣❡✱ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ♥♦r ✇❛s ✐t t❤❡ ✜tt❡st ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧✱ ♥♦r✼✸

❛ ❧♦❝❛❧ ✜t♥❡ss ♠❛①✐♠✉♠✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡ ❧♦❝❛❧ ✢❛t♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts✼✹

s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t ♠✉t❛♥ts ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡st ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳✼✺

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ s❤♦✇❡❞ ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t✼✻

❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❢r♦♠ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ✭♥♦♥ ✇✐❧❞ t②♣❡✮ ❣❡♥♦t②♣❡✼✼

❛t ❧♦✇ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞✼✽

t②♣❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✜t♥❡ss✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧✲❣❡♥♦♠❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤✼✾

t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ t❘◆❆ ❛❧♦♥❡✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥✽✵

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❡q✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ❧♦❝✐✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥✽✶

❡✐t❤❡r ❧♦❝❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦r ❣❡♥❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t♦ ♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❝❛✉s❡ ❤②❜r✐❞ ❝♦♥str✉❝ts✽✷

✇✐t❤ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✜t ❛♥❞ ✢❛t ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥♦♠❡✳✽✸

❘❡s✉❧ts✽✹

❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ✜tt❡st ❣❡♥♦t②♣❡✳✽✺

❖✉r ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✒65, 000 ♠✉t❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✽✻

t❘◆❆❆r❣
❈❈❯ ❣❡♥❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ●r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ ✷✸✱✷✽✹ ♦❢ t❤❡s❡ ♠✉t❛♥ts ✇❡r❡✽✼

♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ 23✆❈✱ 30✆❈✱ 37✆❈ ❛♥❞ ♦①✐❞❛t✐✈❡ str❡ss✳ ■♥✽✽

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡❢❡r ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r ❛❧❧ ❢♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡✽✾

✜t♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s❡✲✷ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✾✵

t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭s❡❡ ▼❡t❤♦❞s✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✜t♥❡ss ✇❛s s❡t t♦ ✶✱ ❢♦r ❡❛❝❤✾✶

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳✾✷

❲❡ ❜❡❣❛♥ ❜② ❝❧♦s❡❧② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❖✉r ✜rst r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✜♥❞✐♥❣ ✇❛s t❤❛t✾✸

t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st ✜t♥❡ss ✉♥❞❡r ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ♦♥❡✾✹

♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❣❡♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❧♦❝✉s s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛t st❡❛❞②✾✺

st❛t❡✳ ❯♥❞❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✵✵ ❛♥❞ ✷✹✵✵ ♠✉t❛♥ts ✭♦✉t ♦❢ t❤❡ ✷✸✱✷✽✹✮ ❡①❤✐❜✐t❡❞✾✻

❤✐❣❤❡r ✜t♥❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭❋✐❣✳ ✶❜✲❡✮ ✶✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡s ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✾✼

❡rr♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❛❞✲❝♦✉♥t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛♥❞✾✽

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ✜t♥❡ss ❡✛❡❝t ✇❛s ❞✉❡ t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ❢♦rt✉✐t♦✉s❧② ♦❝❝✉rr❡❞✾✾

❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ✭❙■ ✲ ❋✐❣s✳ ❙✶✲❙✷✮✳ ❲❤✐❧❡ s✉❝❤ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❞✐❞ ❡①✐st✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❢✉❧❧②✶✵✵

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s ✜t♥❡ss s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✐t②✳✶✵✶
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❋✐❣✉r❡ ✶ ✭♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡✮✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ ❛ t❘◆❆ ❣❡♥❡ ✭❛✮ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ t❘◆❆ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❊❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛
❣❡♥♦t②♣❡✳ ❋✐❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❤♦s❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✭❤❡r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✮
✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❊♠♣t② ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❤♦s❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❲❡ ✉s❡
❤❡r❡ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥s
s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s t❤❡♥ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ♦❢ ✐ts s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② N1✮✱ ❞♦✉❜❧❡ ♠✉t❛♥ts ✭N2✮✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦❜❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t
♠✉t❛♥ts✱ ❜✉t ♦♥❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣❧② s♠❛❧❧❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱ Ni✳
✭❜✲❡✮✿ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭30✆❈✱ 23✆❈✱
❉▼❙❖ ❛♥❞ 37✆❈✮✱ ❛t s❡♠✐✲❧♦❣ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜② t❤❡ r❡❞ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡✳ ❋✐t♥❡ss ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s ✜t♥❡ss✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✜t♥❡ss ✇❛s s❡t t♦
✶ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❡st❡❞✱ ✽✪✲✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t
✇❡r❡ ✜tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❜✐❛s❡❞ ❜② t❤❡
♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✇✐t❤ ❞❡♥s❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✱ ❛♥❞ s♣❛rs❡r
s❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛rt❤❡r ❛✇❛②✳

❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ✜tt❡st ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝r♦ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✶✵✷

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ s♦♠❡✶✵✸

♠✉t❛♥ts ❛r❡ ✜tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✉♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ✜t ✉♥❞❡r ♦t❤❡r✶✵✹

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ✜tt❡st✳ ❚♦ t❡st t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✶✵✺

❢♦r ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s✶✵✻

❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ✭❃✶✳✵✺ 30✆❈✮✱ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥✶✵✼

t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ r ✏ 0.75✁0.91 ❜❡t✇❡❡♥ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❛t 30✆❈✶✵✽

❛♥❞ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆❛♠❡❧②✱ ♠♦st ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜t ✉♥❞❡r ♦♥❡✶✵✾

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ✜t ✉♥❞❡r ♦t❤❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷❛✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ✜t♥❡ss ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡✶✶✵

✵✳✻✲✵✳✽ ❛t 30✆❈✱ s❤♦✇❡❞ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❛❝r♦ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱✶✶✶

r ✏ 0.28 ✁ 0.49 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷❜✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❣✉❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s t❤❡✶✶✷

✜tt❡st ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t ❣❡♥♦t②♣❡s ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ✉♥❞❡r ♦♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞✶✶✸

❤❛✈❡ ❧♦✇ ✜t♥❡ss ✉♥❞❡r ❛♥♦t❤❡r✳✶✶✹

❚♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡✶✶✺

❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ✜t♥❡ss ❬✺✻❪✱ ①fi② ✏ ♣
➧

m fm
i q1④M ✱ ✇❤❡r❡ fm

i ✐s t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❣❡♥♦t②♣❡✶✶✻

✐♥ t❤❡ m✲t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♦✉t ♦❢ M✮✳ ❚❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s✱ ✇❤♦s❡✶✶✼

✜t♥❡ss ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ✶ ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱✶✶✽

✇❡ ♠✉st ✜rst tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❜❡❢♦r❡✶✶✾

✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜②✶✷✵

▲✐ ❡t ❛❧✳ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❙❡❡ ▼❡t❤♦❞s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❋✐❣✳ ✷❝ s❤♦✇s ❛ ❤✐st♦❣r❛♠✶✷✶

♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ①fi② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛s❡t ❛❢t❡r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡✶✷✷

♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✈❡❛t t♦ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ❢♦✉r✶✷✸

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠✬s ♥❛t✉r❛❧ ❤❛❜✐t❛t✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♠✐❣❤t✶✷✹

❜❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐♦✉s r❡❛s♦♥s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙■ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✮✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥✶✷✺

✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✱ ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✜t♥❡ss r❛♥❦s✿ ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✱✶✷✻

❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✭❧♦✇❡st ✜t♥❡ss ❤❛s✶✷✼

✺
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r❛♥❦ ✶✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✭❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠✮ r❛♥❦ ♦✈❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤✶✷✽

❣❡♥♦t②♣❡✳ ■❢ t❤❡ ✜tt❡r✲t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♠✉t❛♥ts ❛r❡ ✜tt❡r ✉♥❞❡r ♦♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❜✉t ❧❡ss ✜t ✉♥❞❡r✶✷✾

♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♠❡❛♥ r❛♥❦ ❜❡✐♥❣ ❧♦✇❡r✲t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♠❡❛♥ r❛♥❦✳✶✸✵

❋✐❣✳ ✷❞ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✜t♥❡ss r❛♥❦s ✭♦✈❡r t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❢♦r ❛❧❧✶✸✶

❣❡♥♦t②♣❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞✶✸✷

t②♣❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ✜tt❡st ❛❝r♦ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ s✐③❛❜❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✶✸✸

♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❡r❡ ✜tt❡r✳✶✸✹

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❡①✐st t♦ ✜tt❡r✲t❤❛♥✲✇✐❧❞ t②♣❡ ❣❡♥♦t②♣❡s✶✸✺

❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧② ❜❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳✶✸✻

■❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✇❡r❡ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜t♥❡ss✶✸✼

♠❛①✐♠✉♠ ❜② ✜t♥❡ss ✈❛❧❧❡②s✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐♥❞❡r❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✶✸✽

✭❛t ❧❡❛st t❡♠♣♦r❛r✐❧②✮ ❬✽❪✳ ❚♦ t❡st t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s r❡❛❝❤❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡✲✶✸✾

♣♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭♦r ♦t❤❡r ❢♦❝❛❧ ❣❡♥♦t②♣❡s✮ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧②✶✹✵

❛❝❝❡ss✐❜❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✜t♥❡ss ❞✐❞ ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❲❡ ❜❡❣❛♥ ❜②✶✹✶

❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s✳ ✧▼✉t❛t✐♦♥❛❧✶✹✷

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✧ Ni♣❲❚q s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡s r❡❛❝❤❡❞✶✹✸

❜② i ♣♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥s ✭s❤♦rt❡st ♣❛t❤✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶❛✮✳ ❋✐❣✳ ✸❜ s❤♦✇s t❤❡ ✜t♥❡ss✶✹✹

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞sN1✁N4 ✭s✐♥❣❧❡ t♦ q✉❛❞r✉♣❧❡ ♠✉t❛♥ts✮✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞✶✹✺

t❤❛t ❛❧❧ ❢♦✉r ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✜tt❡r✲t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❣❡♥♦t②♣❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛r❣❡st✶✹✻

♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ✜tt❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❛s ✐♥ N2✱ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳✶✹✼

▲♦✇✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ❚❤❡ ✜t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✶✹✽

♦❢ N1 ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❛s ♠✉❝❤ ♥❛rr♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣✶✹✾

s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳✶✺✵

❉✐ss❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦❢ ❢♦✉r ✜t♥❡ss ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭❋✐❣✳ ✸❛✮ ❢♦✉♥❞✶✺✶

t❤❛t ✼✸✪ ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ✇❡r❡ ♥❡❛r❧② ♥❡✉tr❛❧ ✭0.9 ➔ f ➔ 1.05✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✶✺✷

✇✐❧❞ t②♣❡✱ ✷✺✪ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ✜t ✭0.6 ➔ f ➔ 0.9✮✱ ❛♥❞ ✷✪ ✭✹ ❣❡♥♦t②♣❡s✮ ✇❡r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✶✺✸

✜tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭f → 1.05✮✳ ❆♠♦♥❣st t❤❡ N2♣❲❚q ❣❡♥♦t②♣❡s ✭✇✐❧❞ t②♣❡✬s ❞♦✉❜❧❡ ♠✉t❛♥ts✮✶✺✹

t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✜tt❡r✲t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❛s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ✭✾✹✹ ♦✉t ♦❢ ✽✶✵✶❀ ✶✶✪✮✳ ❲❡ t❤❡♥✶✺✺

❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✜t♥❡ss✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞✶✺✻

t②♣❡ t♦ t❤❡ ✜tt❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ N2✳ ❚♦ ✜♥❞ ✇❤❡t❤❡r ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ t♦ t❤❡ ✜tt❡r✶✺✼

N2 ❣❡♥♦t②♣❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐❛ s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥s tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛❧❧ ✷✲st❡♣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢✶✺✽

str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜t♥❡ss✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ✒1000 s✉❝❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ♠❛❞❡✶✺✾

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜tt❡r✲t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ✷✪ ♦❢ ❛❧❧✶✻✵

♣♦ss✐❜❧❡ ✷✲st❡♣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭t♦t❛❧ ♦❢ ♣69 ☎ 3q2 ✓ 4 ☎ 104✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✶✻✶

❛ ②❡❛st ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ 108✳ ❖✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t✐♠❡✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ❧✐❦❡❧② t❤❛t s✉❝❤✶✻✷

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦✈❡❧ ✜tt❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ❬✺✼❪✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ❧♦✇❡r✶✻✸

❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✜tt❡r ❣❡♥♦t②♣❡s✳ ■❢ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✶✻✹

♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♥❡✉tr❛❧ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s r❡❛❝❤✐♥❣ ✜tt❡r ❞♦✉❜❧❡✲♠✉t❛♥ts✶✻✺

✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✳✶✻✻

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♥♦t ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✶✻✼
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ✜tt❡st ❛❝r♦ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤
✜t♥❡ss ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✶✳✵✺✱ ✶✳✻❪ ✭❛✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✵✳✻✱ ✵✳✽❪ ✭❜✮ ❛t 30✆❈ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✜t♥❡ss
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭23✆❈✱ ♦①✐❞❛t✐✈❡ str❡ss ❛♥❞ 37✆❈✮✳ ❚❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ r ✏ 0.89, 0.91, 0.75

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss r❛♥❣❡✱ ❜✉t ♦♥❧② r ✏ 0.49, 0.48, 0.28 ❢♦r t❤❡ ❧♦✇✲✜t♥❡ss r❛♥❣❡✳ ❲❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♠✉t❛♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ✜t♥❡ss ✐♥ ♦♥❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ✜t♥❡ss ✐♥ ❛❧❧ ❢♦✉r
♦❢ t❤❡♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❧♦✇✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜t♥❡ss
✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s
✧s♣❡❝✐❛❧✐③❡✧ ✐♥ ♦♥❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥❢❡r✐♦r ✐♥ ♦t❤❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s t❤❡
✜tt❡st ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ✭❝✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ①fi② ✲ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ✜t♥❡ss ✭♦✈❡r t❤❡ ❢♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✮
✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❛
❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✜t♥❡ss ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✶✳ ✭❞✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✭r❡❞✮
❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❜❧✉❡✮ ✜t♥❡ss r❛♥❦s ♦✈❡r t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛s❝❡♥❞✐♥❣ ✜t♥❡ss ♦r❞❡r✱ ❧♦✇❡st ✜t♥❡ss ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❦ ✶✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✜t♥❡ss ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ■♥
❡✐t❤❡r ♠❡❛s✉r❡✱ ❛ s✐③❛❜❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❛s ✜tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳
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t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ❢♦r ❡❛❝❤✶✻✽

❣❡♥♦t②♣❡✳ ❆ ❣❡♥♦t②♣❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ❛r❡ ❧❡ss ✜t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡✶✻✾

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❬✸❪✳✶✼✵

❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ r❡s✐❞❡s ✐♥ ❛ ✢❛t ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✶✼✶

❯♥t✐❧ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ s❛✇ t❤❛t ✜t♥❡ss ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❣❡♥♦t②♣❡✶✼✷

❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳ ❘❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t✇♦ ❢♦r♠s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛t✶✼✸

♣❧❛②✳ ❋✐rst✲♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞r✐✈❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ✜t♥❡ss✱ ✇❤❡r❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✶✼✹

♣r♦♠♦t❡s ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ❬✹✸❪ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡✶✼✺

r❡♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜t♥❡ss ❬✹✹❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡①t s♦✉❣❤t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡✶✼✻

r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛s❡t✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② ❛ ❣❡♥♦t②♣❡✬s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✶✼✼

st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❣❡♥♦t②♣❡ st❡❡♣♥❡ss ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜t♥❡ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❛❜s♦❧✉t❡✲✈❛❧✉❡✮ ❜❡t✇❡❡♥✶✼✽

t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✱ N1♣iq✿✶✼✾

si ✏
1

⑤N1♣iq⑤

➳
jPN1♣iq

⑤fi ✁ fj ⑤, ✭✶✮

✇❤❡r❡ ⑤N1♣iq⑤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡ i✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜t♥❡ss✶✽✵

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡ i✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞✶✽✶

t②♣❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ si ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧✶✽✷

❞❛t❛✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✮ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥t s❡ts✶✽✸

❛♠♦♥❣st ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦t②♣❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ st❡❡♣♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s✶✽✹

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲♠✉t❛♥t s❡ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡t s✐③❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✭s❡❡✶✽✺

▼❡t❤♦❞s s❡❝t✐♦♥✮✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❜✐❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✱ st❡❡♣♥❡ss ✇❛s✶✽✻

♦♥❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❣❡♥♦t②♣❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ✺ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✶✽✼

♦❢ st❡❡♣♥❡ss ♦♥❧② ❢♦r ✺✻✶✺ ❣❡♥♦t②♣❡s ✭♦✉t ♦❢ ✷✸✱✷✽✹✮✱ ②❡t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✶✽✽

♠✉t❛♥ts ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s s✐♥❣❧❡✲♠✉t❛♥t s❡ts ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ✐♥✶✽✾

♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛②s ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s ✈❛❧✉❡s✮✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡❞ t❤❡♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✶✾✵

❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣♥❡ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② t✇♦ ❣❡♥♦t②♣❡s✳ ❋✐❣✳ ✹❆ ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t✶✾✶

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭♠❡❛♥✱ ♠❡❞✐❛♥✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t❝✳✮ ♦❢ t❤✐s st❡❡♣♥❡ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞✶✾✷

s❤♦✇s t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠✶✾✸

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥❧②✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛r❡ st❡❡♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞✶✾✹

t②♣❡✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s t❤❡ ✢❛tt❡st ❣❡♥♦t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳✶✾✺

❲❤❛t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❡❡♣♥❡ss ❛♥❞ ✜t♥❡ss❄ ❆ss✉♠✐♥❣ ♠❛♥② ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢✶✾✻

❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡ t♦ ✐ts ✜t♥❡ss✱ t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✶✾✼

❜② ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st✶✾✽

♣r♦❜❛❜❧❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✭✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧✮ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✶✾✾

✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤❡r❡✱ t❤❛t s✉❝❤ ✜t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ②✐❡❧❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝r❡s❝❡♥t✲✷✵✵

s❤❛♣❡❞ ✜t♥❡ss✲st❡❡♣♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t✷✵✶

t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❣❡♥♦t②♣❡ ✶✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱✷✵✷

❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✭❡✐t❤❡r ✈❡r② ❤✐❣❤ ♦r ✈❡r② ❧♦✇✮ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ s✐♥❣❧❡✷✵✸

♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤❡✐r ♦✇♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ st❡❡♣♥❡ss✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱✷✵✹
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✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♥♦t ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳ ✭❛✮ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
✇✐❧❞ t②♣❡ ❢♦✉r ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s N1, N2, N3, N4 ✭r✐❣❤t✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
✜tt❡r t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✭❣r❡❡♥ s❡❝t✐♦♥✮ ❛r❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠✉t❛♥ts ✭✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r✐♥❣✮✳ ❩♦♦♠✐♥❣
✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡ N1 ✭❧❡❢t✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡
s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ❛r❡ ✜tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ❛r❡
♥❡❛r❧② ♥❡✉tr❛❧ ✭❜❧✉❡✮✳ ✭❜✮ ❋✐t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s ❢♦✉r ♠✉t❛t✐♦♥❛❧
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s N1 ✁N4✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ❛❧❧ ❢♦✉r ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❝♦♥t❛✐♥ ✜tt❡r t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡
❣❡♥♦t②♣❡s ✭f❃✶✮✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✜tt❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ✐s ✐♥ N2✳
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✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ ✜t♥❡ss s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡✐r✷✵✺

♦✇♥s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❤❛✈❡ ❧♦✇ st❡❡♣♥❡ss✳ ■❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♦❢✷✵✻

t❤❡ ✶✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❣❡♥♦t②♣❡ ✜t♥❡ss✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡✛❡❝t ✐s ✇❡❛❦❡r ❜✉t✷✵✼

st✐❧❧ ❡①✐sts t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ✉s✐♥❣✷✵✽

t❤❡ ◆❑ ♠♦❞❡❧ ❬✶✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ r✉❣❣❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜②✷✵✾

t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r K✳ ❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s N ✏ 14✱✷✶✵

K ✏ 6, 14 ✭❋✐❣✳ ✹❝✲❢✮✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ st❡❡♣♥❡ss✷✶✶

❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜✐❛s✳ ❋✐❣✳ ✹❡✲❢ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ✈s✳ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡✷✶✷

❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ K ✏ 14 r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② r✉❣❣❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✷✶✸

❛♥❞ K ✏ 6 r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦♥❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧♦✇❡st st❡❡♣♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡✷✶✹

✇❛s ♦♥❡ t❤❛t ❤❛❞ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲st❡❡♣♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❡r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤✷✶✺

❡①tr❡♠❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✭❡✐t❤❡r ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ st❡❡♣♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✷✶✻

❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❡r❡ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✭❋✐❣✳ ✹❢✮ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡✷✶✼

♣❛rt✐❛❧❧②✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦♥❡ ✭❋✐❣✳ ✹❡✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡✐r ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ s✐♠✐❧❛r ✭❋✐❣✳ ✹❝✲❞✮✳✷✶✽

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ st❡❡♣♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✷✶✾

❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜t♥❡ss✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❤❛❞ st❡❡♣♥❡ss ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✜t♥❡ss✷✷✵

❣❡♥♦t②♣❡s✳ ■t ✇❛s t❤✉s ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✜t♥❡ss✲st❡❡♣♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❘◆❆ ❞❛t❛✳ ❋✐❣✳ ✹❜✷✷✶

♣r❡s❡♥ts ❛ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ✈s✳ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❘◆❆ ♠✉t❛♥ts ❛♥❞ s❤♦✇s ❛✷✷✷

♣✐❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ◆❑ ♠♦❞❡❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❍❡r❡ t♦♦ t❤❡ ❧♦✇❡st st❡❡♣♥❡ss✷✷✸

✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✷✷✹

❛r♦✉♥❞ ✶✱ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡✮ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st st❡❡♣ ❣❡♥♦t②♣❡s✳✷✷✺

❋♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦♥ st❡❡♣♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✷✷✻

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ st❡❡♣♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ ❣❡♥♦t②♣❡✬s s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✱ t❤❡ r❡❛❞❡r✷✷✼

✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❙■ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❋✐❣✳ ❙✸✮✳✷✷✽
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✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹
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❋✐❣✉r❡ ✹ ✭♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡✮✿ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② r♦❜✉st ✭✢❛t✮✳ ✭❛✮✿ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ ❡①❝❡ss ❣❡♥♦t②♣❡ st❡❡♣♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭s❡❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭♠❡❛♥✱ ♠❡❞✐❛♥✱ ❡t❝✳✮ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡
♠✉t❛♥t s❡ts✱ ✉s❡❞ ❢♦r st❡❡♣♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡①❝❡ss st❡❡♣♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉✲
s✐✈❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✲ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st✲st❡❡♣ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ t❘◆❆ ❞❛t❛s❡t✳
✭❜✮ ❙t❡❡♣♥❡ss ✈s✳ ✜t♥❡ss s❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢ ✺✻✶✺ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ t❘◆❆ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭❜❧✉❡
❝✐r❝❧❡✮ ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st st❡❡♣♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ✈❡r② ❧♦✇
st❡❡♣♥❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts
✭N1✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❙t❡❡♣♥❡ss ✇❛s ♦♥❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st
✺ s✐♥❣❧❡✲♠✉t❛♥ts✳ ✭❝✲❢✮ ❋✐t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❝✲❞✮ ❛♥❞ st❡❡♣♥❡ss ✈s✳ ✜t♥❡ss s❝❛tt❡r ♣❧♦ts ✭❡✲❢✮ ✐♥ ❛
s✐♠✉❧❛t❡❞ ◆❑ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✭N ✏ 14✱ K ✏ 6, 14✮✳ ❇♦t❤ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ❡①❤✐❜✐t ❤✐❣❤❡r
st❡❡♣♥❡ss✳ ❚❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡st st❡❡♣♥❡ss ❤❛✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✭K ✏ 14✱ ✭❞✮✱ ✭❢✮✮ ❜✉t ✐s st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✇✐t❤ K ✏ 6 ✭❝✮✱ ✭❡✮✳

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✷✷✾

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ✜tt❡st ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✐t ✇❛s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✢❛tt❡st✷✸✵

❣❡♥♦t②♣❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐t ✇❛s ✢❛tt❡r t❤❛♥ ♠♦st ♦t❤❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✳✷✸✶

❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♥♦t②♣❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♦✇✐♥❣ t♦ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡✷✸✷

♠✉t❛t✐♦♥❛❧ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❚♦ t❡st t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✷✸✸

s❤♦✉❧❞ ❜❡ st❛❜❧② ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ✉s❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s✷✸✹

♦✈❡r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❘◆❆ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❡st❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✷✸✺

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱✷✸✻

♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② r❡❛❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳✷✸✼

■s♦❧❛t❡❞ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ ♥♦ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ♦r ❧❡❢t ✈✐❛ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞✷✸✽

✇❡r❡ t❤❡r❡❢♦r ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳✷✸✾

❆ ✉♥✐q✉❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✷✹✵

❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✳ ❚♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❣❡♥♦t②♣❡✷✹✶

✐s ♠✉t❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ✶✲♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❨❡t✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣❧❡✷✹✷

♠✉t❛♥ts ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜✐❛s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ✐❢ ♠✉t❛t✐♦♥s ❛✛❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ❢✉♥♥❡❧ ✐♥t♦✷✹✸

❢❡✇❡r ❣❡♥♦t②♣❡s t❤❛♥ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❣❡♥♦t②♣❡✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❛t✱ ❛ ❣❡♥♦t②♣❡✬s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✷✹✹

✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛s❡t C♣iq ✏ ⑤N1♣iq⑤✳✷✹✺

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s t❤❡♥
➦

iC♣iqxi✱ ✇❤❡r❡ xi ✐s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢✷✹✻

❣❡♥♦t②♣❡ i✳✷✹✼

❚♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ✜t♥❡ss ❢r♦♠ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❛♥ ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧✷✹✽

❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❛s ✐❢ ❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇❡r❡ ❡q✉❛❧❧②✷✹✾

✜t✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧ r✉♥s ✐s t❤❡♥ ♣✉r❡❧② ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✷✺✵

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ✭✜t♥❡ss✱ st❡❡♣♥❡ss✱ ❡t❝✳✮ ♦♥❧② ✐♥✷✺✶

r❡tr♦s♣❡❝t✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❤❛❞ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙❤♦✉❧❞✷✺✷

t❤❡ ❡✛❡❝ts ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡✷✺✸

t❤❛t ✐t ✐s ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✉❡ t♦ s❡❧❡❝t✐♦♥✳✷✺✹

❋✐❣✳ ✺❛✲❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss✱ ♠❡❞✐❛♥ st❡❡♣♥❡ss✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✷✺✺

✶✷
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❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ N1♣❲❚q ✭t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s s✐♥❣❧❡✲♠✉t❛♥ts✷✺✻

s❡t✮✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✷✺✼

✭❣r❡❡♥ ♣♦✐♥ts✮✳ ❙❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✷✺ ❛♥❞ ✼✺ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦✈❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✷✺✽

r❡♣❡❛ts✳ ❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ s❤❛r♣ ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛r♦✉♥❞ µc ✓ 10✁3✱ ✇❤❡r❡✷✺✾

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss ❛♥❞ st❡❡♣♥❡ss ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞✷✻✵

N1✭❲❚✮ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✐❢ ❛♥②✱✷✻✶

t♦ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❋✐❣✳ ✺❝ s❤♦✇s t❤❛t ❛t ❛❧❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡❞ t♦✷✻✷

t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② t❤❛t ❛❞❞r❡ss❡❞✷✻✸

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♥❡✉tr❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❬✸✽❪✳ ❆s t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✷✻✹

✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❞✉❡ t♦ s❡❧❡❝t✐♦♥✱✷✻✺

r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳✷✻✻

❚♦ ❢✉rt❤❡r st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✷✻✼

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❋✐❣✳ ✺❡✲❣ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✷✻✽

✜t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✜t♥❡ss ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❣r❡❡♥✮✷✻✾

❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ µ ✏ 10✁3 ✭❋✐❣✳ ✺❡✮✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s✷✼✵

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❢❡✇ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ✭f → 1.5✮✳ ❋r♦♠ ❋✐❣s✳ ✺❜✲❞✱ ✇❡ ❧❡❛r♥ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡✷✼✶

❤✐❣❤ st❡❡♣♥❡ss✱ ❢❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳ ❆s t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✷✼✷

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡s❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛r❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❧♦✇❡r ✜t♥❡ss f ✓ 1✱ ❧♦✇❡r st❡❡♣♥❡ss✷✼✸

❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭❋✐❣✳ ✺❢✲❣✮✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✭✓ 0.25✮ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ s✐♥❣❧❡✷✼✹

♠✉t❛♥ts ✭❋✐❣✳ ✺❞✮✳ ❆t ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♣❛♥s t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✜t♥❡ss✷✼✺

✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ❛t f ✓ 1✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s µ ✏ 10✁2 ✁ 10✁1 ✇❤❡♥ t❤❡✷✼✻

❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ✜tt❡r t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❣❡♥♦t②♣❡✱ ✐t ❞♦❡s✷✼✼

s❤♦✇ ❛♥ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❛t f ✓ 1 ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡✷✼✽

❡✛❡❝t ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛❧♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐t s❤♦✇s ❛t f ✓ 1 ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✷✼✾

♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤❛t ❛t t❤❡ ❧♦✇ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✭❋✐❣✳ ✺❡✮ t❤❡✷✽✵

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✜t♥❡ss✱ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❤❛s ❛ ♠✐♥♦r ❡✛❡❝t✳ ❆t t❤❡ ❤✐❣❤❡r✷✽✶

♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✭❋✐❣✳ ✺❢✲❣✮ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✷✽✷

♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡ ✜t♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♦✈❡r✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ f ✓ 1 ❣❡♥♦t②♣❡s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡✷✽✸

❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ s✉❣❣❡sts ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱✷✽✹

❜❡②♦♥❞ ✇❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛❧♦♥❡✳✷✽✺

❋✐❣✳ ✺❛ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡✷✽✻

❞❛t❛s❡t ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❍❛❞ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥♦✲✷✽✼

t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐t t♦ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡✷✽✽

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss✷✽✾

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❜✉t ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ r❛♥ ❛ s✐♠✐❧❛r✷✾✵

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ◆❑ ♠♦❞❡❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢♦r✷✾✶

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛♥❞ ❡q✉❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛❧❧✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡✷✾✷

❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ✭❙■✱ ❋✐❣✳ ❙✹✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡✷✾✸

❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❣r❡❡♥ ♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♠❡❞✐❛♥ t♦ s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢✷✾✹

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✜t♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳✷✾✺
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❋✐❣✉r❡ ✺ ✭♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t❘◆❆ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❡①❤✐❜✐t

✜t♥❡ss ❞❡❝❧✐♥❡ ❛t ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ t❘◆❆ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❚♦
t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛s❡t ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❛♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❚❤❡r❡✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t✱
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡q✉❛❧ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s t♦ ❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s
✭✜t♥❡ss✱ st❡❡♣♥❡ss✱ ❡t❝✳✮ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ♦♥❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ r❡tr♦s♣❡❝t ❛♥❞
❤❛❞ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ♣❧♦t t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss ✭❛✮✱ ♠❡❞✐❛♥ st❡❡♣♥❡ss
✭❜✮✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ♣❡r ❣❡♥♦t②♣❡✮ ✭❝✮ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ N1 ✭t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✮ ✭❞✮✳ ❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥
r❛t❡ ♣❡r ❜❛s❡ ♣❛✐r ♣❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❧♦❣✲s❝❛❧❡✮✳ ❙❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✷✺ ❛♥❞ ✼✺ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s
♦✈❡r r❡♣❡❛t❡❞ r✉♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ s❤❛r♣ ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛r♦✉♥❞ µc ✓ 10✁3✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❜✉t ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ▼❡❞✐❛♥
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✜t♥❡ss ✭❛✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✜t♥❡ss ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❂ ✶✵✱✵✵✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r ✷✺✵✵ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❡❛❝❤
✇✐t❤ ✶✺ r❡♣❡❛ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❙❡❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ✭❡✲❣✮ ❊①❛♠♣❧❡s
♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✜t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭r❡❞✮
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✭❣r❡❡♥✮ ❛t t❤r❡❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s µ ✏ 10✁3, 10✁2 ❛♥❞ 10✁1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❢r♦♠ ❢❡✇ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ✭f → 1.5✮ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛t µ ✏ 10✁3 t♦ ❛
♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ f ✓ 1 ❛t µ ✏ 10✁2✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡st ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ µ ✏ 10✁3 t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❛r❦❡❞❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❆t t❤❡
❤✐❣❤❡r ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❤✐❢ts t♦ ❧♦✇❡r ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✱ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s
♦❢ ✓ 1 ✭t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞
t②♣❡✲❧✐❦❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s
❤✐❣❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ✭❤✮ ❆ ❝❛rt♦♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❛ r✉❣❣❡❞ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❆t ❧♦✇ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✭❧❡❢t✮✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦st❧② ♦❢ t❤❡
✜tt❡st ❣❡♥♦t②♣❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✈❡rs❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✭♠✐❞❞❧❡✱
r✐❣❤t✮✳ ❆t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❡ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤❡ ✧s✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡st✧ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s s✉r✈✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✢❛t✳

❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✷✾✻

❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rr❡❞ ❛t ❛ ❧♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥✷✾✼

r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ✧❡rr♦r ❝❛t❛str♦♣❤❡✧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② q✉❛s✐✲s♣❡❝✐❡s t❤❡♦r②✳ ✧❊rr♦r ❝❛t❛str♦♣❤❡✧ ✐s ❛ ♣❤❛s❡✷✾✽

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✭♦r ❢❡✇✮ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡ t♦ ❛ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧♦✇❡r✲✜t♥❡ss✷✾✾

❣❡♥♦t②♣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r♦ss✐♥❣✲♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ µe ✓ 1④L✱ ✇❤❡r❡ L ✐s✸✵✵

t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❧❡♥❣t❤ ❬✹✺❪✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❡①❝❡❡❞s 1④L✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❝❡✐✈❡s✱✸✵✶

♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♦♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ♥♦ ❡rr♦r✲❢r❡❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ r❡♠❛✐♥✳ ■♥✸✵✷

♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ L ✏ 72 ❛♥❞ ❡rr♦r ❝❛t❛str♦♣❤❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t µe ✏ 0.014✳✸✵✸

❖✉r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ µc ✓ 10✁3 ➔ µe ✲ ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜tt❡st ❣❡♥♦t②♣❡s✸✵✹

♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✲ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ✭✼✷ ♥t✮✳ ■♥✸✵✺

♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ ❦♥♦✇♥ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✐♥ ②❡❛st✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✜rst t♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ✐t s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡✸✵✻

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ s✐③❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❤❡r❡ ❛ ❤✐❣❤❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✳✸✵✼

❆ss✉♠❡ ❛❧❧ ❣❡♥❡s ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✿ ✜t ✭❤✐❣❤ ✜t♥❡ss✱ ❧♦✇ r♦❜✉st♥❡ss✮ ♦r ✢❛t ✭s✉❜✲✸✵✽
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♦♣t✐♠❛❧ ✜t♥❡ss✱ ❤✐❣❤ r♦❜✉st♥❡ss✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r r❛t✐♦♥❛❧❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ❝❛t❛str♦♣❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳✸✵✾

❆ss✉♠❡ ❛ ❣❡♥♦♠❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ K ❣❡♥❡s ❤❛✈✐♥❣ ❡q✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠✉t❛t❡❞ ❛♥❞✸✶✵

❡q✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♦r❣❛♥✐s♠❛❧ ✜t♥❡ss✳ ■❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ µ
♣1q
c t♦✸✶✶

❜❡❝♦♠❡ ✢❛t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ K ❣❡♥❡s✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✢❛t ✐s✸✶✷

µ
♣Kq
c ✏ 1

K
µ
♣1q
c ✳✸✶✸

■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r♦ss✐♥❣✲♦✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❣❡♥♦♠❡s ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ✢❛t ❣❡♥❡ ❛r❡ ❧❡ss ✜t✱✸✶✹

t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣✉r❣❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢✉❧❧② ✜t ❣❡♥♦t②♣❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①✐sts ❛t t❤✐s ♠✉t❛t✐♦♥✸✶✺

r❛t❡✳ ▼✉t❛t✐♦♥s t❤❡♥ ❦❡❡♣ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣✱ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡s s❤♦✉❧❞✸✶✻

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜t t♦ ✢❛t✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❣♦❡s ♦♥✱ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❣❡♥❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ✢❛t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡✸✶✼

❡rr♦r ❝❛t❛str♦♣❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❤❡r❡ t♦♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ❣❡♥❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✢❛t ✐♥✈❡rs❡❧②✸✶✽

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s✳ ❆t t❤❡ ♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❢r❡q✉❡♥t ❝r♦ss✐♥❣✲♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ❣❡♥❡✸✶✾

❡✈♦❧✈❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢✉❧❧②✲✜t ❣❡♥♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡st♦r❡❞ ❜② ❝r♦ss✐♥❣✲♦✈❡r✸✷✵

❞✐st✐♥❝t ❣❡♥♦♠❡s ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥✲✜t✳ ❆t ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ µ
♣Kq
c ✇❡ t❤❡♥ ❡①♣❡❝t t♦✸✷✶

✜♥❞ ♦♥❡ ✢❛t ❣❡♥❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✮✱✸✷✷

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s r❡♠❛✐♥ ✜t✳✸✷✸

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ t❘◆❆✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ s❤♦✇❡❞✸✷✹

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜t t♦ ✢❛t ❣❡♥♦t②♣❡s ❛t ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ µ
♣1q
c ✓ 10✁3✳ ❚❤❡ ②❡❛st ❣❡♥♦♠❡ ✐s✸✷✺

❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ r♦✉❣❤❧② ✻✻✵✵ ❣❡♥❡s ❬✺✽❪✳ ❆❞❞ t♦ t❤❛t ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❝♦❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✸✷✻

❛✛❡❝t✐♥❣ ✜t♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ t✇✐❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ✐s ❞✐♣❧♦✐❞✳ ■❢ ②❡❛st ✇❡r❡✸✷✼

♣✉r❡❧② ❛s❡①✉❛❧s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t µc♣❢✉❧❧ ❣❡♥♦♠❡q ✓ 10✁3

4✂6600
✏ 4 ✂ 10✁8✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥✸✷✽

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✼✷ ♥t t❘◆❆ ❣❡♥❡ ✐♥ t❤❡ 1.2 ✂ 107 ♥t ❧♦♥❣ ❢✉❧❧ ❣❡♥♦♠❡✱ ✇❡✸✷✾

♦❜t❛✐♥ µc♣❢✉❧❧ ❣❡♥♦♠❡q ✓ 6 ✂ 10✁9✳ ❨❡❛st ❛r❡ ♥♦t ♦❜❧✐❣❛t♦r② s❡①✉❛❧s✱ ❜✉t ❞♦ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ♣✉rs✉❡✸✸✵

s❡①✉❛❧ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ❞✐s❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ②❡❛st ❧❛❜♦r❛t♦r② str❛✐♥s ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❢❛❧❧ t♦✸✸✶

❤❛❧❢ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✷✸ ❦❜ ❬✺✾❪✳ ❚❤✉s✱ ②❡❛st s❤♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧②✸✸✷

❛ ❢❡✇ ✢❛t ❣❡♥❡s ♣❡r ❣❡♥♦♠❡ ❛t µc♣❢✉❧❧ ❣❡♥♦♠❡q✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡ ❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✸✸✸

t♦ ❛❧❧ ❣❡♥❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡✳ ❨❡t✱ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ♥♦t✸✸✹

✉♥✐❢♦r♠ ❛❝r♦ss t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❘◆❆ ❣❡♥❡s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✼✲✶✵✲❢♦❧❞ ♠♦r❡ ♠✉t❛❜❧❡✸✸✺

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❣❡♥♦♠❡ ❬✻✵✱ ✻✶❪✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❤✐❣❤❧② ♠✉t❛❜❧❡ ❣❡♥❡s✱ s✉❝❤ ❛s✸✸✻

t❤❡ t❘◆❆✱ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛♠♦♥❣st t❤❡s❡ ❢❡✇ ✢❛t ❣❡♥❡s✳✸✸✼

❉✐s❝✉ss✐♦♥✸✸✽

❘❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲✸✸✾

✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ❬✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❡st ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❜♦✉t✸✹✵

t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ✧s✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡st✧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱✸✹✶

✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ✜tt❡st ❣❡♥♦t②♣❡ t❤❛t✸✹✷

❜❡❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ✢❛tt❡st ♦♥❡ ✲ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠♦st ♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② r♦❜✉st✸✹✸

✭t❤♦✉❣❤ ♦❢t❡♥ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✮✳✸✹✹

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✜t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ 23, 284 ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ t❘◆❆❆r❣
❈❈❯✸✹✺

❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❣❡♥❡ ♠❛❞❡ ❜② ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛❧❧❡❧❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ✜tt❡st✱✸✹✻

❜✉t ✐♥st❡❛❞✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✽✪✲✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠✉t❛♥ts ✭✷✵✵✵✲✷✹✵✵✮ ✇❡r❡ ✜tt❡r✳ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✸✹✼

❛❧❧❡❧❡ ✇❛s ♥♦t ♦♥❧② s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ♦♥✸✹✽

✶✻
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❛✈❡r❛❣❡ ♦♥ ❛❧❧ ❢♦✉r ♦❢ t❤❡♠✳ ❙t✐❧❧✱ ❛s ✜t♥❡ss ✇❛s ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s✸✹✾

♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ♠✉t❛♥ts ❛r❡ ✐♥❢❡r✐♦r ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s✸✺✵

❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✻✷❪✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♥♦t ❛ ❧♦❝❛❧✸✺✶

✜t♥❡ss ♠❛①✐♠✉♠ ❡✐t❤❡r ❛♥❞ t❤❛t ✜t♥❡ss✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✜tt❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ♦♥❧② t✇♦✸✺✷

♠✉t❛t✐♦♥s ❛✇❛②✱ ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ✜♥❞✱ t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐s ♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② r♦❜✉st✳ ❲❡ ✉s❡❞✸✺✸

st♦❝❤❛st✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t✸✺✹

✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛❧❧❡❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠✸✺✺

❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❜✉t ♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❜✉t ♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② r♦❜✉st ❣❡♥♦t②♣❡s ✭❛♠♦♥❣✸✺✻

t❤❡♠ ✐s t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✮ ❛t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ µc ✓ 10✁3 ❬♣❡r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❡r ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥❪✳✸✺✼

❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t❘◆❆ ❛❧♦♥❡✳ ❚❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❣❡♥♦♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✒6600 ❣❡♥❡s ❛s ✇❡❧❧✸✺✽

❛s ♥♦♥✲❝♦❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ✜t♥❡ss✳ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ t♦ t❤❡✸✺✾

❢✉❧❧ ❣❡♥♦♠❡ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦✸✻✵

♠✉t❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♦r❣❛♥✐s♠❛❧ ✜t♥❡ss✮ ❛♥❞ ②❡❛st ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❡♥❣❛❣❡ ✐s s❡①✉❛❧ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳✸✻✶

❯♥❞❡r s❡✈❡r❛❧ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ 4 ✂ 10✁8 ✁ 6 ✂ 10✁9✸✻✷

s❡✈❡r❛❧ ✢❛t ❣❡♥❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r ❣❡♥♦♠❡✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ ❙✳✸✻✸

❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ 10✁9 ✁ 10✁10 ❬✻✸✱ ✻✹✱ ✺✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣❡♥❡s ✈❛r② ✐♥ t❤❡✐r ♠✉t❛t✐♦♥✸✻✹

r❛t❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❘◆❆ ❣❡♥❡s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ✼✲✶✵✲❢♦❧❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡✸✻✺

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❣❡♥♦♠❡ ❬✻✵✱ ✻✶❪✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ②❡❛st ❣❡♥❡s ❛r❡ st✐❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ t♦✸✻✻

❜❡ ✜tt❡st✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ♠✉t❛t✐♦♥ ❤♦t✲s♣♦ts ❧✐❦❡ t❤❡ t❘◆❆ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② r♦❜✉st ✢❛t✸✻✼

❛❧❧❡❧❡ ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥✳✸✻✽

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ♠✉t❛♥ts✸✻✾

✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❡✳❣✳ ✜t♥❡ss ✐♥❛❝❝✉r❛❝②✸✼✵

❞✉❡ t♦ r❡❛❞✲❝♦✉♥t ♥♦✐s❡✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ✜t♥❡ss ✐s ❞✉❡ t♦ ♦t❤❡r ♠✉t❛t✐♦♥s✸✼✶

✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙■✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✮✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞✸✼✷

t❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ✜tt❡r✲t❤❛♥✲✇✐❧❞ t②♣❡ ♠✉t❛♥ts✱ ❛t ♠♦st✳✸✼✸

■♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ✐s ♦✉r ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❢✉❧❧② ♠❡❛s✉r❡✸✼✹

t❤❡♠✱ ♦r ❡✈❡♥ ❣❡t ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❢✉❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡✸✼✺

t♦❞❛② ♦♥❧② s❛♠♣❧❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✸✼✻

❣❡♥❡ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② s❛♠♣❧❡ r❛♥❞♦♠❧② s❝❛tt❡r❡❞ ♠✉t❛♥ts ❬✻✺❪✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✉t❛♥t ❧✐❜r❛r② ✇❛s✸✼✼

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠✉t❛t✐♥❣ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛❧❧❡❧❡✳ ■ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❛s ❛❧♠♦st ❢✉❧❧ ♥❡❛r t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞✸✼✽

❜❡❝❛♠❡ s♣❛rs❡r ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡✸✼✾

❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞✸✽✵

❤❛✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜✐❛s❡❞ ♦✉r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳✸✽✶

❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ♥❡✉tr❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✸✽✷

❢♦r t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❘❡❛ss✉r✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ s❛♠♣❧✐♥❣✸✽✸

t♦ ❜❡ ♠✐♥♦r ❛t ❧♦✇ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧ ❛t ❤✐❣❤❡r ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺ ❛♥❞ ❙■ ❋✐❣✳✸✽✹

❙✸✮✳ ❯s❛❣❡ ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s t♦ ❞r❛✇ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥✸✽✺

t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s r❛✐s❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐♥❞❡❡❞ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥t✐r❡t②✸✽✻

♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❝❛✉t✐♦♥✳ ❋✉❧❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧②✸✽✼

❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ❬✽✱ ✷✹✱ ✷✺❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♠❛ss✐✈❡✸✽✽

r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✱ ♥♦t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦✸✽✾
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t❡st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❘❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❛❧s♦ ❤❛♥❞❧❡❞ t❤❡ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢✸✾✵

✜t♥❡ss ❞❛t❛s❡ts ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣✸✾✶

❣❡♥♦t②♣❡s ❬✻✻✱ ✷✾❪ ✇✐t❤ s♦♠❡ s✉❝❝❡ss✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✱✸✾✷

✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❡st ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②✸✾✸

❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✳✸✾✹

✧❙✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡st✧ ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ q✉❛s✐✲s♣❡❝✐❡s✸✾✺

t❤❡♦r② ❬✹✾❪✳ ■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❞✐❣✐t❛❧ ♦r❣❛♥✐s♠s ❬✺✶❪ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥✸✾✻

❘◆❆ ✈✐r✉s❡s ❬✺✸❪✳ Pr❡✈✐♦✉s t❤❡♦r② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♣❡❝✐❡s✱✸✾✼

❡❛❝❤ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✿ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❤✐❣❤ ✜t♥❡ss ❜✉t ✐s st❡❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r✸✾✽

t❤❛t ❤❛s ❧♦✇❡r ✜t♥❡ss ❜✉t ✐s ❧❡ss st❡❡♣ ❬✹✾✱ ✺✵❪✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛❝t✉❛❧ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✸✾✾

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✢❛t♥❡ss ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✹✵✵

❝r✐t✐❝❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✐s st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧✹✵✶

♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ✉s✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉♥✐❢②✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤✹✵✷

✜t♥❡ss ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❬✻✼✱ ✹✹❪✳✹✵✸

❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✜t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞✱ ❛❞✲✹✵✹

❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ✇✐❧❞ t②♣❡ ❣❡♥❡s ❜❡✐♥❣ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❛r❡ s❝❛r❝❡✳ ❇❛♥❦ ❡t ❛❧✳ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡✹✵✺

✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ②❡❛st ❤❡❛t s❤♦❝❦ ♣r♦t❡✐♥ ❍s♣✾✵ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ s♦♠❡ ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r✹✵✻

t❤❛♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✜t♥❡ss✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❣❡♥❡ tr❛♥s❢❡rs ❢♦✉♥❞ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢✹✵✼

❛ ❣❡♥❡ ❜② ♦rt❤♦❧♦❣s ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s ❝♦✉❧❞✱ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s✱ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠❛❧ ✜t♥❡ss ❬✻✽❪✳✹✵✽

❊✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ✬s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r✬ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❬✹✸✱✹✵✾

✹✶❪✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ❤❛✈❡ ❧❡ss ❛❝❝❡ss✹✶✵

t♦ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥s ♦r t❤❛t t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♠✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ✜t♥❡ss ❡✛❡❝t✱✹✶✶

✇❤❡r❡❛s ❞❡❧❡t❡r✐♦✉s ♠✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s✹✶✷

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦✇✲✜t♥❡ss ♦♥❡s ❬✻✾✱ ✹✸❪✳ ❆s ♠♦st ♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ❛r❡ ❞❡❧❡t❡r✐♦✉s✱✹✶✸

t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s t❤❛t ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❧s♦ st❡❡♣❡r✳✹✶✹

❚❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✉t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦✇❡r✹✶✺

✜t♥❡ss ❣❡♥♦t②♣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲✜t♥❡ss ♦♥❡s ❜❡✐♥❣ s❝❛r❝❡ ❬✽❪ ♦r t❤❡✹✶✻

♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❡♣✐st❛s✐s ♣❛tt❡r♥s ❬✼✵❪✳✹✶✼

▼✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛❝r♦ss t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❣❡♥♦♠❡✲✹✶✽

✇✐❞❡ ❡❧❡✈❛t❡❞ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡t❡❝t ✢❛t♥❡ss ❬✺✸❪✳ ❘❡❝❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✹✶✾

r❡✈❡❛❧ ❛ ♠♦r❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛t ❛❧❧ s❝❛❧❡s✿ ❜❡t✇❡❡♥✹✷✵

str❛✐♥s ❬✻✹❪✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❬✼✶✱ ✼✷✱ ✼✸❪✳ ❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢❛❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s✹✷✶

s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❡①t✱ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ♥✉❝❧❡♦s♦♠❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝②✱ ❉◆❛s❡ ❤②♣❡rs❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐✲✹✷✷

♥❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t♦ ♠✉t❛t✐♦♥ ❬✼✹✱ ✼✷❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱✹✷✸

❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡s✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ✐♥ ❜♦t❤✹✷✹

s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t s♣♦r❛❞✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✉t❛✲✹✷✺

t✐♦♥❛❧❧② r♦❜✉st ❛❧❧❡❧❡s ❡①✐st ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ✐s st✐❧❧ ✜tt❡st✳ ❚❡st✐♥❣ t❤✐s✹✷✻

❤②♣♦t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❣❡♥❡s✹✷✼

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❣❛♥✐s♠✳✹✷✽
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▼❡t❤♦❞s✹✷✾

❋✐t♥❡ss ❞❛t❛✹✸✵

❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✜t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✺✹❪✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡ ❤♦✇✹✸✶

✜t♥❡ss ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡r❡✿✹✸✷

✶✳ ❈❡❧❧s ✇❡r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡❞ ❛t t✐♠❡ T0✱ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢✹✸✸

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦t②♣❡s xi♣0q ✇❡r❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ xi♣0q ✏
Ri♣0q➦
j Rj♣0q

✱ ✇❤❡r❡ Rj♣tq ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r✹✸✹
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❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ♦♥❧② ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✹✼✾

❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥♦t②♣❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ♦❢ ❛ ❣❡♥♦t②♣❡ G ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❣❡♥♦t②♣❡✹✽✵
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C✱ ✇❡ t♦♦❦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ NG P N1♣Gq ❛♥❞ NC P N1♣Cq✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞ d♣G1, G2q✹✽✶

❛s t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s G1 ❛♥❞ G2 ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♣♦s❡❞ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡✹✽✷

t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r s❡ts✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❣❡♥♦t②♣❡ NG P N1♣Gq ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠✹✽✸

C✱ d♣NG, Cq✳ ❲❡ t❤❡♥ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ❛ ✶✲♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ C t❤❛t ❤❛❞ ❡q✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ G✱ ♥❛♠❡❧②✱✹✽✹

d♣NC , Gq ✏ d♣NG, Cq✳ ■❢ ♥♦ s✉❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ C ❡①✐st❡❞✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ NG✳ ■❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♦♥❡✱ ✇❡✹✽✺

✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜♦t❤ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❞❛t❛s❡t ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r st❡❡♣♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳✹✽✻

■❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✶✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❡①✐st❡❞✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤✐s✹✽✼

♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r C ♦r G ❤❛❞ ♥♦ ♠♦r❡ ✶✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❧❡❢t✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝r❡❛t❡s s②♠♠❡tr✐❝❛❧✹✽✽

♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ G ❛♥❞ C ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✹✽✾

♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❋♦r ❣❡♥♦t②♣❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ❢❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱✹✾✵

t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r s❡t ♠✐❣❤t ❜❡ ❡♠♣t② ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❲❡ ✉s❡❞✹✾✶

t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ♦t❤❡r ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹❛✳✹✾✷

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦st ❣❡♥♦t②♣❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡✹✾✸

♦❢t❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛②s t♦ s❛♠♣❧❡ ✐ts ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡✹✾✹

r❛♥❞♦♠❧② ❞r❡✇ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✶✵✵ t✐♠❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡✹✾✺

st❡❡♣♥❡ss ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❣❡♥♦t②♣❡ st❡❡♣♥❡ss✳ ❋✐❣✳ ✹❛ ✐❧❧✉str❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t✹✾✻

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ♠❡❛♥✱✹✾✼

♠❡❞✐❛♥✱ ✼✺✪ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ st❡❡♣♥❡ss ✈❛❧✉❡ ❛s ✇✐❧❞✹✾✽

t②♣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ str✐❝t❡st ♦♥❡✳ ❖♥❧② t❤❡♥✱ ❛ ❢❡✇ ❣❡♥♦t②♣❡s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r st❡❡♣♥❡ss✹✾✾

t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✬s✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❣❡♥♦t②♣❡s t❤❛t ❤❛❞ ❛t ❧❡❛st ✺ ♥❡❛r❡st✲✺✵✵

♥❡✐❣❤❜♦rs✳✺✵✶

❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❑ ♠♦❞❡❧✺✵✷

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❑ ♠♦❞❡❧ ❬✽❪✳ ❆ ❣❡♥♦t②♣❡ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s✺✵✸

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r② str✐♥❣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ✱ s♦ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ 2N ❣❡♥♦t②♣❡s✳ ❚❤❡✺✵✹

♣❛r❛♠❡t❡r K ✐s ✉s❡❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡ r✉❣❣❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r K ✏ 1 ✐t ✐s ❢✉❧❧②✺✵✺

❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❢♦r K ✏ N ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st r✉❣❣❡❞✳ ❚❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✺✵✻

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ N ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐ts N ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✺✵✼

♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts K ✁ 1 ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❲❡ ❞r❡✇ 2K r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✺✵✽

❛♥❞ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐♥❛r② str✐♥❣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ K✱✺✵✾

f♣s0, . . . , sK✁1q✱ si P r0, 1s✳ ❚❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r② str✐♥❣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ✐s✺✶✵

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ N ✜t♥❡ss ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲K str✐♥❣s ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ✭❝②❝❧✐❝❛❧❧②✮✿✺✶✶

F ♣s0, s1, . . . , s2N✁1q ✏
1
N

➦
j f♣sj , sj�1, . . . , s♣j�K✁1q♠♦❞N q✳✺✶✷

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✺✶✸

❚❤❡ q✉❛s✐✲s♣❡❝✐❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✹✺✱ ✹✻❪✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬✼✺❪✿✺✶✹

✾xi ✏
n➳

j✏1

xjqjifj ✁ f̄xi i ✏ 1 . . . n, ✭✾✮

✇❤❡r❡ xi ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ i✬t❤ ❣❡♥♦t②♣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t
➦

i xi ✏ 1✳ qji ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t✺✶✺

r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡ j r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❡♥♦t②♣❡ i✱ s✉❝❤ t❤❛t
➦

i qji ✏ 1✳ ■❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡rr♦r✲❢r❡❡✱✺✶✻

✷✶
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qii ✏ 1 ❛♥❞ qji ✏ 0 ❢♦r j ✘ i✳ fi ✐s t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡ i ❛♥❞ f̄ ✏
➦

j xjfj ✐s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✺✶✼

♠❡❛♥ ✜t♥❡ss✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ qji ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥♦t②♣❡s j ❛♥❞ i ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✺✶✽

❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ hji ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ❣❡♥♦t②♣❡s✿✺✶✾

qji ✏ ♣1✁ qqL✁hjiqhji , ✭✶✵✮

✇❤❡r❡❛s L ✐s ❣❡♥♦♠❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ q ✐s t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♣❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳✺✷✵

❘❛t❤❡r t❤❛♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛♥ ❛❣❡♥t✲❜❛s❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✺✷✶

t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✜t♥❡ss ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❆s s♦♠❡✺✷✷

❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❤❛✈❡ ♥♦ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛♥ts✱ t❤❡② ❛r❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈✐❛ s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥s✳✺✷✸

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ s✉❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛♥❞ r❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♦♥❧② ✶✺✱✵✵✵ ❣❡♥♦t②♣❡s✱✺✷✹

✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❛❧❧✱ ❛t ♠♦st ✸ ♠✉t❛t✐♦♥s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧✺✷✺

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ r❡✲s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ r0, 1s✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✺✷✻

✐ss✉❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① H✱ Hij ✏ hij ✉♣ ❢r♦♥t✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ♦❢ H ✇❛s✺✷✼

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛✒ 108 ❡♥tr✐❡s ♠❛tr✐① st♦r❡❞ ♦♥ ❞✐s❦ ✐♥✺✷✽

❛♥ ❤✺ ✜❧❡ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❡❛s② s❧✐❝✐♥❣ ❛❝❝❡ss✳✺✷✾

❲❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ N ✏✶✵✱✵✵✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡✺✸✵

✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✭❛♣♣r♦①✳ ✶✺✵✵ ❣❡♥♦t②♣❡s✮ ❛s t❤❡ s❡❡❞ ♦❢✺✸✶

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ✭✻✲✼ ❝♦♣✐❡s✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡ t♦ t❤❡✺✸✷

✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ▼♦r❛♥ ♠♦❞❡❧ ❬✼✻❪✿ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱✺✸✸

✇❡ ♣✐❝❦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✳ ❚❤❡♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤r❡❡ t❤✐♥❣s ❤❛♣♣❡♥s✿ ✐t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r r❡♣❧✐❝❛t❡ ✭✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t✺✸✹

♠✉t❛t✐♦♥✮ ♦r ♥♦t r❡♣❧✐❝❛t❡ ❛t ❛❧❧✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✁fi✱ ✇❤❡r❡ fi ✐s ✐ts ✜t♥❡ss✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t r❡♣❧✐❝❛t❡✳✺✸✺

❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② fi✱ ✐t ✇✐❧❧ r❡♣❧✐❝❛t❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ❛♥♦t❤❡r r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢✺✸✻

✐ts ✜t♥❡ss fj ✳ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ i ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✺✸✼

1✁ ♣1✁ qqL✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✐ts ♠✉t❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ĩ ✇✐❧❧ r❡♣❧❛❝❡ j✳ ❲❡ t❤❡♥ ♠♦✈❡ ♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t✺✸✽

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥s✉r❡s ❛ ✜①❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ♦❢ N ✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣✺✸✾

t❤❡ ♠❡s❛ ♣②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✼✼❪✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✮ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡✿✺✹✵
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ q✉❛s✐✲s♣❡❝✐❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✶✳ ■♥♣✉t✿

✭❛✮ N Ð ★P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❙✐③❡

✭❜✮ q Ð ★▼✉t❛t✐♦♥ ❘❛t❡ ♣❡r ❜❛s❡ ♣❛✐r ♣❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

✭❝✮ g Ð ★◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s t♦ r✉♥

✷✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✸✳ ❉♦ g t✐♠❡s✿

✭❛✮ ●♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❞♦✿

✐✳ r✶ Ð s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✵✱✶❪ ✭★ ❲❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡

✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✮

✐✐✳ ■❢ r✶ ➔ fi✿ ✭★ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡✮

❆✳ j Ð s❡❧❡❝t ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ❞✐❡

❇✳ r✷ Ð s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✵✱✶❪

❈✳ ✐❢ r✷ ➔ 1 ✁ ♣1 ✁ qqL✿ ✴✴❚❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r ✇❤✐❧❡

r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣

✲ ĩÐ ❈❤♦♦s❡ ❛ ✶✲♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ i

✲ ❘❡♣❧❛❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j ❜② ĩ

❉✳ ❡❧s❡✿ ★✭ r✷ ➙ 1✁ ♣1✁ qqL ✮

✲ ❘❡♣❧❛❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j ❜② i

✭❜✮ ❙❤✉✤❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦r❞❡r

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠✉✲✺✹✶

t❛t✐♦♥s ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s r✉♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✷✺✵✵ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❡✈❡r②✺✹✷

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣♦❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✺✹✸

✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛❢t❡r ✇❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♠✉t❛t✐♦♥✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❲❡ r❡✲✺✹✹

♣❡❛t❡❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✺ t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡♣❡❛t ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✺✹✺

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳✺✹✻

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ❲❡ t❤❛♥❦ ❈❤✉❛♥ ▲✐ ❛♥❞ ❏✐❛♥③❤✐ ❩❤❛♥❣ ❢♦r s❤❛r✐♥❣ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✺✹✼

❞❛t❛ ❛♥❞ ❆♠♦s ❚❛♥❛② ❢♦r ❤❡❧♣ ✇✐t❤ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❛♥❦ ❨♦❛✈ ❘❛♠ ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧✺✹✽

❲❡✐ss♠❛♥ ❢♦r ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❚✳❋✳ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❡❜r❡✇ ❯♥✐✈❡rs✐t②✺✹✾

♦❢ ❏❡r✉s❛❧❡♠✳ ❨✳ P✳ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ❣r❛♥t s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ▼✐♥❡r✈❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳✺✺✵

❘❡❢❡r❡♥❝❡s✺✺✶

❬✶❪ ❙❡✇❛❧❧ ❲r✐❣❤t✳ ❚❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥✱ ✐♥❜r❡❡❞✐♥❣✱ ❝r♦ss❜r❡❡❞✐♥❣✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳✺✺✷

✶✾✸✷✳✺✺✸
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❬✷❪ ■✈❛♥ ●✳ ❙③❡♥❞r♦✱ ▼❛rt✐❥♥ ❋✳ ❙❝❤❡♥❦✱ ❏❛s♣❡r ❋r❛♥❦❡✱ ❏♦❛❝❤✐♠ ❑r✉❣✱ ❛♥❞ ❏✳ ❆r❥❛♥ ●✳ ▼✳ ❞❡✺✺✹
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