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8ÿ��}ýH�§ÿ�üL�`ÿ>ü �D� �3(1�.�49��=8Wû³ÿ"�@�3ü � �°ý@
Hÿ�ü�� � �L��û�ÿ�ÿ�û �1!
�xý�ü �D� 9 � ����û°þ 	�� ü�þ�ý��Áÿ � ÿ��}ýt�¤ý � � � ü>ý��³ý���ý � ÿ���> < ÿ�ü��`ÿeiTý��0�48]û � üe�L� � �1� � iTýt�@i1�°ý
ÿ � K�û³ÿ����¤ÿ"� �1� �d���xü ! ý,�mf]û.�@�O� � � � i1�`ÿ;�0�48xýj8xý*ü/9t� � K ü�ý��¤û��§ÿ"� � þ�ý�ÿ � �.�|ÿ�ý*ü������ � � � ��>
C;û+���³û �1! �[�xþ"�}û � ý � A�ýgf��`ü�ý��[K�û³ÿ��rÿEK � (6ý*ü�(6ý ��� û°þ��1�.�xüd(1��� � ý��[�0�48xý=i6ý*ý ���1� þ��^-
��ý � ÿ�ý � _��D
 ì¹ì6a > ] �}ýeA�ýgf^�}ü�ý)�¤ý*þ�ÿ�û ��� ���xü�ýuÿ�� � ý � �xþ*þ � ü � û �1! ÿ � ÿ��}ýd� � ÿ�û°þ�û�(0�^ÿ�ý �
�xý�ü �D� 9 � ����û°þ��¤ÿ�ü�ý ��! ÿ���ü�� �1! ý�>&% þ � �y(}ü � ��û+��ý � ý*þ�û��¤û ��� �e���¤ÿ~i6ý,�[� � ý,i6ý�ÿEK�ý*ý �
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L = − (a + b + c) � ì �
{
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D = d + e � W �
S = − f ��oU�
l = (a− b)
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w
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n = (e− d)
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w
)

�7���
m = c x ���U�
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¼   ñ;¢Q\�½uò ¾À¿Áñ.ø�¿[\�ñ~Á

qS�³ý6f]û�i��°ý�i6ý4�xü¤û �1! ��� ��� ý��.���§ÿ�û°þj�}û �1! ý��'�^ü�ý3�y�L(Tý�þ*û.�@�°û�l�ý � ��(1(1�³û°þ��^ÿ�û ���t��	 i6ý ��� û �1!
ÿ��}ý � ü/9�> ] �}ý�(`ü�û � þ*û�(��°ý�� ��	 �ei1�}þ"#J�°û �1! �¤ÿ�ü��}þ�ÿ��}ü¤ý���ý�þ"�0� � û+���¹�xü�ý,� �D� ý��³ý � �1�¤û �1!� û:�Uý�ü�ý � ÿ�û.����ý � �1�^ÿ�û ��� � �@	 8��^üL9Wû �1! þ � �y(1�³ý6f]û³ÿE9Â_ ì {�
 ì �D
 ì � a > < ý68¹ý�ü����»ÿE9D(6ý�� �@	
i6ý��0�48Wû � ü'þ4� � iTý � i1�¤ý*üL8xý � K;�}ý � �§ÿ�üL�}þ�ÿ��}ü����3ý��³ý���ý � ÿ��e�xü�ý[� �1� ý�üÁþ � �y(}ü¤ý����¤û ���
_ ì { a > ] �}ý 	�� üL�e�1���^ÿ�û ��� � ��� � � ���]ÿ�û ���N��	 ÿ��}ý���ýd�L9D�¤ÿ�ý��y�¥û���i6ý�9 ���1� ÿ��}ý)��þ � (6ý �@	
ÿ��}û����^ü¤ÿ�û³þ��³ý�i1�`ÿ��Áþ � �y(1�°ý�ÿ�ý�þ � �y(Tý �1� û���� ��	 ü¤ý�� � �+8¹ý � ��(1(1�³û°þ4�|ÿ�û ��� þ4�@��ý���þ�� � iTý	�� � �1� û � _ ì � a > ] �}ý � �1�ei6ý*ü ��	P	 ý4���¤û�i1�³ý � ý��¤û !�� ��� ��� ��(�(1�°û³þ4�^ÿ�û ��� ��û��~8xý*üL9s���xü ! ý@>
|�� �1! _ ì¹ì�a ü�ý�( � ü§ÿ�ý � ÿ��}ý � ý���û !��x��	 ��ý68¹ý*ü����}A�ýgf`û+i1�°ý��}û �1! ý���K;�}ý�ü�ýÁÿ��}ý)iTý��0�48Wû � ü��	V� û:�Uý�ü�ý � ÿ�þ*ü � ���°-E��ý�þ�ÿ�û ��� �@� � ý��¤û !�� � K������ � ���+9Dl�ý � > ÃO�J�[� �1� ÃO�0� �1! _ ì � a (}ü¤ý���ý � ÿ
ÿ��}ýx�1��ý ��	 �c� ���1� �°û³ÿ��}û°þ
A�ýgf��`ü�ý 	 ü�����ýx���s� � ý��¤û !�� �¤ÿ�ü��^ÿ�ý ! 9Øÿ � ü�ý � �}þ*ý&ÿ��}ý
ÿ � ÿ"��� � ���eiTý�ü ��	 ��ý�þ"�0� � û³þ4���Gþ � �y( ��� ý � ÿ���> < � � þ��1��_ ì � a �}û ! �1�°û ! �Oÿ��»ÿ��}ý � ý��¤û !��	 � ��� ����ý � ÿ"���+� ��	 � ����� �°û�ÿ��}û³þ � ý68]û³þ*ý���
 � ý�ÿ"�^û��°û �1! �nA�ý6f]û+i1�°ýt� � � � ÿyi0���¤ý �·��� �
þ�� � ÿ�û��³ý�8xý*ü~ý��³ý���ý � ÿ�ÿ � i6ý*����ý � û �
� (]ÿ�û°þ����Q��(�(1�°û�� � þ*ý���>

�'�L�0���+�+9�
Tÿ��}ý>ý��°ý���ý � ÿ�� ��	 A�ý6f]û+i1�°ýÁü �^� � 	�� ü�ý6fWÿ�ý*ü � ���&�xý�ü �D� 9 � ����û°þei0�@�.� � þ�ý��
�xü¤ýx�B� � ýh����û ��! �e�]ÿ��0���+�+9�(Tý�ü�(6ý �1� û³þ��1���xüHA�ýgf`û+i1�°ýx�L�}ý*ý�ÿ��d¶ � û � ý � �^ÿ`� � ¶��xþ*ý � ÿ
ý �1! ý���
���� � ý�ÿ"�^û��°ý � û � _�� a >.ú����B� ! ý%þ4������ý � iJ9
i6ý ��� û �1!y� ü~ÿEK�û��§ÿ�û �1! û+�.ÿ��}ý*� � �¤ÿ
þ � �[� ��� �:9 � i���ý*ü/8¹ý � A$�4Krû � ÿ��}û+� � ý���û !�� >&Ä%ý � ��ý�ÿ�ü�û³þ��?(1����9*�vþ*üL�}þ*û�����ü � �³ý3û � � � �+8U-
û �1! ÿ��`û��,(}ü � i1�³ý��s> � 	 ÿ��`ýe�°ý �1! ÿ��D-�K�û � ÿ�� ü��|ÿ�û � û��»ÿ �^� �L�B�@���gÿ��}ý>ý��°ý���ý � ÿ,K�û+����iTý
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Uÿ��`ý*ü�ý
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�L� � K � û � _�� a 
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� ý���û !�� ý �s	�� ü'�xþ4� � ý���û°þj(1�}üL( � �¤ý���
Tû+�'i0�@��ý �=��� ÿ��}ýuþ ��� �§ÿ�ü��`þ�ÿ�û ���=�@	 A�ý6f]û+i1�°ý¥ý��³ý6-
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.ÿ��}ýs� � �¤ÿ
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PEcr =
π2 · E · J

2L2
c

=
π2 · E · A

2S2
r

�7���
� ü~û�ÿ��~ý � �`û+8@���°ý � ÿ�9]û³ý�� � �§ÿ�ü¤ý����

σEcr =
PEcr

A
=
π2 ·E · J

2L2
cA

=
π2 · E
2S2

r

���U�
] �}ýd���³ý �1� ý*ü � ý�����ü��|ÿ�û � û�� � ý u0� ý � ��� Sr = Lc/rg K;�}ý�ü�ý rg û��»ÿ��}ýeü�� � û��1� �@	! 9Wü��^ÿ�û ��� 
�� �1� û�� � ý u0� ý � ��� rg =

√
J/A K;�`û°þ"�eû��&�'(0�xü��@��ý�ÿ�ý*ü8ÿ��0�^ÿ}��ý������}ü¤ýjÿ��`ý

(}ü � (6ý � �¤û³ÿE9 ��	$	 �xû��+�}ü�ý3û � ��þ�ý*ü§ÿ"�xû �e� û°ü¤ý*þ�ÿ�û ��� ÿ��0�|ÿ ��	 ÿ��}ý��°ý4�@�¤ÿ�ü�� � û���� ��	�! 9Wü��|ÿ�û ��� >
% ! �xû � J û��»ÿ��}ý)��ý�þ ���1� � � ��ý � ÿ ��	 �xü�ý���
?� �1� A û+�»ÿ��`ý�þ�ü � �L�/-���ý*þ�ÿ�û ��� ���}�xü�ý�� ��	
ÿ��}ý¥þ � �+�1� � > ] �}ý�ü�ý 	�� ü�ý¥ÿ��}ý�ü�� � û��1� �@	}! 9Wü��|ÿ�û ��� û+� J = r2

g A > � 	 ÿ��`ý3�L�°ý ��� ý*ü � ý��L�ü��^ÿ�û � Sr È Scr þ*ü¤û³ÿ�û°þ4�@�����³ý �1� ý�ü � ý����#ü��^ÿ�û � 
}ÿ��}ý � ÿ��}ý�þ � �+�1� � û+�vÿ�ü�ý��^ÿ�ý � �����[� ���1!þ � ���1� � � �1� ÿ��`ý3F&�1�³ý*ü�i1�`þ"#D�³û �1!)	�� üL�e�1���Áû��;��(1(��°û°ý � 


Scr =

√√√√π2 ·E
σy

���U�
� 	
Sr É Scr ÿ��`ý þ � �+�1� � û+�¼ÿ�ü¤ý4�^ÿ�ý � ���s�Æ��� � ü§ÿ�þ � �+�1� � >�%.ÿÈÿ��}û��t#�û ���Ê�@	

þ � ���1� � 
 	 �xû+���}ü¤ý��[�49 � þ�þ��}ü�iU9�þ � �y(}ü�ý����¤û ��� K�û³ÿ�� � �`ÿP��û !�� û u þ�� � ÿ�i1�}þ"#J�°û �1! � ��� �^ÿ
�§ÿ�ü�ý����¤ý��%ý6f]þ�ý*ý � û �1! (}ü � ( � ü¤ÿ�û ��� �@�Q�°û���û³ÿ�>�q � ü�ÿ��}û+�#þ ���1� û�ÿ�û ��� 
 M�� � � � ��� v�� 	�� ü��e���.�
û+���1��ý � 
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PJcr = σyA


1−

(
σy

4π2E

)(
Lc
rg

)2

 � ì�� �

� ü.ÿ��}ý�9Wû°ý�� � �¤ÿ�ü¤ý��L�#û+� � ý�ÿ�ý*ü���û � ý � iU9Èÿ��}ý 	�� �+� � K�û �1! ý � �0�^ÿ�û ��� ù
σJcr = σy

[
1−

(
σy

4π2E

)
S2
r

]
� ì¹ì �

] �}ýn�³û���û³ÿeþ ���1� û³ÿ�û ��� ÿ �z� ý*þ*û � ýNK;�}ý � ý6f^(}ü�ý����¤û ��� � ì4� �y�L� � �1� � iTýn�@(1(1�°û³ý �
û+� � i`ÿ"�xû � ý � iU9x� � �+8Wû �1! ÿ��}ý[�/9D�¤ÿ�ý�� 	�� ü���ý � iU9)ý6f^(}ü�ý����¤û ��� �H���U�,� �1� � ì¹ì �6>yq � ü
Sr ≈ 20 
gý � �0�^ÿ�û ��� � ì�� �%þ � �1� � i6ýy��(1(}ü � f]û+�B�^ÿ�ý � ÿ � � � ý4�xü*(1�}ü¤ý�þ � �[(`ü�ý��L��û ���
Pcr = σy A >�C � ü¤ý*�xþ*þ��}ü��^ÿ�ý3� �D� ý��+��� �1� ��(6ý*þ�û u þ � ý��¤û !�� �vþ�� � iTý 	�� � ��� û � _ ì � a >� �º	�� �+� � K�û �1! ��ý�þ�ÿ�û ��� ÿ��`ý��@�`ÿ�� � ü��H(}ü¤ý��¤ý � ÿN� ! ý � ý�ü���� � 8xý*üL8Wû³ý�K �@	 ÿ��}ý � ý��¤û !��
þ � �[(1�xü�û+� ��� � i6ý�ÿEK�ý*ý � ÿ��}ý A�ýgf��`ü�ý�(`ü�ý��¤ý � ÿ�ý � û � ÿ��`û����xü¤ÿ�û°þ��°ý � �1�*� ÿ��}ý*ü�ý � �}û:8��@�°ý � ÿ
(}ü �^� �}þ�ÿ'�48@�xû�����i1�°ý ��� ÿ��}ýj�[�xü�#^ý�ÿ�>

qHû � �����:9�
 ÿ��}ý�ý������¤ÿ�û°þGþ ��� �§ÿ"� � ÿ�ý6f^(6ý*ü�û³ý � þ�ý � �^ÿcÿ��`ý}A�ý6f^�}ü¤ý��}ý�� � �e�1�§ÿ?iTý=ý�8@���+�^-
�^ÿ�ý � > � ÿ���8��@���}ý���� � �1� � i6ý���û � û���û�l*ý � û � �^þ*þ � ü � � � þ*ý�K�û�ÿ��'ÿ��}ý~�bf`û����J� � � � ü�ý���( ��� -
�¤û�i1�³ý 	�� ü'i6ý �1� û �1! > ] �}ý'ý��.���§ÿ�û°þ¥þ ��� �¤ÿ�� � ÿ Kθ

� ý�(Tý �1� � ��� ÿ��}ý*�.�|ÿ�ý*ü���� � ý6A�ý*þ�ÿ�û ���
∆y

��	 A�ýgf��`ü�ý � �}ý%ÿ � ÿ��`ý*���^ÿ�ý�ü���� 	�� ü�þ�ý3�@�°û !�� ý � K�û�ÿ�� � û°ü¤ý*þ�ÿ�û ��� K�û³ÿ��
� � K�ý��§ÿ rg >] �}ý>þ � ���1� � vp�,�.�|ÿ�ý*ü���� � ý�A�ý�þ�ÿ�û ��� ∆y �|ÿ P �mf]û����P� � � � 
V� � �:8¹ý � iU9z_ ì �D
 W��@a û��! û:8¹ý � iU9�


∆y =
W [1− cos (αLc)]Lc

P cos (αLc)
−
[
Lc − sin(αLc)

α

]
W

αEJ cos (αLc)
� ìbW �

K;�}ý�ü�ý α2 = P/ (EJ)
q � ü�� ! û+8¹ý � ÿ � ü � �}ý τ = WLc 
�ÿ��`ý � ý6A�ý*þ�ÿ�û ��� ∆y �^ÿ�ÿ��}ý�ÿ � ( ��	 ÿ��}ýuþ � ����� �

û+�~ý�8@�����1�^ÿ�ý � iU9¼ÿ��}ý*� �1! �³ý θ = ∆y/Lc ÿ��}ý � 

Kθ =

WL2
c

|∆y|
� ì oU�

] �}ý � ý���û !�� (`ü � þ*ý � �}ü�ý¥þ4� � i6ýj���1�y�B�^ü�û�l�ý � iU96ù
ì > ] �`ýy�[�mf]û����1� �mf]û����S� � � � PEcr ÿ��1�^ÿjK�û����PiTý ÿ�ü�� � �L��û�ÿ�ÿ�ý �x� 8¹ý*ü¥ÿ��`ýy� � � �
þ�ý��+��û����¤ý�ÿ4>

W > ] �`ý � ý���û !�� ý*ü���ý�ÿ���ÿ��}ý*��û � û+�e�1�£�xþ"�}û°ý68@��i1�°ý%ÿ��}û°þ"# � ý���� �@	 ÿ��`ý*A�ýgf^�}ü�ý � ý6-
8Wû³þ*ý�> ] �`û��.û+�����`ý%û��.þ�� � �¤ý��+9�ü�ý��.�^ÿ�ý � ÿ � ÿ��}ý��[�xþ"�}û � û ��! ��ý�ÿ�� �^� þ"� � ��ý � � �1�
�[� � � 	 �xþ�ÿ��}ü¤û �1! ÿ�ý*þ"� ��� � ��! 9t��(1(��°û°ý � >

�

Page 8 of 21

Society for Experimental Mechanics, Inc.

Experimental Techniques

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60



For Peer Review

o^>'q�ü � �Ë�`(1�`ü�ýaþ � �y(}ü�ý�����û ��� �U9D( � ÿ��}ý���û���
Hÿ��`ý¼ü�ý�þ�ÿ"� �1! �1���xüj���0��(6ý � þ � ����� �
�^ü�ý4� ! û+8xý��»ÿ��}ý'ÿ�ü�� � �/8¹ý*üL��ý)K�û � ÿ���
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