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����������	��	���	������	(��������	�����)9	���	�����	���	����������	��	��	�����(��������9	������������9	

����%������9	����������	���	�����������		

	

"��	%������)	(��������	 ( ), ,x y zΦ ��	��%��	��	�	������	��������	��	����	(����	��	���	������	"��	����%���%��	

��	���	%������)	(��������	)����	���	%������)	��	�	�����	(�������	��	�	�(������	����������	

	

"��	(��������	�����)	�����	���	�������9	��������9	���������(��	��%�	(��������	"��	%������)	���	����	���	

������	��	�	�����	(�������	��(���	��	���	��������	�����	���	����	�����	��%���	"��	��%�	(��������	���	��	

�������	��:	

	

( ) ( ), , ( ) sinx y z P z kx tωΦ = ⋅ − � � � � � � � � /��� 7�

	

$����:	

	

( )P z 	 :	 �	��������	����	���������	���	%������)	������������	�%��	���	��(���	

	

"��	�������)	����������	����	��������	���	��%�	(��������	��	�1������	���	��	�����	��	����	�	����	�(������	

����������	��	�;?<	���:	

	

�� 4��������)	���������	��	'�(����	�1������	

�� /��	���	�������)	���������	

&� ����	�������	�)�����	�������)	���������	

3� ����	�������	��������	�������)	���������	

	

����	 "��	���������)	��	'�(����	�1������	�)(������?��	���	�����(����������)	��	���	������	�	������	��	

(��������	��	���	��	���	����������	������	��	����	����	����������)	����	����	��	�((�����	������	��	(��������	

��	���	�����	�����������	
	

2 2 2

2

2 2 2
0

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
∇ Φ = + + =

∂ ∂ ∂
w w w

w
x y z

�� � � � � � � /���)7�

	

����	 �����������	��	%�������	�����)	��	���	������	��	����������	��	��	��(��������	"��	%�������	%������)	

��	�����	(��������	��	���	������	��	���������	?���	;������	���������<�		
	

0
δ

δ

Φ
=

z
�� � ���:	?G	�	�	 � � � � � � /���-7�

	

/����	���(������	����������	���	����������	��	����	��(���	���	���(������	��%��	���	���	����������	�)	

������	��������9	�1������	��!	��	�8(�����	��:	

	

0
z x y

δ δ δ

δ δ δ

Φ Φ Φ
= = = � ���:	?G	�	�	 	 	 	 	 	 	 /���.7�

	

	



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�3	

���&	 "��	(�������	��	���	����	�����	�������	 ( )z ζ= 	��	�1���	��	���	�����(�����	(��������		/����	��%��	

����	�	������%�	�����	����(����	���	����������9	���	
��������	�1������	���	��	�����������)	������������	����	

�������:	

	

0
p

g
t

δ
ζ

δ ρ

Φ
+ + = 	

	

�����	����	��������9	���	��%�	(��������	��	���(	�����	����������9	��(������	��	���	�����	��(��9	�������:	

	

( )( ) sin
kza

w

g
t e kx t

ζ
ω

ω
Φ = ⋅ ⋅ − � � � � � � � � /���27�

	

���3	 "��	%�������	%������)	��	�	�����	(�������	��	���	����	�������	��	���	�����	��	���������	��	���	%�������	

%������)	��	���	�����	�������	"���	�����	��:	
	

δ δζ

δ δ

Φ
=w

z t
	 	 ���	?GD	

� � � � � � � � � � � /��:7�
2

2
0

δ

δ

∂ Φ Φ
+ =

∂
g

zt
		 ���:	?GD	

	

��	���(���	�����	���	�������)	����������	�����	��%��%�	���	(�������	��	���	��������	���������	���	

����������	

	

																																								 				
�	E����K�9	E���E�		���	������9	$�$�	=I�������	-)������������>	���	�������9	5����	2��%�����)	��	"��������)�	
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	 	 ����*������&�����#	

	

�*	

������ !�������������"���	�����

������	
��	�����	���	������������	��	���	(�������	%������)	�%��	���	�����	��(���	�	�����������	��	���	

���(������	��������	;�1�*�*<	���	���	���������	��	���	�����	��(��	��	���	��%�	(��������	;�1�
�*<	)����	���	

��%���(����	��	���	(�������	%������)	�%��	���	��(��:	

	

( )

( )

sin

cos

kzw

a

kzw

a

z e t
z

y e t
y

ω ζ ω

ω ζ ω

−

−

∂Φ
= = ⋅ ⋅ ⋅

∂

∂Φ
= = ⋅ ⋅ ⋅

∂

ɺ

ɺ

� � � � � � � � � /��;7�

	

"��	����?�����	���	%�������	%���������	��%�	�	(����	����������	��	 ½π ��	���	��������	

	

	
/0
�	-
���������	1��� ��
1	�	��

2���	1�������	1��� ��
1	�	��

3 3 33 3 3

33 33 3 	
� � � ������

�� � � ����������)!�	��$��#��,�#���$������������'�$���'�,��(�

	

5��	��	���	����	����	���(	�����	��%��	���	���	����������	�)	���	������	��	���	���9	���	��� ��������	��	���	

(��������	������	��������:	

	

( )1
22 2

1 1
( ) ( )

kz

ax x z z eζ− + − = ⋅ � � � � � � � � � /��67�
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	 	 ����*������&�����#	

	

��	

����� !��������������

"��	�����	�����	(�������	��	���(	�����	����������	��	�	��(��	?	��������	��	���	�������?��	
��������	(�������	

���	���	�)�����	��%�	(��������	

	

( )cos
kz

ap gz g e kx tρ ρ ζ ω= − + ⋅ ⋅ − � � � � � � � /���>7�

	

						'�����									5)�����	

	

������ !�����������

"�	���������	���	��%�	������	��	�	��%��9	����(�����	��	(������	�������	����%�����9	���	��������	���������	

���	��	����	����	���	������	��	�����)	(������	��	���	��%��	"��	�����	�����)	(��	��%�	������	��	����������	

�)	�	���������	��	���	������	���	���	(��������	��%�	�����)�	"���	�����	��%�	�����)	��	���������	�)�:	

	

21

2
tot aE gρ ζ= � � � � � � � � � � /�� 57�

	

��	���	�����	��	���	��� ��������	��	��%�	(��������	��������	�8(���������)	����	���	��(��	��	���(	�����	

��%���������9	���	����	��((���	����	���	�����)	��%��	��	���	��%��	"��	�����)	������������	�%��	���	��(��	

���	��	���������	����:	

	

21

2

kz

Z aE e gρ ζ−= ⋅ � � � � � � � � � /���  7�

	

"��	�����)	�����������	�������	��	���	��������	���������	���:	

	

�� 	 :	 ��������	��%�	�����)	 	 	 	 	 G	 	 21

2
agρ ζ 	

�� 	 :	 #��������	��%�	�����)	 	 	 	 	 G	 	 21

2
Rgρ ζ 	

�� 	 :	 "����������	��%�	�����)	���	��	���������	 	 G	 	 21

2

kz

ae gρ ζ− ⋅ 	

�� 	 :	 #�������	��%�	�����)	���	��	����������	�������		 G	 	 21

2
radgρ ζ 	

�� 	 :	 7����)	���������	���	��	����������	����%�����	 	 G	 	 E∆ 	

�� 	 :	 7����)	�����(����	�)	���	����������	 	

	
	

	

$���	�����	�������9	���	�����)	�������	��	�	������	��%�	�������:	

2a R U C D AE E E E E E= + + ⋅ + + 	

	

"��	�����)	��%��	��	���	�������	����	��	���	��������	���������:	

H U CE E E= + 	

	

"��	�����)	��%��	��	���	�����	����	��	���	��������	���������:	

S a C RE E E E= + + 	

	

	

	

																																								 				
�	�����������E���
��� ��9	=/����	��%��>9		5����	2��%�����)	��	"��������)�	
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�+	


���� ������	���	�������	

5�����	���	������������	����	����	��	(��������9	�	�����	�����������	������	��	����	�������	���	��%�	

�8������	������	���	�������	���	���	�)�������������	������	���	��������	$�%�	�8������	������	���	

�������	���	(�������	�)	���	��%��	������	��	��	���	��������	����������	-)�������������	������	���	

�������	���	(�������	�)	���	������	��	���	��������	���������	��	�����	

���������-!�=�,���������$���$���#���$������#�$����

	

������	
�&	�����	����	�����	��	�	��������	�������	�����	���	������	���	�������	��	���	����	��	���	��������	

����������	
������	��	���	��������	��%�	������9	���	���������	����	��	(��	����	�	�������	�������	"���	

������	 ������	����	 ��������	��%��	 ��	����	 �����	 ��	 ���	 ���������	 ����	����	 (��(�����	 ���)	 ����	 ���	

����������	

"��	���������	��	����	���	��%�	;L�<�	���	���	�)�������������	;L�<	������	���	�������	����������	���	

�����	������	��	���	����������	���	���	��8	�������	��	�������	��	���	�����������������	����	�����	������	���	

�������	������:	

/����	 !� ( )ρ∇ ⋅ ɺ
d

x
dt

� � 1� ρ∇ ⋅ ɺɺx �� � 1�
1 1

+h wX X � � �

/��)	 :	 ( )ρ∇ ⋅ ɺ
d

y
dt

	 	 G	 ρ∇ ⋅ ɺɺy 	 	 G	
2 2

+h wX X 	

-��%�	 :	 ( )ρ∇ ⋅ ɺ
d

z
dt

	 	 G	 ρ∇ ⋅ ɺɺz 	 	 G	
3 3

+h wX X 	 	 	

#���	 :	 ( )φ ψ⋅ − ⋅ɺ ɺ
xx xz

d
I I

dt
	 G	 φ ψ⋅ − ⋅ɺɺ ɺɺ

xx xzI I 		 G	
4 4

+h wX X 	

�����	 :	 ( )θ⋅ ɺyy

d
I

dt
	 	 G	 θ⋅ ɺɺyyI 	 	 G	

5 5
+h wX X 	

F��	 :� ( )ψ φ⋅ − ⋅ ɺɺ
zz zx

d
I I

dt
� 1� ψ φ⋅ − ⋅ ɺɺɺɺ

zz zxI I � � 1�
6 6

+h wX X � � � �

	

��	���	��8�	�������9	�	�������������	�����������	����	��	(��������	��	�����	��	���������	���	���������	��	

��%����	(���������	��	���	����%����	��	���	��������	����������		��	����	���(������9	�������������	�����9	

���	&	�������	��	�������	�����	���	�������	���:	���)9	���%�	���	�����		
	


������������	

"��	����(	�����)	��	��%���(��	��	���������	���	������	���	���	�������	��	�	�����	�����������	��������	���)�	

"��	������	����	���	�����(���	���������������	�)�������������	���	��%�	�����	��	���������	���	�����	

�����������	����%�����		

"��	���������������	��(�����������	��	���	�)��������������	���	��%�	�����	���	���������	��	����	�����):	

	

{ }' ' * ' * '

hj ij hj ij hj rsj

D
X A B X

Dt
ζ ζ= ⋅ + ⋅ +ɺɺ ɺ � � � � � � � /�� -7�

{ }' ' * ' * '

wj ij wj ij wj fkj

D
X A B X

Dt
ζ ζ= ⋅ + ⋅ +ɺɺ ɺ � � � � � � � /�� .7�

	

$����:	
'

hjX 	 :	 "��	�����(���	���������������	(��������	�)�������������	������	
'

wjX 	 :	 "��	�����(���	���������������	(��������	��%�	������	
'

ijA 	 :	 "��	���������������	(��������	�����	
'

ijB 	 :	 "��	���������������	(��������	���(����	
'

rsjX 	 :	 "��	���������������	1�����������	���������	�(����	�����	
'

fkjX 	 :	 "��	���������������	�������B����%	�����	��	�������	
*ζɺ hj 	 :	 ,������)	��	���	�����	(��������	��	���������	 �	

,�������	������	��	���	

��%������	%������	

"����������	��%�	���	��	

���������	�������	���	

���������	

������	��	���	��������	

���������	

��������	��%�	

/�� )7�
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�!	

*

hjζɺɺ 	 :	 ������������	��	���	�����	(��������	��	���������	 �	
*ζɺwj

	 :	 I������	%������)	��	���	�����	(��������	��	���������	 �	
*

wjζɺɺ 	 :	 I������	������������	��	���	�����	(��������	��	���������	 �	

	

5���%��	���	���	���������������	�������9	�1�������	
��&��3	������:	
	

�����	��������������� � � � � � � � � �

/��)	 : ' ' * ' *

2 22 2 22 2h h h h hX A Bζ ζ= ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ 	 	 	 	 	 	 	 	

-��%�	 : ' ' * ' * *

3 33 3 33 3 33 3
'h h h h h h hX A B Cζ ζ ζ= ⋅ + ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ � � � � � � /��� 27	

#���	 !
' ' * ' * *

4 44 4 44 4 44 4
'h h bh h bh h hX A B Cζ ζ ζ= ⋅ + ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ � �

�

!���������� � � � � � � � � � � �

/��)	 : ' ' * ' *

2 22 2 22 2w w wX A Bζ ζ= ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ 	 	 	 	 	 	 	 	

-��%�	 : ' ' * ' * *

3 33 3 33 3 33 3
'w w w wX A B Cζ ζ ζ= ⋅ + ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ � � � � � � /��� :7	

#���	 : ' ' * ' * *

4 44 4 44 4 44 4
'w w w wX A B Cζ ζ ζ= ⋅ + ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ � � � � � �

�

$����:�
'

ijC 	 :	 "��	�������B����%	�����������9	�������	��	�	�(����	�����	

�

4��������	��������	
���9
��*	���	
���9	���	�����(���	�1�������	��	������	�������:	

	


�����#����������	�����$�
* *

22 22 22 2 22 2
( ) ( ) ( )ρ ζ ζ∇ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ɺɺ ɺɺɺ ɺ

by cy w wa y d b y k y a b � � � � � /�� ;7�

	

�������#����������	�����$�
* * *

33 33 33 33 3 33 3 33 3 3
( ) ( ) ( )bz cz w w wa z d b z k c z a b c Cρ ζ ζ ζ∇ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ɺɺ ɺɺɺ ɺ � � � /�� 67�

	

%�����#����������	�����$�
* * *

44 44 44 44 4 44 4 44 4
( ) ( ) ( )φ φφ φ φ ζ ζ ζ+ ⋅ + + ⋅ + + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ

xx b b w w wI a d b k c a b c � � � /��� >7�

	

$����:	

y 	 :	 5��(��������	��	���	)����������	;�<�	 	 G cos( )a yy t ζω ε− + 		 	 	

ɺy 	 :	 ,������)	��	���	)����������	;�6�<�	 	 G sin( )a yy t ζω ω ε+ 	 	 	

ɺɺy 	 :	 ������������	��	���	)����������	;�6��<�	 	 G 2
cos( )a yy t ζω ω ε+ 	 	 	

z 	 :	 5��(��������	��	���	?����������	;�<�	 	 G sin( )a zz t ζω ε+ 		 	 	

ɺz 	 :	 ,������)	��	���	?����������	;�6�<�	 	 G cos( )a zz t ζω ω ε+ 	 	 	

ɺɺz 	 :	 ������������	��	���	?����������	;�6��<�	 	 G 2
sin( )a zz t ζω ω ε− + 	 	 	

φ 	 :	 5��(��������	��	���	φ ����������	;���<�	 	 G cos( )a t φζφ ω ε− + 		 	 	

φɺ 	 :	 ,������)	��	���	φ ����������	;���6�<�	 	 G sin( )a t φζφ ω ω ε+ 	 	 	

φɺɺ 	 :	 ������������	��	���	φ ����������	;���6��<�		 G 2
cos( )a t φζφ ω ω ε+ 	 	 	

*ζ wn 	 :	 #������	��%�	���%�����	��	���	������������	
*ζɺwn

	 :	 #������	%������)	��	���	�����	(��������	��	���	������������	
*ζɺɺwn

	 :	 #������	������������	��	���	�����	(��������	��	���	������������	

∇ 	 :	 ,�����	��	�����	���(��������	��	���	���)	��	��	�1���������	�����	;�&<�	

ρ 	 :	 5�����)	��	���	�����	;�6�&<�	

bnd 	 :	 �������	���(���	��	�����������	;0�6�<�	

cnk 	 :	 �������	�(����	���������	��	�����������	;06�<�	

nna 	 :	 -)����)�����	����	�����������	;0��6�<	

nnb 	 :	 -)����)�����	���(���	�����������	;0�6�<	 	

nnc 	 :	 #��������	�(����	�����������	;06�<	

nζε 	 :	 �����	������	

3
C 	 :	 ,�������	��%�	(�������	������������	�����������	

	

"��	��%�	(��������� *ζ wn
9 *ζɺwn

	���	 *ζɺɺwn
	���	 ������	 =�������>	�������	��	 ���	�����	��	 ���	 ���������	 ;���	

������+	��	���	��(���<�	�
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��+��.9	�� 9	�� 	���	�� 	���	�)����)�����	�������������		�� 	���	�� 	��(���	��	���	����������	���(�	

���	���	���1����)	��	������9	�����	�� 	��	�	�����������	����	��(����	��	���	���(�	���)�		

	

"��	�1�������	��	������9	��	���)	����	(��������	��	�1�������	
��+��.9	��%�	���	�((�������	��	�	���	��	

������	������������	�1�������	��	���	������	������	��	���	����	��	���)	���	(��������	����9	���)	���	���������	

��	���	�1�������	���	���	����������	�)�����	��	�	(�������	��	�	������(����	�)�����	���	������������	���	

��������	����%��9	����	���	����	���	���(���	������������	���	�����������	2����	���	(�������	���	���	

������(����	�)����9	���	������������	�� 	���	�� 	���	���	��������	���	���������	��	���	���1����)	��	�������	

	

"��	���������	��	������������	�� 	���	�� 	��	����������	�)	���	�)����)�����	��������	��	�	������	��	���	

��%�����	 ��	 ���	 ��������	 ���������	 ����	 ���(���	 ��	 ���	 ������	 -���%��9	 �����	 ���	 �)����)�����	

��������	������	��	����������	�)	���	������������	�� 9	�� 	���	�� 9	��	��	������	��(�������	��	�����	���	���������	

��	���	������������	�� 9	���	����	

��	���	��5	������9	,�����	(��������	�8(��������	��	�����	���	���������	��	������������	�� 9	���	���	��	

��%����	������	���1�������	���	�����	����������	�����6�����	;F�6"�<	����������	"��	�������	��	,����	����	

��	����	��	����	��(���	��	���������	���	��%�	�������������	

	

,����	���	�8(���������	��������	��	����	���	�����	����	���	���(���	(���������	 ���	�����	���������	

�����������	�����	��������	;F�6"�	G	�93	���	!<�		����	�����	������������9	(��)�������	����	��	����%��	

��	 �((��8�����	 ���	 �)����)�����	 (���������	 �%��	 ���	 �����	 ���1����)	 ������	 "��	 �)����)�����	

(��)�������	��	�������������	����	�����6�����	������	�������	�	���	!	���	���������	�)	����������		

	

4������������	����	�	�����	�����	������%�	��	���	�����	����	������	�	(������	��	����	����9	�����	��	����	

�������	 ���	 �%��������	 "�	 �%������	 ����	 (������9	 ���	 �)����)�����	 %�����	 ��	 �	 ���������	 ����	 �	

�����6�����	�����	��	�D�3	���	���������9	�����	��	���	����	��������	����	����	,�����		

"�	�����	���	����������)9	�����	���������	���	���(����	����	���	%�����9	����	�)	���	�����	�����������	

(��������	�����)	���(����	�����	57'�#�4�	

	


��������������

	

"��	������������	��	�	������	����������	���	���������	����	���������	���	�)����)�����	(���������	��	���	

���)	���	����	��������	"���	(���������	���	���	�8������	�)	,�����	��	���	���9	0������	(��%����	

�����	����	������������	���	���������������	���������	������9	���������	(������		

/����	���	��������	���������	��������	��	�	��������	���)	����	�	���������	%�������	(����	����������	��9	

�	�����������	��	���	,����	���	0�����	(���������	���	����	��	��������	���	�����	����	��	���	��������	

����������	"��	��������	%�����	���	������	����	57'�#�4	���9	��	��������)9	����������	

"��	 �)����)�����	 ���)�	 ���	 ����	 ���(���	 (���������	 ��	 ���	 ��������	 ���������	 ����	 ������	 ���	

����������	������)	����	57'�#�4�	
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/����	���	�����9	��	��	��	����	��	����	��������9	�((����	���	�)����)�����	(���������	��������	�)	,����9	

��	��(������	�����	���	��	��	����	��	���	���������	����	��	���	�)������	�������	��	���������	��	,����9	

�	��	���	(���	��	���	���������	����	��	����������	���	���������	����	��	��	��������	��	�����	������	

I��	���	��	��(	��	����	����	,����	���	���	������������	�)	�����������	�	�����	����	��	�8������	������	

"���	��	���	������	��)	���	�����������	��	���	����������	�)	���	��(������	��	������9	�����	����	��(������	

��	�(�	��������	���	���	�����	���1����)	������	�	��������	��(������	��	������	�������	��	�	��������	

��(������	��	���	�����	���(������	����	;��<�	

	

																																								 				
�	,����9	E�-�	;�.+D<�	��5	������	="��	�)����)�����	������	���	���(	�������	��	��%��>9	5����	2��%�����)	��	"��������)�	
�	0�����	E�0�	;�.++<�	=������	-)����)������>�	��"	�����9	4��������9	2�����	B������	
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/����	���	��(������	��	������	��	���	��������	���������	��(����	��	���	�8������	��%�	�����	������������9	

���	�����	���(������	����	����	��(���	��	����	������	����	"���9	���	�����	���(������	����9	��	��	��	����	�)	

,����	�����	�	����������	��	���	��	��������	���	�	��%��	���%��	������	

	

"��	�����	���(������	����	����	��	���	��������	����	�)	,����	��:	
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"��	�����	���(������	����	��	���	��������	���������	�������:	
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1w w wA Y T L= ⋅ ⋅ � /��)57�
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"��	�)����)�����	M	��	�����	����	;�� <	��	�	�����������	����	���������	���	������	��	�����	;�<	����	���	

��	��	(��	����	������	����	���	��������	���������	��	��%���	"���	�����������	��(����	��	���	���(�	��	���	

���������	;�����9	�����<	��	����	��	���	���1����)	��	�������		

"��	�����	����	��	������������)	�����	��	������	
�*	���	���	�����	���������������	��������		
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"��	�����	����	����	���	����	��������	�)	,����	���	���%���9	���������������	�����������	����������	

����	����6�����	���������	��	F�6"�	:	�9	3	���	!	��	�����	��	������	
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"��	(���������9	�����	��	���	,����	������������	���	�	�����6�����	�����	��	�D�3	��	���������	��	������	
��	

��	 �����	 "���	 ��������	 ��	 ���	 �����	 ����	 (���������	 ��	 �����	 ��	 ���	 57'�#�4	 �������������	 "��	

�����������)9	%������	��	���	57'�#�4	������������	��	������	
��	��	���	��	���	���������	���������	���1��������	

���������	���1�������	���	����������	����	��������1�������	��	���	��������	;����(�)�����<	����	��	���	���)�	

��	�����	���1�������	���	C����	��������	���	��	���1��	��������	���	���	��������	(������	���	��	�	������	

���	�8������	��������	��	����	��������	��	�����	(������	

	

"��	�����	����	(��)�������9	��	���)	���	����	������	����	��������	���	�������?��	��	���	�����	������	

	

F�6"�	 -7�,7	�����	����	���)�������	

≤ ��D	 6 5 4 3 2
 0.2232x  - 2.4237x  + 10.507x  - 23.097x  + 26.789x  - 15.046x + 3.9672 	

				3�D	 4 3 2
 0.4576x  - 3.5098x  + 9.4053x  - 9.9766x + 5.0659 	

				!�D	 4 3 2
0.4791x  - 4.039x + 12.135x  - 14.794x + 8.9469 	

≥ �D�3	 4 3 2
0.8382x - 6.8965x  + 20.164x  - 24.154x + 13.367 	

� ������������%#����)!��������������#+�����#���������,�����$���$����(�
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"��	�����	����	����	���	����	��������	�)	,����	���	���	���)	������	��	���������������	�����������	

����������	����	����6�����	���������	��	F�6"�	:	�9	3	���	!	��	�����	��	������	
�!�	
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"��	��������	��	���	�����	����9	�����	��	���	,����	������������9	���	�	���������	����	�	�����6�����	

������	��	�D�3	��	���������	��	������	
�!	��	�����	"��	��������	��	���	���)	�����	����	(���������	��	�����	

��	���	57'�#�4	�������������	

	

"��	�����	����	(��)�������9	��	���)	���	����	������	����	��������	���	�������?��	��	���	�����	������	

	

	

F�6"�	 /$�F	�����	����	���)�������	;��	������<	

≤ ��D	 6 5 4 3 2
-89.02 +286.1 -325.86 +153.26 -26.971 +1.4943 +1.2228x x x x x x 	

				3�D	 6 5 4 3 2
 -15.656 +60.148 -83.506 +49.757 -12.39 +1.4031 +0.6184x x x x x x 	

				!�D	 6 5 4 3 2
 0.0681 -0.6521 +2.3022 -3.5158 +1.9143 -0.0973 +0.3487x x x x x x 	

≥ �D�3	 6 5 4 3 2
 0.0185 -0.225 +0.9861 -1.836 +1.1965 -0.0534 +0.2746x x x x x x 	

� �������%#����-!��������������#+�����#�������'�+�����$���$����(�

	

	

$����:	

x 	 :	
2

w
Y

g
ω 	

22
'a 	 :	 22; 1T

w

a

Aρ
	

	

wA 	 :	
1w wY T L⋅ ⋅ 									 $����	���(������	����	��	���	����������	�)������	�������	

	

	

	

	

	

	

	

	

22; 1T

w

a

Aρ
	

2

w
Y

g
ω 	



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

��*	
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"��	���������	��	�	������	����������	���	��������	���������	��	���	���)	�����	����	��	����������	��	����	

��������	"��	���)	�����	����	��������	��	���	�����	����	������������	��	���	��������	(���9	����������	

����	 ���	 ,�����	������������9	 ���	 ���	 �����	 ����	 ������������	 ��	 ���	 ���������	 %�������	 ������9	

����������	����	0������>�	��������	"���	�����������	�����	��:	
	

( )( )
2

22 22 2 1
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2
T 	 :	 /�����	�����	
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���	�������1����)	��������	"���	(��)������	��	����������	���	����	�	������	������	��	�D	������	���	�D��	

"��	 ����������	 ���)	 �����	 ����	 (��)�������9	 ��	 ���)	 ���	 ����	 ������	 ����	 ��������	 ��	 �����	 ���	

������������	��	���	������	��	�������1����)	�������9	���	�������?��	��	���	�����	�����	

�

/�����	������	;�<	 /$�F	�����	����	����������	���)�������	;��N�N�<	

�D	 	

�D	 6 5 4 3 2
-396.31 +1124.7 -1130.4 +469.66 -74 +4.2714 +2.2808x x x x x x 	

������������%#����.!�����$����#��������������#+�����#�������$���$�����'�$�������������������$���$(�

	

"��	�����	���)	�����	����	�1������	���	�	�����������	��������	���������	����	�	������	����������	���	

��������	(���	���	�������:	
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' ½s a a wa a P A L T Tρ ρ π= + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − � /��))7�

	

$����:	
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F�6"�	 #I''	�����	����	������	��	�������	���)�������	;��	������<	

≤ &��	 3 2
0.0007 -0.002 -0.0021 +0.05x x x 	

≥ �D�3	 5 4 3 2
 -0.1096 +0.56 -0.9411 +0.5345 -0.0601 +0.1876x x x x x 	

� �������%#����2!��������������#+�����#��������##�����$���$����(�
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(���9	����������	����	���	57'�#�4	������������9	���	���	�����	����	������������	��	���	���������	

%�������	������9	����������	����	0������>�	��������	"���	�����������	�����	��:	
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w w wa a A Y L T Tρ ρ π 

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − 
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"��	 ����������	 ����	 �����	 ����	 (��)�������9	 ��	 ���)	 ���	 ����	 ������	 ����	 ��������	 ��	 �����	 ���	

������������	��	���	������9	���	�������?��	��	���	�����	�����	

�

/�����	������	;�<	 #I''	�����	����	����������	���)�������	;��N�N�<	

�D	 	

�D	 6 5 4 3 2
0.3639  - 2.0642 +4.1249 -3.2348 +0.5825 +0.1322 +0.2222x x x x x x 	

������������%#����:!�����$����#��������������#+�����#�������$���$�����'�$�������������������$���$(�

	

"��	�����	����	�����	����	������	��	�������	�1������	���	�	�����������	��������	���������	����	�	������	

����������	���	��������	(���	���	�������:	
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44 44 ; ; 2

1
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r a a w w w

a a A Y L Tρ ρπ= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ � /��).7�
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��	��������	���	�	���������	����	�	�����6�����	�����	��	&��	9	 '

44
a ��	�����	D�D*9	��	���	�����	��	������	
����	

����������	�	�D	�	����	������	����������	���	����	���������9	�������	��	�	 '
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����	��	���	���1����)	��	�������		

�(�9(%(  4��,����������

"��	�)����)�����	���(���	���	����	��������	�)	,�����	���	���%���9	 ���������������	 �����������	

�����������	-�	���	���	������������	���	�����	����������	����	�����6�����	������	��	F�6":	�93	���	!�	"��	
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"��	��������9	�����	��	���	,����	������������9	��	���������	��	������	
��&	��	�����	��������	����	��������	

��	���	�)����)�����	���(���	(���������	��	�����	��	���	57'�#�4	������������9	�	��%������	��	%������	

�%��	���	�����	���1����)	������		

	

"��	�)����)�����	���(���	(��)�������9	��	���)	���	����	������	����	��������9	���	������	��	���	�����	

������	

F�6"�	 -7�,7	�)����)�����	���(���	���)�������	

≤ ��D	 4 3 2
-0.6402x +3.1564x -5.128x +2.7476x-0.0039 	

				3�D	 4 3 2
-0.3121x +2.2045x -5.0934x +3.8185x+0.0689 	

				!�D	 4 3 2
-0.36x +2.8995x -7.9383x +7.3908x+0.1077 	

≥ �D�3	 6 5 4 3 2
-0.0237x +0.3108x -1.8936x +6.7088x -13.16x +10.814x+0.0435 	

� ������������������%#����;!�4+����+����������������#+�����#���������,�����$���$����(�
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F�6"�	 /$�F	�)����)�����	���(���	���)�������	;��	������<	

≤ ��D	 6 5 4 3 2
0.3494x -3.4946x +13.292x -23.5x +18.238x -3.9527x+0.0945 	

				3�D	 6 5 4 3 2
0.0445x -0.6048x +3.0095x -6.7939x +6.6105x -1.7107x+0.0518 	

				!�D	 6 5 4 3 2
-0.0284x +0.2216x -0.5294x +0.175x +0.6673x -0.2632x+0.0107 	

≥ �D�3	 6 5 4 3 2
-0.0202x +0.1599x -0.3907x +0.1173x +0.5922x -0.2562x+0.0118 	

��������%#����6!�4+����+����������������#+�����#�������'�+�����$���$����(�
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DELFRAC without screen Approximation

	
������������ ;!�4+����+������������������������$�����'�+����/A'0�1-()3��������#���$�1)5�7(�

	

��	����������	(��)������	��	����	��	�((��8�����	���	���������	��	�	������	����������	���	��������	���)�	

"���	(��)������	��	����������	���	����	�	������	������	��	�D	������	���	�D��	

"��	����������	���)	�)����)�����	���(���	(��)�������9	��	���)	���	����	������	����	��������	��	�����	

���	������������	��	���	������9	���	�������?��	��	���	�����	�����	

�

/�����	������	;�<	 /$�F	�)����)�����	���(���	����������	���)�������	;��N�N�<	

�D	 6 5 4 3 2
2.5245 -18.976 +55.167 -76.831 +50.711 -13.149 +1.066x x x x x x 	

�D	 6 5 4 3 2
5.0491 -37.951 +110.33 -153.66 +101.42 -26.298 +2.1319x x x x x x 	

������������%#����>!�����$����#��+����+����������������#+�����#�������$���$�����'�$�������������������$���$(�

	

"��	�����	���)	�)����)�����	���(���	�1������	���	�	�����������	��������	���������	����	�	������	

����������	���	��������	(���	���	�������:	
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DELFRAC 3.2 DELFRAC 10.4
	

��������� 6!�4+����+������������������������$��������##�/A'0� 1-()����� 5(.7(�

	

"��	�)����)�����	���(���	(��)�������9	��	���)	���	����	������	����	��������9	���	������	��	���	�����	

������	

F�6"�	 #I''	�)����)�����	���(���	���)�������	;��	������<	

≤ &��	 6 5 4 3 2
0.0009 0.0133 0.0568 0.0995 0.0708 0.0138 0.0003x x x x x x− − + − + − + 	

≥ �D�3	 6 5 4 3 2
  -0.0144 +0.0999 -0.208 +0.0547 +0.1922 -0.0711 +0.002x x x x x x 	

� �������%#���� 5�!�4+����+����������������#+�����#��������##�����$���$������

	

$����:	

x 	 :	
2

w
Y

g
ω 	

44
'b 	 :	 44; 1

2

T w

w w

b Y

A Y gρ ⋅
	

wA 	 :	
1w wY T L⋅ ⋅ 								 $����	���(������	����	��	���	����������	�)������	�������	

	


�������������	

	

�	������	����������	���	��������	(���	��	���	���������	���	�	����	���������	��	���	���(���	������������9	
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DELFRAC 3.2 Sheet DELFRAC 3.2 No sheet screen influence
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��	����������	(��)������	��	����	��	�((��8�����	���	���������	��	�	������	����������	���	��������	���)�	

"���	(��)������	��	����������	���	����	�	������	������	��	�D	������	���	�D��	

"��	����������	����	�)����)�����	���(���	(��)�������9	��	���)	���	����	������	����	��������	��	�����	���	

������������	��	���	������9	���	�������?��	��	���	�����	�����	

	

/�����	������	;�<	 #I''	�)����)�����	���(���	����������	���)�������	;��N�N�<	

�D	 6 5 4 3 2
0.0716 0.5283 1.4823 1.9257 1.0902 0.1757 0.0022x x x x x x− + − + − + 	

�D	 6 5 4 3 2
0.1432 1.0565 2.9646 3.8514 2.1804 0.3513 0.0045x x x x x x− + − + − + 	

�����������%#����  !�����$����#��+����+����������������#+�����#�������$���$�����'�$�������������������$���$(�

�

	

"��	 �����	 ����	 �)����)�����	 ���(���	 �1������	 ���	 �	 �����������	 ��������	 ���������	 ����	 �	 ������	

����������	���	��������	(���	���	�������:	
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; ;r d aP 	 :	 "��	����	���(���	����������	(��)������	
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"��	��������	���������	����	��������	��%��	����	����	�����	��	���	���������	����	��	��	(��	����	������	

�)	���	��������	��%���	������	
��D	��%��	��	�%��%���	��	���	��%�	(��(������	��	����	�����	;�������	���	

���	����<	��	 ���	 ���������	����	���	�������	���	 ����������	��	��	 ����(������	���	��	(����	�����	 ��	

��%��%���	
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"��	�1�������	��	���	���%�9	���)	���	����	�������	���	���	�1�������	��	���	��%��	����	���	(�������	�)	

�����	�������	���	��%��	��	�����	
����	

	

	

	
	 $�%�	(�������	(��(���)		 	

5��(��������	 sin( )wv a tζ ζ ω= ⋅ 	

,������)	 cos( )wv a tζ ζ ω ω= ⋅ɺ 	��������	��%�	

������������	 2
sin( )wv a tζ ζ ω ω= − ⋅ɺɺ 	

5��(��������	 cos( )ay y tω= − ⋅ 	

,������)	 sin( )a yy y t ζω ω ε= ⋅ +ɺ 	/$�F	������		

������������	
2

cos( )a yy y t ζω ω ε= ⋅ +ɺɺ 	

5��(��������	
;

cos( )
aT sway y yt ζζ ϑ ω ε= − ⋅ + 	

,������)	
;

sin( )
aT sway y yt ζζ ϑ ω ω ε= ⋅ +ɺ 	

/$�F	������������	

�������	

������������	 2

;
cos( )

aT sway y yt ζζ ϑ ω ω ε= ⋅ +ɺɺ 	

5��(��������	
;

cos( )
aR sway y yt ζζ ϑ ω ε= ⋅ + 	

,������)	
;

sin( )
aR sway y yt ζζ ϑ ω ω ε= − ⋅ +ɺ 	

/$�F	����������	

���	

������������	
2

;
cos( )

aR sway y yt ζζ ϑ ω ω ε= − ⋅ +ɺɺ 	

5��(��������	 sin( )a zz z t ζω ε= ⋅ + 	

,������)	 cos( )a zz z t ζω ω ε= ⋅ +ɺ 	-7�,7	������	

������������	
2
sin( )a zz z t ζω ω ε= − ⋅ +ɺɺ 	

5��(��������	
;

cos( )
aT heave z zt ζζ ϑ ω ε= − ⋅ + 	

,������)	
;

sin( )
aT heave z zt ζζ ϑ ω ω ε= ⋅ +ɺ 	

-7�,7	

������������		

-������	���	���	
������������	 2

;
cos( )

aT heave z zt ζζ ϑ ω ω ε= ⋅ +ɺɺ 	

5��(��������	 cos( )a tφ φ ω= − ⋅ 	

,������)	 sin( )a t φζφ φ ω ω ε= ⋅ +ɺ 	#I''	������	

������������	
2

cos( )a t φζφ φ ω ω ε= ⋅ +ɺɺ 	

5��(��������	
;

cos( )
aT roll tφ φζζ ϑ ω ε= − ⋅ + 	

,������)	
;

sin( )
aT roll tφ φζζ ϑ ω ω ε= ⋅ +ɺ 	

#I''	������������	

�������	

������������	
2

;
cos( )

aT roll tφ φζζ ϑ ω ω ε= ⋅ +ɺɺ 	

5��(��������	
;

cos( )
aT roll tφ φζζ ϑ ω ε= ⋅ + 	

,������)	
;

sin( )
aT roll tφ φζζ ϑ ω ω ε= − ⋅ +ɺ 	#I''	����������	���	

������������	
2

;
cos( )

aT roll tφ φζζ ϑ ω ω ε= − ⋅ +ɺɺ 	

������������%#���� )!��'������������#��B��$����������$����

	

$����:	

	

anϑ 	 :	 ������	�������	��%�	��(������		
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��'�� &���������������

"��	(����	�����	��	�	%��)	��(������	������	��	��������	��	�������%��	"��	�������%�	������	��	�����	������	

��	�����������)	���������	���	��%�	����	���	�����������	���	��	���	����������	��������	����������	����	���	

�����	���	�����	��	���	������	������	"��	��%�	��(�������9	��	���)	���	(��������	��	������	
���9	���	

�������)	������	���	���	���)	����	��	����	���	(����	�����	���	��8����	��	���	�����	��%�	�������	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	
������� ��) !� 	����� ����$� ���#�����(� /�7!� 0yζε = 3� 0zζε = C������������

/%7!� ½yζε π= − 3� 0zζε = C� /�7!� ½yζε π= − 3� ½zζε π= C�������������������

/�7� 0yζε = 3� ½zζε π= − ���������C���/�7� ½yζε π= − 3� ½zζε π= − ���������

���

	

"��	��(�������9	 ��	 ���)	 ���	 (��������	 ��	 ������	
���	 ���	 �������)	 �������	��������	 ����	 ����	 ���	

��(������	������)9	��	���	��	���������	����	���������	;�<	��%��	���	����	��������	"��	���%�	������	��	���	

������	����	�������	���	�������%�	��	����	�����	$���	���	��(������	��	���	��%�	����	��	�������	�)	���	���%�	

������	���������9	���������	;�<	�����	������	(����������		

	

( )0zζε ≥ � � !�
( ) ( ) ( ) ( ){ }

{ }
; ;0 ; ;0 ; ;0 ;0

;max

; ; ;

T sway y y T heave z z T roll U u

tot

T sway T heave T roll U

ζ ζ φ φζζ ε ε ζ ε ε ζ ε ε ζ ε
ε

ζ ζ ζ ζ

⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅
=

+ + +
� �

( )½ , ½z yζ ζε π ε π= − = − 	 :	
( ) ( ) ( ) ( ){ }

{ }
; ;0 ; ;0 ; ;0 ;0

;max

; ; ;

T sway y y T heave z z T roll U u

tot

T sway T heave T roll U

ζ ζ φ φζζ ε ε ζ ε ε ζ ε ε ζ ε
ε

ζ ζ ζ ζ

⋅ + + ⋅ − + ⋅ − + ⋅
=

+ + +
	

	

( )½zζε π= − 	 	 :
( ) ( ) ( ) ( ){ }

{ }
; ;0 ; ;0 ; ;0 ;0

;max

; ; ;

T sway y y T heave z z T roll U u

tot

T sway T heave T roll U

ζ ζ φ φζζ ε ε ζ ε ε ζ ε ε ζ ε
ε

ζ ζ ζ ζ

⋅ + + ⋅ + + ⋅ − + ⋅
=

+ + +
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-��%�	�������	���1����)9	��	�����(��	���������	���1����):	
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#���	�������	���1����):	

	

4 2

44 44
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 ⋅ ⋅
=   ⋅ + 

� � � � � � � � � /��)>7�

	

44
0.35 wk Y= ⋅ 	

wA 	 :	 ���(�����	%�����	��	������	
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"��	���)	������	��	���	��������	���������	��	�	�������������	(����	��	���������	��	������	�����:	

	
* * *

22 22 22 22 2 22 2 22 2
( ) ( ) ( )by cy w w wa y d b y k c y a b cρ ζ ζ ζ∇ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ɺɺ ɺɺɺ ɺ � /��-57�

	

/����	 ���	 (�����)	 ������	 �����������	 ����	 ��	 (��������	 ����	 �������9	 ��������	 ��������	 ��%��9	 ���	

���������	��	)�����	��	���	���)	������	��	�����������	

	

�#��#�$����	�����$����

	

22
a 	 :	 �����	����	���	���)	������	 	 ;0��6�G�<	 	 	

22
b 	 :	 -)����)�����	���)	���(���	 	 ;0�6�G�6�<	 	

22
c 	 :	 -���?�����	�����	�(����	���������		 	 	 G	5���	���	�8���	

byd 	 :	 �������	���(����	 	 	 ;0�6�G�6�<	 G	 cosα⋅d 	

cyk 	 :	 �������	�(����	����������		 	 ;06�G�6��<	 G	 cosα⋅k 	

	

y 	 :	 5��(��������	��	���	)����������		;�<�	 	 	 G	 cos( )a yy t ζω ε− + 		 	

ɺy 	 :	 ,������)	��	���	)����������		 	 ;�6�<�	 	 G	 sin( )a yy t ζω ω ε+ 	 	

ɺɺy � !� ������������	��	���	)����������		 	 ;�6��<�	 	 G	 2
cos( )a yy t ζω ω ε+ � ��

	
*

2
ζ w

	 :	 5�(����������	�������	��%�	���%������	 	 	 G	 cos( )
kT

ae tζ ω−− ⋅ 	
*

2
ζɺw 	 :	 5�(����������	%������)	��	���	�����	(���������	 	 G	 sin( )

kT

ae tζ ω ω− ⋅ ⋅ 	
*

2wζɺɺ � !� 5�(����������	������������	��	���	�����	(���������	� G	 2
cos( )

kT

ae tζ ω ω− ⋅ ⋅ �

	

α 	 :	 �������	����	�����		 	 	 ;O<	

	

4���D��$�#������������E�$�����

	

����+����������������
	

22 2 22 2w w wF a bζ ζ= ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ � � �/��--7�

	

�	������������	��	
�&�	��	
�&&	)�����:	

	

{ } { }2 22

22 22
cos( ) sin( )

kT kT

w a aF e a t e b tζ ω ω ζ ω ω− −= ⋅ + ⋅ � /��-.7�

	

"��	����?�����	��%�	�����	���	��	��(������	����(�������)	��	�����	��	���(����	���	������	(����	�����:	

	

cos( ) cos( ) cos( ) sin( )sin( )w a F a F a FF F t F t F tζ ζ ζω ε ε ω ε ω= + = + � /��-27�

	

4��������	���	���	���(����	���	������	(����	�����	��	�1�������	
�&.	���	
�&*	)�����:	

	

{ }
{ }

2

2

2

22

22

cos( )

sin( )

kT

a F a

kT

a F a

F e a

F e b

ζ

ζ

ε ζ ω

ε ζ ω

−

−

= ⋅

= ⋅
� /��-:7�

	

������	���	�1�����	��	�����	���	�1�������	�������	��	���	����?�����	��%�	�����	��(������	��	�	��(��	=">	

��	���	������������:	

	

{ } { }2
2 22

22 22

kT

a aF e a bζ ω ω−= ⋅ + � /��-;7�

	
	

	

/��- 

/��-)



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�&D	


����	������

	

�	������������	��	
�&�	���	
�&3	����	���	�1������	��	���)	������	��	
�&D	)�����:	

	
2

22 22
( ) cos( ) ( ) sin( ) cos( )a y a y a y wm a y t d b y t k y t Fζ ζ ζω ω ε ω ω ε ω ε+ ⋅ + + + ⋅ + − ⋅ + = � /��-67�

	

�����	��������	���	�������	��	�����	���	�������9	����	�1������	�������:	
	

{ } { }

{ } { }2 2

2

22 22

2

22 22

( ) cos( ) ( ) sin( )

cos( ) sin( )

a y a y

kT kT

a a

y k m a t y d b t

e a t e b t

ζ ζω ω ε ω ω ε

ζ ω ω ζ ω ω− −

− + + + + + + =

⋅ + ⋅
� /��->7�

	

/(�������	���	�����	 ( )yt ζω ε+ 	���	�������	���	���(����	����	���	���	������	(����	����	��(������):	
	

{ } { }{ }
{ } { }{ }

{ } { }2 2

2

22 22

2

22 22

2

22 22

( ) cos( ) ( ) sin( ) cos( )

( ) sin( ) ( ) cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

a y y

a y y

kT kT

a a

y k m a d b t

y k m a d b t

e a t e b t

ζ ζ

ζ ζ

ω ε ω ε ω

ω ε ω ε ω

ζ ω ω ζ ω ω− −

− + + + + ⋅ +

− + + + + ⋅ =

⋅ + ⋅

� /��.57�

	


)	�1������	���	���	�������(����	�����	���	���	���	���(����	�����9	���	�������	���	�1�������	����	���	

�������:	

{ } { }{ } { }

{ } { }{ } { }

2

2

2 2

22 22 22

2

22 22 22

( ) cos( ) ( ) sin( )

( ) sin( ) ( ) cos( )

kT

a y y a

kT

a y y a

y k m a d b e a

y k m a d b e b

ζ ζ

ζ ζ

ω ε ω ε ζ ω

ω ε ω ε ζ ω

−

−

− + + + + = ⋅

− + + + + = ⋅ � /���. 7�

������	���	�1�����	��	�����	���	�1�������	�������	��	���	���)	��(������:	
	

{ } { }

( ){ } { }
2

2 22

22 22

2 22

22 22
( )

kTa

a

a by
e

k m a d b

ω ω

ζ ω ω

−
+

=
− + + + +

� /��.)7�

	

"��	���)	������	��(������	���	��%����	��%�	���1�������	��	�����	��	������	
�3�	$���	���	���)	��(������	

��	���(����	����	���	57'�#�4	�����������9	�	�����	����������	��	%�������	"���	����������	��	���	��	���	����	

�����	����	��	���	��%��%��	��	����	�����������	�����9	��	���������	��	���(���	��3���	
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y

ζ
	

( / )rad sω 	



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�&�	

	

7����������	��	 2/
kT

aya eζ −⋅ ��	���	�1�������	��	
�3�	�����	��	���	(����	�����:	

( ) ( ) { }{ }
3

22

22 2
22 22 22

arctan

( )
y

mb

a k m a d b
ζ

ω
ε

ω ω ω

 
 

=  
− + + + + 

 

� ����:	 0 2yζε π≤ ≤ � /��.-7�

	

"���	����	���	�����	���)	������	��	���	�)����:	
	

cos( )a yy y t ζω ε= − + 	
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�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�&�	


����+���������$����

	

/�((���	���	���������	��	����)���	���	�	����?�����	��������	�����������:	

	

sinay y tω= 	

	

"�	����������	���	������	��	�����)	���	���)	������	��	���	��������	���������	(�����	��	��	���	�����	

�����	��%��	��	���	������������9	���	���	��	���������	���	������	��	���	����	�)	���	����9	���(���	���	

�(����	�����	���(������	(��	����	��	����	������	���	(�����	��	�����������	"�	

����:		 	 ( ){ } { }
( )2 3

22 22

22 22

0 0

1
cos sin 0

T T

a
m

y m a
E m a y y dt t t dt

T T

ω
ω ω

− +
= + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =∫ ∫ɺɺ ɺ 	

5��(���:	 { } { }
2 2

2 2 222
22 22

0 0

1 1
cos

2

T T

a
d a

y b
E b y y dt t dt b y

T T

ω
ω ω= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =∫ ∫ɺ ɺ 	

/(����:		 -���?�����	�(����	���������	����	���	�8���	��	������� � /��..7�

	

I��)	���	���(���	�����	 ( )b y⋅ ɺ �����(����	�����)9	��	�����	�����:	���(���	��	���	������	��)	���	���)	

������	����	����	"���	���(���	�����)	��	�8����)	���	������	��	�����)	�����	��	�����(����	�)	���	��%��	

��	����	�����	��	���	����������	"��	��%�	�����)	(��	��������	���������	�������	;'�<	�����	���	��%����	

��������	�)	���	��������	��%�	�����)	��	���	(�����	��%����	�)	���	����	��%��:	

	

{ }
2 2

21 1
2

2 2

w c
w c g

L g
E L g c T

T

ρ ζ
ρ ζ

ω

⋅ 
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 

 
� /��.27�

$����:	

21

2
cgρ ζ 		 :	 $�%�	�����)	(��	����	����	

2
g

g
c

ω
= 	 :	 C���(	%������)	;���(	�����<	 	

	

71��������	�1�������	
�33	���	
�3*	��%��	���	;%�������<	�����������	��%�	���	��	���	���)	�������	

	

( )
3 2

22
; 2

( ) sina
T sway y

w

b y
t t

L g
ζ

ω
ζ ω ε

ρ

⋅ ⋅
= ⋅ +

⋅ ⋅
� /��.:7�
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������

�������������)2!�=�,��$����������������$��$����'�+���$����/� 1 2��0�A'1:2�7(�

	

"��	���)	�������	��	�����	
���	������:	

ayϑ 	 :	 ��(������	��	���	��%�9	(�������	�)	���	���%�	������	 G
3 2

22

2

a

w

b y

L g

ω

ρ

⋅ ⋅

⋅ ⋅
� /��.;7�



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�&&	

/��.>7�

��'�� �������

	

"��	���%�	������	��	���	��������	���������	��	�	�������������	(����	��	���������	��	������	�����:	

	
* * *

33 33 33 33 3 33 3 33 3 3
( ) ( ) ( )bz cz w w wa z d b z k c z a b c Cρ ζ ζ ζ∇ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ɺɺ ɺɺɺ ɺ � /��.67�

	

/����	���	(�����)	������	�����������	����	��	(��������	����	�������9	(��(���������	��������	��%��9	���	

���������	��	(����	��	���	�5����%�	������	��	�����������	

	

�#��#�$����	�����$���	

	

33
a 	 G	 �����	����	 	 	 ;0��6�G�<	 	 G	 	

33
b 	 G	 -)����)�����	���(���		 ;0�6�G�6�<	 	 G		

33
c 	 G	 ���������	�(����	�����������	 ;06�G�6��<	 	 G	

sgAρ 	

	

3
C 	 G	 ,�������	��%�	(�������	������������	�����������	 	 G	 11

kT

w

k
e

Y

−− ⋅ 	

bzd 	 G	 �������	���(����	 	 ;0�6�G�6�<	 	 G	 sind α⋅ 	

czk 	 G	 �������	�(����	����������		 ;06�G�6��<	 	 G	 sinα⋅k 	

	

z 	 :	 5��(��������	��	���	?����������		;�<�	 	 	 G	 sin( )a zz t ζω ε+ 		 	

ɺz 	 :	 ,������)	��	���	?����������		 ;�6�<�	 	 	 G cos( )a zz t ζω ω ε+ 	 	

ɺɺz � :	 ������������	��	���	?����������		 ;�6��<�	 G 2
sin( )a zz t ζω ω ε− + � �

	
*

3
ζ w

	 :	 #������	��%�	���%������		 	 	 	 G	
3

sin( )
kT

ae tζ ω− ⋅ 	
*

3
ζɺw 	 :	 ,������)	��	���	�����	(���������	 	 	 	 G	

3
cos( )

kT

ae tζ ω ω− ⋅ ⋅ 	
*

3
ζɺɺw 	 :	 ������������	��	���	�����	(���������	 G	 2

3
sin( )

kT

ae tζ ω ω−− ⋅ ⋅ �

	

α 	 :	 �������	����	�����		 	 ;O<	

	

9��$���#������������E�$����	

	

'�����������������

	
* * *

33 3 33 3 33 3 3w w w wF a b c Cζ ζ ζ= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ɺɺ ɺ � /��2 7�

	

�	������������	��	
�*D	��	
�3!	)�����:	
	

{ } { }1 12

33 3 33 33
sin( ) cos( )

kT kT

w a aF e c C a t e b tζ ω ω ζ ω ω− −= − ⋅ ⋅ − + ⋅ � /��2)7�

	

"��	%�������	��%�	�����	���	��	��(������	����(�������)	��	�����	��	���(����	���	�������(����	�����:	
	

sin( ) sin( ) sin( ) cos( ) cos( )w a F a F a FF F t F t F tζ ζ ζω ε ε ω ε ω= + = − + � /��2-7�

	

4��������	���	���	���(����	���	�������(����	�����	��	�1�������	
�*�	���	
�*&	)�����:	
	

{ }
{ }

1

1

2

33 3 33

33

sin( )

cos( )

kT

a F a

kT

a F a

F e c C a

F e b

ζ

ζ

ε ζ ω

ε ζ ω

−

−

= ⋅ ⋅ −

= ⋅
� /��2.7�

	

������	���	�1�����	��	�����	���	�1�������	�������	��	���	%�������	��%�	�����	��(������	��	��(��	="�>	�����	

���	������������:	

	

{ } { }1
2 22

33 3 33 33

kT

a a
F e c C a bζ ω ω−= ⋅ ⋅ − + � /��227�

/��25



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�&3	

	

������	������

	

�	������������	��	
�3.	���	
�*�	����	���	�1������	��	���%�	������	��	
�&+	)�����:	

	
2

33 33 33
( ) sin( ) ( ) cos( ) ( ) sin( )a z a z a z wm a z t d b z t k c z t Fζ ζ ζω ω ε ω ω ε ω ε− + ⋅ + + + ⋅ + + + ⋅ + = � /��2:7�

	

�����	��������	���	�������	��	�����	���	�������9	����	�1������	�������:	

	

{ } { }

{ } { }1 1

2

33 33 33

2

33 3 33 33

( ) ( ) sin( ) ( ) cos( )

sin( ) cos( )

a z a z

kT kT

a a

z k c m a t z d b t

e c C a t e b t

ζ ζω ω ε ω ω ε

ζ ω ω ζ ω ω− −

+ − + + + + + =

⋅ ⋅ − + ⋅
� /��2;7�

	

/(�������	���	�����	 ( )zt ζω ε+ ���	�������	���	���(����	���	���	�������(����	�����	��(������):	

	

{ } { }{ }
{ } { }{ }

{ } { }1 1

2

33 33 33

2

33 33 33

2

33 3 33 33

( ) ( ) sin( ) ( ) cos( ) sin( )

( ) ( ) cos( ) ( ) sin( ) cos( )

sin( ) cos( )

a z z

a z z

kT kT

a a

z k c m a d b t

z k c m a d b t

e c C a t e b t

ζ ζ

ζ ζ

ω ε ω ε ω

ω ε ω ε ω

ζ ω ω ζ ω ω− −

+ − + + + ⋅ +

+ − + + + ⋅ =

⋅ ⋅ − + ⋅

� /��267�

	


)	�1������	���	���	�������(����	�����	���	���	���	���(����	�����9	���	�������	���	�1�������	����	���	

�������:	

	

{ } { }{ } { }

{ } { }{ } { }

1

1

2 2

33 33 33 33 3 33

2

33 33 33 33

( ) ( ) sin( ) ( ) cos( )

( ) ( ) cos( ) ( ) sin( )

kT

a z z a

kT

a z z a

z k c m a d b e c C a

z k c m a d b e b

ζ ζ

ζ ζ

ω ε ω ε ζ ω

ω ε ω ε ζ ω

−

−

+ − + + + = ⋅ ⋅ −

+ − + + + = ⋅ � /��2>7�

������	���	�1�����	��	�����	���	�1�������	�������	��	���	���%�	��(������:	

	

{ } { }

( ){ } { }
1

2 22

33 3 33 33

2 22

33 33 33
( ) ( )

kTa

a

c C a bz
e

k c m a d b

ω ω

ζ ω ω

−
⋅ − +

=
+ − + + +

� /��:57�

	

"��	���%�	������	 ��(������	 ���	 ��%����	��%�	 ���1�������	 ��	 �����	 ��	 ������	
����	$���	 ���	���%�	

��(������	��	���(����	����	���	57'�#�4	�����������9	����	����������	��	%�������	"��	������	����	��������	

���	����������	�������	���	���	���1����)	���	���	��%�	���1����)�	$���	����	(��������	��	������	D9	���	

���������	����	����	�	������	������	��(������	���	��	����������	��	��	���	���	��	������	
���9	����	�����)	

�����	���	���	���������	�����9	��	��	��	����	��	����	���������	"��	57'�#�4	�����������	�����	�	�����	

��%�������	
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Yw 25 DELFRAC Yw 25 MODEL Yw 45 DELFRAC Yw 45 model

	
����������):!�4��,������$�����$���,���#�'�,�����B��������/� 1;(6��0�A'1)2�7(�
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a
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( / )rad sω 	



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�&*	

�

	

7����������	��	 1/
kT

a az eζ −⋅ ��	���	�1�������	��	
�*.	�����	��	���	(����	�����:	

	

( ) ( ) { }{ }
3

33

22 2
33 3 33 33 33 33

arctan

( ) ( )
z

mb

c C a k c m a d b
ζ

ω
ε

ω ω ω

 
− 

=  
 ⋅ − + − + + +
 

� ����:	 0 2zζε π≤ ≤ � /���: 7�

	

"���	����	���	�����	���%�	������	��	���	�)����:	

	

sin( )a zz z t ζω ε= + 	
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�&�	


����+���������$����

	

/�((���	���	���������	��	����)���	���	�	%�������	��������	�����������:	

	

sinaz z tω= 	

	

"�	����������	���	������	��	�����)	���	���%�	������	��	���	��������	���������	(�����	��	��	���	�����	

�����	��%��	��	���	������������9	���	���	��	���������	���	������	��	���	����	�)	���	����9	���(���	���	

�(����	�����	���(������	(��	����	��	����	������	���	(�����	��	�����������	"�	

	

����:		 	 ( ){ } { }
( )2 3

33

33

0 0

1
sin cos 0

T T

a
m

z m a
E m a z z dt t t dt

T T

ω
ω ω

− +
= + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =∫ ∫ɺɺ ɺ 	

5��(���:	 { } { }
2 2

2 2 233
33 33

0 0

1 1
cos

2

T T

a
d a

z b
E b z z dt t dt b z

T T

ω
ω ω= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =∫ ∫ɺ ɺ 	

/(����:	 { } { } 33
33

0 0

1
sin cos 0

T T

a
s

z c
E c z z dt t t dt

T T

ω
ω ω= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =∫ ∫ɺ � /��:)7�

	

I��)	���	���(���	�����	 ( )b z⋅ ɺ �����(����	�����)9	��	�����	�����:	���(���	��	���	������	��)	���	���%�	

������	����	����	"���	���(���	�����)	��	�8����)	���	������	��	�����)	�����	��	�����(����	�)	���	��%��	

��	����	�����	��	���	����������	"��	��%�	�����)	(��	����	����	�����	���	��%����	��������	�)	���	��������	

��%�	�����)	��	���	(�����	��%����	�)	���	����	��%��:	

	

{ }
2 2

21 1
2

2 2

w c
w c g

L g
E L g c T

T

ρ ζ
ρ ζ

ω

⋅ 
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 

 
� /��:-7�

	

71��������	�1�������	
���	���	
��&	��%��	���	��(������	��	���	��������	��%�	������:	

	

3 2
33

; 2
( ) cos( )a

T heave z

w

b z
t t

L g
ζ

ω
ζ ω ε

ρ

⋅ ⋅
= +

⋅ ⋅
� /��:.7�
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a

	
����������������������);!�=�,��$����������������$��$������,����$����/� 1 2��0�A'1:2�7(�

	

"��	���%�	�������	��	�����	
���	������:	

	

az
ϑ 	 :	 ��(������	��	���	��%�9	(�������	�)	���	���%�	������	 G

3 2
33

2

a

w

b z

L g

ω

ρ

⋅ ⋅

⋅ ⋅
	 /��:27�
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�&+	

ζ
2	

T2
	

T1
	

ζ
4	ζ

�	

��'�� ,���������

	

"��	�����	�%�����	��������	��%�	�����)	(��	����	��	�������	

��:	

	
2

½ agρ ζ �� � � � � /��::7�

	

"��	(���	��	���	��%�	�����)	����	 ��	(������	 ��	���	��(�	

�����	 ( )2
T → ∞ ��	 �������	 ��	 (��������	 ���	 �DDJ	 ��	 ���	

�������	����	��	���	��������	����������		

	

"���	�����)	����	������	�	������������	��%�	��	���	�������	

����	 ��	 ���	 ��������	 ����������	 "��	 �����)	 ��	 ����	

�����������	��%�	��:	
� � � � � � � ��������������)6!�
����+� $���������������� $��������#�'

� � � � � � � � � � �
2

½ Tgρ ζ � ��:;7�

	

"��	�����)	�������	7���������G	7"�����������	��:	 	 	 	 	 	

	
( )2 2 2

½ ½ak T z

a Te g gρ ζ ρ ζ− − ⋅ = � /��:67

� � �

"��	�����������	��%�	������	�������:	

	
( )2 2

;
ak T z

T U aeζ ζ− −= ⋅ � /��:>7�

	

"��	���������	��	�����)	��������	�)	���	����������	������	"��	���%�	������	���	�	�������	���������	��	���	

���������	����	����������	����	�	������%�	�����	�����	���	�����������		
�

	

	

	

	

	



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�&!	

��'�� %����

#���	��	���	��������	��	���	���������	������	���	������	I�	#���	��	������	�)	���	����	����	���	���������	��	

���	����?�����	���	%�������	��%�	�8������	������	����)�	��%�	�	��%��	���	����	����	�����	�	����������	

��������	������	I�	"��	���������	������	���	���	��%��	����	����	������)	�����	��	������	��+�	

	

"��	����	������	��	���	��������	���������	��	�	�������������	(����	��	���������	��	������	�����:	

	

( ) ( )2 2 2 2

44 1 44 1 44 ; ;
( ) ½ 2 ½ 2w bz by w cz cy w hor b w vert bI a Y d T d b Y k T k c OG mg F z F yφ φ φ+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ɺɺ ɺ � /���;57�

	

( ) ( )
{ } { } { } { } { }

2 2 2 2

44 1 44 1 44

33 3 33 3 33 3 3 22 2 22 2

( ) ½ 2 ½ 2
w bz by w cz cy

b w b w b w b w b w

I a Y d T d b Y k T k c OG mg

a y b y c C y a z b z

φ φ φ

ζ ζ ζ ζ ζ

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ =

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

ɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ
� /���; 7�

	

�#��#�$����	�����$����

	

44
a 	 :	 �����	����	������	��	�������	 ;0��6���<		 	 	

44
b 	 :	 -)�������	����	���(���	 	 ;0�6���<	 		 		

44
c 	 :	 $����	�(����	���������	 	 	 	 G	

wgY GMρ ⋅ 	

	

GM 	 :	 "����%����	�����������	������		 	 	 G	 BM BG− 	

BM 	 :	 5�������	�������	������	��	���)���)	���	����������	 G	

3

1

1

12
w

w

Y

Y T

⋅

⋅
	

BG 	 :	 5�������	�������	���	�������	��	���%��)	���	���)���)	

	

OG 	 :	 5�������	��	������	��	���%��)	�����	���	���������	

	

	

xxI 	 :	 ����	������	��	�������	�����	C	(��	��	 	 	 G	
2

xxk m⋅ 	G	 ( )
2

0.35 wY m⋅ ⋅ 	

byd 	 :	 -���?�����	�������	���(����	 	 ;0�6�G�6�<	 G	 cosα⋅d 	

cyk 	 :	 -���?�����	�������	�(����	����������	 ;06�G�6��<	 G	 cosα⋅k 	

bzd 	 :	 ,�������	�������	���(����	 	 ;0�6�G�6�<	 G	 sind α⋅ 	

czk 	 :	 ,�������	�������	�(����	����������	 ;06�G�6��<	 G	 sink α⋅ 	

	

φ 	 :			 #�������	�����	���	8��8��	 	 ;���<	 	 G	 cos( )a t φζφ ω ε− + 		 	 	

φɺ 	 :	 ,������)	��	��������	�����	���	8��8��		 ;���6�<	 G� sin( )a t φζφ ω ω ε⋅ + � /��;)7�

φɺɺ � !�� ������������	��	��������	�����	���	8��8��	;���6��<	 G	
2

cos( )a t φζφ ω ω ε⋅ + � �

	 	
*

3wζ 	 :				 5�(����������	�������	%�������	��%�	���%������	 				 G	 sin( )
kT

ae tζ ω− ⋅ 	
*

3wζɺ � :			 5�(����������	%�������	%������)	��	���	�����	(���������		 G	 cos( )
kT

ae tζ ω ω− ⋅ ⋅ 	 /��;-7�
*

3
ζɺɺw � !� 5�(����������	%�������	������������	��	���	�����	(���������	 G�

2
sin( )

kT

ae tζ ω ω−− ⋅ ⋅ � � �

	
*

2wζ 	 :	 5�(����������	�������	����?�����	��%�	���%������	 	 G	 cos( )
kT

ae tζ ω−− ⋅ 	
*

2wζɺ 	 :	 5�(����������	����?�����	%������)	��	���	�����	(���������	 G� sin( )
kT

ae tζ ω ω− ⋅ ⋅ � /��;.7�
*

2wζɺɺ 	 :	 5�(����������	����?�����	������������	��	���	�����	(���������	 G	
2

cos( )
kT

ae tζ ω ω− ⋅ ⋅ 	

	

by 	 :	 -���?�����	��%��	���9	������%�	��	���	�������	 	 	 	

bz 	 :	 ,�������	��%��	���9	������%�	��	���	�������	

	

α 	 :	 �������	����	�����		 	 	 ;O<	

	



�((����8	
	 	 ����*������&�����#	

	

�&.	

*�##���$����������������

	

!����	�	�����������-�

	

; ;w w hor b w vert bM F z F y= ⋅ + ⋅ � /��;27�

	

�	������������	��	
�&3	���	
�*�	��	
�+*	)�����:	

	

{ } { }

{ } { }

2 2

1 1

2

22 22

2

33 3 33 33

cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

kT kT

w a a b

kT kT

a a b

M e a t e b t z

e c C a t e b t y

ζ ω ω ζ ω ω

ζ ω ω ζ ω ω

− −

− −

 = ⋅ + ⋅ ⋅ 

 + − ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ 

� /��;:7�

	

	

"��	��%�	������	���	��	��(������	����(�������)	��	�����	��	���(����	���	������	(����	�����:	

	

cos( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )w a M a M a MM M t M t M tζ ζ ζω ε ε ω ε ω= + = + � /��;;7�

	

4��������	���	���	���(����	���	������	(����	�����	��	�1�������	
�+�	���	
�++	)�����:	

	

{ } { }

{ } { }

2 1

2 1

2

22 33

2

22 33 3 33

cos( )

sin( )

kT kT

a M a b b

kT kT

a M a b b

M e z a e y b

M e z b e y c C a

ζ

ζ

ε ζ ω ω

ε ζ ω ω

− −

− −

 = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 

 = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − 

� /��;67�

	

������	���	�1�����	��	�����	���	�1�������	�������	��	���	��%�	������	��(������	��	�	��(��	=">	��	���	

������������:	

		

{ } { } { } { }2 1 2 1

2 2
2 2

22 33 22 33 3 33

kT kT kT kTa

b b b b

a

M
e z a e y b e z b e y c C aω ω ω ω

ζ
− − − −   = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −    � /��;>7�

	

%����	������

	

�	������������	��	
�+3	���	
�+�	����	���	�1������	��	������	��	
�+D	)�����:	

	

{ } ( ){ }

( ){ }

2 2 2

44 1 44

2 2

1 44

( ) cos( ) ½ 2 sin( )

½ 2 cos( )

a w bz by a

w cz cy a w

I a t Y d T d b t

Y k T k c OG mg t M

φζ φζ

φζ

φ ω ω ε φ ω ω ε

φ ω ε

+ ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +

− ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ + =
� /��657�

	

�����	��������	���	�������	��	�����	���	�������9	����	�1������	�������:	

	

( ){ } ( ){ }

( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ }2 1 2 1

2 2 2 2 2

44 1 44 1 44

2 2

22 33 22 33 3 33

( ) ½ 2 cos( ) ½ 2 sin( )

cos( ) sin( )

a w cz cy a w bz by

kT kT kT kT

a b b a b b

I a Y k T k c OG mg t Y d T d b t

e z a e y b t e z b y e c C a t

φζ φζφ ω ω ε φ ω ω ε

ζ ω ω ω ζ ω ω ω− − − −

+ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + +

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −
� /��6 7�

	

/(�������	���	�����	 ( )t φζω ε+ ���	�������	���	���(����	���	���	�������(����	�����	��(������):	

	

( ){ } ( ){ }{ }
( ){ } ( ){ }{ }

( )2 1

2 2 2 2 2

44 1 44 1 44

2 2 2 2 2

44 1 44 1 44

2

22

( ) ½ 2 cos( ) ½ 2 sin( ) cos( )

( ) ½ 2 sin( ) ½ 2 cos( ) sin( )

a w cz cy w bz by

a w cz cy w bz by

kT kT

a b

I a Y k T k c OG mg Y d T d b t

I a Y k T k c OG mg Y d T d b t

e z a e y

φζ φζ

φζ φζ

φ ω ε ω ε ω

φ ω ε ω ε ω

ζ ω− −

+ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅( ){ } ( ) ( )( ){ }2 1 2

33 22 33 3 33
cos( ) sin( )

kT kT

b a b bb t e z b y e c C a tω ω ζ ω ω ω− −⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

� /��6)7�
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	 	 ����*������&�����#	

	

�3D	

	


)	�1������	���	���	�������(����	�����	���	���	���	���(����	�����9	���	�������	���	�1�������	����	���	

�������:	

	

( ){ } ( ){ }{ }
( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ }{ }

2 1

2

2 2 2 2 2

44 1 44 1 44

2

22 33

2 2 2 2 2

44 1 44 1 44

( ) ½ 2 cos( ) ½ 2 sin( )

( ) ½ 2 sin( ) ½ 2 cos( )

a w cz cy w bz by

kT kT

a b b

a w cz cy w bz by

kT

a

I a Y k T k c OG mg Y d T d b

e z a e y b

I a Y k T k c OG mg Y d T d b

e

φζ φζ

φζ φζ

φ ω ε ω ε

ζ ω ω

φ ω ε ω ε

ζ

− −

−

+ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + =

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

+ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + =

= ⋅ ⋅( ) ( )( ){ }1 2

22 33 3 33

kT

b bz b y e c C aω ω−⋅ − ⋅ ⋅ −

� /��6-7�

	

������	���	�1�����	��	�����	���	�1�������	�������	��	���	#�I	��	���	����	��(������:	

	

( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ }
( ){ } ( ){ }

2 1 2 1

22
2 2

22 33 22 33 3 33

2 2
2 2 2 2 2

44 1 44 1 44
( ) ½ 2 ½ 2

kT kT kT kT

b b b b
a

a
w cz cy w bz by

e z a e y b e z b y e c C a

I a Y k T k c OG mg Y d T d b

ω ω ω ωφ

ζ ω ω

− − − −⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −
=

+ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

� /��6.7�

	

"��	����	������	��(������	;���6�<	���	��%����	��%�	���1�������	��	�����	��	������	
��.�	$���	���	����	

��(������	��	���(����	����	���	57'�#�4	�����������9	����	����������	��	%�������	
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���������)>!�*�##�����$�����$���,���#�'�,�����B��������/� 1;(6��0�A'1)2�7(�

	

7����������	��	 /a aφ ζ ��	���	�1�������	��	
�!&	�����	��	���	(����	�����:	
	

{ }arctan
A D C B

C A B D
φζε ⋅ − ⋅=

⋅ − ⋅
� /��627�

	

$����:	

( ){ }
( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( )( ){ }

2 1

2 1

2 2 2
44 1 44

2 2
1 44

2
22 33

2
22 33 3 33

: ( ) ½ 2

: ½ 2

:

:

w cz cy

w bz by

kT kT
b b

kT kT
b b

A I a Y k T k c OG mg

B Y d T d b

C e z a e y b

D e z b y e c C a

ω

ω

ω ω

ω ω

− −

− −

+ − ⋅ + ⋅ + + ⋅

⋅ + ⋅ +

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

	

	

	

( ){ } ( ) ( )( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ }

( ) ( ){ } ( ){ }

2 1 2 1

2 1

2 2 2 2 2 2 2

44 1 44 22 33 3 33 22 33 1 44

2 2 2 2

22 33 44 1 44

( ) ½ 2 ½ 2

arctan

( ) ½ 2

kT kT kT kT

w cz cy b b b b w bz by

kT kT

b b w cz cy

I a Y k T k c OG mg e z b y e c C a e z a e y b Y d T d b

e z a e y b I a Y k T k c OG mg
φζ

ω ω ω ω ω ω

ε

ω ω ω

− − − −

− −

+ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +

=

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ + + ⋅ ( ){ } ( ) ( )( ){ }2 1
2 2 2

1 44 22 33 3 33
½ 2

kT kT

w bz by b b
Y d T d b e z b y e c C aω ω ω

− −

− ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

  
 
  

a

a

φ

ζ

( / )rad sω 	
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�3�	

.93.9=%&

4�4�

>0?���

4�

4�

-�
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Yw /T1=10.4 (-10%)

Yw /T1=10.4 (+10%)
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 lower 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18  cumulative 

lower upper 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 total  

0.0 1.0 1 10 32 38 21 6 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 110 110 

1.0 2.0 0 4 37 96 101 57 21 6 1 0 0 0 0 0 0 0 323 432 

2.0 3.0 0 1 12 51 84 71 36 13 4 1 0 0 0 0 0 0 273 705 

3.0 4.0 0 0 3 18 40 45 30 13 4 1 0 0 0 0 0 0 155 860 

4.0 5.0 0 0 1 6 16 22 17 9 4 1 0 0 0 0 0 0 76 936 

5.0 6.0 0 0 0 2 6 9 9 6 2 1 0 0 0 0 0 0 35 971 

6.0 7.0 0 0 0 1 2 4 4 3 2 0 0 0 0 0 0 0 15 986 

7.0 8.0 0 0 0 0 1 2 2 2 1 0 0 0 0 0 0 0 7 993 

8.0 9.0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 3 995 

9.0 10.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 996 

10.0 11.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

11.0 12.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

12.0 13.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

13.0 14.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

14.0 15.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

15.0 16.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

16.0 17.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

17.0 18.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

18.0 19.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

19.0 20.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

20.0 21.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

21.0 22.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 997 

total 1 15 85 211 270 217 121 52 18 5 1 0 0 0 0 0 997  

  1 16 101 312 582 799 921 973 991 996 997 997 997 997 997 997   
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