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Fonction maximale centrée
de Hardy—Littlewood sur les espaces
hyperboliques

Hong-Quan Li et Noél Lohoué

Résumé. On montre que la fonction maximale centrée de Hardy-Littlewood, M, sur
les espaces hyperboliques réels H? =R+ xR? ™! satisfait I'inégalité de type faible | M f||;1,00 <
A(nlogn)| fll1 pour toute f€L*(H"), ott A>0 est une constante indépendante de la dimension n.

1. Introduction

Considérons la fonction maximale centrée standard de Hardy—Littlewood, M,
sur R™, neN*, c’est-a-dire

1
Mf(zx)=sup ———— fy)|dy, xzeR™et felLi (R"),
( ) h=0 |B(£L‘7h)‘ B(m,h)l ( )| 10( )

avec dy la mesure de Lebesgue, |B(z, h)| le volume de la boule euclidienne de centre
z€R™ et de rayon h>0.
Par la propriété du triplement du volume, i.e.

|B(x,3h)| <3"|B(z,h)|, xz€R"™eth>0,
on déduit du lemme de recouvrement de Vitali que M est de type faible (1,1) avec
||MHL1*>L1‘00 < 3",

Cependant, en utilisant le théoreme ergodique maximal de Hopf-Dunford—
Schwartz, Stein et Stromberg ont montré dans [15] qu'il existe une constante A>0,
indépendante de n, telle que :

(1.1) M| 15p10e <A(n),  avec ¢(n)=n.
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Récemment, une estimation de type (1.1) a été obtenue dans le cadre des
groupes de Heisenberg pour la fonction maximale centrée de Hardy-Littlewood
définie soit par la distance de Carnot—Carathéodory, soit par la norme de Koranyi,
voir [9] pour le détail. On a aussi examiné dans [10] la fonction maximale Mg
associée a la distance de Carnot—Carathéodory ou a la pseudo-distance liée a la
solution fondamentale de I'opératuer de Grushin,

o= (%) 0w
=1 J=1
On a obtenu l'estimation (1.1) pour M.

Comme on a déja mentionné dans [10], les trois résultats ci-dessus s’expliquent
en gros par une estimation de type

(1.2) it 6(n)151Blo, WI(~A) " g.) >0, avec (n)=n,
h>0
g#9'€B(g;h)
dans le cadre des espaces euclidiennes et des groupes de Heisenberg, et dans le cadre
des opérateurs de Grushin. En fait, le travail [10] est motivé par I'estimation (1.2).
Aussi, les résultats de [15], de [9] et de [10] s’expliquent dans les grandes lignes par
une estimation de type

. n _
(1.3 it 6(m) Y Blo.h)(-A) (g, 4) > 0.
h>0
g#9'€B(g;h)

Remarquons qu’en dehors d’une constante universelle, les deux terms n/h? et
v/n/h, qui se trouvent dans (1.2) et (1.3) respectivement, sont optimales. Observons
aussi qu'il suffit de prendre h=1 dans les trois cas ci-dessus grace a la structure de
dilatation. Voir [9] et [10] pour les détails.

Pour démontrer les résultats de [9] et de [10], en utilisant le théoréme ergodique
maximal de Hopf-Dunford-Schwartz maximal comme dans [15], il suffit de montrer
que pour une constante U >0, on a

B\t pUR/VR
(1) it spenl(U) [ e g aso
h>0 0
g9#9'€B(g,h)

ot e=*=2(g,¢'), A>0 désigne le noyau de Poisson. Ca nous conduit naturel-
lement & étudier les estimations uniformément (en dimension) asymptotiques de
e"*=2(g,¢'). Observons que dans [15], Stein et Strémberg avaient utilisé le noyau
de la chaleur, e**(g, ') (on doit remplacer le terme h/\/n dans (1.4) par h%/n
et a besoin des estimations uniformément asymptotiques de e**(g,g’)). Comme
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on a déja vu dans le cadre des groupes de Heisenberg et des opérateurs de Gru-
shin, c’est moins difficile d’obtenir les estimations uniformément asymptotiques de
e_)‘m(g,g’) que celles de e*>(g,¢'); en fait, on ne sait pas encore comment ob-
tenir dans ces deux cas les estimations uniformément asymptotiques du noyau de
la chaleur, bien que les estimations asymptotiques aient été obtenues dans [8] et
dans [12] respectivement.

Le but principal de cet article est d’adapter les méthodes de [9] et de [10] dans
des situations beaucoup plus compliquées.

Rappelons que pour un espace métrique mesuré a croissance exponentielle du
volume, la propriété du triplement du volume n’est plus valable, et la continuité
de L' - LY de la fonction maximale centrée, M, n’est plus valable dans le cas
général. Par exemple, pour tout n>2 et tout 1<pg<-+oo, considérons R* x R*~!
muni de la métrique hyperbolique d (voir (1.5) ci-apres) et de la mesure

bt po (y, ) = y 0/ G~ D=1 gy dg,

avec dr la mesure de Lebesgue sur R"~!. On sait bien que (R* xR"™1. d, dpy, p,)
est a croissance exponentielle du volume. Sur cet espace M est borné sur LP pour
p>po mais pas pour 1<p<pp, voir [7] pour les détails et pour plus d’exemples
(lorsque 1<pg<2, voir aussi [16] pour des contre-exemples des variétés rieman-
niennes de dimension 2). Cependant, dans le cadre des espaces symétriques de type
non-compact, Clerc et Stein ont montré dans [3] que M est borné sur L? pour tout
p>1, et Stromberg a montré dans [16] que M est aussi de type faible (1,1). Les
exemples typiques des espaces symétriques de type non-compact sont les espaces hy-
perboliques réels, H"™, n>2, on sait bien que H" peut étre considéré comme I’espace
R* xR"~! muni de la métrique riemannienne

2 _ dy?+dz?

Y2
La mesure riemannienne induite s’écrit comme du(y, z)=y~ " dy dz avec dx la me-
sure de Lebesgue sur R" !, et la distance induite s’écrit comme

ds

y2+u2+|x—w|2
—arcosh =————

o . (y,2), (u,w) ERTxR™H

(1.5)  d((y, ), (u, w))

ol | - | désigne la norme euclidienne.
Notons M la fonction maximale centrée de Hardy—Littlewood sur H", le résultat
principal de cet article est comme suit.

Théoréme 1.1. Il existe une constante L>0 telle que pour tout n>2, on a

(1.6) IMfllpre < L(nlogn)l| flly, feL'(H").
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Remarque 1.2. 1. L’estimation (1.6) est bien connue dans une vaste classe des
espaces métriques mesurés satisfaisant la propriété du doublement du volume ; plus
précisement, lorsque P’espace métrique mesuré, (M, p, o), satisfait la propriété de
«strong n-microdoubling with constant c», i.e.

(1.7) a<B<g', (1+%>h)> <co(B(g,h)), g€M, h>0et g €B(g,h),

il existe une constante L=L(c), qui ne dépend que de ¢>0 telle que (1.6) soit
vraie. Voir [14] pour les détails et [15] pour sa motivation. Rappelons que H" est
a croissance exponentielle du volume, donc il ne satisfait pas la propriété du dou-
blement du volume. Par conséquent, H" ne satisfait pas la propriété de «strong
n-microdoubling with constant ¢». On ne peut donc pas utiliser le résultat de [14]
dans cette situation.

2. Par les estimations (2.1) et (5.1) ci-apres, il existe une constante C>1 telle
que pour tous n>2, geH" et d(g,¢')>0, on a

c! 5, 1
<n
1+d*(g,9') = d*(g,9')

1B(g, d(g, ))|(—A)"L(g,¢') < H%(g)

L’estimation (1.2) n’est plus valable lorsque d(g, ¢’) >a(n)—+oc. Afin de démontrer
le Théoréme 1.1, on utilisera la méthode de [16] pour traiter le cas ol d(g, ¢’) >a(n).

Aussi, on devra modifier les estimations de type (1.2) et (1.3) sous la condition que
h<a(n) (>1) a cause de la structure spéciale de H". Voir ci-apres pour les détails.

1.1. Idée principale de la démonstration du Théoréme 1.1

On explique brievement d’ou vient I'estimation (1.6).
Tout d’abord, par le résultat de [16], on peut supposer dans la suite n>>1. Afin
de démontrer le Théoreme 1.1, on écrit d’abord

Mf(g) < sup f(g) dulg
(9) o<h<e |B(g,h)| )| B(g,h)l (9)ldulg)
sup du
€<h<a(n) |B ga | / B(g,h) | ( )

1 ,
. [Blg, max{a(n >,d<g,g ] )
(1.8) =M, f(g9)+Mzf(g)+Msf(g),
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avec e<1 et a(n)>1 déterminés plus tard. En utilisant la méthode de [16], on peut
montrer que pour

1 .
a(n) = arcoth '8 ™/ ("= = Z g (2?> (140(1)),
n

il existe une constante L>0 telle que

(1.9) '{geH”;M;;f(g)>%}‘SLn”J;\Hl, pour tous A >0, f€ L' et n>>1.

Pour traiter M7 et My, on utilisera le théoréeme ergodique maximal de Hopf—
Dunford-Schwartz maximal comme dans [15]. Dans [1], Anker et Ji ont obtenu les
estimations asymptotiques du noyau de la chaleur et celles du noyau de Poisson
sur les espaces symétriques de type non-compact ; cependant, leurs estimations ne
sont pas uniformes en dimension, et elles sont insuffisantes pour notre tadche comme
on a déja vu dans les cadres des groupes de Heisenberg et des opérateurs de Gru-
shin. Vraisemblablement, c’est impossible d’obtenir les estimations uniformément
asymptotiques de e~ WA (et de e**) dans le cadre des espaces hyperboliques
réels. Observons qu’on peut aussi écrire dans (1.4) pour >0,

/’YO e—)\m d\ = (_A)—1/2_(_A)—1/2€—’70\/I
0

_1 /(Az—A)_l[l—COS'yO)\] d\
T JR
+oo
_4 / (A2 —=A)"tsin? 20 d,
™ Jo 2

et qu'une expression explicite de (A\2—A)~1 a été obtenue par Matsumoto [13] via
la fonction de Legendre associée.
On montrera qu’il existe une constante L>0 telle que

A
(1.10) HgEH";le(g)>§H§Ln%, pour tous A>0, feL' et n.

Pour ceci, il suffit d’établir une estimation de type (1.4). On rappelle que le trou
spectral de —A sur L?(H") est

(1.11) P’ = (”T_1>2
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Afin de s’identifier avec (1.14) ci-dessous, on a avec £= 2

40
(1.12) inf |B(g,h)| h _14/+oo(,\2 A) (g, g)si A d\ > 0.
. 1m n i — — 1Il
Jnf. oM\ ) =), 9,9 \F2
0<h<e
g#9'€B(g,h)

Enfin, pour e=1 et a(n)>1, on verra qu’il existe une constante L>0 telle que

4
A
(1.13) HgEH";MQf(g)>gHgLna(n)@, pour tous A >0, f€L" et n.

Pour expliquer a peu pres l'estimation (1.13), il y a plusieurs fagons : I'une est ce
que pour maximiser
1 Yo AA
- e (g,9')d\, avec d(g,g')>1,
0
en rappelant le facteur
efdz(sm’)/4/\7;)2Afpd(gyg’)7
qui se trouve dans I'estimation de e**(g,¢’), on doit choisir v9=d(g,¢’)/p & une
constante universelle pres. Donc, dans (1.2), pour h>1, on doit remplacer le terme
n/h? par p/h; estimation de (—A)~! (voir (5.1) ci- apreb) implique (1.13).
Afin de démontrer rigoureusement (1.13), on établira l'estimation
(1.14)

—1
4 [t
inf na(n)|B(g,h)|<\/E> —/ (AN2=A)"Y(g,g")sin® <\/Eé> dX>0.
n>7 p) m™Jo p2
1/4<h<a(n)

g#9'€B(g,h)

De plus, on montrera que, le terme \/m dans (1.14) est optimal & une constante
universelle pres. Donc, en continuant a utiliser les méthodes de cet article, la seule
possibilité pour améliorer Pestimation (1.6) serait l’amélioration de la valeur de
a(n) provenant de (1.8).

1.2. Extension potentielle

Le théoreme principal peut se généraliser dans plusieurs directions. Nous
n’avons écrit la preuve que pour les espaces hyperboliques réels mais on a la méme
preuve pour les autres espaces hyperboliques ou bien pour les groupes AN harmo-
niques, ot un groupe AN est I'extension soluble d’un groupe de type Heisenberg N.
La preuve analogue est probablement correcte pour les espaces symétriques de type
non-compact.
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Une estimation de type
IMfllp <Cpllfllp, feLP(H™), 1<p<+oo,

vient d’étre obtenue par une méthode naturelle qui peut aussi s’adapter facilement
dans le cadre des groupes AN harmoniques, voir [11] pour les détails.

Cet article est organisé de la fagon suivante : on évaluera |B(g, h)| (avec geH™
et h>0) dans la section 2. On montrera (1.9) dans la section 3. La démonstration
de (1.10) sera donnée dans la section 4 et dans la section 5 pour (1.13).

1.3. Notations

Dans toute la suite, ¢, ¢/, A, etc. désigneront des constantes universelles qui
peuvent changer d’une ligne a l'autre.

Pour deux fonctions f et g, on dit que f~;g s’il existe une constante A>1
telle que A~ f<g<Af.

2. Evaluations de |B(g, h)|

Dans cet article, on aura besoin des estimations du volumes des boules dans H".
Rappelons que |B(g, h)| ne dépend pas de geH™, posons dans la suite

V(h)=[B(g, h)l;
v(h) =sinh™ ! (h) min{1,sinh h},
/2
Wp—1= 2W la surface de la sphere unitaire de R",
n/2

™

Q, = m le volume de la boule unitaire de R™.

Proposition 2.1. [l existe deux constantes ¢, C'>0, indépendantes de n>2,
telles que

(2.1) cQuu(h) <V(h) <CQ,u(h), h>0.

Remarque 2.2. Par (2.1), on voit facilement que H" ne satisfait pas estimation
de type (1.7).
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Preuve. On rappelle que (voir [6], p. 153) :
h sinh h yn_l

V(h):wn,l/lsinhnflrdr:wn,l ———dy,
0 0 V1+y2

par le changement de variable y=sinhr. De plus, on a pour 0<h<1,
/sinhh y1 dy s /sinhh Ly 1 i h
o Vi T, n
Pour h>1, on a
sinh by n—1 1 - sinh h L
dy~1/oy cly+/1 y T dy

0 V142

11
= —+
n

1
[sinh” ™' h—1] ~; = sinh™ " h.
n—1 n

On a donc montré (2.1). O

3. Le choix de a(n) et la preuve de (1.9)

Le but de cette section est de démontrer I'estimation (1.9) en choisissant bien
a(n)>1.

(2.1) implique qu’il existe une constante ¢>0 telle que pour tous g=(y,x),
g =(u, w)€H" satisfaisant ¢=d(g, ¢’')>a(n), on a

V(max{a(n),s}) > cQ, sinh" ' ¢ =cQ,, cosh” ' ¢ tanh™ ' ¢

2 2 a2\ 1
chn(mnha(n))n—l<w> ,

2yu

par (1.5) et le fait que tanhr est strictement croissante pour r>0.
Donc, pour toute f€L'(H") et tout g=(y,z)€H", on a

2yu

n—1
) Gl dud

Maf(o) <o o) [

<y" ', f(x),
ou on a noté

u

n—1
m) [ (u, w)|u™" dudu.

P, f(x)=c 12" 710 (coth a(n))" ! /n<



Fonction maximale centrée de Hardy—Littlewood sur les espaces hyperboliques 367

Par conséquent,

{warsniwo>3} < [{woreuso= 3}
/ /,\/3«} @)t/ (= n? v dy] e

|
:%2 ~12771Q H(coth a(n))™ !
Ll

n—1
<u> da:} |f(u, w)|u™" du dw.

u?+|x—w|?

w |

Or,

n-l +oo n—1
u w .
Joammmm) e[ () o

voir [5], p. 10, (16), on en déduit que

{wors0>3 )]

-1 1
C—12n—23<n ’ n- )wg 2 (cotha(n))n_l||f”L1'

Comme

(=1 n=1\ . ,T((n—1)/2)T((n—1)/2)
’ B( )‘2 Ten-1)/2)
__T((n-1)/2)
=V )
(voir [5], p. 5), et

wp—2 1 nl'(n/2)

Q,  Val((n—1)/2)

on a donc

n

'{(y,w); M f(y,x) > %H < m§c_l(cotha(n))”_1||fHL1.
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En choisissant

1
a(n) =arcoth '8 ™/ (=1 = ~]og (2

5 n_1>(1+0(1)), n— 400,

logn

on obtient immédiatement (1.9). O

4. Le choix de € et la preuve de (1.10)

Par les propriétés élémentaires du noyau de la chaleur sur les variétés rie-
manniennes completes, non compactes avec courbure de Ricci minorée (voir par
exemple [2]), en utilisant

—+oo
o SVTA _ s 13/20—57 /4t tA dt, >0,

2V

on sait bien que
e V2(g,9)>0, g,d €H", et |e V2|1 =1, s>0.

Par le théoréme ergodique maximal de Hopf-Dunford—Schwartz (voir [4], p. 690
691), on a

1 (" =& 2

Hg;sup | e VTR f(g)ds> )\H < ZIfIli, pour tous A>0 et fe L*(H").

t>0 t Jo A

Pour montrer (1.10), il nous reste & montrer qu’il existe une constante A>0
telle que pour n assez grand, on a

M f(g) < Ansup — / sV=2f(g)ds, pour tous g€ H" et 0< f e L*(H").
t>0 ¢
Donc, par la définition de My, il suffit de démontrer (1.12). Pour ceci, on aura
besoin des

4.1. Propriétés des fonctions hypergéométriques de Gauss

Lorsque ¢>b>0 et a>0 satisfaisant a+b<ec, on sait que (voir [5], p. 56-57) la
fonction hypergéométrique de Gauss F(a,b;c;-)€C?(0,1) est continue et stricte-
ment croissante sur [0, 1]. Rappelons aussi que (voir [5], p. 61, (14) et p. 58, (7))

[(c)T'(c—a—b)

F(a,b;031)=m7
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d b
%F(a,b; Gr)= %F(a—i—l, b+1;c+1;7m).

En particulier, pour a>£3>1, on a

I'(2+2a)T(5)
Ia+1)I'(a+8+1)’
1+a—p

(4.1) F(l4+a—08,14+a;2420;1) =

d
(4.2) d—F(1+a—/6,1+a;2+2a;r): F(2+a—p0,24a;34+2a57).
r

Par le théoreme des accroissements finis, on a, avec 1/cosh?(r/2)<p<1

0<F(l+a—0,1+a;2420; 1)—F<1—|—a—ﬁ, 1+a; 2+ 2¢a;

()
cosh®r/2 /) ds

< 1+a7ﬂF
- 2
r2+20)(@) 1

.
= Tt Dl(arg+1) g1 ) IFa—p)tanh® 5,

1
cosh? r/2>

F(l+a—p8,1+a;242a; s)
s=¢

(24a—f,2+a; 3+2a; 1) tanh? g

Par le fait que

1
F(1—|—a—6, 1+ ;2420 72>
cosh”r/2

=F(1+a—-0,14+a;2+2a;1)

1
— [F(H—a—ﬁ, 1405 242a; 1)—F<1+a—ﬂ, 14+a; 2420 —2)],
cosh”r/2
on a donc,
1 rE+20)0(3)
F|l14+a—0,14a;242q; >~ ;
( ’ cosh? r/z) 2T (a+1)T(a+3+1)
1
(4.3) lorsque ﬂ,l(l+a)(1+a—ﬂ)tanh2§§§.

On donne maintenant la preuve de (1.12).
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4.2. Preuve de (1.12)
Par le Theorem 3.3 de [13], on a
() (P=2) ! (g,g') = (2m) "/2(sinh )22 DIDQUI 2 cosh),

avec

1 -1)2 1
(4.5) Gn(A)Z\/A2+p2—§= /\2+(n r1 et ¢=d(g,9),

et la fonction de Legendre du second genre Q7 (coshr) (avec a, 3>0 et r>0) est
définie par (voir [5], p. 132-133) :

e "™BQP (coshr) =

2°T(a+ )T (a+5+1) 5 r3—a—l
T(2a+2)(sinh7)? <2C05h 2)

1
><F<1+oz—ﬁ, 1+a; 24 2a; 72>
cosh”r/2

28717 (a+ )T (a+B+1)
B ['(2a+2)(sinh r)ﬁeQ(a+1—ﬁ) log cosh /2

1
4.6 xFl1+a—-0,1+0;24+20; ———— .
(46) ( p cosh? r/2)

On a l'inégalité

/o+oo(/\2—A)_l(g,g’) sin? (%%) N (Sm%f

Pour n>7, on constate d’abord que

1 1 A2
—+ )\2+ 2) 1+,/)\2+ 2 _ <+ )\2+ 2) <1+>
<2 o)1 °) 2 g VAZ+p2+p

SN+ (3 VAZ+02) <4(N2+)),

\/5/4}1 2 1 /
/f/ﬁh (A" =A)"(g,9") dN.
17}

puis, par le fait que (n—2)/2—1>p/2 et le fait que tanh s<s pour s>0, que pour
tout /p/6h<A<,/p/4h, on a

-1 /\2 2 2
M(1+1 /)\2+,02—,0) tanh? % gg()\#) +92c% < 1(3)2+2§2< 17

(n—2)/2—-1
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lorsque 0<¢=d(g, ') <% et ¢<h. Par (4.4), (4.6) et (4.3), on a donc

/0+°°<A2—A> (g, gf) sin? (f;)dx

2
1YV1
> (Sin E) g(sinh §)2_n7"_n/zr(g—l)
/4h
x/\/ﬁ 02144/ X2+ (n=1)2/4—(n—1)/2) log cosh /2 )
V/p/6h

Comme log(1+7)<r et coshr—1<r? pour tout 0<r<1, pour n>7, 0<¢=
d(g,9')<%, s<h et \/p/6h<A<./p/4h, on a

< A2+ (n 41) n2 1) logcosh—

22
Ve e /4+(n—1)/2> log {1+(cosh%—1>}

( )¢
1.
Par conséquent, en utilisant le fait que

GrGY=rG)

on voit quil existe une constante ¢>0 telle que pour tout n>7, 0<¢=d(g,9') <3
et ¢<h,

IN

IN

(4.7) /0+°°(/\2_A) Y(g,¢')sin? (%%) d)\2c(sinh§)2_"7r_"/2f(g)h_lp_l/2.

(2.1) donne immédiatement (1.12) avec e=%. O

5. Preuve de (1.13)

Comme on a déja expliqué au début de la section 4, pour démontrer (1.13), il
suffit d’établir I'estimation (1.14). Pour ceci, on utilisera (4.4) et (5.3).
On distinguera deux cas : 0<§:d(g,g’)<% et gzi.
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Cas 1. 0<s=d(g,g')<3. Par (4.7) et (2.1), on a immédiatement

-1
. R\ 4 [t IR h A
inf n|B<g,h>|< ;) S (|57 ) aso

h>1/4
O<d(g,g/)<1/4

Cas 2. gzi. Remarquons d’abord que

e i e (P
| oe=a ) <\[ﬂ>dA

puisque

sins _ 2
—2>—, 0<s<
s T

o

On a besoin du lemme suivant dont la preuve sera donnée plus tard.

Lemme 5.1. Il existe une constante C>1 telle que pour tout n>7, tout 0<
A</p et tout ¢=d(g,g")>0, on a

2_ -1 /
(5.1) cl< (N-A)"Y(g,9") : __c
n=20; " (sinh ¢)2=" min{1, (sinh ) ~L=A*/ (/X207

On admet le lemme pour 'instant et on continue avec la démonstration de (1.14)

dans le cas ou ¢> i.
Comme %§g<h, par (5.1), on a

T 2 Ay sin? [
| oe=a ) <ﬁ2>dx

Vo/h/4 , 2
zcn72Q;1(sinhg)1’”/ (sinh¢)™* /(22 +0%) %é d\

0 2

Volh/4 >
ch—QQ;l(Sinhg)l—n/ e—A2/2m< ﬁ%) d\
0 P
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Vp/h/4 ?
zce_ln_QQT_Ll(sinhg)l_”/ ( ﬁ%) dA
0 P

(5.2) =cn72Q,  (sinh )" %

(2.1) implique immédiatement (1.14) avec ¢> 1.

5.1. Preuve de (5.1)
Rappelons que (voir [5], p. 155) :

e ™ QP (coshr)
(5.3) =271 )(sinh r)_ﬂ/ (coshr+cost)? =~ (sint)?*F1 dt.
0
D’apres (4.4) et (5.3), on a

(\*=A)7" (g, ¢') = (2m)""/*(sinh¢)* "2~

TN +(n—2)/2+1)
L(0n(A)+1)

(5.4) ></ (cosh g+cos t)P~ VA2 =1 (gin ¢)200 (N+1 gy,
0
Posons dans la suite,
VR ¥
(55) n(p, \)=p— VNP =———— A>0.
p+/ A2+ p?

Lorsque 0<A<,/p, on a —1<n(p, A) <0, donc,

/ (cosh ¢+cos )P N =1 (sin ¢)20n (N F1 g¢
0
/2
Nl/ (cosh ¢ —cos )P M =1 (sin ¢)20n (N +1 gt
0
/2
:/ (COSh ¢+cos t)l—n(p,k) (COSh2 C—COS2 t)n(p’)\)_l(Sint)26”(>‘)+1 dt
0

~1 (coshg) PN+ Slnh2<+sm £)n(P =1 (5ipy )20 (V+1 gy

\

1 n(A)
2(coshg —n(p, ’\)+1/ y—l—smh2 Q)N =1 gy
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Dans le cas ou §Z%’ on a

by 2 _\n(p,A\)—1 2 \n(p,\)—1 by
4-sinh” ¢)"\»V =+ dy ~q (sinh® ¢)"\ "M~ d
1
= (sinh?¢)"» V1B (97,,(>\)+1, §>

~1 p‘l/Q(sinh §)2(n(p«\)—1)7

puisque A<, /p et la formule de Stirling impliquent que

1 7I‘(%)F(9 (AN)+1)
(o ) =TT
I’

= V7 (0n (M) +

Dans le cas ol ¢< i, de la méme fagon, on a

2(140(1)) =V2rp~ Y2 (1+40(1)), n— +oo0.

/1 yfn () (y+51nh2 )77(/)7/\) Ly
o V1i-y

sinh? IS 1
0 sinh? ¢

sinh®<¢ | 6, (\) 1 O (M) +0(p,A)—1
~1 (sinhg)Z(n(p’)‘)il)/ Y dy—‘r/ vy dy
0 s

\/l_y inh2 ¢ 1_y
1,0, (N)+n(pA)—1 sinh® < 0,,(\)
_ [ ¥ Yy ch2 )N =1 m(pA)—1
—dy—l—/ [(smh g)n P _yﬂ }dy
0 Vi-y 0 Vi-y
~ p_1/2.

Par conséquent, on a

(/\Z—A)_l(g,g’) ~1 (27T)—n/22—9n(>\)—1 F(en(?zg;((r)l\)—fi§2+l)p—l/Q(Sinhg)z_n

xmin{1, (sinh¢)"PM =1},

pour tous n>7, ¢=d(g,g')>0 et 0<A<,/p. Pour terminer la preuve de (5.1), il nous
reste & montrer que

—0,(A\)—n/2—1 L(0n(N)+(n—2)/2+1) n1/2
(5:6) 2 T, (22"
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En effet, par la formule de Stirling, on a

9—0n(\)—n/2-1 L(0n(N)+(n—2)/2+1) n-1/2
L0, (A\)+1)I'((n—2)/2)

- <9H(A)+(n—2)/2+1)""“)“(9TL(A)+(n—2)/2+1>"—2/2

2(6n (M) +1) 2((n=2)/2)
= exp {(en(x)ﬂ) log (1 2‘;( Z((AA)) ”)/2) +n;2 log <1+2+0nﬁ)2—n/2)}

~q 1.

On a donc montré (5.1).

5.2. Explication pour le choix de /p/h dans (1.14)

Le but de cette sous-section est de montrer que dans (1.14), le choix de /p/h
est optimal & une constante universelle pres. Autrement dit, il existe une constante
¢>0 telle que pour tout n assez grand et tout h=¢=d(g,¢’)>1 et tout 70>0, on a

Vol/om(AQ—A) (g, ¢) sin® (70%) dX

AN h A
Sc( ;) /0 (A2 —=A)"Y(g,g')sin? (\/;§>d)\

Par (5.2), il suffit de démontrer que

+o0
(5.7) %' / (\?=A)7(g,g') sin” (’Yo%) dA\ < en~20; (sinh ) L.
0 S

En effet, (5.4) implique que

T(0,(\) +(n—2)/2+1)
T(0,(\)+1)

x(coshg—l)p_VA2+p2_l/ (sint)20n N F1 gy
0

(A2—A)"Y(g,g') < (2m) /2 (sinh ¢)2 "2~ 0N -1

SC(QW)_"/Q(Sinhg)l—”2—97z(>\)—1F(e (A);(n 2)/241)

I'(0n(A)+1)

x (cosh¢—1)"PA)



376 Hong-Quan Li et Noél Lohoué

puis, en utilisant

8

+
log(1—s)=— 87, 0<s<l1, et log(l+r)<r, r>0,
1

on modifie un peu la preuve de (5.6), et on voit qu’il existe une constante ¢>0 telle
que pour tout n>7, tout d(g,g')=¢>1 et tout A>0, on a

(A2=A)"Y(g,g') < en~20;  (sinh ¢) " (cosh ¢ — 1)7(P+).

Dong, il nous reste a montrer que

e A) gin2 A P
o / (cosh¢—1)"PN gin (’yoi) d\<c=.
0 S

On constate d’abord que

wf log (coshr—1) -0,

r>1 r

puis que

+oo A
'yo_l/ (cosh ¢—1)"PN gin? <70§> X
0
_ Hoe —_c)\2 2 2 . )\
<7 1 e~ N/ (pHV A2 +p?)s iy 2 Yo= | dA
- 2
0

< ,yfl e e—c/)\z/pg Sin2 é d}\+ —1 e —c'X¢ 2.2 é d\
=% Yo B) Yo e sm- | Yo B)
0 p

=Ty +Ts.

Cas 1. v9>+/¢/p. On a

“+o0
Ty <~gt / e=Ns/p d/\zci\/E< P
= /0 )
0 YoV S S

+o00o —c'ps —c'ps
’ e (&
ngfyo—l/ e =cE— < <2
p oS S Sp S

et

puisque ¢p>1.
Cas 2. v9<4/¢/p. On a

400 , A 2 3/2
T S’yal/ e ¢ Azg/p(’}/0§) dA:C’y()(B) §0B7
0 S S
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+oo i AV p
To <5t / e ('yo—> dX=cyos 3% < L.
0 2 S
Ceci acheve la preuve de (5.7).
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