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FONCTIONNELLES CAUSALES NON LINÉAIRES
ET INDÉTERMINÉES NON COMMUTAT! VES

PAR

MICHEL FLIESS

RÉSUMÉ. - Les indéterminées non commutatives permettent de jeter les bases d'une théorie
des fonctionnelles causales non linéaires.

ABSTRACT. — Thé foundations ofa theory of non-lmear causal functionals are laid down using
non-commutative indeterminates.
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Introduction

Les fonctionnelles, c'est-à-dire les fonctions de fonctions, ont, dès leur
origine {cf. VOLTERRA [5l], VOLTKRRA et PÈRES [52], LÉVY [37]), été
considérées comme des fonctions d'une infinité de variables « ordinaires ».
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FONCTIONNELLES CAUSALES 5

Ce point de vue, certes indispensable, ne facilite pas toujours les choses :
comment calculer avec une infinité de variables ?

En lieu et place, nous introduisons un nombre fini d'indéterminées non
commutatives. Une fonctionnelle causale (ou non anticipative),. fonction de
n fonctions, est dite analytique si elle est donnée par une série formelle en n 4-1
indéterminées non commutatives (1 ) : une pour le temps, les n autres pour les
n fonctions. Les règles de calcul sont simples : addition et mélange (ou shuffle
product) correspondent à l'addition et au produit des fonctionnelles. Pour les
équations différentielles forcées, les indéterminées non commutatives
généralisent les séries de Lie de GRÔBNER [29] et le calcul symbolique, ou
opérationnel, de Heaviside, cher aux ingénieurs. Enfin, toute fonctionnelle
causale, continue dans une topologie usuelle, peut, sur un compact, être
arbitrairement approchée par des fonctionnelles analytiques, de séries non
commutatives rationnelles ou polynômiales.

Notre approche présente des liens évidents avec les travaux développés,
depuis plus de 25 ans, par CHEN ([4]-[6], [8]) qui, à tout chemin, associe une
série non commutative. Nous utilisons quelques-uns de ses résultats pour
jeter les premières lueurs sur les fonctions généralisées dans un cadre non
linéaire. Comme SUSSMANN [48] l'avait suggéré, on rencontre des
phénomènes tout à fait nouveaux et inattendus, qui s'expliquent par crochets
de Lie et n'ont pas d'analogue dans la théorie linéaire des distributions de
L. SCHWARTZ.

L'origine de ce travail se trouve dans les problèmes posés par
l'automatique non linéaire. Il faut cependant noter une rencontre entre notre
combinatoire non commutative et certains développements de la mécanique
statistique ou quantique. L'intégrale itérée de CHEN, ici employée,
s'apparente aux intégrales chronologiques (ou time-ordered intégrais) usuelles
depuis DYSON [11]. Quant au mélange, il est très proche des méthodes
formelles proposées, il y a longtemps, par FEYNMAN [12]. Ce rapport entre
mathématiques pour sciences de l'ingénieur et physique n'est pas nouveau; il
était déjà présent dans un cours fameux de WIENER [53].

La plupart des résultats ont déjà été présentés, de façon souvent succincte
([15]. [16], [19]-[25], [27]).

(1 ) Les indéterminées non commutatives ont déjà été proposées pour définir des fonctions de
plusieurs opérateurs ne commutant pas (cf. LAPPO-DANILEVSKY [35], TAYLOR [49]).
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6 M. FL1ESS

Chapitre 1

Rappels sur les séries formelles non commutatives

1. Définitions et propriétés générales

(a) SÉRIES FORMELLES

Soit X* le monoïde libre engendré par un ensemble fini, non vide X,
Valphabet. Un élément de X* est appelé mot. L'élément neutre, ou mot vide,
est noté 1. La longueur | w \ d'un mot w est le nombre de lettres dont il est
composé : | x^ x^ x\ \ =4. La longueur du mot vide est nulle. Pour tout x 6 X,
|w|, désigne le nombre d'occurrences de .x dans w : \x^x^xï\^3,
1 x! x! x? Ix, = ̂  II est c^11 QU® ''

I^LceX MX-

Soient A un anneau commutatif unitaire, A(Xy et .4«X» les
A-algèbres des polynômes et des séries formelles, à coefficients dans A, en les
indéterminées (ou variables) associatives xeX (non commutatives si
card X^2). Un élément se A « X » est noté :

5==^ {(s, w) w\weX*} où (s,w)eA.

Addition et produit (de Cauchy) sont définis par :

Si+^=^{[(si, w)-h(s2. w)] w\weX*},
sls2=Z{[L,t,-r(Sl.^)(S2,^)]"?l^eX<l}.

Dans le cas où X est réduit à la seule lettre x, on retrouve les algèbres
commutatives usuelles A[x] et A[[x]] des polynômes et des séries en une
indéterminée.

(b) RATIONALITÉ ET THÉORÈME DE KLEENE-SCHUTZENBERGER

Une série 5€A«<X'» est inversible ssi son terme constant (s, 1) l'est
dans A. Une sous-A-algèbre R de A « X » est dite rationnellement close ssi
l'inverse de toute série inversible de R appartient encore à R.

L'A-algèbre A < (X) > des séries rationnelles (cf. SCHUTZENBERGER [44]) est la
plus petite sous-A-algèbre rationnellement close de A«X», qui
contienne A < X > .

Remarque. — Dans le cas d'une seule indéterminée x, toute série rationnelle
est développement de Taylor à l'origine du quotient P/Q de deux polynômes
P,6eAM.e(0)=l.

TOME 109 - 1981 - N° 1



FONCTIONNELLES CAUSALES 7

A^^ désigne l'ensemble des matrices à M lignes et N colonnes. Une
représentation (matricielle) n : X* -» A^XN est un homorphisme du monoïde
X* dans le monoïde multiplicatif des matrices carrées d'ordre N.

THÉORÈME 1.1 (dit de KLEENE-SCHÛTZENBERGER, cf. [44]). - Une série
reA«X»est rationnelle si, et seulement si, il existe un entier N^1, une
représentation n : X* -^ A^^, une matrice peA^^, tels que :

(1.1) r=^{(Trpnw)w|w6X*}

[Trpnw désigne la trace de la matrice pyiw].

COROLLAIRE (cf. [18]). - Une série reA«X» est rationnelle si, et
seulement si, il existe un entier N^l, une représentation \i : X* -^ A^^, des
matrices ligne ^eA^ et colonne yeA^1 tels çue :

r^K^^ï)^!^6^}-

Remarque. — Dans le cas d'une seule indéterminée x, le théorème de
KLEENE-SCHÛTZENBERGER est équivalent à la condition classique suivante : la
série ̂ o ̂ -^ esi rationnelle ssi les coefficients obéissent, à partir d'un
certain rang, à une relation de récurrence linéaire, à coefficients constants.

2. Divers produits

(û) PRODUIT D'HADAMARD

Le produit d'Hadamard de deux séries s^, s^ 6 A « X » est la série Si Qs^
donnée par :

SiOS2=S{(Si,w)(S2.w)w|w6^»}.

Généralisant un résultat ancien d'ÉMiLE BOREL, SCHÛTZENBERGER [45] a
montré :

PROPOSITION 1.2. - Le produit d'Hadamard de deux séries rationnelles est
une série rationnelle.

Preuve. - Soient r.eA < (X) > (i== 1, 2) données, comme en (1.1), par :

ri=E{(Trp.n,w)w|w€X*}.

Soit H=Ui(X)^ Hi le produit tensoriel des deux représentations :

VweX*, UM^HiM?®^^-

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



8 M. FLIESS

II est clair que :
rlOr2=S{(Tr(pl(X),/?2)^lM?)u;|w6^11t}. •

(b) MÉLANGE

On appelle ( produit de) mélange (2) de deux mots w, w ' e X * , le polynôme
homogène w uj w\ de degré | w \ +1 w' |, défini par récurrence sur la longueur :

1 LU 1=1; >fx€X, l u j x = x u j l = x ;

(1.2) Vx.x'eX, Vr.i/eJT'1,
(xv) uj (xV)=;c[i? LU (x'v^x'^xv) LU i;'].

La série s^ LU s^ mélange de s^, 5^ eA « X », est donné par :

Si LU S2==]^{(Si, t?i)(S2, 1:2) l?iLU V^\V^ V^çX*}.

Avec addition et mélange» A « X » est une A-algèbre commutative, intègre
si A l'est, et unitaire.

On montre (cf. [17]) :

PROPOSITION 1.3. — Le mélange de deux séries rationnelles est une série
rationnelle.

^Preuve. - Introduisons, en bijection avec AT, le nouvel alphabet
X^{x\xeX}. Étant donnée r^ (resp. r2)€A<(x) >, substituons à tout xeX
la série rationnelle :

x{^w\wçX*]^x(l^,yr1

(resp.x{^w|we^}=;c(l-^^)).

On obtient des séries r^ 'r^A((X\j~X)), dont on vérifie aisément la
rationalité. Soit répimorphisme <p : A < (Xu X) > -^ A < (X) > défini, pour
tout xeX. par (px==<px==x. Il vient :

r iLur2=<p(FiOr2)-

D'où, en vertu de la proposition 1.2, le résultat cherché. •

(2 ) On dit aussi produit de Hurwitz ou d'intercalement. En anglais, le terme consacré est shuffle

product.

TOME 109 - 1981 - N° 1



FONCTIONNELLES CAUSALES 9

Remarque. — Soient r ,€A<(X)) (ï=l, 2) données comme en (1.1).
Définissons la représentation v : X* -*• A^1^^2, où N, est ia dimension
de ^i,, par :

YX€^, vx=^x(g^ 1^4- ljv.00^2^

(Ijv est la matrice unité de A^^).

Il vient :

^1 ^ ^2=Z{(Tr(piOO,p2) VU/*) M;|lf6X*}.

3. Systèmes d'équations

(û) RAPPELS TOPOLOGIQUES (3)

Soit j?/^ le A-module des polynômes homogènes de A < .Y > de degré d
(d==0, 1, 2, ... ); s/o est isomorphe à A. L'A-algèbre A < X > est graduée :

AW=©^o<<.

On munit FA-algèbre A«X» des séries de la topologie produit des
topologies discrètes pour les s/^ Avec la topologie discrète pour A,
A « AT » est une algèbre topologique, séparée et complète.

Soit (X) l'idéal bilatère de A « X » formé des séries de terme constant
nul. La suite d'idéaux (X)* (k=l, 2, . . .) est un système fondamental de
voisinage de 0. La topologie précédente est donc métrisable : la distance de
deux séries s^, 52, telles que :

s^s^(X)^ s^s^(X)^1

est l/l11.

{b) POINTS FIXES

Introduisons un nouvel alphabet © = = { 61, ..., 9jy}, disjoint de X. Soit le
système d'équations, en les inconnues 6^ :

d.3) e,=p,(e,.....e^) (k= i , . . . ,N) .

(3) En toute rigueur, il aurait fallu placer ce paragraphe dès le début, ne serait-ce que pour la
substitution utilisée dans la preuve de la proposition 1.3.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



10 M. FLIESS

où pk : A « X » x ... x A « X » -»- A « X » est une contraction
relativement à la topologie précédente. D'après le théorème classique du
point ûxe, il existe un et un seul N-uple s i , ..., s^ e A « X » tel que :

Sk^tt5!» --^n)'

Ce N-uple est dit solution de (1.3) et s'obtient par itérations.

Exemple. — Soient X = = { x , x} et l'équation :

0=xJc+x6x.

La solution est la série algébrique (cf. CHOMSKY et SCHUTZENBERGER [9])

E î ̂ a-

Chapitre II

Fonctionnelles causales analytiques

K désigne soit le corps des réels, soit celui des complexes.

1. Définition et premières propriétés

(fl) INTÉGRALES ITÉRÉES

Soit l'alphabet X^[xo, x^ ..., x,}. Pour r€[0, oo[, considérons les
fonctions continues par morceaux u^ ..., u^ : [0, T\ -^ K. A tout mot non
vide x^...x^eX*, attachons Yintégrale itérée (cf. CHEN [4]-[6], [8])

dîyj ... d^ (O^t^T) définie par récurrence sur la longueur :
J 0 v

- ço(0==^ ^(0= u^) ̂ O'=l, ...,");
J 0

- r^.=^(0 (;=0,1, ...,n);
J o

- l'intégrale d^ ... d^ est définie pour tout ïe[0, r|; il vient :
J o

r ^,...^=r ^,(T)f1d^. . .d^
J 0 J 0 J 0

(l'intégrale de droite est de Stieltjes).

TOME 109 - 1981 - N° 1



FONCTIONNELLES CAUSALES 11

Exemple. — Au mot x^x, x^-1... x, jc^ (Ki\, ..., l'j^n) correspond
l'intégrale itérée :

r. r- r-. ,-..r..̂ -̂  .- .̂)^ ,..^.
v J o J o J o ^ ' ttk-i ' ...tto '

Cette formule généralise celle, classique, qui, dans notre écriture, associe au
mot xgxi l'intégrale :

[•<^ „(„.,.
J o a!

Cette dernière expression est la primitive d'ordre a de MI, qui s'annule, avec
ses a premières dérivées, au point 0.

(b) SÉRIES GÉNÉRATRICES

Soit 9eX«^>>. Supposons qu'on puisse lui associer des réels positifs
T, M de sorte que la série numérique :

(11.2) y(r)=(ci, 1 t-h^o L^, ...,;,-o(9, \... ^) F ̂  ... ̂
J o

rsoit absolument convergente : ^oCO^» ^iO^ ^i^) da{i^l, ..., n)
J o

avec M, continue par morceaux, telle que f^î", max^,^ |M,(T)KM.
9 définit une fonctionnelle de domaine de convergence non vide, qui
est causale (ou non anticipative) : y(t) ne dépend que des valeurs antérieures
des M,(T), c'est-à-dire pour T< t..

LEMME 11.1. — Pour T et M pris comme précédemment, deux séries Qi,
82 ̂ K « X » définissent une même fonctionnelle si, et seulement si, elles sont
égales.

Preuve. — II suffit de montrer que, si Q€K « X » induit la fonctionnelle
nulle, alors 9=0. Si u^, ...,u^ sont nulles, on obtient une fonction
analytique du temps, d'où :

(ô.lMô^o)^-.^^)-—-0-

Dérivant (11.2), il vient :

§[ -D^^-)^0)-
aî |»»u

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



12 ' M. FLIESS

Pour avoir zéro pour tout u,(0), il faut que (9, ;Ci)= ... ==(9, x^)=0.
De même :

d^y -
-^ ^.-î  ̂ .o) ̂ (°) ^(0)+£?=i K^ ̂ i)+(9, ̂ o)] ".(0).
""• f«0

Pour avoir zéro, il faut que

(<î, X._ Xj==0, (9, Xo^,)= -(fi, X;Xo).

Avec des u,(t) dérivables, la contribution pour la dérivée troisième des
termes :

D» i ( 9' ^o ̂ ) d^o d^i + (9, x, Xo) dî^ d^
J 0 J 0

est :

Su r i / v i / ^~i ̂ i
i=l g (9»^0^i)+-j(9^|Xo) -̂ -

r-0

Pour l'annuler, on doit avoir (g, ;XoX.)=-2 (g, ^JCo). Avec l'égalité
précédente, il vient (g, ^o.?Ci)==(9, x.Xo)=0.

Pour des longueurs supérieures, la généralisation est facile. •

Une fonctionnelle causale est dite analytique (4) si elle peut être déûnie, ,
dans un domaine non vide autour de l'origine, comme précédemment, par
une série non commutative, qui est alors unique. Ladite série est la série
génératrice de la fonctionnelle. Par abus de langage, une fonctionnelle de série
génératrice g sera parfois appelée fonctionnelle 9.

Par analogie avec une terminologie usuelle en ingénierie, on appelle
MI, ..., u^ les entrées de la fonctionnelle.

Remarques. - (i) Au lieu d'entrées continues, on aurait pu les prendre
Lebesgue-intégrables et essentiellement bornées, avec la topologie de la
convergence uniforme à un ensemble de mesure nulle près. Soulignons,

( 4 ) En analyse fonctionnelle, le terme analytique a déjà été utilisé avec des sens variés (cf.
VOLTERRA et PÈRES [52], p. 68-69, PELLEGRINO. in LÉVY [37], 4e partie, HILLE et PHILIPS [3l],
chap.iïl, §3).
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FONCTIONNELLES CAUSALES 13

cependant, que, pour les fonctionnelles analytiques, les espaces fonctionnels
habituels ne semblent guère convenir. C'est la représentation des entrées sous
forme de séries de CHEN (cf. chap. IV) qui devrait fournir le bon choix.

(ii) Avec des fonctionnelles à valeurs dans un X-espace vectoriel de
dimension finie, il aurait fallu prendre un vecteur de séries génératrices.

(iii) II est aisé de définir notre développement fonctionnel, non plus à partir
de zéro pour le temps et les entrées, mais à partir de r°, u?, ..., u°,. Il suffit,

pour définir l'intégrale itérée j d^ ... ̂ , de poser :
J /o v

W-t^t0, ^(0= r(^(T)-U°(T))dT.

J 'a

(iv) La causalité est, dans le formalisme des fonctionnelles analytiques,
obtenue en traitant le temps par une autre indéterminée non commutative XQ
(comparer avec SEGAL [47]).

(c) SÉRIES GÉNÉRATRICES RATIONNELLES

Une fonctionnelle causale, analytique est dite rationnelle, ou polynômiale,
ssi sa série génératrice l'est.

PROPOSITION 11.2. — Une série génératrice rationnelle est absolument
convergente pour tout choix du temps (fini) et des entrées continues par
morceaux.

Preuve. - Soit geX< (X)). Le théorème 1.1 implique l'existence d'une
constante réelle positive M, telle que, pour tout x^ .. .^ eX*, on ait ((g,
^•••^M^Or:

où

l r' i ^v+l tv+l
^....^, L;^——

| J O A 1 (Y^ 1 ) !

A,=sup(l,maXo^^i^jMi(T)|).

D'où la convergence absolue de (II. 2) pour tout r î£ oo, et tout M, : [0, t] -» K
continue par morceaux. •

Considérons le système différentiel :

(II 3) ^(t)(=dq/dt)=(A,^,u,(t)A,)q(t),
[ y(t)^q(t).
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14 M. FLIESS

Le vecteur d'état q (t) appartient à un K-espace vectoriel Q de dimension finie
(q(0) est donné). Les applications Ao, Ai, ..., A, : Q ̂  Q, 5l : Q ̂  K sont
X-linéaires. Les entrées i<i, ..., u, : [0, T\ -> K sont continues par
morceaux. Pour tout te[0, 7], la formule de Peano-Baker permet d'écrire :

(IL4) ^)=Ml+£v>oL;..^-o^...^ r^,...^k(0),
J o

où 1 est l'application identité. (II. 3) détermine une fonctionnelle causale qui,
en vertu de (11.4), est analytique de série génératrice :

Ml +E^o L:. ....^o4,.. .A^x,.. .xj <?(()).

Le corollaire du théorème 1.1 en prouve la rationalité et conduit à
énoncer :

PROPOSITION II. 3. — Une fonctionnelle causale analytique est rationnelle si,
et seulement si, elle peut se mettre sous la forme (11.3).

Remarques. — (i) (II. 3) est classique en automatique, où il est connu sous le
nom de système régulier ou bilinéaire.

(ii) La formule de Peano-Baker donne une première justification
heuristique de notre approche par indéterminées non commutatives.

(d) MULTIPLICATION DES FONCTIONNELLES

Considérons le produit :

(J.^-OŒ^-^)
de deux intégrales itérées. La formule d'intégration par parties permet de le
réécrire ainsi :

Jl^^tŒ^-'-^Œ^--^)]+J.^•(<(1>^••••^)(11^••-^•)]-
La définition même du mélange par la formule (1.2) conduit à énoncer
(cf. REE [41]) :
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PROPOSITION II. 4. — Le produit de deux fonctionnelles causales analytiques
est une fonctionnelle de même nature, de série génératrice le mélange des deux
séries génératrices.

Remarque. — Le lecteur vériûera que le domaine de convergence du
mélange de deux séries est non vide s'il en est de même des séries originales.

En vertu de la proposition 1.3, il vient :
COROLLAIRE. — Le produit de deux fonctionnelles causales analytiques

rationnelles (resp. polynômiales) est une fonctionnelle de même nature.

2. Approximation des fonctionnelles causales

Soient c/ un compact de [0, oo[, V un compact de C0^)" (5). Une
fonctionnelle causale ^ x V -+ K est dite continue ssi c'est une application
continue au sens usuel. Il est clair que toute fonctionnelle analytique, de
domaine de convergence contenant ^ xV, est continue.

THÉORÈME 11.5 (6). — Soit une fonctionnelle causale continue ^ xV ->• K,
où ̂  est un compact de [0, oo[, V un compact de C° (^Y. Dans la topologie de la
convergence uniforme, elle peut être arbitrairement approchée par une
fonctionnelle causale analytique, que Von peut choisir rationnelle ou
polynômiale.

Preuve. — Pour appliquer le théorème d'approximation de Stone-
Weierstrass à l'algèbre des fonctionnelles polynômiales, il suffit, en vertu
du dernier corollaire, de vérifier la propriété de séparabilité suivante :
Étant donné deux (n+l)-uples distincts (t, u^, ...,«„), (t\ u\, ...,^)
de ^xV, il existe une fonctionnelle polynômiale p telle que
p(t,u^ . . . ,uJ^p(r \Mi , . . . ,u,) :

— si t^ t ' , il suffit de prendre la fonctionnelle de monôme générateur XQ;
— si r=t \ supposons u^u\. La fonctionnelle causale de monôme

générateur x^x^, appliquée à I?==MI —u[, prend la valeur (cf. chap. II, § 1 a)

((t-^/k \)v(x)dr. Si l'on avait zéro pour tout k, v serait nulle. D'où
J o
contradiction. •

(5) C°(^) désigne l'espace des fonctions continues ^^K, muni de la topologie de la
convergence uniforme.

(6) Résultat dû à l'auteur ([19], [20]). SUSSMANN [48] a, indépendamment, obtenu dans une
autre topologie où les entrées doivent intervenir de manière affine, un énoncé voisin, donné dans
le cadre des systèmes réguliers. Mentionnons aussi un résultat plus faible, dû à KRENER [32].
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16 M. FLIESS

Remarques. - (i) Pour des topologies plus générales, renvoyons au
point (i) des remarques du paragraphe 1 b de ce chapitre.

(ii) Avec la convergence précédente, il n'est guère possible de généraliser le
théorème à un intervalle de temps infini (cf. BROCKETT [3]).

(iii) Bien des fonctionnelles élémentaires ne sont cependant pas
analytiques, ne serait-ce que l'identité u^(t)-^u^(t). Pour le prouver,
raisonnons par l'absurde. Soit i la série génératrice de l'identité.
Nécessairement, Xoi==.Xi. Donc, i n'appartient pas à X«XQ, x^ » (7).

3. Séries de Volterra

(a) HISTORIQUE ET DÉFINITION

Pour généraliser le développement de Taylor ordinaire, VOLTERRA [51] a
proposé, pour une fonctionnelle de u^ : [0, 1] -* K, le développement
suivant :

T1-J o
(11.5) ko+ k,(a,)u,(a,)da,

•i r i
41 (\<

J o J o
^2(^2» 0l)"l(^2)Ml(CTi)d02ÀTi-l-...

0 J 0

kçeK, k^ : [0, 1] -> X, k^ : [0, l]2 ->• K, ... sont les noyaux, qui sont choisis,
ainsi que M, , de manière à assurer l'existance des intégrales et la convergence
de (11.5). En 1909, FRÉCHET (c/. VOLTERRA et PÈRES [52], p. 61, LÉVY [37],
p. 79) a montré que, relativement à diverses topologies usuelles, toute
fonctionnelle continue de u^ : [0, 1] ->• R peut, sur un compact donné, être
arbitrairement approchée par une fonctionnelle régulière, c'est-à-dire de
forme (11.5), ayant au plus un nombre fini de noyaux non nuls.

Les bornes d'intégration dans (11.5) étant fixes, il n'y a pas d'évolution
temporelle. Tant en automatique et électronique (cf. BARRETT [1] et SCHETZEN
[43]), qu'en mécanique des milieux continus (cf. FINDLEY, LAI et ONARAN [13]),
l'expression (11.5) a été modifiée pour devenir dynamique :

(11.6) ^(0=MO+|\(^i)^i)^iT h,(t,
J o

+ M^2^1 ) ̂ 2)^1 (ïi) ̂ 2^1+•• •
J Oj 0

(7) Démonstration due à JACQUES SAKAROVITCH (communication personnelle).
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(11.6) est appelé série de Volterra (8). Le théorème de FRÉCHET peut être
généralisé de manière à obtenir un énoncé analogue à celui du théorème II. 5.

En (II. 5) et (II. 6), les noyaux sont uniques (à un ensemble de mesure nulle
près) si l'on impose l'une des deux conditions classiques :

— symétrie : pour tout 5, les noyaux k,(ï,, ..., ïi)»A, (t, T,, ..., Ti)sont
symétriques s'ils sont de fonctions symétriques de T,, ..., T^;

— triangulation: les noyaux k,(T,, . . . , ti) et h,{t, T,, . . . , T i ) sont
triangulaires ssi, en (11.5) et (11.6), les termes d'ordre s peuvent être écrits
sous forme :

• • • M^» ...,Ti)Mi(T,)...Ui(Ti)^,...^l
J 0 J 0 J 0

( l^T^. . .^Ï2>Ti^O),

... h,(t,^, ...,Ti)Mi(T,)...Mi(Ti)^...^Ti
J 0 J 0 J 0

( t^T,^. . .^T2>Ti>0).

Remarque. — La généralisation de (II. 5) et (II. 6) aux entrées vectorielles
est immédiate.

(b) LIEN AVEC LES SÉRIES NON COMMUTATIVES

THÉORÈME 11.6. — La série de Volterra, sous forme triangulaire :

Ci Ç^ Ç^i

MO+L>1 • • • M^s. ...,Tl)ri(î,)...^(Tl)^,...Al
J 0 J 0 J 0

(t>T^...^T^Ti>0)

définit une fonctionnelle causale analytique si, et seulement si, pour tout s^O,
^(r» ^s» • • • » ^i) est, au voisinage de l^origine, une fonction analytique des
variables t, T,, ..., T^ , de sorte que les rayons de convergence de HQ, h^, h^, ...
soient bornés inférieur'ement par une quantité strictement positive.

( M ) La littérature sur les séries de Volterra est immense, bien plus développée en
automatique et électronique qu'en mécanique. On a cherché aussi à utiliser dans d'autres
domaines, comme la biologie, ces séries pour des modélisations non linéaires.
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18 M. FLIESS

Preuve. — Développons h,(t, T,, ..., T^) en fonction des variables
^^-^i» • • • > ^-^;

/l,(t,T,, ...,Tl)î=Solo.....«^o/l,.<Xo.....«.

^T^.^-Tir1^

a,!...ai !ao!

La formule (II. 1) permet de se ramener à la série non commutative :

Xs. «o. ...'. a.,^0 ̂ . a». .... a.^S1 x! - • • ̂ S* x! ̂ S0' ^

Ainsi, séries de Volterra et fonctionnelles causales analytiques constituent
des objets mathématiques voisins.

4. Quelques fonctionnelles causales analytiques particulières

(û) FONCTIONNELLES STAT10NNAIRES

Une fonctionnelle causale y{t, u^ ..., u^) est dite stationnaire si
elle est invariante par translation temporelle. En d'autres termes, si,
pour tout to^» on P056 :

^)(^J 0 si °^<^
1 l^(^-îo) si ï^to O'-l. ..•^)

il vient ^(to+r, ̂ )^y{t, u.).
La formule (II. 1) conduit à énoncer :

PROPOSITION 11.7. — Une fonctionnelle causale analytique est stationnaire
si, et seulement si, tout mot non vide du support (9) est de la forme wx^ (weX*,
i=l, . . . , M ) .

(b) FONCTIONNELLES LINÉAIRES

Une fonctionnelle causale y (t, u^, ..., MJ est dite linéaire ssi, pour deux
yi-uples d'entrées (u^, . .., u^) (fe= 1, 2), il vient, pour tout t :

y (t. D«i ̂ u^+ai^ui2^^ a^(t, u^^y(t, u^)

(a.eK).

De même qu'au paragraphe précédent, la formule (II. 1 ) conduit à écrire :

(9) Le support dcs€Â'«À'», noté supp 5, est l'ensemble des mots de coefficient non nul :
wesupp s-o(s, w}^Q.
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PROPOSITION II. 8. — Une fonctionnelle causale analytique est linéaire si, et
seulement si, tout mot du support de la série génératrice est de la forme
x^x^x^k, l€^; i=l, ..., n).

Une série génératrice s'écrit alors :

$.,?« i 2 î, v>o a^ v. H ̂ S xix^'

Remarque. - Si ̂  (t, ̂  i a^) u^) + a,̂  u^) est une forme quadratique
en les variables a^, y est dite quadratique. Dans ce cas tout mot du support
de la série génératrice est de la forme XoX,»x^.5c.x^(/i, k, (eM;
i, i ' = 1, ..., n). Il est immédiat de passer aux ordres supérieurs.

(c) FONCTIONS DE TRANSFERT ET SÉRIES GÉNÉRATRICES

D'après les propositions 11.7 et 11.8, la série génératrice d'une
fonctionnelle causale analytique, linéaire et stationnaire, est de la forme :

2^iast^>Oai,vxÏxi'

Avec la convolution, la fonctionnelle s'écrit :
•(

B->J;^«1 | fci(t-T)î<((T)A.
0

f00

Un calcul immédiat montre que la transformée de Laplace e ^h^dxde

^est^oû.v/P^1.

A un changement élémentaire de variables près, la série génératrice
redonne, dans le cas linéaire et stationnaire, les fonctions de transfert. Il y a là
une première indication, qui sera renforcée au chapitre III, § 2d, et dans des
travaux ultérieurs, du fait que les indéterminées non commutatives
fournissent une généralisation non linéaire des transformations de Laplace et
de Fourier.

(d) SÉRIES GÉNÉRATRICES ÉCHANGEABLES ET FONCTIONS ANALYTIQUES

Une série seX«JO> est dite échangeable {cf. [18]) ssi deux mots ne
différant que par l'ordre des lettres, ont même coefficient. On peut aussi
écrire :

Vj6{0,l, ...,n}, |u^.=|u/|^ => (s, u?)=(s, w').
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20 M. FLIESS

PROPOSITION 11.9. — Une fonctionnelle causale analytique est fonction

analytique de t, ^(t)= u, (1)^1(1=1, ..., n) si, et seulement si, sa série
J o

génératrice est échangeable.

Preuve. — (i) La condition est suffisante. En effet, si ®^+1 désigne le groupe
symétrique sur {0, 1, ..., v}, il vient :

Z-e... [d^..^^(t)...^(t).
J o

(ii) Nécessité. Un calcul élémentaire montre que les coefficients (9, Xj' Xj) et
(9, XjXj.)(j^f) sont, respectivement, égaux aux dérivées (ô/5^.), (ô/£y.) et
(8/8îsj.) (8/8!yj), prises en ̂  = £y- = 0. Ces dérivées étant égales, il en va de même
des coefficients. La généralisation à une longueur quelconque est facile. •

Remarque. — Une série échangeable est un objet « faussement » non
commutatif puisque l'ordre des indéterminées n'importe pas. Retrouver alors
les fonctions analytiques ordinaires, confirme le fait que les fonctionnelles
analytiques en sont une généralisation.

Chapitre m

Équations différentielles non linéaires en régime forcé

1. Séries de Lie non commutatives

(a) DÉFINITION ET PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE

Soient n+1 champs de vecteurs formels, c'est-à-dire des opérateurs
différentiels linéaires, du premier ordre :

-4-Zî-iW, • • •^)^ ^=0' ̂  • •- ")•

Les 6^ sont des séries formelles en les indéterminées commutatives
ç1, ..., ̂ , donc des éléments de la X-algèbre K[[q1, ..., ̂ ]] des séries
formelles commutatives. Pour tout heK[[q\ ...,^]], on généralise la
théorie de GRÔBNER [29] en construisant la série de Lie (! ° ) (non commutative)

(10) Le terme « série de Lie » est emprunté à GRÔBNER [29]. Il peut prêter à confusion, car une
série de Lie n'est pas un élément de Lie comme l'est, par exemple, d'après la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff, Log ^x) e3'1.
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AheK[[q\.. .,^]] «X» en les indéterminées associatives xeX et à
coefficients dans K [ [ q l , . . . , q^]] :

(III. 1) AA=h+^o IX .....-(Mo.. .A,A)x,... .^.

II faut faire attention à l'ordre inverse des suites x .. .x et A; .. .A,.
J« JO ./O ./»

PROPOSITION III. 1 (n). — L'application :

A : K[[q\ ..., ̂ ]]-W. ..., ̂ ]]«X»

est un morphisme de K'algèbres commutatives à condition de prendre le
mélange comme produit de K [[q1, ..., q^]] « X ».

Preuve. — Pour h^ h^eK[[q1, ..., ̂ ]], il s'agit de prouver :

A(al / ï l+a2^2)= a lA^l•^ a2A^2 (a!» O^6^)»

A ( A l / l 2 ) = A / l i L U A/Î2.

Seule la dernière identité mérite démonstration, semblable, d'ailleurs, à celle
de GRÔBNER [29], p. 16-17, et de la proposition 11.4. Il vient :

A^.. .A^(^^)=A^.. .A^i^A-^^i)-

Cette formule traduit la récurrence (1.2) définissant le mélange. •

(b) MAJORATION DES COEFFICIENTS

Les séries O^, heK [[ç1, ..., ^N]] ne sont plus formelles, mais absolument
convergentes pour | (f- \ ̂  p (k === 1, ..., N) où elles sont majorées : 19} |< M,
\h\^M'.

D'après une formule classique de Cauchy, les coefficients de (q1^.. .(^^
dans ces séries sont majorés, en module, par M/P11'1' +1JV ou M7p11 + +<N. En
utilisant, comme GRÔBNER [29], chap. I, les fonctions majorantes
M/(l-y/pf et M7(l-^/pf, on montre que |A^. . .A^ h | est, pour
| q11 \ < y où 0 ̂  y < p, majoré en module par :

M'(v+l)! /-N\r -(N+1)M "l̂ 1\ j- -(N+1)M •)-

r) Lpd-^p^J
7

(i-^/pr |N-H| Lp(i-^/p^1

.v+1,

(u ) Ce résultat et sa démonstration peuvent passer pour une extension non commutative du
calcul ombrai popularisé par G.-C. ROTA et son école {cf. [42]).
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2. Équations différentielles

(a) FORMULE FONDAMENTALE

Soit le système différentiel :

rm ^ J ̂ (^/^Ao^+D.^ (r)A.te),
1 / l y(t)-h{q).

L'état ç appartient à une variété réelle analytique Q de dimension finie (q (0)
est donné). Les champs de vecteurs AQ, A^, ..., A, et la fonction h : Q -*• R
sont analytiques, définis dans un voisinage de q(0)' Les entrées
u i , ..., «„ : [0, T] -^ R sont continues par morceaux.

La formule qui va suivre généralise les travaux de GRÔBNER [29], chap. II,
sur les équations différentielles en régime libre {voir aussi CHEN [7]).

THÉORÈME III. 2. - La sortie y{t) du système différentiel (III. 2) est une
fonctionnelle causale analytique des entrées M^, ..., u^, de série génératrice

(111.3) A|o+£v>0 2X ....À-O^o- • A^lo^- • -^o-

(lu barre \Q indique l^évaluation en q (0)).

Preuve. — Posons :

(111.4) ^(0=^(0)+^oL:,...^-o

^...A^^lof^...^ ( k = l , . . . , N ) ,
Jo

y(0=/l|o+L^O L:.....À-0 ^o- • A^IO [t ̂  . .̂ .
J 0

La majoration précédente permet de choisir t et u; de façon à assurer la
convergence absolue de ces séries. En vertu des propositions II. 4 et III. 1, on
ay(0=M^... ,^).

Il reste à montrer que q1, ..., ^N vérifient les équations différentielles
désirées. Pour ce, écrivons les champs de vecteurs en coordonnées locales :

A,^, ...,^)=Zï.oW, •••^)^î O-0- l---^)-
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et différentions les deux membres de (III. 4) :

^-kio+L^L:.....^

.^...^esioT^...^]^

"^E?»! ®îlo•t-Zv>o£S,....Â•o

.^...^e?ioj^^...^]^^.

D'après les propositions 11.4 et III. 1, le premier crochet [ ] vaut
6S(^» • - • > ^ ) et le second Q^(q1, ..., ̂ ), ce qui achève la
démonstration. •

Comme GRÔBNER [29], chap. I, on montre, en application du paragraphe
précédent, qu'il y a convergence absolue de la série génératrice (III. 3) pour :

r<r=
(N+1)AT

et

maXo^T^/COKl.

Remarque. — Une limitation provient du premier degré des entrées en
(III. 2). Si, par exemple, elles figurent à des puissances positives, on pourrait
les supposer dérivables et prendre ces dérivées comme nouvelles entrées. Ainsi
l'équation ^(O^MitO)2.)^) est remplacée par le système :

q°(t)-u,(t\

^(tM^OW),
y(r)=^(t).

(b) EXEMPLES

(i) Champs de vecteurs commutatifs
Supposons en (III. 2), les champs de vecteurs Ao, A^, ..., A^ commutatifs,

c'est-à-dire les crochets de Lie [Ap Ay\ nuls. Alors, la série génératrice est
échangeable (chap. II, § 4 c) et la sortie y s'écrit :

w-w^^w
^0=L,.s,......>oA§AS^..^|o-

So ÎS i !...sJ
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Point n'est besoin ici d'indéterminées non commutatives et d'intégrales
itérées (cf. GRÔBNER [29], chap. I, §3, chap. II, §6).

(if) Systèmes réguliers (ou bilinéaires)

Au système régulier (11.3), sont associés les champs de vecteurs :

/W\
W^^...,^)^, ( : ) u -=o , i , . . . , ^

\ ô / ô q N /

ÇA est la matrice transposée de A), et la fonction*:

b(q)^q^î^^qk'
Dans la série de Lie :

^lo+£v>0 £;•.... À-O^,- • A^IO^- • •^

le coefficient de x^ . . .x^ est, comme on le vérifie, KA^ . .A, ^(0). Il y a
concordance avec la proposition 11.3 et le théorème de KLEENE-
SCHUTZENBERGER, dont le théorème III. 2 peut paraître comme une
généralisation infinitésimale.

(iii) Équation de Duffing

En mécanique non linéaire, on rencontre l'équation différentielle :

y+ay-^by^cy3^^^),

dite de Dufflng. On lui associe le système différentiel du premier ordre :

q'(t)-q\

^(O——^2-^1-^1)3-^^),

y(t)-q1.
les champs de vecteurs :

A^q^q^q^-^+bq^^q1)3)^,

A^W)-^

et la série génératrice :

^(0)+£^o Lo.....À-o.i4o- • '^^lo^- • ^o-
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(c) VARIANTE NON AUTONOME

Considérons le système différentiel :

mi S} S ^)=Bo(r, q)-r^^i(t)B,(t, q\
' ) \ y(t)-b(t,q)

identique à (III. 2), à ceci près que Bç, B^ ..., B^, b peuvent dépendre
(analytiquement) du temps. En ajoutant une dimension q°, on voit que (III. 5)
est indiscernable (12) de :

W-^

q(t)^B^(q0, ç)+S?»i ^-(OW, q),

y(t)-b(q°,q\

où q°(t)=t. D'où les champs de vecteurs :

Q
Ao(t,q)=^-^Bo(t,q),

A,(t,q)=B,(t,q).

et la :

PROPOSITION III. 3. — La sortie y(t) du système différentiel non autonome
(III. 5) est une fonctionnelle causale analytique des entrées u^, ..., u^ de série
génératrice :

b\o^'Lv>o IX-.-.À-o^o- • •^Alo-^..^.

(d) CAS DES SÉRIES DE VOLTERRA

Bien des auteurs, surtout en automatique (cf. FLAKE [14], BROCKETT [2],
GILBERT [28], DWYER [10], LESIAK et KRENER [36], etc.), mais aussi en physique
(UZES [50], LANGOUCHE, RŒKAERTS et TIRAPEGUI [34], etc.) (13 ), ont cherché à
calculer la série de Volterra relative à la sortie de systèmes de la forme (III .2).
Les théorèmes II. 6 et III. 2 permettent de donner une forme explicite aux
noyaux de Volterra triangulaires.

( 1 2 ) Deux systèmes sont dits indiscernables ss' ils définissent des fonctionnelles égales.

(13) Dans les deux cas, nous limitons la bibliographie à quelques articles récents.
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Pour simplifier l'écriture, on se limite dans (III. 2) à une entrée scalaire
(n-l).

PROPOSITION III. 4. - La sortie y{t) du système différentiel (III. 2) peut se
mettre sous forme de série de Volterra :

y(t)3SWQ(t)+\ wJr,Ti)^(Ti).|Ti+...
J 0

+ • • • W,(t^,, ...,Ti)î/i(T,)...Mi(Ti)Ai...A,+...
J 0 J 0 J 0

à noyaux triangulaires (t> T, ̂  ... > T^ ̂  0), qui sont des fonctions analytiques
données, dans un voisinage de l^origine, par :

Wo^L^AoAlo^^Alo,

^^^)=L..^oAl6A,A<ofc|o(r-:^
h • h •

W,(t,^, . . . ,Ti)

=v ^A AA A A^h\ ^-^^--(^-^y'^Z^».«2,...,^.^^oAoAlAô• • •^1^6 "lo——:^——.——. , . ,——
I,+l !. . .^ !li !

^^A^^AÏ. . .Ai^-^ofclo.

Remarque. — Ces formules généralisent, en un certain sens, celles données
par GROBNER [29], chap. IV, § 14, lorsqu'il utilise les séries de Lie à des
développements perturbatifs.

{e) CALCUL ALGORITHMIQUE DE LA SÉRIE GÉNÉRATRICE

La détermination pratique des développements fonctionnels et, en
particulier, de la série génératrice, n'est pas une affaire simple. On propose ici
un calcul récurrent des coefficients par une méthode de point fixe.

Passons aux coordonnées locales dans (III. 2) :

A,(gl,...,^)=^leî(^...,^.
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II vient :

(in.6) ^(t)=^(o)+ r W(T), ..., ^(T))A
J 0

+£7=1 (\(T)W(T). ... ,^(T))^T.
J 0

Par hypothèse, 9^ et A sont développables en séries de Taylor dans un
voisinage de (q1 (0), ..., ^N (0)). A une telle fonction :

û(çl,...,^)=L......^oû,,.^tel-^(0)^...(^-^(0))l^

associons :

îï(cï1. ...,9^) =L......^oû,,,^(91-îl(0)r*...(9N-çN(0)^AN,

où g1, ..., g^J^X» sont des séries de termes constants
^ (0), .... <f(0). Le signe LU s^ désigne le mélange à la puissance s^ La
signiûcation même des lettres XQ, x^ ..., x, dans l'intégrale itérée conduit à
réécrire (III. 6) sous la forme :

( 9^(0)^0 eS(91..... 9^ £7.ix,eî(91,..., 9"),

1 9==M91....,9N).

D'après le chapitre I, § 3fc, il existe un et un seul (JV-h 1 )-uple solution
91 > • • • > 9^, 9 qui s'obtient par itérations. Celle-ci est la traduction, en un
langage différent, de la méthode d'itérations bien connue de Picard pour les
équations intégrales. On retrouve ainsi la première partie du théorème III. 2,
à savoir que la sortie est une fonctionnelle causale analytique.

Exemples. - (i) Au système régulier (11.3) correspond l'équation :

/^X /<(°)\ /^

( J = ( : 1+(^0^0+^1 ^ 1 + • • +^n^n) ( •

W/ V(0)/ \q\

./^
8=^1

\n^
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D'OÙ :

<A /<(0)\

: )=(l-XoAo-XlAl-...-x,A.)- l( : ),

,9V W(0)/

et: M0^
8=îl(l-XoAo-Xl^l-...-.)c,A,)- l^ : [,

W(0)/

qui est la série génératrice rationnelle attendue.
(ii) A l'équation de Dufflng (cf. §!!&):

y+ay^by+cy^^u^t)

correspond l'équation intégrale :

^(t)+û ^(T)dï4-fc dï ^(o)da+c dt\ y3^)^
J o J o j o J o j o

== A Mi(a)d<y+at+P,
J 0 J 0

où a et P sont deux constantes. On lui associe l'équation :

g+ûXog+bxgg+cxâg^^Xo.îCi-haxo+P.

Remarque. — II existe d'assez nombreux travaux pour calculer les premiers
termes de développements fonctionnels de la sortie y d'un système de type
(III. 2). Lorsqu'on s'intéresse seulement à la solution stationnaire, on trouve,
dans la littérature des ingénieurs, des techniques de transformations de
Laplace ou Fourier multidimensionnelles (cf. BARRETT [l], LUBBOCK et BANSAL
[38], etc.). En physique, on utilise des méthodes du type diagramme de
Feynman (cf. MORTON et CORRSIN [40], LANGOUCHE, RŒKAERTS et TIRAPEGUI
[34], etc.). Dans les deux cas, il est possible de montrer que tout se ramène aux
propriétés des séries non commutatives (14).

(14) Diverses publications sur ce sujet sont actuellement en préparation. Pour un cas
jîarliculier. roir [33].
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(/) LIENS AVEC LE CALCUL SYMBOLIQUE DE HEAVISIDE

Soit le système (15) :

{q(t)-Fq(t)+^,u,{t)g^

j y{t)^Hq(t)

où 4(0» ̂ i, • • • .Qn appartiennent à un X-espace vectoriel de dimension finie
Q fô(0)=0]; les applications F:Q^Q,H:Q-^K sont X-linéaires. Le calcul
précédent donne pour série génératrice de la sortie y ( t ) :

9=^(1--Fxo)-1^!^.).

alors que la matrice de transfert est :

/^\
H(p-F)-l^ : j

\^/

On retrouve ainsi les conclusions du chapitre II, § 3 c. Il est clair que le calcul
symbolique ici exposé, généralise au non linéaire celui classique depuis
Heaviside.

Chapitre IV

Séries de Chen et entrées généralisées

1. Généralités

(a) RAPPELS SUR LES TRAVAUX DE K.-T. CHEN

II ne s'agit que de rappeler, brièvement, quelques points ici utilisés des
travaux entrepris par CHEN [4]-[6], [8].

Attachons à tout chemin de R^1, ̂  : [0, t] ̂  R (j=0, 1, ..., n), où les ̂ .
sont continues à variation bornée, la série non commutative de R « X » :

(iv. i) i + L,oL:. ......o^... ̂  F ̂ ... ̂ ,.
J 0

(l5) II s'agit, en automatique, de ce qu'on appelle la représentation par espace d'état d'un
système linéaire et stationnaire.
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O Ù :

F ̂ =^(0-^(0),
J 0

ft^...^=^^,(T)^^,...^,.
J 0 J 0 J 0

(IV. 1) est appelée série (exponentielle) de CHEN du chemin.
PROPRIÉTÉ IV.l. — La série de CHEN caractérise le chemin à une

translation près.

PROPRIÉTÉ IV. 2. - La série de CHEN de deux chemins {Ç^ = [0, tj -+ R}
(k= 1, 2) mis bout à bout, c'est-à-dire du chemin ^==[0, t^ + (j -^ R, où :

,^J ^W si °^^
SJV / ! ̂ (^t,)^(t,)^(t,) si (^T^+^

est égal au produit des séries de Chen :

i+ L;.o2X ....^o^... x^t^td^ • • • ̂ .

-(1+ ZV.OL:. ......0^ . . . ̂  f'^^ . . . d^)
J 0

><(i+L>o£;......-o^...^^<)...^).

PROPRIÉTÉ IV. 3. - Le logarithme d'une série de CHEN est un élément de
Lie. Ce résultat, retrouvé par REE [4l], est une généralisation de la formule de
Baker-Campbell-Hausdorff.

Exemple. ~ La série de CHEN du segment de droite ̂ . (-c) == a, T (0 $ T ̂  t) est
exptÇ^oO^)- celle des chemins ̂ (^a^T (O^x^t^ k==l , 2), mis
bout à bout, est :

exp^^oa^^expti^.oa^^)-

(b) LIENS AVEC LES FONCTIONNELLES CAUSALES ANALYTIQUES

Reprenons les notations des chapitres II et III. Attachons aux entrées
continues par morceaux u, : [0, t] -^ K (i = 1, ..., n), le chemin de K^1 :

W^ )̂=| u,(a)da (0<ï^t).
J o
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La série de CHEN de ce chemin :

1 + Ev>oL^. ....À-O^ . • . ^o d^ • • • d^
J 0

sera dite série de CHEN des entrées pendant l'intervalle de temps [0, t].
Soit une fonctionnelle causale analytique de série génératrice

9 € K « X ». Si t et les u, appartiennent au domaine de définition, la formule
(11.2) montre que la sortie, c'est-à-dire la valeur de la fonctionnelle, est
donnée par dualité canonique (16) entre série génératrice et série de CHEN.

Aussi, allons-nous considérer les entrées également sous forme de séries
non commutatives.

(c) ENTRÉES GÉNÉRALISÉES

Considérons les trois types de fonctionnelles causales analytiques
suivants :

— Polynômial.

— De série génératrice 9, à croissance des coefficients au plus
exponentielle : il existe des constantes positives c^, c^ telles que, pour tout
weX* :

\^w\<c^c[w}.

Comme on le vérifie aisément à partir du théorème 1.1, les séries rationnelles
ont cette propriété.

— Le plus général.
Pour assurer la continuité de la dualité décrite au précédent paragraphe,

définissons les topologies suivantes :
— La topologie y? sur K « X » est définie par la famille de semi-normes

II ||̂  indexées par weX* :

1|5||,=|(5,W)|.

— Pour M = 1, 2, .... soit £<=X«X»la X-algèbre des séries s telle
que la somme :

^{(s,w)M^\wçX*}

(16) Soient s, s ' 6 K « X » deux séries telles que la somme :

^{(S,W)(S\W}^W€X*]

soit absolument convergente. La dualité fait correspondre aux deux séries la somme en question.
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soit absolument convergente. Les séries de CHEN du précédent paragraphe
appartiennent à £. Munissons E de la topologie 3T^ définie par l'ensemble des
normes I I I |||̂  (M=l, 2, . . . ) :

\\\s\\\^^{\(s,w)\M^\wçX^}.

— Relativement à la fonctionnelle analytique g, considérons l'ensemble
Q^K « X » des séries s telles que la somme :

Sf(9,w)(5,w)|w€^}

soit absolument convergente. 3>^ est topologisé par la norme [ |g :

Mp=Z{|(9,MO(5,w)||u;€X*}.

Soient Cp et C^ les complétés, par rapport aux topologies 3 ' p et ̂ , de
l'ensemble C des séries de CHEN du paragraphe précédent. On note Cg le
complété, par rapport à 3T ̂  de C n 3)^ Comme en théorie des distributions
(cf. SUSSMANN [48]), un élément de Cp\C, C^\C, Cg\C est appelée entrée
(ou fonction) généralisée.

Remarque. — Une limite peut exister dans une topologie et non dans une
autre.

2. Description d'exemples

(a) IMPULSION DE DIRAC

Soient les entrées u^ (T)=a^ (O^T^I/I; a,eK; i=l, . . . ,n) . Il leur
correspond la série de CHEN :

exp(^+2^ia,x,j.

Pour ( infini, la limite dans les topologies 3~ p et y\ est :

(IV.2) exp(^a,x.).

Relativement à 3'^ la limite existe si la somme :

L^oSX...... -1(9» ̂  • • • ̂ o)^^9
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est absolument convergente. Le coefficient de XQ étant nul, (IV. 2)
n'appartient pas à C. Il s'agit d'une entrée généralisée, donnant un analogue
de la « fonction » ou impulsion de Dirac à l'origine.

Si (IV. 2) appartient à Cg, la fonctionnelle causale analytique 9 « passe
instantanément », avec cette entrée généralisée, de la valeur (9, 1) à :

(9, D+ L.oR ....,-i(9» \ • • • ̂ o)0!;̂ -

Avec le système (11.3) (cf. SUSSMANN [48]), on passe de À. q(0) à :

^exp(^a..A,MO).
Si:

9=E?=iEv>oûi.v^o^

est une fonctionnelle linéaire stationnaire (cf. chap. II, § 3 c), on passe de 0 à
Z?=i a^ o0^» résultat que l'on obtiendrait en théorie des distributions.

Une impulsion identique à (IV. 1), mais située à l'instant t, est déterminée
par la série de CHEN :

exp(BLia.x,)exprxo.
La série de CHEN :

exptr-t^xoexp^.ia^x,)... expr^exp^ia^x.)

donne, à l'instant t, une entrée formée d'un train d'impulsions de Dirac (17).

(fc) PUISSANCES D'UNE IMPULSION DE DIRAC : UN EXEMPLE DE

RENORMALISATION

On sait (cf. SCHWARTZ [46]) qu'il est en général impossible de multiplier les
distributions et, en particulier, que les puissances 82,53, ... de l'impulsion de
Dirac ne sont pas des distributions. De même ici, on ne pourra représenter le
carré d'une impulsion de Dirac par une série de CHF\. Il n'empêche qu'il est
possible de proposer ce que l'on appelle en physique une n'Hornuili^tilion
(et. GCniM.rR [30]). basée sur des considérations comhinaloires naturelles.

(17) Voir [26] pour les liens avec les processus stochastiques ponctuels.
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Parallèlement au précédent paragraphe, considérons l'entrée u^a./2

(0<T^l/f; i=l, .... n). La série de CHEN associée est :

>(^+£?»i"i^.).y,=exp -^I^fcc.

Faisons croître indéfiniment l. Pour la limite du coefficient du mot weX*,
plusieurs cas se présentent :
- |w|^+...+)w|,^|w^. Alors:

"mi-.«(Yi."0=0;

- |w|^+...+|w|^|w|^. Alors:

^1^^(71, w)=<x);

- |wL,+...+M,_=|u>|^. Alors :

a1;1-'...^-
1™,^,^,,»)=^

lit')!
Soit une fonctionnelle causale analytique g telle que :

^weX*, {g,w)^0 \w\^+.. .+\w\^\w\^
— la somme :

a, ' ... a,
S^)——|w|!

"l*.
M?€X'»[-

soit absolument convergente, n est alors possible de donner, à l'instant 0, une
valeur à g pour le carré de l'impulsion de Dirac, à savoir :

«"Ix, J"lx.ai 1 ... a., "
Z{(9-(9 , l )+Z^(9 ,w)————

w\\
weX*>.

Exemple. — La fonctionnelle linéaire XQX^ correspond à ce que l'on
appelle, en électronique, un double intégrateur représenté par le diagramme :

u,(t)

entrée

KO
-^ f y(t)

sortie

intégrateur intégrateur

Le carré de l'impulsion de Dirac 5(0), défini par :
( y - N

lim/^^exp -°-h^i
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fait passer la sortie de 0 à 1/2. Or, le calcul après une seule intégration
donnerait à i(t) (voir fig.) une valeur infinie. Il y a bien renormalisation.

Remarque, — On pourrait de même calculer toute puissance de l'impulsion
de Dirac.

(c) INTERACTION DES COMPOSANTES

Ce dernier paragraphe trouve son origine dans SUSSMANN [48]. Il est, à
notre avis, d'une grande importance, car il exhibe des phénomènes non
linéaires typiques, n'ayant aucun analogue linéaire, en particulier en théorie
des distributions. L'explication physique intuitive est une interaction des
composantes de l'entrée généralisée. D'un point de vue mathématique,
apparaissent les propriétés combinatoires des algèbres de Lie libres, comme la
formule de Baker-Campbell-Hausdorff.

(i) Soient les trois entrées généralisées de séries de CHEN exp(x^+x^),
expx2 expXi, exp^i expx^. La première est une impulsion de Dirac au sens
du paragraphe 1 a. La seconde consiste, pour autant que cela soit traduisible
en langage ordinaire, en la « succession instantanée » d'impulsions de Dirac
sur la première et seconde composante. Il y a inversion de l'ordre dans le
troisième cas.

Une fonctionnelle causale analytique 9 passe de (9, 1) aux valeurs, en
général distinctes :

s{^ ".(^r};\w\ï

\(9,w)
î{^ ..{.N.,4

î^ ..(.,)•(.,}•}.

Avec le système (11.3) on passe de ^q{0) à :

A.exp(Ai-hA^(0),

- À, exp AZ exp A i^(0),

— X exp A i exp A 2 q (0).

Ces différences sont expliquées par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.
Elles disparaissent dans le cas linéaire ou échangeable (c/.chap. II, § 3 fret d).
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(ii) Cet exemple d'intégrales oscillantes est dû à MCSHANE [39], chap. VI,
§ 5 (18). La série de CHEN du chemin :

{^(T)^, ̂ (x)^. ̂ (x)=^ O^r}

a, pour l infini et relativement à 3'p ou ̂ , la limite :

(IV.3) exptL+^^Ç^].

Ce chemin correspond aux entrées u^^^lcosPt, u (2 i )(T)=—(sin/2!
(O^ï^t). Pour ces entrées, la sortie (11.3) est, à l'instant t :

^(O^^exprrAo^^^/^^^O).
r A^-A^AI")

} t °^ 2 [

En tant que distributions, les limites de ^i), î^\ u^\ u^ sont nulles. Si, en
(11.3), on ne laissait qu'une des deux entrées et on annulait l'autre, la sortie
aurait pour valeur limite y (t) == À, (exp t AQ ) q (0). La contribution limite d'une
coordonnée seule est donc nulle. Le phénomène non linéaire consiste en
l'interaction des deux composantes.

APPENDICE

Fonctions et fonctionnelles

La remarque (iv) du paragraphe 2 du chapitre II, montre que l'identité
Ui (t) —» MI (t) n'est pas une fonctionnelle causale analytique. Il en va de même
pour /(ui (r), . . . , u^(t)), où / est une fonction analytique de n variables, au
sens usuel. Même si le théorème II. 5 d'approximation permet d'approcher
ces fonctions, il y a là une lacune des indéterminées non commutatives. Pour
employer une terminologie courante, il faudrait pouvoir représenter non
seulement les systèmes héréditaires (19), mais aussi les instantanés ou sans
mémoire.

(18) II sert à montrer la difficulté de généraliser au cas vectoriel le théorème d'approximation
de WONG et ZAKAI sur les équations différentielles stochastiques (voir [26]).

(19) Terme employé aussi par VOLTERRA [51].
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Nous proposons un formalisme, englobant indéterminées commutatives
ou non, permettant d'obtenir fonctions et fonctionnelles analytiques.
X={XQ, x^, ..., x^} désignant l'alphabet usuel, posons :

X°={x,.....^}=^\xo.

Soient K[X°] et XpT0]] les X-algèbres des polynômes et des séries à
coefficients dans X, en les indéterminées associatives et commutatives x e X°.

Comme pour K « X », on peut graduer et donc donner une topologie à
K [[X0]]. / 6 K [[X0]] et 9 € X « X » désignent respectivement une fonction ^
et une fonctionnelle causale analytiques, au produit tensoriel /(X)j^9,
associons, s'il y a convergence, la fonctionnelle causale de valeur, à
l'instant r :

[L.. ....^...^1(1) • • • ^"(Olp^i)

+ L^oL". ....À-o(9, \.... ̂ J/^ • • • ̂ 0}
/\

Ainsi, à tout élément du produit tensoriel complété K [[X°]](̂ )jç X « -Y »,
on peut, sous réserve de convergence, associer une fonctionnelle répondant
au problème posé.

Remarque. — Pour les indéterminées commutatives, on utilise X° et non X,
car XQ dans X « X » suffit à assurer la présence du temps.
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