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OZET: Deneysel bir yéntem olan fotoelastisiteden elde edilen verilerle asal gerilme farklar1 ve asal
gerilme dogrultularina ait bilgiler dogrudan elde edilmektedir. Asal gerilmeleri veya asal gerilme
bilesenlerini elde etmek i¢in {i¢lincii bir bagintiya ihtiyag vardir. Bu bagintiya Ayirma yontemleri denir.
Bu calismada ayirma yontemi olarak Sinir Elemanlar1 Yontemi kullanilmis ve karsilikli iki kenar ortay
noktasindan esit ve karsit tekil kuvvetler etkisindeki kare levhanin ¢6ziimii yapilmaistir.

Anahtar Kelimeler: Fotoelastisite, Sinir Eleman Yontemi, Ayirma Yontemi.

Boundary Element Method in Photoelasticity as a Separation Method

ABSTRACT: Principal Stress direction and their difference can be obtained directly by the photoelastic
experiments using the isoclonic and isochromatic fringe patterns respectively. To obtain the individual
principal stresses or the elements of the stress tensor, additional operation is required. The way for
obtaining the elements of the stress tensor is called the separation method. In this study, the adaptation
of the Boundary Integral Equation to photoelasticity is investigated as a separation technique that the
stress distribution in a square plate which is loaded by concentrated forces on natural edges along
symmetry axis is investigated.

Key Words: Photoelasticity, Boundary element method, separation method.

GIRisS

Iki boyutlu fotoelastisite, gerilme alanlarinin
aragtirilmasinda  kullanilan en eski optik
metodlardandir. Bu metod Brewster (1816),
tarafindan gerilme altindaki cam levhay:

polariskopta  incelediginde renkli ¢izgiler
gormesi ile baglamistir. Filon ve Coker (1931) in
stirekli calismalariyla fotoelastisitenin

mithendislik uygulamalarindaki énemi artmistir.
Frocht (1948), Hetenyi (1950), Dally (1965),
Fowles (1968), fotoelastisitenin gelismesine
yardimct olan aragtirmacilardir.

Simur kosullar1 karmasiklastigi zaman, alan
denklemlerinin  ¢oziimii  zorlasmakta hatta
imkansiz hale gelmektedir. Bu durumda ya
deneysel ya da sayisal yontemler akla gelir.
Fotoelastisite teorisi de kapali ¢oziim gligliigii
olan problemler icin akla ilk gelen deneysel

yontemlerden birisidir. Fotoelastik deneylerden
elde edilen veriler ile asal gerilme farklar ve asal
gerilme dogrultulart1 hesaplanmaktadir. Asal
gerilmeleri veya gerilme bilesenlerini elde etmek
icin {liclincii bir bagintiya ihtiya¢ vardir. Eksik
olan bagmtiy1 elde etmek icin kullamlan
yontemlere
Fotoelastisitede ayirma yontemi olarak genis bir
sekilde kullanilan bu bagintilar ilave deneyler,
fotoelastisite deney sonuglarmin kullaruldig: yar1

Ayirma Yontemleri denir.

teorik yontemler ve tiim bdlgede bagintiyr bir
defa da veren siirekli yontemler sayilabilir
(Akdz, 1969). Bu metotlar, yapimn data
verilerinin artmasindan, denge denklemlerinin
integrasyonu esnasinda toplama hatalar1 ve
gozleme dayandig icin zaman alicidir. Sayisal
yontem olarak sonlu farklar, sonlu eleman veya
smir eleman teknikleri asal gerilmelerin ¢6ztimii
icin kullanilmistir.
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Bu calismada  kullanilan

problemler igin sinir eleman yontemine ait genis

potansiyel

bilgi ¢esitli kaynaklarda bulunabilir (Brebbia,
1978; Brebbia ve Walker, 1980; Brebbia ve
Dominguez, 1989).

Fotoealstisitede ayirma metodu olarak Sinur
eleman yonteminin uygulanmasma ait ilk
calismalar incelendiginde, Umeagukwu (1982,
1989) sabit sinur elemanlar:t yardimiyla Laplace
denkleminin V(g + a3)
etmek  i¢cin  siur yontemini
kullanmiglardir. Fotoelastisite deney
verilerinden elde edilen veriler de kullanilarak
gerilme bilesenlerini elde etmislerdir. Burada

¢Oozimiinii  elde
eleman

&F Ve daasal gerilmelerdir. Benzer bir yaklasim
Mitsui ve Yoshida (1983) tarafindan simnir eleman
yontemi kullanilarak asal gerilmeler elde
edilmigtir. Ozdemir (1987), tarafindan yapilan
calismada basit mesnetli, simetri ekseninden
tekil yiikle yiiklii ve tiniform yayih yiikle yiiklii
yiiksek kirigin gerilme analizi fotoelastisite ve
sinir eleman yontemi kullanilarak yapilmistir.
Chen, Becker ve dig., (2001) tarafindan
Fotoelastisitede ayirma yontemi olarak Invers
(ters) Sinir Eleman Yontemi kullanmiglardir.

Bu calismada, fotoelastisite uygulamalarin
daha da genisletmek icin iki boyutlu gerilme
altindaki cismin fotoelastik modeli {izerindeki
her noktada asal gerilme dagilimlarini elde
etmede etkili bir ayirma yontemi olan Smir
Eleman Yontemi ele alinmustir (Oziitok, 1992).
Uygulama olarak karsilikli iki kenar ortay
noktasindan esit ve karsit tekil kuvvetler
etkisindeki kare levhanin ¢oziimii yapilarak
gerilme dagilimlari elde edilmistir.

PROBLEMIN FORMULASYONU

Fotoelastisite deneyinden elde edilen esrenk
(izokromat) cizgilerinin yardimiyla asal gerilme

farklari,
Nfy
G‘ —_— CT'\' = e—— 1
1 2 h ( )

bagintisindan elde edilebilir. Burada N esrenk
cizgisi sayisi, [, malzemenin optik katsayisi ve

h ise modelin kalinligidir.
yardimiyla herhangi bir

Es-egim cizgileri
noktadaki asal
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gerilmenin x ekseniyle vyaptigi @ ags
bulunabiliyorsa, o noktadaki kayma gerilmeleri

gy — dz |
Tyy = = = 5 sin @ ()

denkleminden elde edilebilir. Serbest sinirlarda
normal gerilmelerin sifir olmasindan dolay1
deneysel veriler yardimiyla diger dogrultudaki
asal gerilme hesaplanabilir. Sinir {izerine bir yiik
uygulaniyorsa, bu durumda yiikiin uygulandig:
sinirin  normal yoniindeki gerilme biliniyor
demektir. Bu durumda (1) denklemini
kullanarak diger dogrultudaki asal gerilme
N
ay = ;f +4q ©)

hesaplanabilir. Burada q smr {izerindeki sinira
dik yiiktiir. Basing i¢in q'nun degeri eksi, ¢ekme
icin art1 alinir.
Diizlem
genelde verilen dis kuvvetlerin etkisi altindaki
bir cisimde meydana gelen gerilmeleri bulmak
mumkiindiir. Gerilme bilegenleri cinsinden olan
uygunluk denklemi, Laplace operatoriiniin de
kullanilmasiyla

elastisite  teorisini  kullanarak

3 - ¢ _[@x ay (4)
V¥, + 0y) = —=(1 +v) [E"' @]

seklindedir. Kiitle kuvvetlerini gosteren X ye Y
degerleri sabit veya ihmal edilirse (4) bagintisi

V¥ (ay+ay) =0 ®)

seklinde bir Laplace denklemi haline gelir.
Diizlem gerilme halinin birinci invaryant

(oxtoy) =(or+a2) =u (6)
dir. Boylece (5) denklemi

Viu=10 @)
seklini alir. Fotoelastisiteden elde edilen asal
(gy—az=p) e (7

denkleminden elde edilen u fonksiyonunun
kullanilmasiyla asal gerilmeler hesaplanabilir.

gerilme  farki
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PROBLEMIN COZUMU

(7) ifadesindeki diferansiyel denklemin Sekil
1’de gosterilen bolgede verilen smir sartlar
altinda ¢b6ztimii onemlidir.

Simir eleman yontemiyle bir £} bolgesinde
Laplace denklemini gercekleyen u fonksiyonu
aranirken, bolge sinirinda iki farkli sinir sartinin
verilmis oldugunu diistinelim.

="

Sekil 1. iki boyutlu elastik cisim.
Figure 1. Two-dimensional elastic body.

Viu="b 0 bélgesinde
u=1H T, simnndakiesassimrsart (8)

q=1 I; simnndaki dogal sinw garu

denklemindeki u ve q nun bilinmeyen gercek
degerlerini de icine alan bir w agirhikh
fonksiyonu ile carparak bolgedeki integrali
alinirsa,

f(?gu—b)wdﬂ:ﬂ )
¥

olur. (9) denkleminin iki kez integrasyonu alinir
ve b terimi bu problemde g6z 6niine alinmazsa,

j (P2 w) w— (V2 w) u} da =

0
10
fr [wg—u—u—]dﬁ" 1

haline gelmektedir. (7) denkleminden elde edilen
ifadeyi (10) denkleminde yerine koyarsak,

f{(FE wlu }dQ = f [uaﬁ—w&—u dr (11)
2 Ir

én dn

Bu denklem siur
elemanlar1 yOnteminin uygulanmasimnda bir

denklemi elde edilir.

baslangi¢ noktasi olusturdugu igin onemlidir. w
agirhk fonksiyonu (8) denkleminin temel
¢oztimiidiir. Tki boyutlu bolgenin temel ¢oziimii
igin,

W = 21—?'}_ in G) (12)

agirlik fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon
asagidaki denklemi saglar.

Piw = —&(F) (13)

Burada & Dirac fonksiyonudur. Problemin
¢Oziimii ile ilgili genis bilgi Brebbia ve
Dominguez (1989)’de bulunabilir.

IKi BOYUTLU PROBLEMLERIN SAYISAL
CcOzUMU

Sayisal ¢oOziimlere gegebilmek igin iki
boyutlu eleman ele alinirsa, bu elemanin sinirlar:
Sekil 2'de goriildiigii gibi N tane elemana
ayrilmistir. Bu durumda sinir dogru pargalariyla

dogru hale getirilmektedir.

eleman

Sekil 2. Sabit sinir elemanlari.
Figure 2. Boundary element (constant).

Elemanlarin orta noktalart nod olarak
alinmaktadir. Eger degiskenin smirda aldig:
deger, eleman boyunca degismez kabul edilirse,
boyle elemana sabit sinir elemami adi verilir.
Sinirin n tane elemana boliindiigiinii, ve her
eleman tizerinde bilinen u ve q degerlerinin sabit
oldugu gozoniine almnirsa integral disina
cikarilarak herhangi bir i noktas: i¢in

Awr
Cptby = zq}j wdl — z““f —Hcﬂ' (14)
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seklinde yazilabilir. Burada g = du/dn dir.
Eger i noktas: sinirda ise ¢; = 1/2, bilgede ise
¢y =1 olarak alinmaktadir. I} j elemanmin

siniridir.  (14) denklemi smirdaki biitin |
elemanlarryla temel ¢6ziimiin uygulandigr i
nodlar1 arasindaki iligkiyi gostermektedir.
Elemanlarin
hesaplanabilmesi  i¢in  (14)
goriildiigli gibi iki tip integral vardir. Bunlar
herhangi bir Fj elemaninda, ifadesi bilinen w

tizerindeki degerlerin

denkleminde

fonksiyonunun integralinden olusan sayilardir.
Bir i noktasindaki u; degerleri i¢in j elemaninda
hesaplanan bu integraller,

G = ’dF; = —_— 15
L Jr W HFJ J[-j an dar (s

7
i

matris formunda gosterilebilirler. i noktasi
sinirda ise (14) denklemi (15) denkleminde goz
oniine alinmasiyla,

n n
1 —_
e +Z Hyu = Z Giy G (16)

Jj=l J=l

yazilabilir. $imdji,

Hy i%]

Hy=9— 1 L 17)
HU-}-E. i=j

tanimi yapilarak (16) denklemi tekrar ¢oziiliirse,
Hu=Gq (18)

Matris formundaki ifadesi elde edilir. Burada H
ve G mnxnlik bir matris, u potansiyel, q
potansiyel tiirevdir.

Fotoelastik ~ 6zelliklerden dolayr smurlar
tizerindeki u degeri bilinmektedir. Sinirlar
tizerinde Dbilinmeyen sadece q degeridir.
Bilinmeyenleri bulmak igin bir denklem takimi
olusturulur.

Burada Y, gnun bilinmeyen vektoriidiir.
Denklem takimi ¢oziildiigli zaman siurlardaki
bilinmeyenler bulunmus olur. Bdylece bolgedeki

herhangi bir i noktasindaki degeri,
n n

Wy = ZG}: G; -ZHU uy (20)
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bagintisindan elde edilebilir. Herhangi bir i
nodundaki u; degeri icin j elemaninda
H;; ve G;; matris elemanlarimin hesabi Oziitok
(1992)'da verilmistir. Sinir eleman yonteminin
esaslarini da igine alan Fortran kodlama dilinde
bir bilgisayar programi yazilmistir. Bu
programin amact iki boyutlu problemlerde
sinirdaki sabit elemanlara ait bilinmeyen q
degerini bulduktan sonra, elemanin herhangi bir
i noktasindaki u degerlerini hesaplamaktir.
Boylece fotoelastisite verilerinden elde edilen
asal gerilme farklar1 ve kayma gerilmesi
kullarularak iki boyutlu probleme ait gerilme
bilesenleri elde edilebilir (Oziitok, 1992).

ORNEKLER

Simir eleman yontemine ait bilgisayar
programinin sonuglarimi
dogrulugunu kontrol etmek ve sinur eleman

caligmasim1  ve

sayisinin sonuglar iizerindeki etkisini goérmek
amaciyla cap1 boyunca basinca maruz bir disk
probleminin ¢6ziim sonuglari, (Inan, 1969)
tarafindan verilen teorik sonuglarla
karsilastirlmuistir (Oziitok, 1992). Elde edilen
sonuglar dikkate alinarak:

e Karsilikli iki kenar ortay noktasindan esit ve
karsit tekil kuvvetler etkisindeki kare levha
e (Centikli kare levha

problemlerinin ¢6ziimii yapilmistir.

Ornek 1. Karsithikli Iki Kenar Ortay
Noktasindan Esit Ve Karsit Tekil Kuvvetler
Etkisindeki Kare Levhanin Coziimii

Smir eleman yonteminin, fotoelastisitede
ayirma metodu olarak kullanilmasimi gostermek
disk probleminde elde edilen
sonuclarda dikkate almmarak kargilikli iki kenar
ortay noktasindan esit ve karsit tekil kuvvetler
etkisindeki kare levhanin ¢oziimii yapilmustir.
Bu amagla 80x80x10 mm boyutlarinda kesilen
modelin karsilikli iki kenar ortay noktasindan
esit ve karsit kuvvetlerin yayili olarak
dagilmasin saglamak igin yiikiin etkidigi nokta
5 mm capmda yarim daire seklinde centikler
acilmistir (Sekil 3).

amaciyla
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Sekil 3. Deney modeli ve yiikleme sekli.
Figure 3. Problem geometry.

Hazirlanan model o&zel bir firnda yiik
altinda 220 F%ye kadar 1sitilip yine yiikli
durumda yavas yavas sogutulmaya
birakilmistir. Boylece meydana gelen optik
aktivite  (esrenk ¢izgileri) model icinde
saklanabilmektedir (Sekil 4).

Sekil 4. Kare levhada esrenk cizgileri.
Figure 4. Isochromatic lines pattern in the square
plate.

Polariskop sisteminde incelenen modelin 0°,
5° ...,90° gibi 5%lik artan agcilarla eg-egim
cizgileri elde edilmistir. Es-egim cizgilerinden
yararlanarak asal gerilme yoriingeleri elde
edilmistir. Bunlara ait c¢izimler Sekil 5'de
goriilmektedir.

Kare levhanin simri, Sekil 3'de goriildiigii
gibi tekil yiikiin etkidigi yarim dairede iig
elemana boliinmiistiir. Diger kisimlar1 ise
levhanin geometrisinden dolay1 ger¢ek haline
uygulanmistir. Kare levhanin sinur kosullari, iki
kissmdan meydana gelmektedir. Birincisi tekil
ylkiin etkidigi, r = 5 mm yaricapindaki yarim
daire {i¢ elemana ayrilmis ve elemanin orta
etkiyen radyal gerilmeler
hesaplanarak (inan, 1962) smur sarti olarak
girilmistir. Ikinci sinir sart: deney sonuglarindan
elde edilmistir. Eger smir serbest ise asal
gerilmelerin birisinin olmamasi nedeniyle (1)
denkleminden,

noktalarina

_NJs
h

o, (2D)

ifadesi elde edilir. (6) denkleminin yardimiyla

N _
h

o, u (22)

denklemi sinir kosulu olarak verilebilir. Boylece
simnirda okunan N esrenk cizgileri smir eleman
yonteminde kullanilan smir sartlar1 olarak
bulunabilmektedir.

Kare levhanin serbest smurlar1 polariskopta
incelenmis ve modelin smirina paralel esrenk
cizgisinin oldugu gozlenmistir. Model kesimi
esnasinda veya zamanla ortaya ¢ikan bu artik
gerilmelerden kaynaklanan esrenk c¢izgileride
dikkate almarak iki farkli smur kosulunun
belirlenmesinden (SEY1 ve SEY2) sonra simur
elemanlar1 yontemine ait bilgisayar programina
gerekli datalar girilmistir. Problemin simetrisi
gdz Oniine almarak modelin dortte biri icin
¢Oziim yapilmis ve istenen noktalardaki gerilme
bilesenleri elde edilmigtir. x ve y eksenleri
boyunca asal gerilme ve asal gerilme toplamlarin
yaklagimi Oviing (1973) tarafindan elde edilen
karsilikli iki kenar ortay noktasindan esit ve
karsit tekil kuvvetler etkisindeki kare levhanin
sonuglart ile karsilagtirllarak Sekil 6-11'de
verilmistir. Bulunan sonuclarla Oviing (1973),
tarafindan bulunan sonuglarin st iiste diistiigii
gozlenmigtir.



16

(b)
Sekil 5. a. Es-egim cizgileri. b. Asal gerilme
yoriingeleri.
Figure 5. a. Isoclonic fringe patterns. b. the principal
stress trajectories.

X (cm.)

(SGX+SGY)

Sekil 6. x ekseni dogrultusunda asal gerilmeler
toplami.
Figure 6. Total principal stres along x direction.
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Sekil 7. y ekseni dogrultusunda asal gerilmeler
toplama.
Figure 7. Total principal stres along y direction.
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Sekil 8. x ekseni dogrultusunda
O, gerilmelerinin yayilis1.

Figure 8. Distribution at stres O, along x direction.

Sekil 9. x ekseni dogrultusunda
o, gerilmelerinin yayiligt.

Figure 9. Distribution at stres o, along x direction.
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Sekil 10. y ekseni dogrultusunda
o, gerilmelerinin yayiligt.

Figure 10. Distribution at stres ¢, along y direction.
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Sekil 11. y ekseni dogrultusunda
o, gerilmelerinin yayilis:.
Figure 11. Distribution at stres o, alongy

direction.

Ornek 2: Centikli Kare Levha

Fotoelastisitede smir elemanlar1 yonteminin
ayirma metodu olarak kullanilmasini gostermek
amaciyla ¢oziimii yapilan karsilikli iki kenar
ortay noktasindan esit ve karsit tekil kuvvetlere
etkisindeki kare levhanin, ayni yiikleme altinda
yanlarindan yaricaplar: (r =5 mm ) sabit kalmak
tizere ¢entik derinligi sirastyla 2r, 3r, 5r alinarak
¢oziimleri yapilmistir (Sekil 12).

Sekil 12. Centikli kare levhada esrenk cizgileri.
Figure 12. Isochromatic lines pattern at the square
plate having notch.

Centikli kare levhalarin sonuglar ile kare
levhanin sonuglar1 arasindaki iliskiyi gostermek
lizere yatay eksen tizerindeki grafikleri Sekil 13-
15’de gosterilmistir.
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Sekil 13. x ekseni dogrultusunda asal gerilmeler
toplama.
Figure 13. Total principal stres along x direction.
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Sekil 14.x ekseni dogrultusunda o, gerilmesi.
Figure 14. Distribution at stres o, along x

direction.
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Sekil 15. x ekseni dogrultusunda o, gerilmesi.

Figure 15. Distribution at stres o, along x direction.
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SONUCLAR

Bu calismada deneysel bir yontem olan
fotoelastisitede ayirma yontemi olarak Smir
Elemanlar: Yontemi kullanilmistir. Bu yontemin
ayirma yontemi olarak kullanilabilirligini
arastirmak icin, teorik ¢Oztiimii bilinen c¢ap1
boyunca basinca maruz bir diskin ¢oziimii
yapilmugtir. Coziimde tekil yiikiin etkidigi
noktadaki yiikiin yayii olarak dagilmasin
saglamak igin belli yarigapa sahip silindirik
ylizeyler kesilmis ve ayrica bolgenin sinurlara
ayrilmasinin énemi arastirilmistir. Buradan elde
edilen bilgiler 15181 altinda gesitli Ornekler
¢oziilerek sinir
fotoelastisitede ~ ayirma  yontemi
kullanilabilirligi gosterilmisgtir.

elemanlar1  yonteminin

olarak

A.OZUTOK, A.Y. AKOZ

Bu calismada, degisken degeri eleman boyunca
sabit kabul edilerek ¢oziimler yapilmustir. Sabit
elemanlar yerine lineer, quadratik elemanlarda
almarak ¢oziim yapmak miimkiindiir. Ayrica
fotoelastik datalarin okunmasinda ortaya ¢ikan
hatalari azaltmak amaciyla otomatik
polariskoplarda kullanilabilir (Redner, 1974).
Otomatik polariskop ile ihtiyag
duyulmadan elde edilen deneysel sonuglar
bilgisayara aktarilarak asal gerilme farklar1 ve
dogrultulart  tamamen  otomatik  olarak
hesaplanabilir. Asal gerilmelerin  ayrimim
gerektiren uygulamalarda otomatik polariskop
sayesinde c¢ok sayidaki data verisi hizhi ve
ekonomik bir sekilde elde edildiginden Smnir
Yontemi sekilde

gozleme

Elemanlar1
uygulanabilir.

basarili  bir
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