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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 82 (1957), Praha

Z TEORIE KONECNYCH PRAVIDELNYCH GRAFOV
TRETIEHO A STVRTEHO STUPNA

ANTON KOTZIG, Bratislava.

(Doslo dne 21. tinora 1958.) DT: 513.84.001

V 8lanku pojednéva sa o systémoch uhlov konedného grafu a o ich
vztahu k systému vietkych eulerovskych Siastoénych grafov daného
grafu. Zo ziskanych poznatkov o grafoch vSeobecnejsich odvodzujd .
se dosledky pre pravidelné grafy tretieho stupiia vieobecne a zvl1ast
pre také, kboré maja asponl jeden linedrny faktor, resp. ktoré sa daja
rozloZit na tri linedrne faktory. Na zédklade tychto poznatkov vyvodzu-
ji sa vety o existencii linedrnych faktorov a hamiltonovskych &iar
v istych pravidelnych grafoch Stvrtého stuptia.

1. Definicie a pomocné vety

V tomto prispevku pouZivam terminov obvyklych v teorii grafov. Definicie
zékladnych pojmov v tejto prici pouZivanych si uvedené napr. aj v mojej
praci ,,0 istych rozkladoch konednych grafov (Matematicko fyzikilny &aso-
pis SAV, V, 1955, &. 3). Uvadzam preto na doplnenie len tieto definicie:

Definicia 1. Hovorime, Ze graf je orientovany, ak pre kazdd hranu grafu je'
ugtéleny smer a to tak, Ze z dvoch uzlov %, v, s ktorymi je Iubovolnd hrana
incidentnd, jeden ustalujeme ako podiatoény, druhy ako koneény uzol hrany.
Ak u je podiatodny, v konedny uzol hrany %, vyjadrujeme sa tieZ tak, Ze hrana
k smeruje z uzla » do uzla v.

Definicia 2. Trojici prvkov grafu {u, A, h} pozostdvajicej z uzla u a hrin
ky == hy hovorime uhol grafu s vrcholom v uzle % a s ramenami 4,, 4,, ak obe
hrany h,, A, s incidentné s uzlom %.

Definicia 3. KruZnici X Iubovolného koneéného grafu hovorime hamilto-
novské &iara grafu, ak K obsahuje vSetky uzly grafu.

Vzhladom na to, Ze predmetom skiimania budi len koneéné grafy, budeme
v celej praci pod grafom rozumet vidy koneény graf.

Prv nez prikrodime ku skimaniu pravidelnych grafov, odvodme si niektoré
pomocné vety, ktoré maji vieobecnejsiu platnost:

76



Veta 1. Nech G je Tubovolny orientovany hraf o q hrandch. O polte n tych
uzlov grafu @, do ktorgch smeruje nepdrny pobet hrdn, platt n = ¢ (mod 2).

Doékaz. Oznadme znakom £(¢) podet tych uzlov grafu @, do ktorych smeruje
prave ¢ hrdn. PretoZe kaZdd hrana orientovaného grafu smeruje prive do

jednoho wuzla plati: ¢ = > 4&(4) z Goho ihned vyplyva: n =g — 2[&(2) +
t=0
+ £(8) + 2£(4) - 2£(5) + ...] diZze n = q (mod 2).
Veta 2. Nech (31 je Tubovolny orientovany sdvisly graf, w == v nech st Lubo-

volné dva jeho uzly o nech ¢ je Tubovolnd cesta spojujica uzly w, v v grafe -(;’-1
{pritom orientdcia hrdn cesty nemust sdhlasit so smerom, v ktorom prichddzame

z uzla u do wzla. v). Ak zmenime orientdciu vetkych hrdn cesty C' v orientdcin
opalmii o u ostatnijch hrdm grafu 631 zachovdme orientdciu bez zmeny, venikne
tak isty graf (32, 0 ktorom plati:

1. Do uzla u (resp. v) smeruje v grafe C?; pdrny resp. nepdrny pobet hrdn prdve
viedy, ked do tohoto uzla smeruje v grafe §1 nepdrny resp. pdrny pobet hrdn.

2. Do Tubovol'ného uzla w rézneho od u a rézneho od v smeruje v grafe é’; pdrny
resp. nepdrny pobet hrdn prdve viedy, ked do w v grafe 631 smeruje pdrny resp.
nepdrny pocet hrdn.

Dékaz. Uzol % (resp. v) je incidentny prave s jednou hranou cesty 0, teda

zmena v orientdeil hran pri vzniku grafu C—v’; nastane prave u jednej hrany
incidentnej s uzlom % (resp. ), z ¢oho hned vyplyva tvrdenie 1.

Ak w je Iubovolny iny uzol neZ % a iny ako v, potom bud w nie je uzlom
cesty (SiZe nenastane Ziadna zmena v orientdcii hrén incidentnych s w pri

vzniku grafu 632),_a,lebo w je uzol cesty taky, Ze zmena v orientdcii pri vzniku
6'2 nastala préve u dvoch hrin, s ktorymi je uzol w incidentny, z &oho ihned
vyplyva tvrdenie 2.

Veta 3. Nech G je Tubovolng neorientovany svwisly graf, ktory md pdrny podet
hrdn, potom hrany grafu G moZno orientovat tak, Ze vznikne orientovany graf &,
v krorom do kaZdého uzla smeruje pdrny pobet hrdn.

Dékaz. Nech ﬁo je orientovany graf, ktory vznikne z G, ak orientujeme
kazdd jeho hranu. Ak by uZ pri tejto orientécii hrdn do kaZdého uzla smeroval
parny podet hran, nebolo by treba ni¢ dokazovat. Predpokladajme preto, Ze

v @, existuji také uzly, do ktorych smeruje nepirny podet hrin. Polet ta-
kychto uzlov je podla vety 1. parny, lebo podet hran grafu G (resp. é:,) je parny.
Nech u,, Us, ..., Uy, st tie uzly grafu @, do ktorych smeruje v G, nepsrny podet
hrén. PretoZe G a teda aj @, je podla predpokladu stvisly graf, existuji v grafe
G cesty Oy, C, ..., C, také, Ze cesta C; spojuje uzly uy;_,, %g; (8 = 1,2, ..., 7m).
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Ak zmenime v grafe G; orientéciu vietkych hran cesty C,; a zachovime orien-
taciu vietkych ostatnych hran grafu é:-,, vznikne tak isty graf 6—51. Ak v grafe
—él zmenime orientdciu vietkych hran cesty C, a u ostatnych hrdn ponechdme
orientéciu bez zmeny, vznikne tak isty graf G’; atd. aZ: ak zmenime orientécin
vietkych hrin cesty C, v grafe G, —1 & zachovame orientdciu jebo ostatnych
brin, dostaneme tak isty graf @,,, v ktorom podla vety 2. do vietkych uzlov
bude smerovat parny potet hran. @ = @n je orientovany graf poZadovanych
vlastnosti. Tym je veta 3. dokazani.

Ozna¥me znakom AY(G) == § systém vSetkych orientovanych grafov, ktoré
vzniknt orientdciou v¥etkyeh hran istého neorientovaného grafu G a ktoré
maji tiato vlastnost: do kazdého uzlalubovoIného grafu Ge A(GF) smeruje parny
podet hrin. Oznadme znakom YP(G) systém vSetkych tych Siastodnych grafov
grafu @, ktoré st eulerovskymi grafmi (t. j. grafmi, u ktorych kazdy uzol je
parneho stupiia), pridom prvkom systému P(G) nech je tieZ nulovy graf NV (t.
j. graf, ktory nemé Ziadnej hrany a ziadneho uzla).

Dokézme, ze plati: Systémy WG), P(F) pre Lubovolnyj koneény graf G s pdrnym
pobtom hrdn sd ekvivaleniné, t. §. existuje vidy prosté zobrazemie  systému
W(E) na systém P(G).

Nech WG) = {Py, P,, ..., P,} (kde P, = N) a nech 631 je orientovany graf
e A(@). Oznatme znakom &, (: =1, 2, ..., ») orientovany graf, ktory vznikne
z grafu @1 tak, Ze zmenime orientdciu vSetkych hrdn grafu P; na orientéciu
opaénl a u ostatnych hrén ponechéme orienticiu bez zmeny. Je zrejme
5‘,- e A(R), pretoze do Tubovolného uzla u e G smeruje v grafe @; podla pred-
pokladu parny podet hrén a pri vzniku grafu a dojde ku zmene orienticie
hrany u parneho poé&tu hrén, s ktorjrrm je uzol u incidentny (pretoZe P; je
eulerovsky graf )

Nech dalej @, je Iubovolny graf ¢ Y(F). Oznadme znakom H,, mmnoZinu
tych hrian grafu G, ktoré maji ind orientdciu v grafe @1 nez v grafe G_#; a zna-
kom P, &lastodny graf grafu G, ktory pozostiva z hrin mnoZiny H, , a z tych
uzlov grafu G, s ktorymi je incidentné aspoi jedna hrana e H,,. Tvrdim:
P, je eulerovsky graf. Nech totiz « je Iubovolny uzol ¢ P,. Podla predpokladu
do uzla u smeruje ako v grafe C—rﬁ tak aj v grafe (?r"; parny poéet hran, preto je
potrebné zmenit orientdciu u parneho podtu hrin incidentnych s uzlom u v gra~
fe é’l, aby vietky hrany incidentné s » mali takd istd orientdciu ako v G
tize kazdy uzol grafu P, je padrneho stupiia t. j. P, ¢ P(G).

UviZme edte toto: nech P;, P; ¢ P(F) st dva rozne eulerovské grafy. U gra-
fov G’:-, @:-, ktoré vzniknu s grafu 6?‘1 popisanym spésobom, bude mat aspoii
jedna hrana odli¥nt orientéeiu. Teda &,; G; st rozne grafy. Je preto Y(Q) =
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= {(71, C_T;g, . @7,,} a ak poloZime a)(é-:-) = P, pre vietky ¢ =1,2,...,n je
tym definované prosté zobrazenie w systému U(G) na systém P(G), teda
systémy U(G), P(G) st ekvivalentné. Z toho vyplyva napr., ze strom S s pir-
nym poltom hrdn mo#no prive jednym spdsobom orientovat tak, aby do
kazdého uzla smeroval pdrny podet hran (stromom nazyvame suvisly graf,
ktory neobsahuje Ziadnu krufnicu a teda ani Ziadny nenulovy eulerovsky
graf), pretoze systém Y(S) obsabuje jediny prvok: graf N.

Poznimka 1. Je zndme, Ze o polte = eulerovskych d&iastoénych grafov
stvislého koneéného grafu o m uzloch a n hranach plati: = 2"~ ™**. Uvedeny
poznatok dava ném preto moZnost Iahko vypoditat podet prvkov systému
A(G).

Veta 4. Nech G je [ubovolny sdwisly graf s pdrnym poliom hrdn, potom exis-
tuje systém B uhlov grafu G taky, fe kaZdd hrana grafu G je ramenom prdve
jednoho whla systému I a systém uwhlov s touto vlastnostou existuje len viedy, ked
graf G md pdrny polet hrdn.

Dékaz. I. Podla vety 3. moino orientovat hrany grafu @ tak, Ze vznikne
orientovany graf @, v ktorom do kasdého uzla smeruje parny podet hran.
Nech U = {u,, %y, ..., %,} je mno¥ina tych uzlov grafu G (teda aj grafu @),
do ktorych smeruje v grafe @ aspoli jedna hrana. Oznadme znakom H(wu,)
mnozinu ﬁ_‘)’rch hran, ktoré v grafe ad smeruji do wzla w; (¢ =1,2,...,m).
Pretoze kazdad hrana orientovaného grafu smeruje prive do jednoho uzla
grafu, je kazd4d hrana grafu G' hranou prive jednej mnoZiny systému ¢ =
= {H(u,), H(uy), ..., H(%,)}. Nech 2n,; je podet hran mnoZiny H(u,) (4 = 1, 2,
..., m). RozloZme Iubovolnym spésobom mnoZinu H(w;) na n; tried R,,
R;, ..., R, po dvoch prvkoch a nech W, (z = 1,2,...,n,) je ubol grafu G,
ktorého vrcholom je uzol %; & jeho ramenami hrany triedy R, .

Nech B, ={W,;,W,,..., W,,} je systém uhlov takto konStruovanjch,

s

ktoryeh vrcholom je uzol u; (1 = 1, 2, ..., m).
Stdet systémov MW = > IB; je systém poZadovanych vlastnosti, lebo kaida
=1

hrana grafu @ je hranou préve jednej mnoZiny H(u;) ¢ & a je prvkom prave
jednej z tried B, (+ =1,2,...,m, z=1,2,...,n;) a teda aj ramenom prive
jednoho uhla e 8.

I1. Ze systém 8 moze existovat len v grafe s parnym podtom hrén, je zrej-
mé z toho, Ze kaZdy uhol mé prave dve ramens.

2. Systémy uhlov v pravidelnych grafoch tretieho stupiia

. Priamym désledkom vety 4 je tito veta o pravidelnych grafoch tretieho
stupiia:
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Veta 5. V Tubovolnom sivislom pravidelnom grafe treticho stuptia s pdrnym
poltom 2p > O hrdn existuje taky systém uhlov, Ze kaZdd hrana grafu je ramenom
prdve jednoho uhla systému.

Poznédmka 2. V dokaze vety 4. popisali sme postup ako najst v grafe taky
systém uhlov 8, %e ka¥d4 hrara grafu je ramenom préve jednoho uhla systé-
mu, ked je dané orientacia hrén grafu, pri ktorej do kazdého uzla grafu smeruje
parny podet hrin. V popisanom postupe je ponechéna Iubovéla v tom, ako
rozloZime mnoZinu H(w;) obsahujtcu 2n, hran na n, tried po dvoch prvkoch,
ked n;> 1. Pretofe v pravidelnych grafoch treticho stupiia nemédze byt
n; > 1, odpadéd tu spomenutd Iubovdla a kardej orientacii hran grafu, pri
ktorej do kazdého uzla grafu smeruje parny polet hran, odpoveds (pri zacho-

vani popisaného postupu) prive jeden systém uhlov 8.
Odvodme si teraz daliie vety o pravidelnych grafoch tretieho stupiia.

Veta 6. Ak siwisly pravidelny graf tretieho stupia G s pdrnym poltom hrdn
md linedrny fakior, potom existuju také dva systémy uhlov I8,, W, grafu, Ze
plati: .

1. KaZdd hrana grafu je ramenom prdve jednoho uhla ¢ 8, a kaidd hrane
grafu je ramenom prdve jednoho uhla ¢ I,.

2. Systémy B, W, st disjunkiné.

Dékaz. Nech @ je stvisly pravidelny graf tretieho stupfia s pdrnym podtom
hrén, L linedrny faktor a F kvadraticky faktor tohoto grafu. Nech dalej @, je
graf G orientovany tak, Ze do kaZzdého uzla smeruje parny podet hrén, 98, sy-
stém uhlov, ktory odpoveds orientovanému grafu Z?l. Nech &, je opat oriento- -
vany graf ¢, pritom nech hrany linedrneho faktora L maji rovnakd orientéciu
v grafoch 631, é} a hrany kvadratického faktora ¥ nech v grafe 632 maji opaéni
orientéciu nez v 631 Pretoze kaidy uzol grafu je incidentny prive s dvoma -
hranami kvadratického faktora, bude sa orientécia hrin incidentnych a Iubo-
volnym uzlom u grafu C—vﬁ lisit préve u dvoeh hran voéi orientédcii tyehto hrin
v grafe @; To v8ak znamend, %e aj v grafe C_n‘!; bude do kazdého uzla smerovaf
pamny polet hrin. Podla dékazu vety 4. existuje potom systém uhlov 98, (od-
povedajlci jednoznadne orientovanému grafu @2) taky, fe kazdd hrana grafu
@G je ramenom prave jednoho uhla z I,.

Treba edte dokdzaf, %e systémy IB,, I, st disjunktné. Nech A, je Tubovolni
hrana grafu G a nech 2, je také hrana grafu @, ktora s hranou %, tvori ramend
uhla z 98;, vrcholom tohoto uhla nech je uzol . Oznaéme znakom v druhy
uzol, s ktorym je hrana k, incidentnd (w == ) a znakom h; hranu réznu od
ho a roznu od by, ktorsd je incidentna s uzlom w. ‘

A. Ak hrana b, je hranou linedrneho faktora, potom bude mat ta istd
orientdciu v (;‘;, aki mala v Z#:,’ ale hranv A, &, budi mat ind orientdciu v Zﬁg
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ne: v Ci Teda uhol z 98, ktorého ramenom je hrana k,, bude mat tieto
PIvky %, by, hy.

B. Ak hrana &, je hranou kvadratického faktora, potom h, bude mat ind
orienticiu v G2 nez v Gl. To znamené, %e vrcholom uhla z 98,, ktorého rame-
nom je A, nebude uzol , ale uzol ».

V oboch pripadoch uhol z 8, a uhol z ,, ktorych ramenom je hrana &,
st dva rézne uhly. Hrana %, bola vSak Tubovolné hrana grafu ¢. Teda systémy
B,, B, nemdzu mat spoloéného prvku. Tym je veta 6. dokdzand.

Veta 7. Nech sivisly pravidelny grof treticho stupria G s pdrnym poltom hrdn
dd sa rozlo#it na tri linedrne faktory L,, Ly, Ls, potom existujid systémy uhlov
W, Wy, W, BW,, ktoré maji tieto viastnosti:

1. Pre ka¥déi e {1, 2, 3, 4} plati: kaidd hrana grafu je ramenom prdve jednoho
uhla systému ;.

2. Ak 1 #=74;1,9 € {1, 2, 8, 4}, potom plati: BW,;, W, = ¢.

Doékaz. Oznadme znakom C_ﬂ orientovany graf @, ktorého hrany sd orien-
tované tak, e do kazdého uzla grafu smeruje pirny podet hran. Nech I8, je
systém uhlov, ktory odpoveds grafu 54. Oznatme dalej znakom. le, C-T!;, G’; orien-
tované grafy, ktoré z grafu é; vzniknd zmenou orientdcie hran takto: orien-
técia hran v grafoch (_5'4 a a,. je Tovnaké u hrin linedrneho faktora L;, ostatné
hrany neeh majt ind (opadni) orientéciu v C—v’: nez v (}: (t=1,2,3).

Z ddkazu vety 6. je zrejmé, Ze grafy @1, (32, éa budd mat opat ta vlastnost,
Ze do kazdého uzla grafu smeruje parny podet hran a Ze teda existuji tymto
grafom odpovedajice systémy uhlov $,, W,, W, také, Ze kaidéd hrana grafu
G je ramenom préve jednoho uhla z B; (4 = 1, 2, 3).

Vieme u# (z dékazu vety 6.), %e plati B8, = ¢ pre vietky i = 1,2, 3.
Treba edte dokézat, ze plati T8, M, = §; W, MW, = §; W,MW; = §; platnost
tychto tvrdeni je viak zrejmé z toho, Ze graf G"i dostaneme z grafu (;1;, ak
zmenime orientdciu u hran kvadratického faktora, ktory pozostiva z hrin
aj linedrneho faktora L, aj linedrneho faktora L; (i == J; 4, § € {1, 2, 3}). Preto
MM, = @ pre vietky ¢ = J; 4,7 € {1, 2, 3, 4}, o bolo treba dokézaf,

3. 9-obrazy grafov treticho stupiia

Nech @ = U + H je stvisly pravidelny graf tretieho stupiia. Oznaéme zna-
kom B systém vietkych uhlov grafu G. Nech podet uzlov grafu G je 2n (je
zname, Ze podet uzlov nepirneho stupiia Iubovolného grafu je parny), 3n je
potom podet jeho hrin. Podet roznych uhlov v grafe & je 6n, lebo kazdy uzol
grafu je vrcholom troch réznych uhlov. Nech teda H = {hy, h,, ..., by, };
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B = { Wy, Wy, ..., Wes}p. SkonStruujme graf G* = U* 4+ H* podla grafu
G takto: A : o

L U* = {uf, uf, ..., us,), 2. H* = {Bf, kY, ..., bg .}, 8. Hrana &Y je inci-
dentna s uzlom %} prive vtedy, ked hrana h; je ramenom uhla W,.

Pretoze ka#dy whol v G m4 dve ramens, bude skutotne ka?d4 hrana A}
‘incidentné prive s dvoma uzlami z U*; teda mno¥ina G* = U* 4- H* pri
definovanej incidencii je grafom. UkiZme ekte, %e ak G je stvisly pravidelny
graf tretieho stupiia, potom G* je stivisly pravidelny graf Stvrtého stupia.
UkéZme najprv, Ze ka?d4 hrana z G je ramenom $tyroch réznych uhlov z G.
Nech totiZ %, je lubovolnd hrana z G, u, ’ uzly, s ktorymi je tadto hrana inci-
dentnd v grafe ¢. Oznadme znakom h,, ke, A, hrany, s ktorymi je incidentny
uzol % & znakom #;, hy, b, hrany, ktorymi je incidentny uzol «’. Hrana b, je
ramenom tychto uhlov {u, Ay, 2.}, {%, Ay, ho}, {W', by, B1}, {%', by, hy}. Pretote za -
prvé: hy = ko by =+ b, (ind& by uzly «, ’ neboli treticho stupiia) a za druhé:
% == ' ide nutne o ¥tyri rozne uhly. Ze h, nemoe byt ramenom dalsich uhlov
grafu je zrejmé. Preto kardy uzol u* « U* je nutne uzlom &tvrtého stupiia
v G*, ¢iZe G* je pravidelny graf §tvrtého stupiia.

Dokézme efte, Ze G* je suvisly graf, ked G je sivisly graf. Stadi dokézaf
toto: ked @ je stivisly graf a ¥, u; s IubovoIné dva uzly z G*, potom ) sd-
visi s u].

" Nech hrana %; z G je incidentn4 s uzlami %, #', brana k; z ¢ incidentn4é s uzla-
mi v, v’ v (. Ak by hrany A, k; boli incidentné s tym istym uzlom %, v grafe
@, znamenalo by to, Ze existuje v grafe & uhol W, = {u,, h;, k;} a teda v grafe
G* by hrana & bola incidentna s uzlami «}, u}, &iZe uzly ), 4] by stviseli
v grafe G*. Predpokladajme preto, %e u, v, v, v’ st &tyri rozne uzly grafu G.
PretoZe @ je podla predpokladu savisly graf, existuje v grafe G cesta u,, &, »,
Uy, oor Py Uy (ke %, = w, 4, = v) spojujica uzly u, v. Je bud Ay, =k,
alebo je h,, také hrana, ktord s hranou %; a uzlom u tvori uhol grafu G. Je
dalej bud %,_, ,, = hy, alebo hrana k,_, , s hranou %; a uzlom » tvori uhol grafu
G. Okrem toho, ak » > 2, plati pre vietky z =1, 2,...,n — 2 toto: hrana
Ry rr1 8 hranou Ay, 4.0 & uzlom u,,, tvori uhol grafu G. ‘
' Ozna®me znakom u_ten uzol z G*, ktory odpoveds hrane k., z G. Z uve:
deného vyplyva, Ze uzol u} savisi § uzlom ) (¢ =1,2,...,n — 2), pretofe
existuje hrana v G*, ktoréd je incidentnsd s oboma uzlami. PretoZe dalej uzol
u; bud je totoiny, alebo stvisi s uzlom ;. a prave tak uzol u; bud je totoiny,
alebo stvisi s uzlom ) _, plati nutne «] sdvisi s «;. Teda fubovolné dva uzly
grafu G* stvisia. Preto G* je sivisly graf, ak G je stvisly graf.

.0 pravidelnom grafe §tvrtého stupiia G* budeme hovorit, Ze je ¥-obrazom
pravidelného grafu tretiecho stupiia @ (pisané G* = H(G)) ak: _

. 1. existuje prosté zobrazenie x mnoZiny hrédn H grafu ¢ na mnoZinu uzlov
U* grafu G*,

?
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2. existuje prosté zobrazenie § systému uhlov @8 grafu G na mnoZinu hrin
H* grafu G*,

3. pre lubovolnid dvojicu pozostédvajicu z uzlu u* a hrany h* grafu G*; kde
w* = ofh); B* = B(W;); h, e H; W; e I8 plati: Uzol u* je incidentny v grafe
G* s hranou A* prive vtedy, ked hrana k; je ramenom ublu W, v grafe G.

Poznémka 3. Specidinym pripadom pravidelnych grafov tretieho stupia
st grafy, u ktorych uzlami st vrcholy & hranami sd hrany takého mnohostenu,
v ktorom ka#dy vrchol je incidentny s troma hranami. Nech napr. @, je graf
pravidelného Stvorstenu, potom 9(G,) je napr. graf pravidelného osmistenu;
alebo nech @, je graf krychle, potom #@,) je graf zndmého Strniststenu,
u ktorého 6 stien st §tvoruholniky a 8 stien st trojuholniky. D4 sa dokézat,
Ze plati toto: ak pravidelny graf tretieho stupiia G d4 sa realizovat na oriento-
vanej ploche rodu g, potom pravidelny graf $tvrtého stupiia #(G) da sa tiex
realizovat na tejto ploche. T4to problematika vymyka sa viak z rdmeca nasho
prispevku.

Poznamka 4. Existuji tie} grafy §tvrtého stupiia, ktoré nie st #-obrazom
Ziadneho pravidelného grafu tretieho stupia. '

O pravidelnych grafoch §tvrtého stupia, ktoré s 9- obrazom pravidelného
grafu tretieho stupiia, platia tieto vety:

Veta 8. Ka#dy pravidelny graf Sortého stupiia, ktory md pdrny poet uzloy
a je & — obrazom suvislého pravidelného grafu tretieho stupria, md linedruy faktor.

Dékaz. MnoZinou hrin linedrneho faktora grafu G* = J(¢) je mnoZina
obrazov systému 8, uhlov grafu & (v zobrazeni f), ktorého exxstencla vyplyva
z vety 5.

Poznidmka 5. Existuj tieZ pravidelné grafy Stvrtého stupiia s parnym
pottom uzlov, ktoré nemaji linedrneho faktora,

Veta 9. Nech G* je pravidelny graf Stortého stupna, s pdrnym potom wuzlov,
ktory je O — obrazom suwislého pravidelného grafu tretieho stupfia G @ nech G md
linedrny faktor, pofom graf G* md kvadraticky faktor, ktory se dd rozloZit na
dva linedrne faktory.

Dékaz. Podla vety 6. existuji v ¢ systémy uhlov I8, 98, také, Ze ka?da
hrana grafu G' je ramenom prave jednoho uhla z I8, a prive jednoho uhla
z I8, pridom W, MW, = §. T'o znamend, Ze Iubovolny uzol »* u G* je incidentny
prave s jednou hranou mnoziny Hf = $(I8,) a prave s jednou hranou mnoziny
Hf = p(MB,) a plati HY . Hf = ¢. Teda mnoZina H; je mnoZinou hrin istého
linedrneho faktoru L;' a taktieZ mnozina H. ¥ mno#inou hran istého linedrneho
faktoru Ly, pridom L a Ly nemajt spoletnej hrany.

Ich kompozicia je kvadraticky faktor, ktory sa dé rozlozif na dva linedrne
faktory. .
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Veta 10. Nech Q* je pravidelny graf Stvrtého stpiia s pdrnym poétom uzlov,
ktory je 9 — obrazom siwislého pravidelného grafu treticho stupria G a nech G dd
sa rozloZit na tri linedrne faktory, potom G* dd se rozloZit na $tyri linedrne fakiory.

Poznamka 6. Ako je znidme, existuje pravidelny graf tretieho stupiia
8 parnym podtom hrin, ktory sa ned4 rozloZit na tri linedrne faktory.

Dékaz vety 10.: Podla vety 7. existuji v ¢ systémy ublov 98,, 98, 9,
PiA také, se kazda hrana grafu G je ramenom prave jednoho uhla systému
W, (1=1,2,8,4) a pre i +=J; 1,7 ¢{1, 2, 3, 4} plati: W, = §. Oznatme
znakom HY mnoZinu obrazov prvkov systému 8, v zobrazeni f. Pubovolny
uzol u* grafu G* je incidentny prive s jednou hranou mnozmy Hf =12,
3, 4). Teda H¥ je mno¥inou hran istého linedrneho faktora L grafu G*. Pre-
toze HYHY = ¢ pre vietky ¢ = §; 4,7 « {1, 2, 3, 4} moino graf G* rozloit na
linedrne faktory L¥, L¥, L¥, L}, %o bolo treba dokézat.

Ukézeme, Ze plati aj tato veta:

Veta 11. Neck G* je pravidelny graf &vricho stupiia, kiory sa dé rozlofit na
Styri limedrne faktory LY, LE, LY, LT anech G* je $-obrazom istého prawdelnebo
grafu tretieho stupria @, potom G dd sa rozlozit na tri linedrne faktory.

Doékaz. Nech U = {uy, u,, ..., u,} je mno;ma uzlov grafu G. Oznadme zna-
kom H(u,;) mnoZinu tych troch hrdn grafu @, ktoré si incidentné s uzlom u;
(#=1,2,..., p). V zobrazeni « obrazom mno#iny H(u;) je isté trojica uzlov
grafu G*, oznadme ju znakom 7. PretoZe Iubovolnd dvojica hran mnoZiny
U(u;) spolu s uzlom %, tvori uhol grafu G existuje nevyhnutne také hrana
v G*, ktora je incidentna s lubovolnou dvojicou uzlov z trojice T'y. Trojica
hran grafu G*, ktoré je v zobrazeni § obrazom trojice uhlov s vrcholem v uzle
u; v grafe @, spolu s uzlami trojice 7'y tvori istd kruZnicu K] grafu G*. Uzol
u; bol Tubovolny uzol grafu ¢. Ak teda najdeme takéto kruznice pre vietky
uzly u; (0=1,2, ..., p), dostaneme tak systém kruinic C* = (K} K7, ..

K*}, ktory mé tleto vlastnosti:

1. KaZdd hrana grafu G* je hranou prive jednej kruZnice z C*, pretoZe
kazdy uhol mé prave jeden vrchol & je podla predpokladu h* e K prive vbedy,
ked vrcholem uhla, ktory je vzorom hrany A* v zobrazeni g, je uzol u,.

2. Kazdy uzol »* grafu G* je uzlom prive dvoch kruznic systému C*, lebo
vzor uzla u* v zobrazeni « t. j. hrana # = x~'(u¥), je ramenom jednak uhlov
s vrcholom v jednom, jednak uhlov s vreholom v druhom uzle, s ktorym je
hrana h incidentna.

Teda zo $tyroch hrin, ktoré si incidentné s lubovolnym uzlom w* grafu G*
dve patria do jednej z krusnic ¢ C* a dve do inej kruZnice ¢ C*. Pri danom
rozklade grafu G** na Styri linedrne faktory (ktory podla predpokladu existuje),
patri kaZda z tychto Styroch hran k inému linedrnemu faktoru LY (i =1, 2, 3,
4). Teda o hrandch incidentnych s uzlom »* plati:

*3
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bud A. hrany z linedrnych faktorov L} a L* (resp. Ly a L¥) sti v tej istej
kruinici systému C%,

alebo: B. hrany z linedrnych faktorov L a L) (resp. Ly a Lj) st v tej istej
kru#nici systému C*,

alebo: C. brany z linedrnych faktorov Ly a LY (resp. Li a L) st v tej istej
kruZnici systému C*.

Ak plati tvrdenie A. (resp. B., resp. C.) zaradme uzol u* do triedy uzlov
UF (vesp. UZ, resp. Uy). Ked prevedieme uvedenym spdsobom zatriedenie
vietkych uzlov grafu G* do tried dostaneme tak isty rozklad ®* = {UF, U7,
U} mnoziny uzlov grafu G*.

O rozklade ®* plati: nech 777 je Iubovoln4 trojica uzlov grafu G*, ktors je
obrazom trojice hran incidentnych s uzlom w; grafu ¢ v zobrazeni «, potom
kazdy uzol trojice 7' patrt do inej triedy uzlov U} .

Dokézeme spravnost uvedeného tvrdenia.

Ka#d4 z hréan krusnice K;* musi patrit k inému linedrnemu faktoru, pretoZe
ind¢ by uzol kruZnice bol incidentny s dvoma hranami toho istého linedrneho
faktora, o nie je mo#né. Z toho viak vyplyva, vzhladom na to akym spdso-
bom sme zatriedovali uzly grafu G* do tried U, Ze ka?dy uzol tropce T*
patri do inej triedy rozkladu R*.

KaZdy uzol grafu G* mé préve jeden vzor v zobrazeni «, jeho vzorom je .
istd hrana grafu @G. Vzormi uzlov triedy U} st hrany istej trledy hrén H
grafu G (x = 1,2, 3).

Z troch hran, s ktorymi je incidentny Iubovolny uzol z @ jedna je z H,, jedna
z H,, jedna z H,. Dok4zali jsme u toti%, Ze kazdy uzol trojice 7'y patri do inej
triedy rozkladu ®*. Z toho vyplyva, e kazd4 hrana trojice hran H(u;) (kde
u; je Iubovolny uzol grafu @) incidentnych s uzlom u, patm do inej z mnoZin
H, (x=1,2,3).

Graf G' moZno preto rozloZif na tri linedrne faktory takto: linedrny faktor
L, bude pozostivat z hrin a len z hrdn mnoZiny H, (z = 1, 2, 3). PretoZe
H.H, = ¢ pre ==y, je tym skutotne dany rozklad grafu G na tri linedrne
faktory. To bolo treba dokazat.

4. O rozkladoch pravidelnych grafov §tvrtého stupiia $(G)
na hamiltonovské éiary

Odvodume si niektoré vety, ktoré poukazuji na tzky vztah medzi hamilto-
novskymi éiarami v pravidelnyeh grafoch tretieho stupiia a rozkladmi 9-ob-
razov tychto grafov na dve hamiltonovské é&iary.

Veta 12. Nech @ je suvisly pravidelny graf treticho stupfia. Ak v grafe G exis-
tuje hamiltonovskd &iara, potom graf HG) mosno rozlofit na dve hamiltonovské
Gary.
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" Veta 13. Ak graf 9(G) dd sa rozloZit na dve hamilionovské Giary, potom v G
existuje hamiltonovskd Giara.

Veta 14. Nech A je polet réznych hamiltonovskgjck Giar v stvislom pravidelnom
grafe treticho stupria G a nech 2n je pobet uzlov tohoto grafu, potom o polte A* réznych
rozkladov grafu G%* = 9(G) na dve hamiltonovské Gary platt A* = 4 . 2n—1,

. Doékaz vety 12: Nech G = U + H je stvisly pravidelny graf tretieho
stuptia, U = {#y, %, ..., 4,} mnoZina jeho uzlov a nech existuje v G hamilto-
novské Siara K. Hamiltonovskd ¢iara je faktorom druhého stupiia, preto
hrany z @ nepatriace do K sii hranaml linedrneho faktora (oznaéme ho L)
grafu G.

Nech G* = #(G); @* = U* + H* a nech U} je mnoZina tych uzlov grafu
G*, ktoré v zobrazeni « s obrazmi hrdn linedrneho faktora L, U% mnozina
tych uzlov grafu G*, ktoré v zobrazeni & s obrazmi hran hamiltonovskej
tiary K. Zachovajme oznadenie C* = {Ky, K}, ..., K}} pre systém kruZnic
grafu G* taky, %e kru’nica KF odpoveds uzlu w € ¢ takto: uzly kru¥nice K}
sl obrazy tych hran grafu G v zobrazeni «, ktoré st incidentné s uzlom u; a

“hrany kruZnice K, s obrazmi v zobrazeni 8 tych uhlov grafu @, ktorych vrcho-
lom je uzol u;. Vieme, 7e ka?dy uzol grafu G* je uzlom prive dvoch kruZnic
z C*. '

" Nech C} je systém tych kruznic z C*, ktoré obsahujé uzol z UF; plati:

- OF = O*. Je totiz CF systém vietkych tych kruinie, ktoré odpovedaji mno¥ine

U, véetkych uzlov z grafu @, ktore st incidentné s hranami linedrneho fakto-

ra L.

Rozdelme hrany mnoiny H* do dvoch tried Hf, HF takto: nech u} je

Tubovolny uzol mnozmy U7 anech K, K7, s tie kruinice systému C*, ktoré

obsahuji uzol uj, :

1. do triedy HY zaradme dve hrany kruZnice K, ktoré si incidentné s uz-
lom u, zbyvajicu (tretiu) hranu krufnice K, zaradme do tnedy HE,
2. dve hrany kruZnice K, » & to tie, ktoré si mcldentne s u} zaradme do HJ,

ostédvajicu (tretin) hranu zaradme do triedy Hy.

Ak takto prevedieme zatriedenie hrdn vSetkych dvojic kruZnic obsahujicich
nzol z € U3, je ka¥d4 hrana grafu hranou préve jednej z tried Hy, Hy, pretoZe
za prvé: kazda hrana je hranou préve jednej krufnice z C* (pozri dokaz pred-
chédzajicej vety) a za druhé: kaidéd kruZnica z C* obsahuje prive jeden
uzol z UF. Vimnime si eSte, Ze dve hrany Iubovolnej kruZnice ¢ C*, s ktorymi
je incidentny uzol z U7, patria do tej istej triedy a dve kruZnice, s ktorymi je
incidentny uzol z Uy, patria k réznym triedam.

Dokizme teraz, Ze plati: C‘mstoény graf G (resp. G5) grafu GQ* obsahujtci
vietky hrany a len hrany triedy H; (resp. HJ) je bamiltonovskou &iarou
grafu G*.
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A. Tvrdim: G¥ (resp. G5) je faktorom druhého stupiia v G*. Nech u; je
Tubovolny uzol grafu G*. Ak je u) ¢ UF, potom u; je zrejme incidentny prive
s dvoma hranami z H;' a s dvoma hranami z Hj. Ak je %] « U%, potom vzhla-
dom na to, %e ka%d4 z dvoch hran incidentnych s uzlom %] v jednej kruznici
(a tak isto aj v druhej kruZnici) systému C* obsahujtcej uzol %) patri do inej
triedy, plati: uzol «; je incidentny s dvoma hranami z Hf a s dvoma hranami
z H¥. T¥m je d8kaz tvrdenia A. vykonany.

B. Tvrdim: Gf (resp, G7) je stvisly graf. Dokaz tvrdenia: Ak Ay, h, st Tubo-
voIné také dve hrany hamiltonovskej Siary K, ktoré si incidentné s tym istym
uzlom u; grafu @, potom uzly «(h,), x(h,) sivisia v grafe G5. Nech toti h, je
t4 hrana linedrneho faktora L, ktord je incidentnd s uzlom u,, potom obrazy
o(hy), (hy), %(hy) st uzlami kruZnice K ¢ O*. Teda do triedy H; patri bud
hrana incidentnd v G* s uzlami x(h,), o(h,) (potom uzly «(h,), x(h,) zrejme
stvisia v GY), alebo do triedy Hy patri aj hrana incidentnd v G* s uzlami
a(hy), «(hy) aj hrana incidentnd s uzlami x(h,), x(h,). Cite uzly x(h,), oc( 2)
stvisia v grafe GF. Obdobnd tvaha vedie k rovnakému uzéveru pre Gy.

* Teda v zobrazeni « obrazy dvoch ,,stisednych‘ hrén hamiltonovskej &iary
K stivisia v Gf (resp. v GF). To viak znamen4, %e v Gf (resp. v G¥) stvisia
vietky obrazy (v zobrazeni «) hrén z K. Ind& povedané: Iubovolné dva uzly
mnoZiny U} stvisia v grafe GT (resp. v grafe GF). Pretofe hrana z HY (resp.
z HY), ktors je incidentnd v grafe Gf (resp. G¥) s istym uzlom z U} je inei-
dentné aj s jednym uzlom z U%, sivisi v grafe GY (resp. v grafe Gy ) kazdy uzol
u U} so vietkymi uzlami z U%. Preto graf G (resp. graf G) je suwsly graf.
Tym je dokaz vety 12. vykonany

- Dékaz vety 13.: 1. Nech G* = &(Q); G=U + H; U = {uy, Uy, ..., U,} &
nech G5, G st dve hamiltonovské diary. grafu G*, ktoré nemajd spoloénej
hrany. Hrany hamiltonovskej &iary G¥ (resp. G5) tvoria triedu hrén H¥ (resp.
HY). Nech O* = {KT, KJ, ..., K} je systém kruZnic grafu G* taky, Ze uzly
krufnice K} e C* st obrazmi troch hrén incidentnych s uzlom %; ¢ U v zobra-
zeni & a hrany kruznice K} st obrazmi troch uhlov grafu & s vrcholom v uzle
w4, v zobrazeni . Ak by systém C* obsahoval iba dve kruZnice, t. j. ak by graf
@ pozostaval iba z dvoch uzlov %, 4, a z troch hrén s tymito uzlami incident-
nych, potom by @ zrejme obsalioval hamiltonovskd diaru a nebolo by potrebné
nié dokazovat. Predpokladajme preto, Ze G ménajmenej styriuzly ateda najme-
nej Sest hrdn t. j., Ze C* obsahuje najmenej Styri kruZnice a najmenej Zest
uzlov. Plati: Tubovolnd kruZnica K] systému C* obsahuje hrany z oboch
tried HY, Hf. Ak by totiz kruZnica K} obsahovala napr. len hrany z triedy
HY, potom K7 by bola kruinicou aj v Gf a uzly tejto kruZnice by nestiviseli
8 ostatnymi uzlarm grafu Gy, %o odporuje predpokladu, e G5 je hamiltonovskéd
diara.

Teda kazds kruzmca z C* bud obsahuje dve hra,ny z Hy a jednu z Hj,;
alebo obsahuje jednu hranu z HY a dve z Hj .. Tak ¢i tak existuje préve jeden
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uzol (budeme mu hovorit vyzna¥ny uzol) kruznice K} taky, Ze je incidentny
s dvoma hranami krunice, ktoré patria do tej istej triedy H; (j = 1, 2).
Kazdy uzol je uzlom préve dvoch kruznic systému C*, je viak zrejmé, Ze ak
isty uzol je vyznadnym (resp. nie je vyznadnym) uzlom jednej kruZnice, je
vyznaénym (resp. nie je vyznadénym) uzlom aj druhej kruznice.

Oznadme znakom V* mnoZinu vietkych vyznaénych uzlov grafu G*. Vzory
vyznaénych uzlov v zobrazeni « tvoria istt mnoZinu hrdan H; grafu G, ktord
mé tato vlastnost: kaidy uzol grafu G je incidentny prave s jednou hranou
z Hy, pretoZe obrazy hran incidentnych s uzlom grafu G v zobrazeni « s
uzly kruznice z C* a ka?da kruZnica z C* — ako sme prive dokézali — ma pré-
~ ve jeden vyznaény uzol. Teda H; je mnoZinou hréin istého linedrneho faktora
L grafu G. Hrany grafu G nepatriace do L st hranami istého kvadratického
faktora K grafu ¢'. DokéaZeme, Ze K je hamiltonovskd &iara grafu G. Prv viak
nez prikroéime k ddkazu tohoto tvrdenia, dokdZeme ete toto:

II. Nech G* je tiastodny graf grafu G*, ktory pozostéva z tych hran grafu
G*, ktoré s incidentné s dvoma uzlami nevyznaénymi, potom G* je kruznica,
ktora obsahuje vietky nevyznaéné uzly grafu G*.

Ze vetky uzly v G* st druhého stupiia, je zrejmé, lebo ak ist4 hrana je in-
cidentnd s dvoma nevyznaénymi uzlami, potom kaZdy z tychto uzlov je in-
cidentny este prave s jednou takouto hranou.

Nech Kj' je kruZnica z C* a nech vy je jej vyznadny uzol, u;, u; jej uzly
nevyznatné. Obiehajme po hranich hamiltonovskej &iary Gf a po hranich
hamiltonovske] Siary G5 cez ich jednotlivé uzly tak, Ze v oboch pripadoch
vyjdeme z uzla uf a uzol «3 bude najbliZii nevyznadny uzol, ktory dostihneme.
Teda u jednej hamiltonovskej &iary bude nas postup popisovat istd postup-
nost uzlov uf, uy, ..., u druhej postupnost uzlov «f, o, 5, .... Pri dalsom
postupe z uzla vy v jednej z hamiltonovskych &iar prejdeme hned do daliieho
nevyznaéného uzla %) = %7, u druhej najblizif uzol bude opat isty vyznadny
uzol (vy) a potom a% nasleduje uzol u;. UvaZime totiz, Ze v kaZdej kruznici
z C* jedna hrana patri do jednej z tried Hy, Hy, zbyvajice obe do druhej
z tychto tried a wuzol kruZnice incidentny s hranami tejto kruZnice, ktoré
patria do tej istej triedy, je vyznaény uzol. -

Vaimnime si, Ze poradie uzlov nevyznaénych (ak neprihliadame k ,,umieste-
niu‘ vyznaénych uzlov) v akom cez tieto prechadzame obiehajic hamilto~
novské iary GY, G, musi byt v oboch hamiltonovskych &iarach rovnaké,
nech ako dlho pokradujeme v postupe. Aviak v takom istom poradi musime
prechidzat cez jednotlivé nevyznaiéné uzly, ak volime tento postup: vyjdeme
z uzla uy, po hrane, ktor je incidentns s w5, dalej z uzla % po hrane, ktors je
incidentné s %5 a je incidentn4 s daléim nevyznaénym uzlom (tymto uzlom je
zrejme uzol u; ) bez ohladu na to, do ktarej triedy této hrana incidentn4 s dvo-
ma nevyznaénymi uzlami patri. Obdobne z uzla %y do nevyzna&ného uzla u}
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atd. Pretoze pri obiehani po hamiltonovskej ¢iare prejdeme po konednom
potte krokov cez vietky uzly grafu G* (a teda aj cez vietky nevyznaéné uzly
tohoto grafu), musime nutne pri obiehani po hranich grafu G* po koneénom
potte krokov (a to v rovnakom poradi ako pri obiehani hamiltonovskych &iar).
prejst cez vietky nevyznadné uzly grafu G*. Teda G* je graf druhého stupiia
a je grafom sdvislym. @G* je kruZnica a obsahuje vietky nevyznatné a len
nevyznaéné uzly grafu G*. Tym je dokaz tvrdenia II prevedeny.

IIT. Dokazme napokon, ze kvadraticky faktor K (z prvej dasti dokazu) je
hamiltonovskou &iarou grafu G. Staéi dokézat, e K je stvisly graf.

Nech postupnost hrdn P* = hfh}, ..., by, BT, ... popisuje v akom poradi
prechddzame cez hrany kruznice G* pri obiehani po nej v pevne zvolenom
smere obiehania vychédzajtc z jej hrany %;. Kads hrana postupnosti P*
je hranou préve jednej kruinice z C¥*; oznatme znakom K kruznicu z C%,
ktorej hranou je hrana A} postupnosti P* (j = 1,2, ..., D). Dalej oznadme
znakom %} ;. uzol kruznlce @*, ktory je incidentny s jej hranami A}, A},
(=12..,p—1).

Plati zrejme: vzorom v zobrazeni « uzla uwy js1jeistdhrana k., = o~ Yu),, )
ktord je v grafe K incidentnd s uzlami w,, %, , (j =1, 2, ..., p — 1). PretoZe
stvislost medzi uzlami je vzfah tranzitivny, musia nutne suv1se’6 v K vietky
wly w, (j=1,2,...,p), ktoré odpovedaji kruZniciam K7, Ky, ..., K7,
z ktorych kazdé obsahuje po jednej hrane postupnosti P* (kruznlca K* ob-
sahuje podla predpokla.du hranu A}).

Nech U = {«, .-es %, }. Vieme, Ze kaZdd kruznica z C* obsahuje prive
jednu hranu z G* a teda podl'a dasti I1. d6kazu aj préve jednu hranu postup-
nosti P* a kazd4 hrana postupnosti P* je hranou prave jednej kruznice z C*.
Teda U = U, ¢ize K je stvisly graf obsahujtci vietky uzly grafu @ a kaidy
uzol z K je uzlom drubého stupiia. Preto K je hamiltonovska Siara grafu @, éo
bolo treba dokézaf.

Doékaz vety 14.: Ak je A = 0, potom je aj A* = 0, lebo z A* > 0 vyplyva
podla vety 13. 1 > 0. Nech A >0 a nech K,, K,, ..., K, st vietky rozne ha-
miltonovské &ary v G, K; Iubovolnd z nich. K tejto hamiltonovskej Giare
K; mozno najst rozklad mnoZiny hrin grafu G* = ﬁ(G) na triedy hrén HY, Hy
taky, ze Hy resp. HY je mnozina vietkych hrin 1steJ hamiltonovskej diary
GY resp. GF pritom tieto hamiltonovské &iary nemajt spoloénej hrany. Pri
zatriedovani hradn spésobom, ktory sme popisali v dékaze vety 12 pri dvojiei
kruznic K, K7, (ktorych spolodnym uzlom je uzol ] e U}) do tried Hy, Hy,
mali sme moznost si vybrat, ktord z kruZnic oznadime K a ktord K. To mé
pravda vplyv na zatriedovanie. PretoZze podet uzlov .grafu @ je podla pred-
pokladu 2n, mé G prive 3n hrén a podet hran linedrneho faktora L je n. Teda
U% mé n uzlov a existuje n dvojic kruznic, ktorych spoloénym uzlom je uzol
e U%. Zmena oznadenia najmenej v jednej a najviac v # — 1 dvojiciach kruz-
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nic spésobi zmenu v rozklade na triedy Hy, Hy (zmena u vietkych dvojic
by sposobila iba zmenu oznadenia tried, nie viak zmenu rozkladu). Pre roz-
klad na dve hamiltonovské &iary grafu G* podla pevne zvolenej hamiltonov-
skej &iary K, grafu ¢ mame teda vecelku 271 roznych mozZnosti. PretoZe pri
dvoch réznych hamiltonovskych &iarach K, K; v G prisluiné linedrne faktory
(ktoryeh hranami si hrany nepatriace do K, resp. do K;) sa liia aspoil jednou
hranou, budi rozdielne aj odpovedajice mnoziny vyznaénych uzlov v grafe
G* a budii rozdielne aj tymto odpovedajice rozklady grafu G* na dve hamilto-
novské &iary. Teda je A* > 4. 2*~2. Ak by bolo 2* > 1. 2*-1musela by podla
vety 13. existovat mnozina vyznaénych uzlov, ktord nie je obrazom mnoZiny
bran grafu @ nepatriacich do hamiltonovskej &iary K; (1 =1, 2, ..., 1) v zob-
razeni «. Podla vety 13. by potom existovala eSte aspoil jedna dalsm hamilto-
novsks Giara K, ., v grafe G. To je spor spredpokladom Je proto A* = 4.2,
o bolo treba dokizaf.
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Pesome

13 TEOPUUN KOHEYHBIX PEI'YJAPHBIX I'PA®OB
TPETBEA I YETBEPTOW CTEIIEHN

AHTOH KOIMI' (Anton Kotzig), Bparnciapa.
(Tocrymumo B pegaknmio 21/11 1956 r.)

B crartee moKasHBanTCA CIELYOIIEE TeOpeM::

1. Hycms G — npousgosvreiil ceg3nbil 2pag ¢ Yemubim 4ucaom pebep; mozda
cywecmeyem cucmema B yeaoe epaga G marasn, umo rascdoe pebpo us. G npu-
Hadaexcum mouno odroly yeay cucmems u cucmema yeaos B ¢ smum ceoiicmseom
cyugecnsyem. moavko moeda, ecan G codepacum uemnoe wucao pebep (mpoika
aviemenmos epagfa G: {u, hy, k,}, 20e u — sepuwuna, b, = hy — pebpa, Hasvigaemes
yesom epaga @, ecau oba pebpa hy, hy uHyUdeHmMHE ¢ GepuLUKOl U).

2. Ecau ceasnwlil peeyaspruii epag mpemveil cmenenu G ¢ 4emmuism «ucIOM
pebep colepucum aumeinsil unonumend, mo ¢ G cywecmeywm Ose cucmemsl
yenos W, W,, asaswwuecs Ousvionkmuumu, u kKawdoe pebpo epada seasemca
SAEMEHOM MONKHO 00H020 Yyoaa cucmemsl L, (cooms. W,). Ecau, kpome mozo;
G MONCHO pazioMCUML HA MPU AUHEUHBIL MHONCUMEAST, MO CYUECTNEYIM
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& G wemwipe cucmemsl Y2408, He UMeOWle NONAPHO 00UEee0 Yeaa, nNPUYEHs Kancdoe
pebpo epaa A6AAEMCS SACMEHMOM TNOUHO 00H020 Yeaa Kancdoil us smuL cucmen.

I'pag G*, mroncecmso gepusur, Komopoeo ecmv U*, mHomcecmso pebep H* | na-
susaemes H-o6pason epaga G — z0e G ecmy ceagnutil peeysaprwil epagd mpemuei
cmenenu, U ecmv mroncecmeo e2o sepuinnrs, H ecmv mroxcecmso eeo pebep — ecau:

1. Cywecmsyem npocmoe omobparncerue « mroncecmsa H na muomcecmeso U%,

I1. cywecmsyem npocmoe omobpancernue B cucmemu scex yeaoé B epaga G na
MHOHcecmeo pebep H*,

ITI. eepwuna u* = x(h;) unyudenmna ¢ pebpom b* = B(W,) ¢ epage G* moeda
u moavko moeda, ecau pebpo h; e H asasemes snemenmom yeaa W; € I8,

3. Oaa rpados G* = &(G) ¢ weTHEIM YHCIOM BEeDINHH, KOTODEE ABIIAIOICH,
O9eBHMHO, CBA3HBIME peTYIAPHEIME rpajams 9eTBepTOll CTENEHH, TOKA3HL-
BaeTCH CleNYIoIee: '

Kaucovuii epagp 9(G) codepacum aureitnsil mroncumens. Ecau ¢ G cywecmeyem
AUHELHBLL MHOWUMens, mo ¢ epage H(G) umeemes rweadpamuunsiii MHONCUMEND,
pasaoncumslii Ha 0sa aunelinvlr muoncumens. Ecauw epa G moscno pasaoxmcums
HQ mpu AuHeilnnL muoxcumers, mo epad HG) moxmcHo passomcume Ka vemvipe
SUHETHBIL MHONCUMeAR U Haobopom.

4. Jlanpmeiimume JOKa3HBaeMEE TEOPEME OODAIMAIOT BHAMAHZe HA TECHYIO
CBA3L MEMIY TAMEJILTOHORKIMY IEHUAME B PeryIspHEX rpadax Tperseil cre-
TmeHH. M Pas3iOMeHAAME XX $-00pasoB Ha [Be raMEIBTOHOBH JI@umHd. [[oKassi-
BaeTCA CHefyiollee TeOopeMBl: . :

a) Ecau ¢ pezyasprom epaghe mpemveii cmenenu G cyujecmeyem 2amurbmorosa
aunus, mo Q) mowcrno pasaoxcumy wa dse 2aMULLMOKOCH AUHUU U naobopom.

6) Ilycmv A — 4ucao pasiuMHBL eAMUABIMOHOSHT SUHUL 8 PeeyaspHoM epaghe -
mpempveil cmenenu G u 2n — wucao e2o yeros, mozda o wucae A¥ pasAuUNHbLL
pasaoncenuii epaga HG) na 0se 2amMuibMOHOSE. AUKUL MOWHO YMEEPHCOAMD:
AF o=} . 2 ‘

Zusammenfassung

AUS DER THEORIE DER ENDLICHEN REGULAREN
GRAPHEN DRITTEN UND VIERTEN GRADES

ANTON KOTZIG, Bratislava.
(Eingelangt am 21. Feber 1956.)

In dem Beitrag werden folgende Sitze bewiesen:

1. Es sei G ein belicbiger zusammenhdngender Graph, welcher eine gerade
Amnzahl von Kanten enthilt, dann existiert ein Winkelsystem I8 des Graphen G so,
dass jede Kante aus @ genau einem Winkel aus BB gehdrt und ein Winkelsystem
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BB mit dieser Higenschoft existiert nur dann, wenn G eine gerade Anzahl von.
Kanten enthilt. (Die drei Elemente aus G: {u, by, hy}, wo u ein Knotenpunkt und
hy == hy die Kanten sind, werden Winkel des Graphen G gemannt, wenn beide
Kanten hy, hy mit dem Knotenpunkt u inzident sind.)

2. Wenn ein zusammenhdingender regulirer Graph dritten Grades G mit gerader:
Anzahl von Kanten einen linearen Faoktor enthilt, dann existieren solche zwei
Winkelsysteme IB,, B, die elementfremd sind und jede Kamte des Graphen
gerade einem Winkel aus I8, (resp. aus W,) gehirt. Wenn ausserdem G in drei
lineare Faktoren zerlegbar ist, dann gibt es in G vier solche Winkelsysteme, dic
paarweise elementfremd sind und jede Kante genaw eimem Winkel aus jedem
System gehort.

Den Graph G*, dessen Knotenpunkimenge U* und die Kantenmenge H* 4st,
nennen wir 9-Bild des Graphen G = U + H (wobei G ein reguldrer zusammen-
hingender Graph dritten Grades, U resp. H seine Knotenpunktmenge resp.
Kantenmenge ist), wenn gilt:

" 1. Es gibt eine einfache Abbildung x der Kantenmenge H des Graphen G auf
die Knotenpunktmenge U* des Graphen G*. ‘

I1. Es gibt eine einfache Abbildung f des Systems I aller Winkel des Graphen
G auf die Kantenmenge H* des Graphen G*.

III. Ein Knotenpunks u* ist inzident mit der Kante h* des Graphen G* wo
u* = ox(hy); h; e H; h* = B(W,); W; e B; dann und nur dann, wenn die Kanie
h; ein Element des Winkels W, 1m Graphen @ 1st.

3. Fir die Graphen G* = 9(G) mit gerader Knotenanzahl, welche selbst-
verstindlich regulire zusammenhéngende Graphen vierten Grades sind, wird
Folgendes bewiesen:

Jeder Qraph H@) hat einen linearen Faktor. Wenn es im Graphen G einen
linearen Faktor gibt, dann hat G* = (@) einen quadratischen Faktor, der sich in
zwei lineare Paktoren zerlegen lisst. Wenn der Graph G sich in drei lineare
Falktoren zerlegen lisst, dann lisst sich der Graph G* in vier lineare Fakioren
zerlegen und wmgekehrt.

4. Weitere Sitze weisen auf den engen Zusa.mmenha.ng zwischen den Ha-
miltonschen Linien im Graphen dritten Grades und die Zerlegung der $-Bilder
dieser Graphen in zwei Hamiltonsche Linien. Man beweist diese Sétze:

a) Wenn es im requliren Graphen dritten Grades G eine Hamiltonsche Linte
gibt, dann lisst sich der Graph G* = H(G) in zwei Hamiltonsche Linien zerlegen
und wmgekehrt. ‘

b) Es sei L die Anzahl verschiedener Hamiltonscher Linien im reguliren
Graphen dritten Grades G und es sev 2n die Knotenanzahl des Graphen G, dann
gilt von der Anzahl 2* der verschiedenen Zerlegungen des Graphen G* = HG) in
zwet Hamslionsche Linien: 2% = 2 . 2771,
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