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Časopis  pro pěstování  matematiky,  roč. 82 (1957),  Praha 

Z  TEORIE  KONEČNÝCH PRAVIDELNÝCH  GRAFOV 
TRETIEHO  A  ŠTVRTÉHO  STUPKA 

ANTON  KOTZIG,  Bratislava. 

(Došlo  dne  21. února  1956.)  DT:  5i3.34.ooi 

V  Slánku  pojednává  sa  o  systémoch  uhlov  konečného  grafu  a  o  ich 
vztahu  k  systému  všetkých  eulerovských  SiastoSných  grafov  daného 
grafu.  Zo  získaných  poznatkov  o  graf oeh všeobecnějších  odvodzujú 
sa  ddsiedky  pre  pravidelné  grafy  tretieho  stupňa  všeobecné  a  zvláší 
pre  také,  ktoré  majú  aspoň  jeden  lineárny  faktor,  resp.  ktoré  sa  dajú 
rozložit  na  t r i  lineárně  faktory.  N a  základe  týehto  poznatkov  vyvodzu-
jú  sa  vety  o  existencii  líneárnyeh  faktorov  a  hamiltonovských  clar 
v  istých  pravidelných  grafech  štvrtého  stupňa. 

1.  Definicie  a  pomocné  vety 

V  tomto příspěvku  používám  termínov  obvyklých  v  teorii grafov.  Definície 
základných  pojmov  v  tejto  práci  používaných  sú  uvedené  napr.  aj  v  mojej 
práci  ,,0  istých  rozkladoeh  konečných  grafov"  (Matematicko fyzikálny  časo­
pis SAV, V

y
  1955. č. 3). Uvádzam preto na doplnenie len tieto definície : 

Definícia  1. Hovoříme, že graf  je  orientovaný,  ak  pre každá  hranu grafu  je 
ustálený  směr  a  to  tak,  že  z  dvoch  uzlov u, v

9
  s  ktorými  je  íubovolná  hrana 

incidentná,  jeden  ustalujeme  ako  počiatocný, druhý  ako konečný uzol  hrany. 
Ak u  je  počiatocný, v konečný uzol hrany h, vyjadřujeme  sa tiež  tak, že hrana 
h směruje  z uzla u do uzla v. 

Definícia  2. Trojici  prvkovgrafu {u,  A1? h
2
}  pozostávajúeej  z  uzla u  a  hrán 

h
t
  =j= ft2 hovoříme  uhol grafu  s vrcholom  v  uzle u  a  s  ramenami h

x
, h

2
,  ak  obe 

hrany h
l7
 h

z
  sú  incidentné s  uzlom u. 

Definícia  3.  Kružnici K  lubovolného  konečného  grafu  hovoříme  hamilto-
novská  čiara grafu,  ak K  obsahuje  všetky  uzly  grafu. 

Vzhladom  na to, že predmetom skúmania  budu  len konečné grafy,  budeme 
v  celej  práci pod grafom  rozumět vždy  konečný graf. 

Prv  než přikročíme ku  skúmaniu pravidelných  grafov,  odvodíme  si  niektoré 
pomocné  vety,  ktoré  majú  všeobecnejšiu  platnost: 
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Veta 1.  Nech  G  je  lubovolný  orientovaný hraf  o  q  hranách.  O  poete n  tých 

uzlov grafu G, do ktorých směruje nepárny počet hrárí,  platí  n==q  (mod 2). 

Dókaz.  Označme znakom £(i) počet tých  uzlov  grafu  G, do ktorých  směruje 

právě  i  hráli.  Pretože  každá  hrana  orientovaného  grafu  směruje  právě  do 
00 

jednoho  uzla  platí:  ř  =  ]> i£(i)  z  čoho  ihned vyplývá: n = q —- 2[£(2) + 

+ f (3) + 2f (4) + 2i(5) + ...]  čiže  n  =  q  (mod 2). 

Veta 2.  Nech  G
±
  je  UubovoUný  orientovaný súvislý  graf,  u  +  v nech sú  Hubo-

volné  dva  jeho uzly  a  nech C  je  lubovolná  cesta spojujúca  uzly  u,  v  v  grafe  G
x 

{přitom orientácia hrán  cesty nemusí  súhlasií  so  smerom, v  ktorom prichádzame 

z  uzla u  do  uzla. v).  Ak  změníme  orientáciu všetkých  hrán  cesty C  v orientáciu 

opačnú  a  u  ostatných hrán  grafu  G
x
  zachováme  orientáciu bez  změny,  vznikne 

tak istý graf G
z
,  o ktorom platí: 

1.  Do uzla u  (resp.  v) směruje v grafe G
%
 parny  resp. nepárny počet hrán právě 

vtedy, ked do tohoto uzla směruje v grafe G
t
  nepárny  resp. parny počet hrán. 

2.  Do lubovolného uzla w různého odua  rózného od v směruje v grafe G
2
  parny 

resp. nepárny  počet hrán  právě vtedy,  ked do  w  v  grafe G
1
  směruje parny  resp. 

nepárny počet hrán. 

Dókaz.  Uzol u  (resp.  v) je  incidentný právě  s  jednou  hranou  cesty  O,  teda 
—v 

změna  v  orientácii  hrán  pri  vzniku  grafu  G
2
  nastane  právě  u  jednej  hrany 

incidentnej  s  uzlom  ů  (resp. v), z  čoho hněď vyplývá  tvrdenie  1. 

Ak  w  je  lubovolný  iný  uzol  než  u  a  iný  ako  v, potom  bud  w  nie  je  uzlom 

cesty  (čiže  nenastane  žiadna  změna  v  orientácii  hrán  incidentných  s  w  pri 

vzniku  grafu  G
2
),  alebo  w  je  uzol  cesty  taký,  že  změna v  orientácii pri  vzniku 

G
2
  nastala  právě  u  dvoch  hrán, s  ktorými  je  uzol  w  incidentný,  z  čoho ihned 

vyplývá  tvrdenie  2. 

Veta 3.  Nech G je lubovolný neorientovaný súvislý graf, Mory má  parny počet 

hrán, potom hrany  grafu G  možno orientovat tak,  ze vznikne  orientovaný graf G, 

v  ktorom do každého uzla směruje parny počet hrán. 

Dókaz.  Nech  G
0
  je  orientovaný  graf,  ktorý  vznikne  z  G,  ak  orientujeme 

každú  jeho hranu. Ak  by  už pri tejto  orientácii hrán do každého uzla  směroval 

parny  počet  hrán, nebolo  by  třeba  nič  dokazovat.  Predpokladajme  preto,  že 

v  G
0
  existujú  také  uzly,  do  ktorých  směruje  nepárny  počet  hrán.  Počet  ta-

kýchto uzlov je podlá vety  1. parny, lebo počet hrán grafu  G (resp. G
0
) je  parny. 

Hech u^, u
%
, ..., u

2n
  sú tie uzly  grafu  G, do ktorých  směruje  v  G

0
 nepárny počet 

hrán. Pretože G a teda aj  G
0
 je podlá předpokladu  súvislý graf, existujú  v  grafe 

G  cesty  C
ly
  C

2
,  • •.,  C

n
  také, že  cesta C£ spojuje uzly uu^ly u2i (i = 1, 2, ..., n). 
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Ak  změníme v  grafe  G
0
  orientáciu všetkých  hrán  cesty  C

x
  a  zachováme  orien-

táciu  všetkých  ostatných  hrán  grafu  G
Q}

  vznikne  tak  istý  graf  G
x
.  Ak  v  grafe 

G
x
  změníme  orientáciu všetkých  hrán  cesty  C

2
  a u  ostatných  hrán ponecháme 

_>. 
orientáciu  bez  změny,  vznikne  tak  istý  graf  <?E atď.  až: ak  změníme  orientáciu 

_>. 
všetkých  hrán  cesty  C

n
  v  grafe  G

n
^

x
  a  zachováme  orientáciu  jeho  ostatných 

~*• 
hrán,  dostaneme  tak  istý  graf  G

n}
  v  ktorom  podlá  vety  2.  do  všetkých  uzlov 

bude  směrovat  parny  počet  hrán.  G  =  G
n
  je  orientovaný  graf  požadovaných 

vlastností.  Tým  je  veta  3.  dokázaná. 
Označme  znakom  %(G) 4= 0  systém  všetkých  orientovaných  grafov,  ktoré 

vzniknu  orientáciou  všetkých  hrán  istého  neorientovaného  grafu  G  a  ktoré 
—>> 

majú  tuto vlastnost:  do každého uzlalubovolného grafu  G e %(G) směruje  parny 
počet  hrán.  Označme znakom  ty(G)  systém  všetkých  tých  čiastočných  grafov 
grafu  (?, ktoré  sú  eulerovskými  grafmi  (t.  j . grafmi,  u  ktorých  každý  uzol  je 
parného  stupňa), priěom  prvkom  systému  ty(G)  nech je  tiež  nulový  graf  N  (t. 
j .  graf, ktorý  nemá žiadnej  hrany  a žiadneho uzla). 

Dokažme, že platí: Systémy  %(G)
}
 ty(G) pre  lubovolný konečný graf G s  parným 

poctom  hrán  sé  ekvivalentně,  t.  j .  existuje  vMy  prosté  zobrazenie  co  systému 

2Í(<?) na  systém  ty(G). 

Nech  ty(G)  =  {P
l9
  P 2 ,  ..., P

n
}  (kde  P

t
  =  N)  a  nech  G

±
  je  orientovaný  graf 

—> 
€ 2I(6r).  Označme znakom  G

t
  (i  =  1, 2,  ..., n)  orientovaný  graf, ktorý  vznikne 

z  grafu  G
x
  tak,  že  změníme  orientáciu  všetkých  hrán  grafu  P ť  na  orientáciu 

opačnú  a  u  ostatných  hrán  ponecháme  orientáciu  bez  změny.  Je  zrejme 
&i e  %(G), pretože  do  lubovolného  uzla  u  e G  směruje  v  grafe  G

x
  podlá  před-

—v 

pokladu  parny  počet  hrán  a  pri  vzniku  grafu G€ dojde ku zmene orientácie 
hrany u parného  počtu  hrán,  s  ktorýmá  je  uzol  %  incídentný  (pretože  P

t
  je 

eulerovský  graf). 
Nech  ďalej  G

x
  je  lubovolný  graf € %(G).  Označme  znakom  U

lx
  množinu 

tých  hrán  grafu  <?, ktoré  majú  inú  orientáciu v  grafe  G
x
  než v  grafe  G

x
  a  zna­

kom  P
x
  čiastočný  graf  grafu  G>  ktorý  pozostáva  z hrán množiny H

lx
  a  z  tých 

uzlov  grafu  G
y
  s  ktorými  je  incidentná  aspoň  jedna  hrana €Elx. Tvrdím: 

Px je eulerovský graf. Nech totiž u je lubovolný uzol c Px. Podlá  předpokladu 
do  uzla  u  směruje  ako  v  grafe  G

x
  tak  aj  v  grafe  G

x
  parny počet hrán, preto  je 

potřebné změnit orientáciu u parného počtu hrán incidentných s uzlom u  v  gra­
fe  G

l3
  aby  všetky  hrany  incidentné  s  u  malí  takú  istú  orientáciu  ako  v  G^ 

čiže každý  uzol grafu  P
x
  je  parného stupňa  t.  j .  P

x
  e  ^(G). 

Uvažme  ešte  toto:  nech P
i}
  P

$
  e  ty(G) sú  dva  rózne eulerovské  grafy.  U  gra­

fov  G
i}
  G

í3
  ktoré  vzniknu  s  grafu  G

%
  popísaným  spósobom,  bude  mat  aspoň 

jedna  hrana  odlišnú  orientáciu.  Teda  G
é
;G$  sú  rozne grafy.  Je  preto  2l((?) == 
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==  {G
x
,  G

t
,  ..., G

n
}  a  ak  položíme  m(Qi)  =  P*  pre  všetky  i  =  1, 2,..., n  je 

tým  definované  prosté  zobrazenie  co  systému  %(G) na  systém  ty(G),  teda 
systémy  %(G), ty(G) sú ekvivalentně. Z toho vyplývá  napr.,  že strom 5  s par­
ným  počtom  hrán  možno právě  jedným  spósobom  orientovat  tak,  aby  do 
každého  uzla  směroval  parny  počet hrán  (stromom nazýváme  súvislý  graf, 
ktorý  neobsahuje  žiadnu  tružnicu  a  teda  ani  žiadny  nenulový  eulerovský 
graf), pretože systém  ty(S) obsahuje  jediný  prvok:  graf  N. 

Poznámka  1.  Je  známe, že  o  počte  x  eulerovských  čiastoěných  grafov 
súvislého  konečného grafu  o m uzloch a % hranách platí: x  == 2

n
~

m+1
.  Uvedený 

poznatok  dává  nám  preto  možnost  lahko  vypočítat  počet  prvkov  systému 

Veta  4.  Nech G je  lubovoUný súvislý  graf s  pámym  počtom hrán, potom exis­

tuje  systém  2B uhlov grafu  G  tahy,  ze,  každá hrana  grafu  G  je  ramenom právě 

jednoho uhla systému  2B a systém  uhlov s  touto vlastnostou  existuje  len vtedy, hed 

graf G má parny  počet hrán, 

Dókaz.  I.  Podlá vety  3.  možno orientovat hrany grafu  G  tak,  že vznikne 

orientovaný  graf  G,  v  ktorom  do  každého  uzla  směruje  parny  počet  hrán. 

Nech  U  =  {%,  u
2
,...,  u

m
}  je  množina tých  uzlov  grafu  G  (teda  aj  grafu  G), 

do  ktorých  směruje  v  grafe  G  aspoň  jedna  hrana.  Označme znakom H(u€) 

množinu tých hrán, ktoré v grafe G smerujú do uzla % (i = 1, 2, ..., m). 
Pretože každá hrana orientovaného grafu  směruje  právě  do  jednoho  uzla 

grafu,  je  každá  hrana  grafu  G  hranou právě  jednej  množiny  systému  @ = 

=  {H(u
t
),  H(u%),  ..., H(u

m
)}.  Nech  2n

t
  je  počet hrán  množiny H(u^  (i =  1, 2, 

...,m).  Rozložme  lubovolným  spósobom  množinu  -ff(%)  na  n
{
  tried  2ř

ťi
, 

R^,  ..., R
iiti

  po  dvoch  prvkoch  a  nech  W
ix
  (x =  1, 2,..., n€) je uhol grafu G, 

ktorého vrcholom je uzol % a jeho ramenami hrany triedy Rix. 

Nech 2Bt- = {Wiy Wit, ..., Win{} je systém uhlov takto konstruovaných, 
ktorých vrcholom je uzol % (i = 1,2,..., m). 

m 

Súčet  systémov  2B -= ^  ©i  í
e
  systém  požadovaných vlastností,  lebo každá 

hrana  grafu  G  je  hranou právě  jednej  množiny H(u
{
)  e @ a  je  prvkom  právě 

jednej  z  tried R€ (i = 1, 2, ..., m, x = 1, 2, ..., %) a teda aj ramenom  právě 
jednoho  uhla € 2B. 

II . Že systém © móže existovat len v grafe s párnym  počtom hrán,  je  zřej­
mé z toho, že každý uhol má právě dve ramena. 

2. Systémy  uhlov v  pravidelných grafoch  tretieho stupňa 

Priamym  dósledkom  vety  4  je  táto  veta  o  pravidelných  grafoch  tretieho 
stupňa: 
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Veta  5.  V  lubovótnom  súvislom  pravidelnom  grafe tretieho stupňa  s  parným 

poctom 2p  >  O  hrán existuje  taký  systém  uhlov,  ze hazdá hrana grafu je  ramenom 

právě  jednoho uhla  systému. 

-  P o z n á m k a  2. V  dókaze  vety  4.  popísali  sme  postup  ako  najst  v  grafe  taký 
systém  uhlov  © ,  že každá  hrana  grafu  je  ramenom právě  jednoho  uhla  systé-
mu^ked je daná orientácia hrán grafu,  pri ktorej  do každého  uzla  grafu  směruje 
parny  počet  hrán.  V  popísanom  postupe  je  ponechána  lubovóla  v  tom,  ako 
rozložíme  množinu  2ř(%)  obsahujúcu  2%  hrán  na  %  tried  po  dvoch  prvkoch, 
keď  % >  1.  Pretože  v  pravidelných  grafoch  tretieho  stupňa  nemóže  byť 
%  >  1,  odpadá  tu  spomenutá  lubovóla  a  každej  orientácii  hrán  grafu,  pri 
ktorej  do každého  uzla  grafu  směruje  parny  počet  hrán, odpovedá  (pri zacho­
vaní  popísaného  postupu)  právě  jeden  systém  uhlov  3B. 

Odvoďme  si  teraz  ďalšie vety  o pravidelných  grafoch  tretieho  stupňa. 

Veta  6.  Ah  súvislý  pravidelný  graf  tretieho stupňa  G  s  pámym  poctom hrán 

má  lineárny  faktor,  potom  existujú  také  dva  systémy  uhlov  2BX, © 2  grafu,  že 
platí: 

1.  Kazda  hrana  grafu  je  ramenom  právě  jednoho uhla  c SBj  a  každá  hrana 

grafu  je  ramenom právě jednoho  uhla  e 2BŽ. 

2.  Systémy  2Bl5  2B2  sú  disjunktné* 

Dókaz.  Nech G  je  súvislý pravidelný  graf  tretieho stupňa  s párnym  počtoni 
hrán,  L  lineárny  faktor  a  F kvadratický  faktor  tohoto grafu.  Nech ďalej  Gy je 
graf  G  orientovaný  tak,  že do každého  uzla  směruje  parny  počet  hrán, SBX  sy­
stém  uhlov,  ktorý  odpovedá  orientovanému  grafu  G

v
  Nech G

2
  je  opat  oriento­

vaný  graf G, pričom nech hrany  lineárneho  faktora  L máju  rovnakú  orientacím 
v  grafoch  G

v
  G

2
  a hrany kvadratického  faktora  F  nech v grafe G

2
  majú  opačná 

orientáciu  než  v  G
x
.  Pretože  každý  uzol  grafu  je  incidentný  právě  s  dvoma 

hranami  kvadratického  faktora,  bude  sa  orientácia  hrán  incidentných  a  lubo-
volným  uzlom  u  grafu  G

x
  líšiť právě  u  dvoch  hrán voči  orientácii  týchto  hrán 

v  grafe  G
2
.  To však  znamená, že  aj  v  grafe  G

2
  bude do každého  uzla  směrovat 

parny  počet hrán.  Podlá dókazu vety  4.  existuje potom systém  uhlov  ® 3  (od-
povedajúci  jednoznačné  orientovanému  grafu  (?2) taký,  že  každá  hrana  grafu 
G  je  ramenom právě  jednoho uhla  z  2B2. 

Třeba  ešte  dokázat,  že systémy  3BX> 2B2  sú  disjunktné.  Nech h
x
  je  lubovolná 

hrana grafu  G  a nech h
2
  je  taká  hrana grafu  G, ktorá  s hranou h

x
  tvoří  ramena 

uhla  z  ® 1,  vrcholom  tohoto  uhla  nech  je  uzol  u.  Označme  znakom  v  druhý 
uzol,  s  ktorým  je  hrana  h^ incidentná  (u  4= v)  a  znakom  h

z
  hranu  róznu  od 

h
0
  a  róznu od  h

2
,  ktorá  je  incidentná  s  uzlom  u. 

A.  Ak  hrana  h
x
  je  hranou  lineárneho  faktora,  potom  bude  mat  tú  istú 

-*.  —>  —* 
orientáciu v  Q

t
,  akú  malá  v  O

x
,  ale  hrany  &., h

3
  budu  mať  inú  orientáciu  v <?8 
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než  v  (r
x
.  Teda  uhol  z  9!B

2
,  ktorého  ramenom  je  hrana  h

x
,  bude  mať  tieto 

prvky  u,h
x
,h

3
. 

B.  Ak  hrana  h
x
  jé  hranou  kvadratického  faktora,  potom  h

x
  bude  mať  inu 

orientáciu  v  ťř
2
  než  v  G

x
.  To znamená, že  vrcholom  uhla  z 2B

2
, ktorého  rame­

nom je  h
v
  nebude uzol u, ale uzol  v. 

V  oboch  prípadoch  uhol  z  $B
X
  a  uhol  z  2B

2
,  ktorých  ramenom  je  hrana  h

x
, 

sú  dva  rózne uhly. Hrana h
x
  bola však lubovolná  hrana grafu  G. Teda systémy 

2B
1?
  2B

2
 nemóžu mať  spoločného prvku.  Tým  je  veta  6.  dokázaná. 

Veta 7.  Nech súvislý  pravidelný graf tretieho  stupňa  G  s  parným  poctom hrán 

dá  sa  rozložit na  tri  lineárně faktory  L
x
,  L

2
,  L

B
,  potom  existuje  systémy uhlov 

2B
1?
  2B

2
, $B

3
. 3B

4
, ktoré majú  tieto vlastnosti: 

L  Pre  každé i  e {1, 2, 3, 4} platí: každá hrana grafu je ramenom právě jednoho 

uhla  systému $Bi. 

2.  Ak  i  4= /; i,  j  e {1,  2, 3, 4},  jwčom  platí:  2B
ť
, 2B, -= 0. 

Do kaz.  Označme  znakom  čr
4
  orientovaný  graf  G,  ktorého  hrany  sú  orien­

tované  tak,  že  do  každého  uzla  grafu  směruje  parny  počet  hrán. Nech  2B
4
  je 

systém  uhlov, ktorý  odpovedá grafu 6ř
4
. Označme ďalej znakom G

x
,  G

2
,  G

3
 orien­

tované  grafy,  ktoré  z  grafu  č?
4
 vzniknu  změnou  orientácie  hrán  takto:  órien-

tácia  hrán v  grafoch  G
é
  a  (?

á
  je  rovnaká  u  hrán  lineárneho  faktora  L

{
,  ostatné 

hrany nech majú  inú  (opaěnú) orientáciu v G€ než v Gé (i — 1? 2, 3). 

Z dókazu vety 6. je  zřejmé,  že grafy  G
x
,  G

2
,  G

3
  budu  mať  opáť  tú vlastnosť, 

že  do každého  uzla  grafu  směruje  parny  počet  hrán  a  ze  teda  exístujú  týmto 
grafom  odpovedajúce  systémy  uhlov  SB^ 2B

2
, 2B

3
  také,  že  každá  hrana  grafu 

G  je  ramenom právě  jednoho  uhla  z 2B; (i  =  1, 2, 3). 

Vieme  už  (z  dókazu  vety  6.),  že  platí  2B$B
4
  =  0  pre  všetky  i  =  1,2,  3. 

Třeba  ešte  dokázat,  že  platí  2B
X
2B

2
  =  0;  2B-©3  =  0;  2B

2
2B

3
  =  01  platnost 

_>  —> 
týchto  tvrdení  je  však  zřejmá  z  toho,  že  graf (?€ dostaneme z grafu fl^, ak 
změníme  orientáciu  u  hrán  kvadratického  faktora,  ktorý  pozostáva  z  hrán 
aj  lineárneho  faktora  L

{
  aj  lineárneho  faktora  L

s
  (i  =)= j ; i, j € {1, 2, 3}). Preto 

SĴ SDí,- = 0 pre všetky i 4= /; i, j e {1, 2, 3, 4},  čo  bolo  třeba  dokázať, 

3. #-obrazy grafov tretieho  stupňa 

Nech G  =  U  +  Jí  je  súvislý pravidelný  graf  tretieho  stupňa.  Označme  zna­
kom  2B  systém  všetkých  uhlov  grafu  Cr. Nech  počet  uzlov  grafu  G  je  2n  (je 
známe,  že  počet  uzlov  nepárneho  stupňa  lubovolného  grafu  je  parny),  3n  je 
potom počet  jeho  hrán. Počet róznych  uhlov  v  grafe  G  je  6n, lebo  každý  uzol 
grafu  je  vrcholoni  troch  róznych  uhlov.  Nech  teda  H  =  {h

x
,  \,  ...,  h

Zn
}; 
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šB^{Wt,  Wz,.v>  WBnh  Skonštruujme  graf  O* =  U* +  H*  podlá  grafu 
G  takto: 

1,  17* =  {uf, uf,  ..., < J ,  2.  H* =  {A*, h*,...,  h*n},  3. Hrana  A*  je  inei-
dentná s uzlom uf  právě  vtedy,  keď  hrana h5 je ramenom uhla TV*. 

Pretože  každý  uhol  v  G  má dve ramena,  bude  skutocne  každá  hrana hf 
incidentná  právě  s  dvoma  uzlami  z  U*; teda  množina  G* =  U* +  H* pri 
definované]  incidencii  je  grafom.  Ukažme  ešte,  že ak G  je  súvislý  pravidelný 
graf  tretieho  stupňa,  potom  G*  je  súvislý  pravidelný  graf  štvrtého  stupňal 
Ukažme  najprv,  že každá  hrana z G jé  ramenom  štyroch  róznych  uhlov  z  Gl 
3Sfeeh  totiž h0 je lubovolná  hrana z G, u, uf  uzly,  s ktorýml  je  táto  hrana inci­
dentná  v  grafe  G.  Označme  znakom  h^ h2, hQ hrany,  s  ktorými  je  incidentný 
uzol u  a  znakom  h^, tí2, h0  hrany,  ktorými  je  incidentný  uzol  u'.  Hrana  hQ je 
ramenom  týchto  uhlov  {u, hQ, hy}, {u,  hQ, h2}, {uf, hQ> h^}, {u', hQ, h^}. Pretože za 
prvé:  ht  4= h%; h[  4=  h[  (ináč by  uzly  u, uf  neboli  tretieho  stupňa) a  za  druhé: 
u  4= uf  ide nutné o štyri  rozne uhly. Že \  nemóže byť ramenom  dalších  uhlov 
grafu  je  zřejmé.  Preto  každý  uzol  u* e U*  je  nutné  uzlom  štvrtého  stupňa 
v  G*, Éže G* je pravidelný  graf  štvrtého  stupňa. 

Pokazme  ešte,  že  G* je  súvislý  graf, keď G je súvislý  graf.  Stačí  dokázať 
toto: keď G je súvislý  graf  a uf,  uf  sú lubovolné  dva uzly  z G*, potom uf  sú-
visís^*. 

Nech hrana .h{ z G je incidentná s uzlami u, n', hrana h3- z G incidentná s  uzla­
mi  v, v'  v  G. Ak by  hrany h€, h3 boli incidentné s tým istým uzlom uQ v grafe 
G, znamenalo by to, že existuje v grafe G uhol Wk = {uQ, hi} h^} a teda v graffc 
G* by hrana h* bola incidentná s uzlami uf, uf,  ěiže  uzly  uf, uf  by  súviseli 
v  grafe  G*. Predpokladajme  preto, že u, u\  v, vŤ sú čtyři  rozne  uzly  grafu  GL 
Pretože  G je podlá  předpokladu  súvislý graf,  existuje  v  grafe  G  cesta  uls  hx^ 
Up ...  hn_^ln,  un  (kde % =  u,  un  =  v)  spójujúea  uzly  u, v.  Je buď  h12  =  hiy 

&-ebo  j ^  \,2  taká  hrana, ktorá  s  hranou  ht  a  uzlom  u  tvoří  uhol  grafu  G. Je 
ďalej buď  hn„hn  =- hš, alebo hrana hn_lt„  s hranou h$ a uzlom v tvoří  uhol  grafu 
G.  Okrem  toho, ak  n >  2, platí  pře všetky  x =  1, 2,...,  n — 2  toto:  hrana 
h^+i  s hranou hx+lfX+%  a uzlom  ux+t  tvoří  uhol grafu  G. 

Označme znakom u*x ten uzol z G*, který  odpovedá  hrané hXjX+1  z G. Z  uve­
deného vyplývá, že uzol ufx  súvisí s uzlom  u*z+1  (& =  1,2, ...,n  ~~  2), pretože 
existuje  hrana v  G*, ktorá  je  incidentná  s.oboma  uzlami.  Pretože  ďalej  uzol 
uf  buď  je totožný, alebo súvisí s uzlom u*x a pravé  tak uzol uf  buď je totožný,, 
alebo súvisí s uzlom u*  9 platí  nutné uf  súvisí s uf.  Teda lubovolné  dva  uzly 
grafu  G* súvisia. Preto G* je súvislý graf, ak G je súvislý graf. 

O pravidelnom  grafe  štvrtého  stupňa  G*  budeme  hovořit,  že je  é-obrazom 
pravidelného  grafu  tretieho  stupňa  G  (písané  G* =  é(G)) ak: 
:'  1. existuje  prosté  zobrazenie  oc  množiny  hrán H grafu  G na množinu  uzlov 
V*  grafu  0*r.  f 
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2.  existuje  prosté  zobrazenie  /?  systému  uhlov  2B  grafu  G  na  množinu hrán 
H*  grafu  (?*, 

3.  pre  lubovolnú  dvojicu  pozostávajúcu  z uzlu  u*  a  hrany  h*  grafu  G*;  kde 
u*  =  (x^);  h*  ==  (̂TVí);  h

t
  eH;  W

g
- e2B  platí:  Uzol  u*  je  incidentný  v  grafe 

G* s hranou A* právě  vtedy,  keď  hrana \  je  ramenom uhlu  W
s
  v  grafe  G. 

Poznámka  3.  Špeciálnym  prípadom  pravidelných  grafov  tretieho  stupňa 
sú grafy,  u ktorých uzlami sú vrcholy  a hranami sú hrany takého mnohostěnu, 
v  ktorom každý  vrchol  je  incidentný  s  troma hranami. Nech napr.  G

x
  je  graf 

pravidelného  štvorstenu,  potom  #(#1) je  napr.  graf  pravidelného  osmistěnu; 
alebo  nech  G

z
  je  graf  krychle,  potom  #(6r2)  je  graf  známého  štrnásťstenu, 

u ktorého  6  stien  sú  štvoruholníky  a  8  stien  sú  trojuholníky.  Dá  sa  dokázat, 
že platí  toto: ak pravidelný  graf  tretieho stupňa  G  dá  sa  realizovat  na oriento-
vanej  ploché  rodu  g,  potom  pravidelný  graf  štvrtého  stupňa  ů(G)  dá  sa  tiež 
realizovat  na  tejto  ploché. Táto problematika  vymyká  sa  však  z  rámca  našho 
příspěvku. 

Poznámka  4. Existujú  tiež  grafy  štvrtého  stupňa, ktoré nie  sú  #-obrazom 
žiadneho  pravidelného  grafu  tretieho  stupňa. 

O pravidelných  grafoch  štvrtého  stupňa,  ktoré  sú  #-obrazom  pravidelného 
grafu  tretieho stupňa, platia  tieto vety: 

Veta 8.  Každý  pravidelný  graf štvrtého stupňa,  htorý  má  parny  počet uzlov 

ajeů  — óbrazom súvislého pravidelného grafu tretieho stupňa, má lineárny faktor. 

Dókaz.  Množinou  hrán  lineárneho  faktora  gráfa  G*  =  ů(G)  je  množina 
obrazov  systému  ©x uhlov grafu  G (v zobrazení  /?), ktorého existencia  vyplývá 
z vety  5. 

Poznámka  5.  Existujú  tiež  pravidelné  grafy  štvrtého  stupňa  s  párnym 
počtom  uzlov,  ktoré  nemajú  lineárneho  faktora. 

Veta 9.  Nech  G*  je  pravidelný graf štvrtého stupňa  s  párnym  poctom  uzlov, 

htorý je  ů  — óbrazom súvislého pravidelného grafu tretieho stupňa  G  a nech G  má 

lineárny  faktor, potom graf  G*  má  hvadratichý  faktor,  htorý  se  dá  rozloziť na 

dva  lineárně  faktory. 

Dókaz.  Podlá  vety  6.  existujú  v  G  systémy  uhlov  §5^, 2B2  také,  že  každá 
hrana  grafu  G  je  ramenom  právě  jednoho  uhla  z  2BX  a  právě  jednoho  uhla 
z 2B2, pričom SBjSÊ  =  0- To znamená, že lubovolný  uzol u* u G* je incidentný 
právě s jednou hranou množiny H*  =  @($Bi)  a právě  s  jednou hranou množiny 
H*  =  iS(2B2)

  a  platí  H*  .H*  =  0. Teda  množina H*  je  množinou hrán  istého 
lineárneho faktoru  L*  a  taktiež  množina H*  množinou hrán  istého lineárneho 
faktoru  L*, pričom L*  a L* nemajú  společnej  hrany. 

Ich  kompozícia  je  kvadratický  faktor,  ktorý  sa  dá  rozložit  na  dva  lineárně 
faktory. 

83 



Veta 10.  Nech  G*  je  pravidelný  graf  štvrtého  stpna  s  pámym  poctom  uzlov, 

ktorý  je  ů  — óbrazom súvislého pravidelného grafu tretieho stupňa  G a  nech G di 

sa rozloziť na tri  lineárně faktory,  potom G*  dá se rozloziť na štyri  lineárně faktory. 

P o z n á m k a  6.  Ako  je  známe,  existuje  pravidelný  graf  tretieho  stupňa 

s pámym  počtom hrán, ktorý  sa nedá rozložit  na tri lineárně  faktory. 

Dókaz  v e t y  10.:  Podlá  vety  7.  existujú  v  G  systémy  uhlov  $Q
l9
 2B

2
, $J

3) 

9B
4
  také,  že  každá  hrana  grafu  G  je  ramenom  právě  jednoho  uhla  systému 

®
t
-  (i  == 1, 2, 3, 4)  a  pre  i  =j= ;;  i,  j €{l, 2, 3, 4} platí: 9B$B, = 0.  Označme 

znakom  H*  množinu  obrazov  prvko v  systému  3B
ř
- v  zobrazení  /?.  Eubovolný 

uzol  u*  grafu  G*  je  incidentný  právě  s  jednou  hranou množiny  H*  (i  =  1,  2, 

3, 4). Teda  H*  je  množinou hrán  istého  lineárneho  faktora  L*  grafu  G*. Pre-

tože  H*H*  =  0  pre  všetky  i  4-;;  i, ? e {1,  2, 3, 4}  možno  graf  G*  rozložit  na 

lineárně  faktory  L*,L*,L*,L*,  5o bolo  třeba  dokázat. 

Ukážeme, že platí  aj  táto  veta: 

Veta 11.  Nech  G*  je  pravidelný  graf  štvrtého stupňa,  ktorý  sa  dá  rozloziť na 

štyri  lineárně faktory  L*, Lf,  Lf,  Lf  a nech G*  je  ů-obrazom istého pravidelného 

grafu tretieho stupňa  G, potom G  dá  sa  rozloziť na tri  lineárně  faktory. 

Dókaz.  Nech  U  =  {u
l9
  %,...,  u

v
}  je  množina uzlov  grafu  G.  Označme zna­

kom H(u€) množinu tých troch hrán grafu G, ktoré sú incidentné s uzlom % 
(i = 1, 2, ..., p). V zobrazení oc obrazom množiny H(Ui) je istá trojica uzlov 
grafu G*,  označme  ju  znakom  Tf.  Pretože  lubovolná  dvojica  hrán  množiny 

U(Ui)  spolu  s  uzlom  u
t
  tvoří  uhol  grafu  G  existuje  nevyhnutné  taká  hrana 

v  G*,  ktorá  je  incidentná  s  lubovolnou  dvojicou  uzlov  z  trojice  T*.  Trojica 

hrán  grafu  G*, ktorá  je  v  zobrazení  /? obrazom  trojice  uhlov  s  vrcholem  v  uzle 

U{ v  grafe  G,  spolu  s  uzlami  trojice  T*  tvoří  istú kružnicu  K*  grafu  G*.  Uzol 

Ui  bol  lubovolný  uzol  grafu  G.  Ak  teda  najdeme  takéto  kružnice  pre  všetky 

uzly  %  (i =  1, 2,  ..., p),  dostaneme  tak  systém  kružnic  G*  ==  {K*,  K*,  ..., 

..., K*}
3
  ktorý  má  tieto  vlastnosti: 

1.  Každá  hrana  grafu  G*  je  hranou  právě  jednej  kružnice  z  C*,  pretože 

každý  uhol má právě  jeden vrchol  a je podlá předpokladu h* e K*  právě  vtedy, 

keď  vrcholem  uhla, ktorý  je vzorom  hrany  h*  v  zobrazení fi, je  uzol  %. 

2.  Každý  uzol  u*  grafu  G*  je  uzlom  právě  dvoch  kružnic  systému  G*,  lebo 

vzor  uzla  u*  v  zobrazení  oc  t.  j . hrana  h  =  oc^
x
(u*),  je  ramenom jednak  uhlov 

s  vrcholom  v  jednom,  jednak  uhlov  s  vrcholom  v  druhom  uzle,  s  ktorým  je 

hrana  h  incidentná. 

Teda  zo štyroeh  hrán, ktoré  sú  incidentné s  lubovolným  uzlom  u*  grafu  G* 
dve  patria  do  jednej  .z  kružnic € G* a dve do inej kružnice e G*. Pri danom 
rozklade grafu G* na štyri lineárně faktory  (ktorý podlá předpokladu  existuje), 

patří  každá  z  týchto štyroeh  hrán k  inému lineárnemu faktoru  L*  (i  =  1, 2, 3, 

4).  Teda  o hranách mcidentných s  uzlom  u*  platí: 
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bud A. hrany z hneárných faktorov L* a L* (resp. L* a L*) su v tej istej 
kružnici systému C*, 

alebo: B. hrany z lineárnych faktorovL* a L* (resp. i * a L*) sú v tej istej 
kružnici systému C*, 
alebo: C. hrany z lineárnych faktorov L* a £* (resp. L* a i*) sú v tej istej 
kružnici systému C*. 

Ak platí tvrdenie A. (resp. B., resp. C.)  zařaďme  uzol  u*  do  triedy  uzlov 
U*  (resp.  U*,  resp.  U*).  Ked  prevedieme  uvedeným  spósobom  zatriedenie 
všetkých  uzlov  grafu  G*  do tried  dostaneme tak  istý  rozklad  3t*  ==  {U*,  U*, 

U*} množiny uzlov  grafu  Q*. 

O rozklade  9t* platí: nech T*  je  lubovolná  trojica  uzlov  grafu  Q*, ktorá  je 
obrazom  trojice  hrán  incidentných s  uzlom  %  grafu  G  v  zobrazení  a, potom 
každý  uzol trojice  T* patří  do inej  triedy  uzlov  U*. 

Dokážeme správnost  uvedeného  tvrdenia. 

Každá z hrán kružnice K*  musí patřit k  inému lineárnemu faktoru,  pretože 
ináč by  uzol kružnice bol  incidentný s  dvoma  hranami toho istého lineárneho 
faktora,  čo nie  je  možné. Z toho však  vyplývá,  vzMadom na  to  akým  spóso-> 
bom  sme  zatrieďovali  uzly  grafu  Q*  do  tried  U*,  že  každý  uzol  trojice  T* 

patří  do inej  triedy  rozkladu  9t*. 
Každý  uzol  grafu  G*  má  právě  jeden  vzor  v  zobrazení  oc,  jeho  vzorom  je 

istá  hrana  grafu  G.  Vzormi  uzlov  triedy  U*  sú  hrany  istej  triedy  hrán H# 

grafu  G  (x =  1, 2, 3). 
Z troch hrán, s ktorými je incidentný lubovolný  uzol z G jedna je z S

l9
  jedna 

z S
2
,  jedna z S

z
.  Dokázali jsme už totiž, že každý  uzol trojice  T* patří do inej 

triedy  rozkladu  'Si*.  Z toho vyplývá,  že  každá  hrana trojice  hrán S(u
{
)  (kde 

%  je  lubovolný  uzol grafu  G)  incidentných s  uzlom  %i patří  do  inej  z množin 
5 , ( ^  =  1,2,3). 

Graf  G  možno preto  rozložit  na  tri  lineárně  faktory  takto:  lineárny  faktor 
L

x
  bude  pozostávať  z  hrán  a  len  z  hrán  množiny  S

x
  (x  == 1, 2, 3). Pretože 

SJIy  =  0 pre  x  4= y,  je  tým  skutoéne  daný  rozklad  grafu  G  na  tri  lineárně 
faktory.  To bolo třeba  dokázat. 

4. O rozkladoch pravidelných grafov štvrtého  stu pna  ů(G) 

na  hamiltonovské čiary 

Odvoďme  si  niektoré vety,  kťoré  poukazuj ú  na  úzký  vztah  medzi hamilto-
novskými  čiarami  v  pravidelných  grafoch  tretieho  stupňa  a  rozkladmi  ^-ob-
razov  týchto  grafov  na  dve  hamiltonovské  čiary. 

Veta  12. Nech G je  súvislý  pravidelný  graf tretieho stupňa.  Ak  v grafe Q exis­

tuje  hamiltonovsha  ciara, potom graf  ů(G)  možno  rozložit na  dve  hamiltonovské 

ciary. 
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Veta 13.  Ak  graf  ů(G)  dá sa rozložit  na  dve  hamikonovské  ciary,  potom v Ú 
existuje hamiltonovská  ciara. 

Veta 14.  Nech X je  počet róznych hamiltonovských ciar v súvislom  pravidelnou 
grafe tretieho stupňa  G a nech 2n je počet uzlov tohoto grafu, potom o poete X* róznych 
rozkladov grafu  G*  =  ů(G)  na  dve  hamiltonovské  ciary platí  X* =  X .  2n~x. 

Dókaz  v e t y  12:  Nech  G  =  U  +  H  je  súvislý  pravidelný  graf  tretieho 
stupňa,  U  =  {%,  %,  ..., uv}  množina  jeho  uzlov  a  nech existuje  v  G hamilto­
novská  ěiara  K.  Hamiltonovská  ciara  je  faktorom  druhého  stupňa,  preto 
hrany  z  G  nepatriace  do  K  sú  hranami  lineárneho  faktora  (označme  ho  L) 
grafu  G. 

Nech  G*  =  ů(G);  G*  =  17* +  H*  a  nech U%  je  množina  tých  uzlov  grafu 
G*,  ktoré  v  zobrazení  oc  sú obrazmi  hrán  lineárneho  faktora  L,  U*. množina 
tých  uzlov  grafu  G*,  ktoré  v  zobrazení  oc sú  obrazmi  hrán  hamiltonovskej 
ěiary  K.  Zachovajme  oznacenie  G*  =  {K*,  K*,...,  K*}  pre  systém  kružnic 
grafu  G*  taký,  že  kružnica  Kf  odpovedá  uzlu u? e G takto:  uzly  kružnice  K* 
sú  obrazy  tých  hrán  grafu  G  v  zobrazení  oc,  ktoré  sú  incidentné s  uzlom u€ a 
hrany kružnice Kt sú obrazmi v zohrazenl fi tých uhlov grafu G, ktorých vrcho­
lem je uzol %. Vieme, že každý uzol grafu G* je uzlom  právě  dvoch  kružnic 
z  O*. 

Nech O£ je systém tých kružnic z G*, ktoré obsahujú uzol z U*; platí: 
O* == O*. Je totiž C% systém vsetkých tých kružnic, ktoré odpovedajú množině 
UL  vsetkých  uzlov  z  grafu  G, ktoré  sú  incidentné s  hranami lineárneho  fakto­
ra  L, 

Rozdělme  hrany  množiny  H*  do  dvoch  tried  H*,H*  takto:  nech  u*  je 
lubovolný  uzol množiny  U\  a nech K*7  K*  sú  tie kružnice  systému  G*,  ktoré 
obsahujú  uzol  u*, 

1.  do triedy  H*  zaradme  dve  hrany  kružnic  K*,  ktoré  sú  incidentné s  uz­
lom  u*,  zbývajúcu  (tretiu) hranu kružnice  2ř*' zaradme do triedy  H*, 

2.  dve  hrany kružnice JT* a to  tie, ktoré  sú  incidentné s u* zařaďme  do  H*, 
ostávajúcu  (tretiu) hranu  zaradme  do  triedy  H*. 

Ak  takto prevedieme  zatriedenie hrán vsetkých  dvojíc  kružnic  obsahujúcich 
uzol  z c U*,  je  každá  hrana grafu  hranou právě  jednej  z tried H*, H*,  pretože 
za prvé:  každá  hrana je  hranou právě  jednej  faražnice z  G*  (pozri dókaz  pred-
chádzajúcej  vety)  a  za  druhé:  každá  kružnica  z  G*  obsahuje  právě  jeden 
uzol z £T*. Všimnime si ešte, že dve hrany lubovolnej kružnice e G*, s ktorými 
je incidentný uzol z  řJj  patria  do  tej  istej  triedy  a  dve  kružnice,  s  ktorými  je 
incidentný uzol z U*r, patria k  róznym  triedam. 

Dokažme  teraz,  že  platí:  Čiastoěný  graf  G*  (resp.  G*) grafu  G*  obsahujúci 
všetky  hrany  a  len  hrany  triedy  3t  (resp.  H*)  je  haniiltonovskou  éiarou 
grafu  <?*. 
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A.  Tvrdím:  G*  (resp*  G*)  je  faktorom  druhého  stupňa  v  G*.  Nech/W*  je 
lubovolný  uzol grafu  G*.  Ak  je  u* e U*, potom  u* je  zrejme  incidentný  právě 
43  dvoma  hranami z H*  a s  dvoma  hranami z H*.  Ak  je  u*  e U%,  potom  vzhla-
•dom na  to, že  každá  z  dvoch  hrán incidentných s  uzlom  u*  v  jednej  kružnici 
(a tak  isto aj  v  druhej  kružnici)  systému  C*  obsahujúcej  uzol u*  patří  do  inej 
triedy,  platí: uzol u*  je  incidentný s  dvoma  hranami z H*  a  s  dvoma  hranami 
z H*. Tým je dókaz tvrdenia A.  vykonaný. 

B. Tvrdím:  G*  (resp. G2)  je  súvislý graf. Dókaz  tvrdenia:  Ak  h1}  h2BÚ  lubo-
volné  také  dve  hrany hamiltonovskej  ěiary  K,  ktoré sú  incidentné s tým  istým 
uzlom  ut  grafu  G, potom uzly  oc(hx), oc(h2)  súvisia  v  grafe  G*.  Nech  totiž  h0  je 
i:á  hrana  lineárneho  faktora  L,  ktorá  je  incidentná  s  uzlom  ui}  potom  obrazy 
oc(hi),  oc(h2), oc(h0)  sú  uzlami  lóružniee  K*  e C*.  Teda  do  triedy  H*  patří  buď 
hrana  incidentná  v  G*  s  uzlami  oc(hx),  oc(h2) (potom  uzly  otfoj,  oc(h2) zrejme 
súvisia  v  G*),  alebo  do  triedy  H*  patří  aj  hrana  incidentná  v  G*  s  uzlami 
oc(h^),  oc(h0)  aj  hrana  incidentná  s  uzlami  oc(h2), oc(h0).  Čiže  uzly  oc(Ax),  oc(h2

.súvisia v  grafe  G*.  Obdobná  úvaha  vedie  k  rovnakému  uzávěru  pre  G*. 
Teda  v  zobrazení  oc  obrazy  dvoch  „súsedných"  hrán  hamiltonovskej  ěiary 

K  súvisia  v  G*  (resp.  v  G*).  To však  znamená,  že  v  G*  (resp.  v  G2)  súviMa 
všetky  obrazy  (v  zobrazení  oc)  hrán  z  K.  Ináě  povedané:  lubovolné  dva  uzly 
množiny U%  súvisia  v  grafe  G*  (resp.  v  grafe  (?*). Pretože  hrana  z  H*  (resp. 
2  H2),  ktorá  je  incidentná v  grafe  G*  (resp.  Gf)  s  istým  uzlom  z  U*  je  inci-
-dentná aj  s  jedným  uzlom z U**, súvísí v  grafe  G*  (resp. v  grafe  G*) každý  uzol 
u  U*  so  všetkými  uzlami  z  Ug.  Preto graf  Gf  (resp.  graf  G2)  je  súvislý  graf. 
Tým  je  dókaz  vety  12.  vykonaný. 

-  Dókaz  v e t y  13.: I.  Nech  G*  =  Ů(G); G=  V  +  H;  U  ==  {%,  u2,  ...,  uj  a 
nech  G*, G*  sú  dve  hamiltonovské  ěiary  grafu  G*,  ktoré  nemajú  spoloěnej 
hrany. Hrany hamiltonovskej  ěiary  G*  (resp. G*) tvoría  triedu hrán H*  (resp. 
H*).  Nech  G*  =  {K*,  K*,  ...,  K*}  je  systém  kružnic  grafu  G*  taký,  že  uzly 
kružnice  K*  c C*  sú  obrazmi  troch hrán incidentných s  uzlom  u{  c U  v  zobra­
zení oc  a hrany kružnice  K*  sú  obrazmi troch uhlov  grafu  G s  vrcholom  v  uzle 
u€ v zobrazení /?. Ak by systém C* obsahoval iba dve kružnice, t. j . ak by graf 
G pozostával iba z dvoch uzlov % } w 2 az troch hrán s tymito uzlami incident­
ných, potom by G zrejme obsahoval hamiltonovskú ěiaru  a neboío by  potřebné 
ni6dokazoval  Predpokladajme  pretOjže^mánajmenejštyriuzlyateda  najme-
nej  šesť  hrán  t.  j . ,  že  C*  obsahuje  najmenej  štyri  kružnice  a  najmenej  šesl 
uzlov.  Platí:  lubovolná  kružnica  K*  systému  C*  obsahuje  hrany  z  oboch 
tried  H*, H*.  Ak  by  totiž  kružnica  K% obsahovala  napr.  len  hrany  z  triedy 
H*,  potom K*  by  bola  kružnicou  aj  v  G*  a  uzly  tejto  knižnice  by  nesu viseli 
s  ostatnými uzlami grafu  G*, ěo odporuje  předpokladu, že G* je  hamiltonovská 
ciara. 

Teda  každá  kružnica  z  C*  bud  obsahuje  dve  hrany  z  H*  a  jednu  z  H*, 
álebo  obsahuje  jednu  hranu z H*  a  dvě  z H2.  Tak  ěí  tak  existuje  právě  jeden 
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uzol  (budeme  mu  hovořit  význačný  uzol)  kružnice Kf  taký,  že  je  incidentný 
s  dvoma  hranami  kružnice,  ktoré  patria  do  tej  istej*  triedy H* (j  =  1, 2). 
Každý  uzol  je  uzlom  právě  dvoch  kružnic  systému  O*,  je  však  zřejmé,  že  ak 
istý  uzol  je  význačným  (resp.  nie  je  význačným)  uzlom  jednej  kružnice,  je 
význačným  (resp. nie  je význačným)  uzlom  aj  druhej  kružnice. 

Označme znakom  F* množinu všetkých  význačných  uzlov  grafu  Cr*. Vzory 
význačných  uzlov  v  zobrazení oc  tvoria  istú  množinu hrán H

v
  grafu G,  ktorá 

má  tuto  vlastnost:  každý  uzol  grafu G  je  incidentný  právě  s  jednou  hranou 
z H

v
,  pretože  obrazy  hrán  incidentných  s  uzlom  grafu G  v  zobrazení, oc  sú 

uzly kružnice z O* a každá kružnica z  (7* — ako sme právě  dokázali  — má prá­
vě  jeden  význačný  uzol.  Teda H

v
  je  množinou hrán istého lineárneho  faktora 

L  grafu G.  Hrany  grafu G  nepatriace  do L  sú  hranami  istého  kvadratického 
faktora K  grafu G.  Dokážeme, že K  je  hamiltonovská  čiara grafu G.  Prv  však 
než přikročíme k  dókazu  tohoto tvrdenia,  dokážeme ešte  toto: 

I I .  Nech (?* je  ěiastočný  graf  grafu  6r*, ktorý  pozostáva  z  tých  hrán  grafu 
C7*, ktoré sú  incidentné s dvoma  uzlami nevýznačnými,  potom (?* je  kružnica^ 
ktorá  obsahuje  všetky  nevýznačné  uzly  grafu  6ř*. 

Že všetky  uzly  v  <?* sú  druhého stupňa,  je  zřejmé,  lebo  ak  istá  hrana je  in-
cidentná  s  dvoma  nevýznačnými  uzlami,  potom  každý  z  týchto  uzlov  je  in­
cidentný  ešte právě  s  jednou takouto hranou. 

Nech K*  je  kružnica  z O*  a  nech v*  je  jej  význačný  uzol, uf, uf  jej  uzly 
nevýznačné.  Obiehajme  po  hranách  hamiltonovskej  čiary G*  a  po  hranách 
hamiltonovskej  čiary Gf  cez  ich  jednotlivé  uzly  tak,  že  v  oboch  prípadoch 
vyjdeme  z uzía uf  a uzol uf  bude najbližší  nevýznačný  uzol, ktorý  dostihneme. 
Teda  u  jednej  hamiltonovskej  čiary  bude  náš  postup  popisovat  istá  postup­
nost  uzlov uf, uf,  ...,  u  druhej  postupnost  uzlov uf, vf, uf,  Pri  ďalšom 
postupe  z  uzla uf  v  jednej  z hamiltonovských  čiar přejdeme  hněď  do ďalšieho 
nevýznacného  uzla uf  4= uf,  u  druhej  najbližší  uzol bude  opat  istý  význačný 
uzol (vf)  a  potom  až  následuje  uzol uf.  Uvažme  totiž,  že  v  každej  kružnici 
z  O*  jedna  hrana  patří  do  jednej  z  tried Hf, Hf,  zbývajúce  obe  do  druhej 
z  týchto  tried  a  uzol  kružnice  incidentný  s  hranami  tejto  kružnice,  ktoré 
patria  do  tej  istej  triedy,  je  význačný  uzol. 

Všimnime  si, že  poradie uzlov  nevýznaéných  (ak neprihliadame k  ,,umieste-
niuÉ<  význačných  uzlov)  v  akom  cez  tieto  prechádzame  obiehajúc  hamilto-
novské  čiary Gf, Gf,  musí  byť  v  oboch  hamiltonovských  čiarach  rovnakéř 

nech  ako  dlho  pokračujeme  v  postupe. Avšak, v  takom  istom  poradí  musíme 
preehádzat  cez  jednotlivé  nevýznačné  uzly,  ak  volíme  tento postup:  vyjdeme 
z uzla uf,  po hrané, ktorá je  incidentná s uf,  ďalej z uzla u% po hrané, ktorá  je 
incidentná  s uf  a  je  incidentná s  dalším  nevýznačným  uzlom  (týmto uzlom  je 
zrejme  uzol uf)  bez  chladu na to,  do ktorej  triedy  táto hrana incidentná s  dvo­
ma  nevýznačnými  uzlami  patří.  Obdobné  z  uzla uf  do nevýznacného  uzla uf 
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atd.  Pretože  pri  obiehaní  po  hamiltonovskej  čiare  přejdeme  po  konečnom 
počte krokov  cez všetky  uzly  grafu  G*  (a  teda  aj  cez všetky  nevýznačné  uzly 
tohoto  grafu),  musíme  nutné pri  obiehaní  po  hranách grafu  G*  po konečnom 
počte krokov  (a to v  rovnakom  poradí ako pri obiehaní hamiltonovských  ěiar) 
prejsť  cez všetky  nevýznačné  uzly  grafu  G*.  Teda  G*  je  graf  druhého  stupňa 
a  je  grafom  súvislým.  G*  je  kružnica  a  obsahuje  všetky  nevýznačné  a  len 
nevýznačné  uzly  grafu  G*. Tým  je  dókaz  tvrdenia  II  převedený. 

III .  Dokažme napokon, že  kvadratický  faktor  K  (z prvej  časti  dókazu)  je 
hamiltonovskou  čiarou  grafu  G.  Stačí  dokázat,  že  K  je  súvislý graf. 

Nech  postupnost  hrán  P*  =  h*h*, ..., h*, h*.  ...  popisuje  v  akom  poradí 
prechádzame  cez  hrany  kružnice  G*  pri  obiehaní  po  nej  v  pevné  zvolenom 
směre  obiehania  vychádzajúc  z  jej  hrany  h*.  Každá  hrana  postupnosti  P* 

je  hranou  právě  jednej  kružnice  z  C*;  označme  znakom  K*  kružnicu  z  C*, 

ktorej  hranou  je  hrana  h*  postupnosti  P*  (j  =  1, 2, ;.., p).  Ďalej  označme 
znakom  u*

i+1
  uzol  kružnice  G*,  ktorý  je  incidentný  s  jej  hranami  h*,h*

+1 

( / = l , 2 , . ' . , p - l ) .  . 

Platí zrejme: vzorom v zobrazení oc uzla u*
J+1

  je istá hrana h
jJ+1

  =  a"1^**+1). 
ktorá  je  v  grafe  K  incidentná s  uzlami  u

Z}
,  u

Zj+1
  (j  =- 1, 2,...,  p  —  1). Pretože 

súvislosť medzi  uzlami  je  vztah  tranzitívny,  musia  nutné súviset  v  K  všetky 
uzly  u

z
.  (j  =  1, 2, ..., p),  ktoré  odpovedajú  kružniciam  K*,  K*

%
,  ..., Kf

p> 

z  ktorých  každá  obsahuje  po  jednej  hrané  postupnosti  P*  (kružnica  K*  ob­
sahuje  podlá  předpokladu  hranu  hf). 

Nech  U  =  {u
Zi
,  u

z%
, ...,u

z
  }.  Vieme,  že každá  kružnica  z  C*  obsahuje  právě 

jednu  hranu z  G*  a  teda podlá  časti  II . dókazu  aj  právě  jednu  hranu postup­
nosti P*  a  každá  hrana postupnosti P*  je  hranou právě  jednej  kružnice  z  O*. 
Teda  U =  V,  čiže  K  je  súvislý  graf  obsahujúci  všetky  uzly  grafu  G  a  každý 
uzol z K  je  uzlom druhého stupňa. Preto K  je  hamiltonovská  čiara grafu  G, čo 
bolo  třeba  dokázat. 

Dókaz  vety  14.: Ak  je  X =  0, potom je  aj  X* =  0, lebo  z X* >  0 vyplývá 
podlá  vety  13. X >  0.  Nech  X >  0  a  nech  K

x
,  K

2
,  ...,K

X
  sú  všetky  rózne  ha-

miltonovské  čiary  v  G,  K
{
  lubovolná  z  nich.  K  tejto  hamiltonovskej  čiare 

Ki  možno najsť  rozklad množiny hrán grafu  G*  =  ů(G) na triedy  hrán H*,  H* 

taký,  že  H*  resp.  H*  je  množina  všetkých  hrán  istej  hamiltonovskej  čiary 
G*  resp.  G*  pričom  tieto  hamiltonovská  čiary  nemajú  spoločnej  hrany.  Pri 
zatriedbvaní  hrán  spósobom,  ktorý  sme  popísali  v  dókaze  vety  12 pri  dvojici 
kružnic  K*,  K*  (ktorých  spoločným  uzlom  je  uzol  u*  c U*)  do  tried  H*,  H*

y 

mali sme možnost si vybrat,  ktorú z kružnic  označíme K*  a ktorú K*.  To  má 
pravda  vplyv  na  zatrieďovanie.  Pretože  počet  uzlov  grafu  G  je  podlá  před­
pokladu  2n, má  G právě  3n hrán a počet hrán Imeárneho faktora  L  je  n.  Teda 
U*  má  n  uzlov  a  existuje  n  dvojíc  kružnic, ktorých  spoločným  uzlom  je  uzol 
€ U*.  Změna označenia najmenej  v  jednej  a  najviac  v  n  — 1 dvojiciach  kruž-
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nic  spósobí  změnu  v  rozklade  na  triedy  Hf,  H%  (změna  u  všetkých  dvojíc 

by  spósobila  iba  změnu  označenia tried, nie  však  změnu  rozkladu).  Pre roz­

klad  na  dve  hamiltonovské  čiary grafu  G*  pódia pevné zvolenej  hamiltonov-

skej  čiary  Ki  grafu  G  máme  teda vcelku  2
n
~

1
  róznych možností.  Pretože  při 

dvoch róznych hamiltonovských  čiarach K
t
,  K

3
- v  G příslušné lineárně  faktory 

(ktorých hranami sú hrany nepatriace do K€ resp. do Kf) sa líšia  aspoň jednou 

hranou,  budu rozdielne aj  odpovedajúce množiny význačných uzlov  v  grafe 

<?* a budu rozdielne aj  týmto odpovedajúce rozklady grafu  (?* na dve hamilto­

novské  čiary. Teda je  2* í> A  . 2
71

"
1
.  Ak  by  bolo X* >  X . 2

n
~

1
 musela by podlá 

vety  13. existovat  množina význačných uzlov, ktorá nie je  obrazom  množiny 

hrán  grafu  G nepatriacich  do hamiltonovskej čiary K"£ (i = 1, 2 , . . . , X) v zob­
razení oc. Podlá vety 13. by potom existovala ešte  aspoň jedna dalsia  hamilto-

novská čiara K^+% v  grafe  G. To je spor s predpokladom. Je proto A* =  A  .  2
71

"
1
, 

čo  bolo třeba dokázat. 
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6.  3. 

Резюме 

ИЗ  ТЕОРИИ  КОНЕЧНЫХ  РЕГУЛЯРНЫХ  ГРАФОВ  '" ' 
ТРЕТЬЕЙ  И  ЧЕТВЕРТОЙ  СТЕПЕНИ 

АНТОН  КОЦИГ  (Аптюп Ко*21§), Братислава.  "; 

(Поступило в редакцию 21Д1 1956 г.) 

В  статье  доказываются следующие теоремы: 

1.  Пусть  О —  произвольный связный граф  с четным  числом ребер;  тогда 

существует система Ш углов графа  О  такая, что каждое  ребро  из  О  при­

надлежит  точно одному углу системы и система углов Ш с этим свойством 

существует только  тогда, если  & содержит  четное число ребер  (тройка 

элементов графа О:  {и, Ь
г
, Ь

2
}, где и — вершина, к

х
фЬ

2
  — ребра, называется 

углом  графа  О, если оба ребра Ь
г
,  Тъ?  инцидентны  с вершиной и). 

-  2.  Если  связный регулярный  граф  третьей  степени О  с  четным  числом 

ребер  содержит  линейный  множитель
 г
  то  в  О  существуют две  системы 

углов  2В1? Шг1
  являющиеся дивъюнктнымщ  и каждое ребро графа  является 

элементом  точно  одного угла  системы  Ш
х
  {соотв.  Ш$). Если,  кроме  того; 

в  можно  разложить  на  три  линейных  множителя,  то  существуют 
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в О четыре системы углов, не имеющие  попарно общего угла,  причем  каждое 

ребро графа является элементом точно одного угла  каждой из этих систем. 

Граф <?*, множество вершин которого есть II*, множество  ребер Н*, на­

зывается Ф-образом графа &  — где О есть связный регулярный  граф третьей 

степени, V есть множество его вершин, Н есть множество его ребер — если: 

I.  Существует простое отображение а множества Н на множество 17*, 

И.  существует простое отображение /? системы всех углов 2В графа О на 

множество  ребер Н*, 

III.  вершина и* = <%(А
г
-)  инцидентна с ребром Ъ*

!
'==^(РР\)  вграфеО*  тогда 

и  только  тогда,  если ребро А,- € Н  является элементом угла  ТГ^  е  ЗВ. 

3.  Для  графов 6?* = &(€/•)  с четным  числом  вершин, которые являются, 

очевидно,  связными  регулярными' графами  четвертой  степени,  доказы­

вается  следующее: 

Каждый граф $((?)  содержит линейный множитель. Если в О существует 

линейный множитель, то в графе $((?) имеется  квадратичный  множитель, 

разложимый на два линейных множителя. Если  граф О  можно разложить 

на  три линейных множителя,  то  граф #(6?) можно разложить на  четыре 

линейных  множителя  и  наоборот. 

4.  Дальнейшие  доказываемые  теоремы  обращают  внимание  на  тесную 

связь  между гамильтоновыми  линиями в  регулярных  графах  третьей  сте­

пени  и  разложениями их  ^-образов  на две гамильтоновы  линии.  Доказы­

вается  следующее  теоремы:  .  .  •-. 

а)  Если в регулярном графе третьей степени О существует гамилътонова 

линия,  то $(<•?) можно разложить на  две гамильтоновы линии  и наоборот. 

б)  Пусть X — число различных гамилътоновых линий  в регулярном графе 

третьей степени О  и  2п  —- число  его углов,  тогда  о  числе Л* различных 

разложений  графа $(0)  на  две гамильтоновы линии  можно  утверждать: 

А* =  X . 2"~\ 

2и8аттепГа88ип§ 

А Ш  ОЕК ТНЕОЕ1Е  ОЕЕ  ЕШЫСНЕЫ  КЕШЬАКЕК 

(ЖАРНЕК  ОК1ТТЕМ ^ Ж ^  УЦЕКТЕЖ  (ЖАБЕ8 

АКТОН  КОТ2ГО,  В г а Ш ^ а . 

(Ет#е1ап&Ъ а т  21. ГеЪег 1956.) 

1п о!ет Вейга§ ч*гего!еп 1?о1§еп<1е ба/Ьге  Ъетевеп: 

1.  Ез  вег О  егп  ЪеИеЫдег  гшаттепШпдепЛег ОгарЬ,,  гае1сАег  егпе  дегаЛе 

АпшШ ъоп КапЬеп епШШ, Аапп ехиИеН егп УУгпЫЫузЬет Ш Лее СНгарКеп О

4азв уейе  КапЬе айв О депаи егпет ЖгпЫ1 аиз  5В декогЬ ипЛ егп УУгпЫЪувЬет 
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SEB mit dieser Eigenschaft existiert nur dann, wenn G eine gerade Anzahl von 
Kanten enthält. (Die drei Elemente aus G: {u,hx, hz}, wo uein Knotenpunkt und 
hx 4= &2 die Kanten sind, werden Winkel des Graphen G genannt, wenn beide 
Kanten hl9 h2 mit dem Knotenpunkt u inzident sind.) 

2. Wenn ein zusammenhängender regulärer Graph dritten Grades G mit gerader" 
Anzahl von Kanten einen linearen Faktor enthält, dann existieren solche zwei 
Winkelsysteme 2B1? 2B2 die elementfremd sind und jede Kante des Graphen 
gerade einem Winkel aus ^Bt (resp. aus 2Ba) gehört. Wenn ausserdem G in drei„ 
lineare Faktoren zerlegbar ist, dann gibt es in G vier solche Winkelsysteme, die 
paarweise elementfremd sind und jede Kante genau einem Winkel aus jedem 
System gehört. 

Den Graph 0*, dessen Knotenpunktmenge U* und die Kantenmenge H* ist, 
nennen wir $-Bild des Graphen G = U + H (wobei G ein regulärer zusammen-
hängender Graph dritten Grades, U resp. H seine Knotenpunktmenge, resp. 
Kantenmenge ist), wenn gitt: 

I. Es gibt eine einfache Abbildung & der Kantenmenge H des Graphen G auf 
die Knotenpunktmenge U* des Graphen ö*. 

IL Es gibt eine einfache Abbildung ß des Systems 2B aller Winkel des Graphen 
G auf die Kantenmenge J?* des Graphen ö*. 

III . Ein Knotenpunkt u* ist inzident mit der Kante h* des Graphen <?*, wo 
16* = oc(hi); h{ € H€ A* = ß(Wj); W$ e 2S; dann und nur dann, wenn die Kante 
h€ ein Element des Winkels Wj im Graphen G ist. 

3. Für die Graphen ö* = #(<?) mit gerader Knotenanzahl, welche selbst­
verständlich reguläre zusammenhängende Graphen vierten Grades sind, wird 
Folgendes bewiesen: 

Jeder Graph §(G) hat einen linearen Faktor. Wenn es im Graphen G einen 
linearen Faktor gibt, dann hat G* = $(G) einen quadratischen Faktor, der sich in 
zwei lineare Faktoren zerlegen lässt. Wenn der Graph G sich in drei lineare 
Faktoren zerlegen lässt, dann lässt sich der Graph G* in vier lineare Faktoren 
zerlegen und umgekehrt. 

4c. Weitere Sätze weisen auf den engen Zusammenhang zwischen den Ha-
miltonschen Linien im Graphen dritten Grades und die Zerlegung der ^-Bilder 
dieser Graphen in zwei Hamiltonsche Linien. Man beweist diese Sätze: 

a) Wenn es im regulären Graphen dritten Grades G eine Hamiltonsche Linie 
gibt, dann lässt sich der Graph G* = &(G) in zwei Hamiltonsche Linien zerlegen 
und umgekehrt. 

b) Es sei X die Anzahl verschiedener Hamiltonscher Linien im regulären 
Graphen dritten Grades G und es sei 2n die KnotenanmU des Graphen G, dann 
gilt von der Anzahl 1* der verschiedenen Zerlegungen des Graphen G* = #((?) in 
zwei Hamiltonsche Linien: A* = X . 2n~1. 
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