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Abstract. Une distribution réelle T sur une variété X définit un caractere unitaire continu
¢‘T-> du groupe abélien CZ (X, R), ¢'est-a-dire une distribution multiplicative sur X . Dans cette
perspective les classes de représentations unitaires irréductibles continues du groupe Cq' (X, G),
ou G est un groupe de Lie réel, s'interprétent comme des distributions sur X a valeurs dans G.
Nous développons les bases d’une theorie de ces distributions non commutatives et étudions leur
comportement sous laction du groupe des difféomorphismes de X; la notion d'intégrale
multiplicative associée a une mesure est également étudiée, en liaison avec les produits tensoriels
continus de représentations. L'existence de G-distributions a support infini est un probléme
difficile ; des résultats partiels, relatifs au cas ot G est semi-simple ont été élablis essentiellement
par Vershik, Gelfand et Graev; dans cet article on montre que lorsque G est nilpotent connexe
simplement connexe, il existe des séries variées de G-distributions a support infini et de tous
ordres.

Introduction. Soit X une variété réelle de classe C®, R I'ensemble des
nombres réels; la donnée d’'une distribution réelle T sur X détermine un
caractére unitaire continu €7 du groupe abélien C3 (X, R), ou encore une
R-distribution multiplicative sur X. Lorsque I'on remplace R par un groupe
de Lie réel G, ce qui va remplacer un caracteére unitaire continu de Cg (X, R)
sera naturellement une classe d’équivalence de représentations unitaires con-
tinues irréductibles de CJ (X, G);, d’'ou [l'idée de considérer, avec 1. M.
Gel'fand, ces objets comme des G-distributions sur X.

Le présent travail est une tentative pour jeter les bases d’'une théorie des
G-distributions, les G-intégrales multiplicatives jouant dans cette théorie le
role que jouent les mesures dans la théorie des distributions ordinaires. Apres
I'étude des concepts de support et d’'ordre, I'étude de l'action du groupe des
diffeomorphismes de X introduit le concept de distribution (ordinaire)
associée 4 une G-distribution, et de mesure sur X associée 4 une G-intégrale
multiplicative.

Ainsi les G-distributions a support ponctuel x et d’ordre k sont associées
a la distribution dérivée k™ de la mesure de Dirac au point x.
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Lorsqu’ils sont irréductibles les produits tensoriels continus u*™# (ou u
est une mesure positive non atomique sur X, n une représentation unitaire
continue de G et § un l-cocycle continu de G pour =), définissent des
intégrales multiplicatives associées a4 la mesure p; il est montré que si ¢ est
un difffomorphisme de X, ¢-u*™? est dans la classe de u®*™#; en particulier
la donnée d’un élément non nul A de Cg (X, R) vérifiant u(4) = 0 détermine
une famille continue de difffomorphismes (¢?),,; de X tels que les
représentations (o7 - u*™P)., définissent des intégrales multiplicatives 2 a 2
distinctes.

Enfin, dans le cas ou G est un groupe de Lie réel nilpotent connexe
simplement connexe, outre certains produits tensoriels continus déja connus,
on construit des séries variées de G-distributions a support non fim et de
tous ordres: une forme linéaire a sur lalgébre de Lie ¥ de G telle que
a(9") #(0) et a(9'?) =(0) étant donnée, on associe un C®-morphisme
surjectif de groupes de G sur un espace vectoriel de dimension finie ¥7,; puis,
étant donnés une mesure positive non atomique u sur X, une distribution T
sur X et un opérateur differentiel P, & support compact du fibré vectoriel
trivial X x ¥, dans le fibré trivial X x R, on construit une G-distribution
I, r,p, de dimension infinie, de support non fini et dont I'ordre est celui de la
¥ ,-distribution

PI: =<K P(f)), feCT(X, 7V);
en outre, pour un diffeomorphisme ¢ de X on a

¢ [:.T.P, =TI,

‘P'M-¢'T.¢'P¢'

1. G-distribution sur une variété, Etant donnés une variété réelle X de
classe C* et un groupe de Lie reel connexe G, l'ensemble C3(X, G) de
toutes les applications C* de X dans G dont le support est compact a une
structure de groupe pour la multiplication point par point; si K désigne un
sous-ensemble compact de X, C*(K, G) désigne le sous-groupe de Cg (X, G)
constitué par les ¢léments dont le support est dans K ; on sait que CJ (X, G),
doté de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts des
applications et de toutes leurs différenticlles, a une structure de groupe
topologique, et pour K compact contenu dans X, C*(K, G) a une structure
de variété de Fréchet ([1]).

DeriNimioN 1. Une représentation unitaire # de Cg (X, G) dans un
espace de Hilbert # sera dite continue si, pour tout compact K de X, quels
que soient les vecteurs u, v de #, I'application g — {(n(g)u, v) est continue
sur C*(K, G).

Nous noterons Cg (X, G) I'ensemble des classes d’équivalence des
représentations unitaires continues irréductibles de CJ (X, G), T la classe
d’'une représentation unitaire continue irréductible T de C§ (X, G).
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DeFINITION 2. On appellera G-distribution sur X tout élément de
Ce(X, GJ.
0 » -

2. Support d’'une G-distribution. Soit n une représentation unitaire con-
tinue de CZ (X, G), et x un élément de X ; nous dirons que x est dans le
support de m si pour tout voisinage ouvert V de x il existe un élément g de
Cy (X, G) tel que le support de g soit contenu dans Vet tel que géker n.

LEMME 1. Deux représentations unitaires continues équivalentes ont méme
support.

Preuve. Soient n, n" deux représentations unitaires équivalentes, 4 un
opérateur unitaire entrelagant « et n’, et x un élément du support de n’; pour
tout voisinage V de x et pour tout élément g de Cg (X, G) a support dans
V. An(g) =n'(g)A4; donc, si n'(g) # I, n(g) # I et donc x est dans le support
de =; lassertion résulte alors du fait que m et n" jouent des roles
symétriques. C.Q.F.D.

Le lemme 1 justifie alors la définition suivante:

DeriniTioN 3. On appelle support dune G-distribution T le support de
I'une quelconque des représentations dont la classe est T.

3. Ordre d’une G-distribution. Pour chaque entier positil ou nul k;
I'ensemble C%(X, G) des applications de classe C* a support compact de X
dans G, muni de la multiplication point par point et de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts des applications et de leurs
differentielles jusqu’a l'ordre k, est un groupe topologique; si, pour K
compact contenu dans X on note C*(K, G) l'ensemble des éléments de
Cé(X, G) dont le support est dans K, C*(K, G) est un sous-groupe de
CY(X, G) et a une structure de variété banachique ([1]). Une représentation
unitaire de C%(X, G) dont la restriction a chaque C*(K, G), K compact de
X, est continue sera dite représentation unitaire continue; I'ensemble des
classes d’éq_lli_yg_lgryz de représentations unitaires irréductibles de CY(X, G)
sera noté Cg(X, G). Il est clair que si k, k' sont deux entiers tels que
0< Kk <k on a les inclusions:

CI(X,G) <= Cv(X,G) = CE(X,G) = Cy(X, G);

par suite tout ¢élément de C§(X, G) définit par restriction un ¢lément de
C(:]L(X-y G)'

DeriNiTiON 4. Une G-distribution appartenant & C§(X, G) sera dite
dordre < k.

ExempLE. Soit k un entier non négatif et soit J%(X, G) 'ensemble des jets
d’ordre k au point x des éléments de Cg (X, G); on sait que c’est un groupe
de Lie de dimension finie, produit semi-direct de G par un groupe nilpotent
([6]). Soit alors T une représentation unitaire continue irréductible de
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JL(X, G); on définit une représentation unitaire irréductible continue de
Ci(X, G), et donc de CT(X, G): T® telle que T®(g9) = T®((g)), j%(9)
étant le k-jet de ¢ au point x; il est clair que T est dordre < k et de
support ponctuel x. En particulier, pour k = 0, J2(X, G) = G, et donc toute
représentation unitaire continue irréductible m de G fournit une
représentation unitatre continue irréductible d’ordre O et a support ponctuel:
soit xe X ; la représentation d’ordre 0 et de support x sera donnée par

n.(g) =n(g9(x)), geC§(X,QG).

4. Intégrales multiplicatives.

Dermvition 5. On appellera G-intégrale multiplicative sur X toute G-
distribution sur X continue sur chaque C* (K, G), K compact de X, pour la
topologie induite par C°(K, G). e

Dans le cas ou I'on prend G = R, on sait que les ¢léments de C§ (X, R)
sont donnés par les distributions sur X: si T est une distribution sur X

—
Iélément y;r correspondant de CgJ (X, R) est le caractere f— yr(f)
=exp (i<T, ) ([4).

En outre T est une mesure sur X si et seulement si T est continue sur
chaque C*(K, R) muni de la topologie induite par C°(K, R) ([8], théoréme
III), de sorte que y; est alors une intégrale multiplicative au sens habituel
du terme.

Il est aisé de vérifier que si m est une représentation unitaire continue
irréductible de G et si x est un élément donnée de X la représentation w,
d’ordre O et de support x associée est une intégrale multiplicative.

De méme, si I'on dispose d’'une représentation unitaire continue de G a
valeur dans un espace de Hilbert réel et d’un 1<cocycle continu de G pour n
de telle sorte que le produit tensoriel continu associé (cf. [2], [5] et [9]) soit
irréductible, alors ce produit tensoriel continu est une G-intégrale multiplica-
tive sur X, comme il est ais¢ de le déduire de [9].

S. Action du groupe des diffeomorphismes de X. Notons Difl(X) le
groupe des diffeomorphismes de X. Montrons d’abord que Diff(X) opére
comme groupe de transformations sur Cg (X, G):

ProrosITION 1. Soit © une représentation unitaire continue de C3 (X, G)
et soit Y un élément de Diff (X).

(a) Lapplication y-n: g - n(goy) est une représentation unitaire con-
tinue de C3 (X, G);

(b) Y- m est irréductible si et seulement si m est irréductible;

(c) Si n’ est une représentation unitaire continue de Cg (X, G) équivalente
a mn, alors y-n et y-n' sont équivalentes.

Preuve. (a) Soit ) l'espace de Hilbert de la représentation n, K un
compact de X, u et v deux ¢léments de J; notons d’abord que, Diff(X)



G-Distributions et G-intégrales multiplicatives 83

étant équipé de la C™-topologie de la convergence uniforme sur les com-
pacts, l'application g - goy est continue sur Cg' (X, G), et que c'est un
automorphisme du groupe C§ (X, G); il en résulte d’'une part que ¥ ‘7 est un
homomorphisme du groupe Cg (X, G) dans le groupe unitaire de ¥, et que
g — {Y n(g)u, v> est continue sur C*(K, G) comme composée des apphi-
cations g > goy et y— (m(yu, v).

(b) Soit ¥~ un sous-espace de # stable par n; pour v, dans ¥, n(goy)v
est un élément-de ¥ quelque soit g; par suite ¥ -7 laisse stable ¥"; de la
méme fagon on voit que si ¥ est - stable, ¥ est { stable, d’ou I'assertion.

~ (c) Soit ¥’ I'espace de Hilbert de la représentation n’; n’ et n seront
équivalentes si 'on peut trouver un opérateur isométrique A de ¥ dans ¥’
tel que, quelque soit g’ dans C3 (X, G), An(g) A" = n'(g'), Cest-a-dire, en
prenant g=g'oy !, si et seulement si, quelque soit g dans
Cy (X, G): An(goy)-A"* =xn'(goy), dou lassertion. C.Q.F.D.

La proposition 1 permet donc-de définir une action de Diff (X) dans
A . . A
Cy (X, G): soit yeDiff (X), weCq (X, G) et mew, on notera Y- w la G-
distribution dont un représentant est y - x.
¥’ Id _.h
Pour un ¢lément w de’ C§ (X, G) notons:

Diff (X, w) = {y e DIff (X)/{¥ -0 = w}.

On vérifie immédiatement que Diff (X, @) est un sous-groupe de
Diff (X). Cette situation est donc tout a fait analogue a celle des distributions
usuelles sur une variété: si T est une distribution sur X, et si ¥ est un
difeomorphisme de X, ¢ -T: f—> (Y T, = (T, foy) est une nouvelle dis-
tribution sur X et Diff (X, T) = {y e Diff (X)/y - T= T} est un sous-groupe
de Diff (X).

ProposiTION 2. Soit 8 un élément de Difl (X); quellt que soit la G-
distribution w, la restriction a DMl (X; w) de lautomorphisme intérieur de
Diff (X): ip: w 20000~ ' est un isomorphisme de Diff(X;w) sur
Diff (X, 0 w).

Preuve. Soit 7 une représentation unitaire irréductible continue dans la
classe d’'une G-distribution w, et soit ¥ un élément de Diff (X, w): ¥ 'n ~ n;
en outre (foy o0 1)-(0-n)=(Boy) -n=0-(¥ n); comme ¥ n ~ =, il résulte
du (c) de la proposition 1 que 8-(y )~ 8-n, et donc (B-y -0~ )-(0-n)
~ 0-n; par suite 0-y -0~ 'eDiff (X ; 0-n) = Diff (X ; - w); la restriction de i,
a Diff(X;w®) est donc un homomorphisme injectif a valeur dans
Diff (X ; 0 w); reste a montrer sa surjectivité: soit
¢cDif (X;0-w): & @ n)~0-n donc (0 '-®-6)-n~n;, donc ¢
=0"!-@-0eDifl (X; w) et iy(y) = P, d'ot la surjectivité. C.Q.F.D.

COROLLAIRE. Soit 0 un élément de Diff (X), T une distribution usuelle sur
X ; la restriction a Diff (X ; T) de iy est un isomorphisme de Diff (X ; T) sur
Diff (X:6-T7).
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6. G-distribution associée a une distribution.

DreiNITION 6. Soient «» une G-distribution et 4 une distribution sur X :
nous dirons que w est associée a 4 si:

Diff (X; 1) < DIl (X; w).

Notons que si o est d’'ordre < k, toute distribution 4 auquelle elle est
associée est nécessairement d'ordre < k, et qu'il est possible que  soit
associée a une large famille de distributions. Dans le cas ou 4 est une mesure
positive u sur X, l'ensemble des distributions T telles que Diff (X; T)
=DIF(X; u) est formé des mesures ru,reR,r>0; il résulte des
considérations précédentes que si une G-intégrale multiplicative est associée a
une distribution, cette distribution est nécessairement une mesure:

DeriniTioN 7. Soit w une G-intégrale multiplicative et ¢ une mesure sur
X: on dira que @ est une intégrale multiplicative relativement a u si
Diff (X; y) < Diff (X; w).

On a le résultat suivant:

ProrosiTioN 3. Soir @ une G-distribution associée a une distribution T,
pour tout é¢lément 0 de Diff (X), 6w est une G-distribution associée a 8- T ; en
particulier si  est une intégrale multiplicative relativement @ une mesure
i, 0w est une intégrale multiplicative relativement a la mesure 0 p.

Preuve. Il résulte de la proposition 2 et de son corollaire que i,
est un isomorphisme de Diff(X; T) sur Diff(X; 0-T) ¢t de Difl(X; w)
sur  Diff(X; 0-w); par suite DMI(X: T)c Diff(X; w) implique:
Diff(X: 0-T)c DIl(X: 0-w). C.Q.F.D.

Soit X dotée d’une mesure positive pg, et soit CF(X)"
= 1AeC{X,R/u(4) = [A(x)du(x) =0}. Pour un élément i de CZ(X),

X
nécessairement on a les inégaltes:

0< M, (=supi(x)) < +00 et —o0 <m; (= infi(x)) <O0;

xeX xeX

nous noterons A4; l'intervalle ouvert A; = [1/m,;, 1/M,], avec la convention
1/my = —ao, I/M; = 400 s1i 4 =0.

ProrosiTiON 4. Soit u une mesure positive sur X, w une G-intégrale
multiplicative relativement a y et 4 un élément de Cg (X)*. A tout élément 1 de
A, on peut associer une mesure positive p* sur X telle que dp*(x)/du(x) =1
—1-A(x), pour tout x dans X, et un difféomorphisme 8 de X a support
compact tels que 0}-w soit une intégrale multiplicative pour ul.

Preuve. Notons d’abord que pour tout réel v de A,, c’est-a-dire tel que
I/m<t<1/M;, avec m; <0, M; 20,0n al—1-4i(x) > 0 pour tout x dans
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X ; par suite il existe une mesure positive u! sur X telle que
duf (x) = [1—1-2(x)]du(x);

Les mesures u et ui coincident hors d’'un compact Y de X contenant le
support de 4 avec de plus u(Y) = i/(Y); il résulte alors d’'un théoréme de
Moser ([7]) qu’il existe un difféeomorphisme a support compact de X, soit
tel que 0}-p = p}; lassertion est alors une conséquence immédiate de la

proposition 3. C.Q.F.D.
7. Le cas des G-distributions a support ponctuel.

PROPOSITION 5. Soit @ une représentation unitaire continue irréductible de
G, et x un Jélément de X; la G-distribution dont un représentant est la
représentation n.: g - w(g(x)), g CF (X, G), est une intégrale multiplicative
relativement a la mesure de Dirac au point x.

Preuve. On sait (Section 3) que =, définit une G-intégrale multiplica-
tive. Soit 4, la mesure de Dirac au point x: ¢ € Diff (X'; §,) si et seulement si,
pour tout ¢lément f de C5 (X, R) on a (foe)(x) =f(x): CF (X, R) séparant
les points de X, on en déduit que Diff(X: d,) n'est autre que:

(9 DIff(X)/p () = x).

[l en résulte que pour tout élément & de DiIf(X, x) on a 6 -n, = m, et donc
Diff(X; é,) < Diff(X; n,). C.Q.F.D.

Cela étant, soit x un élément donné de X, k un entier positif, et notons
P“(X) lespace des k-jets au point x des éléments de CJ (X, R); un élément A
du dual PX(X) de PY(X) définit une distribution T, sur X de support x et
d’ordre <k, telle que pour feC3 (X, R\<T,, > = A(5(f)).

PROPOSITION 6. Soit x un élément de X, k un entier positif, A un élément
de P“(X) non nul, et n' une représentation unitaire continue irréductible du
groupe JY(X,G). La représentation n¥: g—n"(i(g)) définit une G-
distribution d'ordre < k associée a T,.

Preuve. On sait déa que n¥ définit une G-distribution d’ordre <k
sur X (Section 3). Soit alors ¢ dans Diff(X): pour tout ¢lement f de
Co (X, R) on a:

(T, f>={T, fop) =A% (fo);

4 étant supposée non nulle, on aura T, = ¢ T, si et seulement si j%(¢p)
=j*(Iy), ou Iy désigne [identité sur X: donc Diff(X; T)
= (o e DIff(X)//*(p) = j(Ix)}; or, pour g dans CJ (X, G), on aura, pour ¢
dans Diff(X; T)): ¢ 1% (g9) = 7 (go @) = 1 [%(gc @)] = 2™ (5 (g9)) = 2¥'(9)
d’ou lassertion. C.Q.F.D.

8. Le cas des produits tensoriels continus. Etant donné un espace de
Hilbert réel ¥, nous noterons SY  lespace de Hilbert R®
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YOS VD..08"V®..., ou S"¥ est la n*™ puissance tensorielle symé-
trique de ¥"; on sait que les vecteurs

EXPv= @ v®Y n!, ve?,
n20
forment un systéme total de vecteurs linéairement indépendants dans
S¥" ([5D. En outre si n est une représentation unitaire continue d’'un groupe
topologique I' dans ¥ et si B est un l<cocycle continu de I pour =, on
obtient une nouvelle représentation unitaire continue EXP, n de I' dans S¥~
telle que ([9D):

(1) EXPgn(y)-EXPv
= exp | = IBOI*— <a(Mv, B(2))>} EXP (m(») v+ B (7).

Cela étant, supposons que la variété X soit dotée d’une mesure
bor¢lienne positive o-additive, o-finie de densité positive en chaque point, et
que G posséde une représentation unitaire continue n dans un espace de
Hilbert réel # ; enfin, soit f un 1-cocycle continu de G pour n. Pour chaque

®
x dans X soit #,= 0 et n*=n; on note my= | n*du(x), #y,
X

®
= i H du(x): ¥y, = {F: X.;; Jf’/i[ iF (x)|i*dp(x) < + o0} et pour g dans

Cs(X,G), FeXy,, ny(g) F est l'application x — (g (x))(F (x)).
Ty est une représentation unitaire continue de CJ (X, G) dans ¥y,
dont Bx: g — Bx(g) définie par By(g)(x) = B(g(x)), xe X, est un 1-cocycle.
La représentation EXP, ny de Cg (X, G) dans Sy ,, que I'on notera
u*™? n'est autre que le produit tensoriel continu ® (EXPgr)*du(x) ([9)).
X

Les représentations du type U*™’ sont a support infini; elles sont
non localisées et définissent des représentations unitaires continues du groupe
Co(X, G). Lorsque le produit tensoriel continu est irréductible il définit
donc une intégrale multiplicative sur X.

LeMME 2. Soit u une mesure positive non atomique borélienne a-ddditive
sur X, m une représentation unitaire continue de G, f un 1-cocycle continu de
G pour n, et 0 un difféomorphisme de X; U**F o1 6 -U"™f sont deux
représentations unitairement équivalentes de C3 (X, G).

Preuve. Soit ) [I'espace de Hilbert de la représentation =, ¥,
® &

=H#VxeX, #"=[ H.du(x)et #% = [ H#,d0 W), <, d.et||l,le
X X

produit scalaire et la norme dans #*, (, ), |l lls., le produit scalaire et



G-Distributions et G-intégrales multiplicatives B7

la norme dans #°*. Soit he #*: h: X™S # avec ||k} = { [ (x)]|% dpe(x)
< 4o0; alors h-0~': X —» .# est mesurable et:

iho0~ 13, = [ IIho®™ " 000 du(x)

X
= [ Ilho 8™ (x| d(8-w)(x) = ||Hl|Z < + .
X

Il en résulte immédiatement que T'application v: h—> h-6~' est une
isométrie de #* sur #°*, qui se prolonge en une isométric EXP v de So#™*
sur  SA#%*  telle que pour EXPheS#* hest*: EXP v(EXP h)
= EXP{(ho67!); on notera qu'en tant qu’espaces vectoriels #* = #?*. Soit
alors h dans #" et g dans C3 (X, G):

[6-U=~#(g)](exp h) = U*™F(go0) (exp h)
=exp | — 3 IBx(go bl —{(mx(goO)h,
Bx(go8)>,} exp (nx(go0) h+fx(goB);

mais:

IBx(go 012 = [ IB(go8) (x)|2du(x) = i 1BON2AO 1 (9 = 1Bx(@NF o
(x(goO)h, Bx(go0)d, = [ (n(go)(x)[(ho8 *)o0(x)], Bgob)(x)> du(x)
X
= [ <n(g(x))(ho 8™ 1(x), Blg(x)>d(0-u)(x)

= (nx(g)ho87 ", Bx(9)e.,;

par suite:

[6- U™ (g)] (EXP h =exp{—1lifx(gli,—
—(ny(g)-h-0" L ﬁx(gDo-u} EXP (nx(goﬂ) h+Bx(g 00))
d’ou
EXPv-(6- U™ () EXPh=exp|—}|IBx(@ls.—

—{nx(g)h -0~ ' ﬂx(g»o-u}' EXP (71'){(9"9)""9- ! +ﬂx(g))
= U »~B(g) EXP (nx(g)(h‘f)_ l)) = [U?*™f(g)-EXP v] (EXP h).

Par suite EXP v entrelace 6-U*~# et U%*™~f  C.Q.F.D.

Le lemme 2 détruit ainsi I'espoir d’obtenir, a partir de laction d’un
difftfomorphisme sur un produit tensoriel continu, de nouvelles intégrales
multiplicatives non localisées qui ne soient pas dans la classe d'un produit
tensoriel continu.

Rappelons que si T est une représentation unitaire continue irréductible
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de CZ (X, G), la G-distribution qu'elle définit est notée T. De méme, rap-
pelons que pour un ¢lément 4 de

CE(X) = lpeC (X, RYf ¢(x)du(x) = 0}
X

on a —a < inf A(x) <0< sup A(x) < + o0, toutes les incgalités étant
xeX xc X

strictes st A # 0; soit 41eCg (X)*— 0], alors pour tout réel t dans:

A, =11/ inf 4(x), 1/ sup A(x)[,

xe X xeX

1 —74(x) est strictement positif pour tout x dans X.

DermiTioNn 8. Soit G un groupe de Lie réel connexe, m une
représentation unitaire continue de G, ff un l-cocycle continu de G pour =.
Nous dirons que le triplet (G, =, B) vérifie la condition VGG si:

(a) m est a valeurs dans un espace de Hilbert réel # et si (G) engendre
A

(b) il existe un sous-groupe compact K de G tel que S(K) = (0) et tel
qu'aucun vecteur non nul de # soit n(K)-invariant.

On sait que de tels triplets existent essentiellement pour les groupes G
= 80,(n, 1), SU(n, 1) dans le cas semi-simple ([9]), [2]), ou encore quand G
est le produit semi-direct d’'un groupe compact par un groupe vectoriel ([6]).
PrROPOSITION 7. Soit X une variété réelle compacte C* dotée dune mesure
borélienne positive, o-additive, de densité positive en chaque point, et (G, n, B)

un triplet vérifiant la condition VGG.
—T
(a) Soit A un élément non nul de C3 (X); pour tout réel T dans A;, Ur-~*

est une intégrale multiplicative relativement a la mesure ul! de densité
1 —1-4A(x) par rapport a p.
. > /A\
(b) Si t et U sont 2 éléments distincts de A,, U*~# et U""™f sont des
intégrales multiplicatives distinctes.
(c) Si 4 et A’ sont deux éléments non nuls non proportionnels de Cg (X)*,

S
avec deux réels distincts t et t' dans respectivement A; et A,., alors U*** et
~
U8 sont des intégrales multiplicatives distinctes.

Preuve. (a) Notons d’abord que, X étant compacte, I'espace C§ (X, R)
= C¥(X, R) contient les constantes mais que Cg (X)" ne contient que la
constante identiquement nulle. Comme 1 —ti(x) > 0 V xe X, u? est positive

borélienne, de densite positive en tout point; L’irréductibilit¢ du produit
bl . i
tensoriel U#=# résulte du théoreme 1 de [9], et par suite U+*# est une

intégrale multiplicative. D’aprés la proposition 4 il existe un difféomorphisme
0% tel que 62 U*™F soit une intégrale multiplicative relativement a 6% u
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=, or il résulte du lemme 2 que 6}-U»™# = U4 d'ou la premiére
assertion.
(b) Soient 1 et " deux éléments distincts de A,: on a:

did (x) =(1—t-A(0)du(x), dpf(x)=(1—-1"1(x))dp(x) ¥V xe X.
Jaffirme alors qu'il n'existe aucun réel strictement positif ¢ tel que . = cu,;
en effet, si cela était, on aurait 1—1" - A(x) = ¢(l —1- A(x)), soit 1 —c = (cT1—
—17)A(x) V xe X; mais 4 étant un élément non nul de C3J(X) n'est pas
constante; on en déduit donc que ¢ = 1, T = 1’ contrairement a I'hypothése

faite. u! n’étant pas un multiple strictement positif de p, il résulte alors du
théoreme 2 de [9] que

R ,
Ukexs ot  [kens

sont inéquivalentes d’ou I'assertion.

(c) Soient 4, A" deux éléments non nuls, non proportionnels de CJ (X)*, t
dans A;, 7" dans A,.: V xe X:

dig (x) = (1—t-A(x)du(x), dpd'(x)=(1-1"1(x)du(x);

d’aprés le théoréme 2 de [9], une condition nécessaire pour que Ukins et
Uréas soient équivalentes est qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que p} = cud, dou
dul (x) = cdp (x), V xe X, et donc tel que
1=t (x)=c(l—1-4(x)) ¥V xe X,
soit:
l—c=17"A(x)—cti(x) V xe X;
on en déduit:

(1—o)p(X) =7 | ¥(¥)dp(x)—ct | A(x)dn(x) =0,
D ¢ X

et donc ¢ = 1; par suite nécessairement V xc X
T A (x)—1A(x) = 0.

7 et 7’ étant supposés distincts, I'un au moins d’entre eux n’est pas nul, et par
suite A et A’ sont nécessairement proportionnelles, contrairement a
I'hypothése faite, d’ou l'assertion. C.Q.F.D.

9. Cas ou G est un groupe de Lie nilpotent. Soit G un groupe de Lie réel
nilpotent connexe et simplement connexe; on notera ¥ l'algebre de Lie de
G, %' le dual de %, L l'application réciproque de I'application exponentielle
de % dans G,%V=[%,94], et % =[¥, 4"V]; enfin, soit ¥
= [AeG/A(FM) #(0) et A(4?) =(0)).
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Notons que pour un ¢lélement a dans %’ on a: ¥V < 9(a) = ¥, ou %()
='Ue%/a([U, 4]) = 0! est le noyau de la forme bilinéaire alternée:

B,: (U, V)—=([U, V).

En outre, %/% (a) est un espace vectoriel réel de dimension paire sur lequel B,
induit une forme bilinéaire alternée B, non dégénérée; le choix d’une base
symplectique permet alors de définir sur 7, une structure hiibertienne
complexe. Notons p, la projection canonique de 4 sur ¥,.

- LEMME 3. g, = p, 0 Lest un homomorphisme surjectif de groupes de classe
C® de G sur ¥ ,.

Preuve. Notons d’abord que L est de classe C*; de méme, p, étant une
application libéaire continue, est également de classe C*; par suite p,o Lest
de classe C™; en outre p, étant surjective et L bijective p, o L est donc une
application surjective de classe C® de G sur ¥ ,. Cela étant, soient g,
=exp U, et g, = exp U, deux éléments de G, ou U, = L(g,), U, = L{g,);
d’aprés la formule de Campbell-Hausdorff: g¢g,-g, = exp U, -exp U,
=exp(U,;+U,+0(U,,U,) avec oU,,U,)e%"?; comme ¥V c %(a),
p. (%) = (0) par suite:

PaO L(gyg2) = pa (U + U+ 0(Uy, Uy)) = p,(Uy)+p, (U,)
= p,0L(g,)+p,0L(g;). C.Q.F.D.

Soit alors X une varniété réelle de classe C*:

LeMME 4. Pour tout élément g de C§ (X, G), p,0 Log est un élément de
Co (X, ¥7,). En outre lapplication g — p,0 Lo g est un homomorphisme continu
du groupe C3(X, G) dans Cg(X, ¥ ,).

Preuve. La seule assertion qui ne résulte pas trivialement du lemme 3,
c’est-a-dire celle concernant la continuité de lapplication g — p,o Loy,
découle d’un résultat général bien connu sur la topologie de la convergence
uniforme C® sur les compacts: soient U, V, W trois variétés réelles C*, et @
un élément de C*(V, W); l'application &,: C*(U, V) - C*(U, W) définie
par @_(f) =fod est continue (Cf. [3], § XVII-2). C.QF.D.

Soit P, une application linéaire continue de Cg (X, ¥7,) dans Cg (X, R)
ayant la propriété suivante: pour tout éiément f de C§ (X, ¥,) et pour tout
ouvert U de X tel que f|y, = 0 alors P,[f]ly = 0. P, est donc un opérateur
différentiel linéaire du fibré vectoriel trivial X x ¥, dans le fibré vectoriel
trivial X x R; nous noterons 4(X, ) I'espace des opérateurs différentiels de
Xxv, dans X xR qui sont des applications lin€aires continues de
C&(X, ¥,) dans C§ (X, R) Soit alors Zx(X) I'espace des distributions sur X
a valeurs réelles et T un élément de &g(X); considérons alors I'application
PT de C3(X, v',) dans R définie pour tout f dans CJ (X, ¥,) par:

PLL S ={T, P,UD.

On vérifie aisément que P} est une forme linéaire réelle sur Cg (X, ¥ ,) dont
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la restriction a chaque sous-espace C*(K, ¥,), K compact de X, est
continue; un tel objet se comporte donc comme une distribution (en fait il
est aisé de vérifier qu’'un tel objet est I'équivalent de dim (¥7,) distributions
ordinaires sur X); on peut en particulier définir le support et l'ordre de
PT: PT n'est autre qu'une ¥ ,-distribution sur X.

Il résulte alors du lemme 4 et de I'étude ci-dessus que:

ProrosiTiON 8. Soit X une variété réelle C*, G un groupe de Lie réel
nilpotent connexe et simplement connexe, a un élément de 4'. A tout couple
(T, P,) de Zx(X)x A(X, a) on peut associer un caractére unitaire continu Xz p_
de CZ¥(X, G), ayant pour ordre Pordre de PI, tel que

Xr.p,(9) = 6’“":"""’""” = @i <T-Palpgolog)>

Xr.p, est donc une G-distribution ayant pour ordre celui de Pr.

Cela étant, rappelons que 'action de Diff (X) sur I'espace des opérateurs
différentiels d’'un fibré vectoriel E de base X dans un fibré vectoriel F de base
X est donnée par: (¢, P)— ¢ P tel que, pour ¢eDiff (X):

(¢-P)E1=P[oplop™" ([3], § 17-13-7).

Notons que si P,e4(X, a) et ¢ € Diff (X), pour tout f dans C§ (X, ¥,) on a
donc (¢ P)[f] = P,[foeloe™'; on en déduit aisément que ¢ - P, est aussi
dans A(X, ).

ProrosiTioN 9. Soit @ e Diff(X) et x7.p, le caractére de Cg(x, G) donné
dans la proposition 8.

On a légalite.

@ X1.p, = Xo- TP,

Preuve. Pour tout élément ¢ de Diff(X), pour tout élément g de
CZ¥(X, G) on a:

TP Ip. - Log-ol>
@O Ly (@) =15p(go@)=e "7

_ ei(T,P'[pHOLoguw]o(p—locp) - ei(q’-T,(w-Pu)[paoL'ﬁg])

C.QFD.

Soit ¢ une mesure posiiive non atomique sur x, et notons ¥ % la
complétion de Cgy (X, ¥,) pour le produit scalaire

(4, o), = | (), v(x))du(x).
X

Soit alors pour geCg (X, G) défini sur S¥75, l'opérateur Uy (g) tel que pour
tout EXP veSv%, veCg (X, ¥7,):
. LI
U:(g)EXPv = gin(aolog) _e-zllp,-‘t.‘qll,, {(v.pgoLog), | EXP(v+p,0L0g).

Prorosirion 10. (a) Uj est une représentation unitaire irréductible con-
tinue de dimension infinie et dordre 0 de C§ (X, G).
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(b) x‘}_Pa@)’Uz est une représentation unitaire irréductible continue de
dimension infinie et dordre Pordre de la distribution PT de CT (X, G).

(¢) Soit I, 1p, la G-distribution classe de x7 p ® Uy; alors pour tout
difféomorphisme ¢ de X:

(p‘Pl’hT-P. = Igue T.e-P,*

Preuve. (a) U, n'est autre que le produit tensoriel continu de
représentations de G associ€é au triplet (I, p,oL,c¢) ou I, est la
représentation triviale de G dans ¥, p, o L le morphisme surjectif de G dans
¥, €t ¢ Tapplication de G dans le groupe des nombres complexes uni-
modulaires définie par c(y) = exp(x o L(y)). U% est donc irréductible (cf. lemme
5 de [2] et théoréme III-2 de [2]). Il en résulte en particulier que la classe de
Ug est une G-intégrale multiplicative relativement a p.

(b) Résulte trivialement de (a) et de la proposition 8.

(c) Soit e Diff(X):

¢ (Are, U =0 1., ® ¢ UL

d’aprés la proposition 9, @ xT.p. = Xo1.0-p,5 d'aprés le lemme 2, ¢-Uj est
équivalente a Uy, ; par suite ¢ (x7,p, ® U}) est équivalente a xg 1., p @ UG 5
par suite:

(p' r‘:"T.Pa = I-?P'#-W'T-‘P'P,' C.Q.F.D.
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