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Resumen

El articulo presenta y analiza un conjunto de notas manuscritas de clases para
cursos sobre geometria, dictados por David Hilbert entre 1891 y 1905. Se argumen-
ta que en estos cursos el autor elabora la concepcion de la geometria que subyace a
sus investigaciones axiomadticas en Fundamentos de la geometria (1899). Por un
lado, afirmo que lo que caracteriza esta concepcion de la geometria es: i) una posi-
cion axiomatica abstracta o formal; /i) una posicion empirista respecto del origen de
la geometria y de su lugar dentro de las distintas teorias matematicas. Por otro lado,
sostengo que el papel que Hilbert le confiere a la intuicion geométrica en el proce-
so de axiomatizacion (formal) de esta teoria, permite apreciar claramente su oposi-
cion respecto de las posiciones formalistas (extremas) con las que habitualmente es
identificado.
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Abstract

The paper presents and analyzes a set of unpublished notes for lecture courses
on geometry, which David Hilbert gave between 1891 and 1905. It will be argued
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that in these lecture courses the author elaborates the conception of geometry which
underlies his axiomatic investigations in Foundations of Geometry (1899). On the
one hand, it is claimed that this conception of geometry can be characterized by: i)
an abstract or formal axiomatic view; ii) an empiricist stance regarding the origins
of geometry and its place among the different mathematical theories. On the other
hand, it is asserted that the role that Hilbert assigns to geometrical intuition in the
process of the (formal) axiomatization of this theory, can be used to perceive his
clear opposition with regard to (radical) formalist views which he is often identified
with.

Keywords: Hilbert, axiomatic method, geometry, formalism, intuition.

1. Introduccion

La axiomatizacion de la geometria llevada a cabo por David Hilbert (1862-
1943) en su monografia Fundamentos de la geometria (1899) suele ser considera-
da una de sus contribuciones mas importantes a la matematica moderna. Esta rele-
vancia no descansa exclusivamente en los resultados matematicos alcanzados en
este célebre trabajo, sino en gran medida en las ideas metodologicas o fundaciona-
les alli elaboradas. El libro de Hilbert constituye una de las primeras instancias his-
toricas, y quizas la mas influyente, del método axiomatico formal. Dicha presenta-
cién axiomatica de la geometria euclidea trajo aparejada una nueva manera de
entender la naturaleza de las teorias geométricas y matematicas en general, que
logré capturar magistralmente el creciente impulso hacia la abstraccion y la siste-
matizacion que venia dominando la matematica desde la segunda mitad del siglo
XIX. Sin embargo, en la medida en que esta nueva concepcion abstracta o formal
del método axiomatico incluia una filosofia de la matematica, ésta no fue una filo-
sofia que el propio Hilbert se ocupd de exponer, al menos en este periodo inicial y
en textos publicados.

Ahora bien, la monografia de Hilbert publicada originalmente en 1899 no fue el
resultado de un interés repentino del autor por el problema de los fundamentos de
la geometria. Si bien en esta etapa temprana sus investigaciones matematicas se
centraron inicialmente en la teoria de invariantes, y luego en la teoria de nimeros
algebraicos!, sabemos que desde 1891 Hilbert imparti6 regularmente cursos univer-
sitarios sobre geometria. Afortunadamente, este material quedo registrado en forma
de notas cuidadosamente elaboradas para cursos sobre geometria, dictados en las
universidades de Konigsberg y Gottingen.2

1 Sobre estos primeros trabajos de Hilbert puede verse Reid (1996) y Rowe (2000).
2 Las notas de clases de Hilbert para cursos sobre geometria han sido parcialmente publicadas en el
primer volumen de la Hilbert Edition. Para una descripcion general del caracter de estos manuscritos,
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Estas fuentes manuscritas han abierto una nueva perspectiva desde donde ana-
lizar las contribuciones de Hilbert a los fundamentos de la geometria y a la concep-
cion abstracta del método axiomatico. La notable importancia de estos manuscritos
reside en que los diversos resultados matematicos alli alcanzados son complemen-
tados con numerosas observaciones y reflexiones respecto de las implicancias
metodologicas y filosoficas de su novedoso abordaje axiomatico formal a la geome-
tria. A diferencia de Fundamentos de la geometria (1899), en sus cursos Hilbert no
se limita a aplicar el método axiomatico formal a la geometria, sino que ademas rea-
liza importantes consideraciones respecto de las consecuencias que su nueva con-
cepcion del método axiomatico conlleva para la compresion de la naturaleza de la
geometria y de la matematica en general.

El objetivo de este articulo es utilizar el material que aportan estas fuentes
manuscritas para reexaminar el abordaje axiomatico a la geometria llevado adelan-
te por Hilbert en la primera etapa de sus trabajos sobre los fundamentos de la mate-
matica, que se extiende aproximadamente entre 1891 y 1905.3 Sostendré que, en
estas notas de clases, Hilbert elabord y presentd la concepcion axiomdtica de la
geometria que subyace a su presentacion de la geometria euclidea en su libro de
1899. Por concepcion axiomatica de la geometria no entenderé aqui una exposicion
de caracter sistematico, en el sentido de una filosofia de la geometria cuidadosa-
mente elaborada y completamente articulada. Por el contrario, con ello aludiré mas
bien a una serie de reflexiones y observaciones, de tenor claramente filosofico, res-
pecto de: i) la naturaleza de la geometria y del conocimiento geométrico en gene-
ral; i7) el lugar que ocupa la geometria en el contexto de la matematica en general y
como se relaciona esta disciplina con otras ramas matematicas; iii) el papel que
desempefia la intuicién en las investigaciones geométricas, en particular en el pro-
ceso de axiomatizacion; iv) la naturaleza y funcién del método axiomatico, en par-
ticular en su aplicacion a la geometria.# De este modo, intentaré mostrar que un
estudio de estas fuentes permite ofrecer una interpretacion mejor contextualizada e
historicamente mas adecuada de la concepcion del método axiomatico defendida
por Hilbert en este periodo inicial de sus trabajos sobre los fundamentos de la mate-

como asi también de este proyecto editorial, puede consultarse Toepell (1986) y Majer y Hallett
(2004).

3 En la literatura es habitual distinguir dos etapas principales en los trabajos de Hilbert sobre los fun-
damentos de la matematica. La primera etapa, designada “geométrica”, se desarrolla aproximadamen-
te de 1891 hasta 1905 y tiene a la articulacion de la concepcion formal o abstracta del método axio-
matico como su desarrollo tedrico mas notable. En cambio, la segunda etapa, que tiene lugar entre
1917 y 1931, se concentra principalmente en el problema de la consistencia de la aritmética y el ana-
lisis. A esta segunda etapa corresponde el famoso “programa de Hilbert”, cuyo objetivo central era pre-
sentar una prueba de la consistencia de la aritmética en la que se utilicen estrictamente métodos ‘fini-
tarios’ de demostracion. La creacion de la “teoria de la demostracion™ [Beweistheorie] se reconoce
como la contribucion mas importante de esta segunda “etapa aritmética”.

4 Este caracter no sistematico de las reflexiones de Hilbert ha sido enfatizado por Corry (2006).

123 Revista de Filosofia
Vol. 39 Num. 2 (2014): 121-146



Eduardo N. Giovannini Geometria, formalismo e intuicion...

matica, cuyo punto culminante fue la publicacion de su monografia Fundamentos
de la geometria (1899).

El articulo se organizara de la siguiente manera: en la primera seccion presen-
taré la concepcion de la geometria exhibida por Hilbert en estas notas de clases.
Seguidamente, examinaré como es caracterizada en estas fuentes la nueva concep-
cion abstracta del método axiomatico. Finalmente, ello me llevara en las dos sec-
ciones siguientes a analizar una de las cuestiones mas enfatizadas a lo largo de estos
cursos, que identificaré como uno de los aspectos mas llamativos de la temprana
concepcion axiomatica de la geometria de Hilbert, a saber: el modo en que concibe
y explica la relacion entre la intuicién geométrica, sefialada como una de las fuen-
tes primarias de conocimiento geométrico, y el nuevo método axiomatico formal.

2. La temprana concepcion de la geometria

La primera incursion de Hilbert en el campo de la geometria consistié en un
conjunto de notas de clases para un curso sobre geometria proyectiva, dictado en
Konigsberg en el semestre de verano de 1891.5 En este primer curso se aprecia cla-
ramente que la presentacion axiomatica de Hilbert se construyo6 sobre la base de la
tradicion de la geometria sintética, que tomo6 un renovado impulso a partir de los
trabajos de Gaspard Monge (1746—1818), Victor Poncelet (1788-1867), Karl G. C.
von Staudt (1798-1867) y Jakob Steiner (1796-1863).6 Especialmente importante
para esta tradicion era evitar donde fuera posible la introduccion de consideracio-
nes numeéricas en la construccion de las teorias geométricas. De este modo, encon-
tramos en estas notas de clases numerosas referencias elogiosas a von Staudt, quien
fue el primero en hacer de la geometria proyectiva una ciencia autobnoma, “en la que
no se mide ni se calcula, sino que solo se construye” (Hilbert 1891, p. 25).

Por otro lado, Hilbert enuncia en la introduccion de este primer curso una tesis
filosofica fundamental respecto de la naturaleza de las teorias matematicas en gene-
ral. Esta tesis constituia una posicion muy influyente y diseminada en el siglo XIX,
especialmente entre los matematicos alemanes, y fue quizas Gauss el primero en
formularla de un modo explicito:

Segiin mi mas profundo convencimiento, la teoria del espacio tiene en nuestro conoci-
miento a priori un lugar completamente distinto que la pura teoria de las magnitudes
[reine Grossenlehre]; nuestro conocimiento de la primera carece de aquel completo
convencimiento de su necesidad (y también de su verdad) que es propio de la segunda.

5 Cf. Hilbert (1891).
6 Toepell (1986) ha analizado detalladamente las fuentes utilizadas por Hilbert en este periodo previo
a Fundamentos de la geometria (1899).
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Debemos humildemente admitir que, mientras el nimero es sélo un producto de nues-
tro pensamiento, el espacio tiene ademas una realidad fuera de nuestro pensamiento, a
la cual no podemos prescribirle a priori sus leyes. (Gauss a Besell, 9 de abril de 1830;
en Gauss y Bessel (1880), p. 497)7

De acuerdo con esta tesis de Gauss, compartida por Riemann y H. Grassmann
entre otros matematicos notables, en matematica se debe distinguir entre aquellas
disciplinas que pueden ser fundadas exclusivamente en el pensamiento puro y aque-
llas que, al menos en parte, tienen su origen en la experiencia. En virtud de su ori-
gen epistemoldgico, es preciso distinguir entre la matemdtica pura (aritmética,
algebra, analisis, teoria de numeros, etc.) y la matemdtica mixta8, en donde se
encuentran la geometria y la mecanica. Hilbert reproduce esta distincion en un pasa-
je muy elocuente del curso sobre geometria proyectiva de 1891:

La geometria es la ciencia de las propiedades del espacio, y se diferencia substancial-
mente de las ramas matematicas puras, como la teoria de niimeros, el algebra y la teo-
ria de funciones. Los resultados de estas disciplinas pueden ser alcanzados a través del
pensamiento puro [...] Algo completamente distinto ocurre en la geometria. No puedo
nunca fundar las propiedades del espacio en la mera reflexion, tanto como no puedo
reconocer de ese modo las leyes basicas de la mecénica, las leyes de la gravitacion o
cualquier otra ley fisica. El espacio no es un producto de mi pensamiento, sino que me
es dado solo a través de los sentidos [Sinne]. Necesito de la intuicion y el experimento,
tanto como se los requiere para fundar las leyes fisicas, donde también la materia debe
sernos dada a través de los sentidos. (Hilbert 1891, pp. 22-23)

En la medida en que en sus trabajos posteriores Hilbert adopte una posicion
axiomatica abstracta, esta definicion tradicional de la geometria como la ciencia que
se ocupa de estudiar las propiedades del espacio (fisico) debera ser abandonada. Sin
embargo, una caracteristica central de su concepcion de la geometria que aparece
sugerida aqui tempranamente, y que se mantendra a lo largo de todo este periodo
inicial, es una postura empirista respecto del estatus epistemologico de esta teoria
matematica. Es decir, Hilbert sostiene que el conjunto de “hechos geométricos fun-
damentales” sobre los que se construye nuestro conocimiento geométrico proviene
de la experiencia, y por lo tanto tiene un caracter empirico:

Entre los fendmenos o hechos de la experiencia que se nos ofrecen en la observacion de
la naturaleza, existe un grupo particularmente destacado, es decir, el grupo de aquellos
hechos que determinan la forma externa de las cosas [die dussere Gestalt der Dinge].
De estos hechos se ocupa la geometria. (Hilbert 1893/1894, p.72)

7 Para un analisis de la distincion gaussiana entre geometria y aritmética, y su influencia en la tradi-
cién matematica alemana del siglo XIX, véase Ferreiros (2006).
8 Adopto esta expresion de Ferreiros (2006).
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La posicion empirista de Hilbert consiste en afirmar que la geometria se funda
en un conjunto de hechos, leyes y conceptos basicos que no pueden ser adquiridos
a través del pensamiento puro, sino que nos son dados a través de la experiencia y
la intuicion. El trabajo del gedmetra consiste precisamente describir y ordenar este
conjunto de hechos, del mismo modo que la tarea del fisico consiste en describir y
ordenar un determinado conjunto de fenémenos fisicos.? Asimismo, al indicar que
la geometria es la ciencia encargada de estudiar el grupo de hechos que determina
la forma externa de las cosas en el espacio, Hilbert reconoce que las proposiciones
bésicas de la geometria elemental no son muy distintas que las proposiciones de la
fisica en cuanto a que, en un sentido factual, formulan una multitud de hechos del
“mundo exterior” [Aussenwelt]. Hilbert subraya de ese modo el papel significativo
de la geometria en nuestro conocimiento de la naturaleza, en tanto puede ser utili-
zada para suministrar una descripcion mas o menos precisa de la naturaleza.l9 En
este aspecto, la geometria elemental puede ser considerada asi una de las primeras
ramas de la fisica.

Hilbert advierte ademas que la geometria se diferencia de otras teorias fisicas
como la mecanica, la teoria de la electricidad, la optica, etc., no en virtud de una
caracteristica esencial asociada a su naturaleza, sino mas bien debido a su avanza-
do estado de desarrollo. El notable grado de avance que ha alcanzado la geometria
desde los tiempos de Euclides y el consenso generalizado respecto de los ‘hechos’
que forman este dominio o ambito de conocimiento permiten, segun Hilbert, que
esta disciplina pueda ser sometida facilmente a un tratamiento axiomatico (for-
mal).!! En este preciso sentido, la geometria puede ser considerada la mds comple-
ta de las ciencias naturales:

La geometria elemental (euclidea) tiene como objeto los hechos y leyes que el compor-
tamiento [Verhalten] espacial de las cosas nos presenta. Segun su estructura, es un sis-
tema de proposiciones [Sdtzen] que — en mayor o menor medida — pueden ser deduci-
das de un modo puramente logico a partir de ciertas proposiciones indemostrables, los
axiomas. Esta conducta, que en menor completitud encontramos, por ejemplo, en la fisi-
ca matematica, puede expresarse brevemente en la sentencia: la geometria es la ciencia
natural mas completa. (Hilbert 1898/1899, p. 302)

Hilbert adopta en su concepcion temprana de la geometria una posicion visible-
mente empirista, que en cierta medida puede resultar insospechada para aquellos
mas familiarizados con su exposicion axiomatica formal de la geometria en
Fundamentos de la geometria (1899). Ahora bien, esta posicion empirista no es pro-

9 Véase Hilbert (1893/1894), p. 72.
10 Cf. Hilbert (1898/1899a), p. 221.
11 Cf. Hilbert (1893/1894), p. 72.
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fundizada en ningin momento, sino que se circunscribe a defender que la geome-
tria es una ciencia natural s6lo en cuento a su origen. El empirismo de Hilbert con-
siste en sostener que los hechos, leyes y conceptos basicos que estan en la base de
la geometria no pueden ser adquiridos a través del “pensamiento puro”, sino que
para ello es necesario el material proporcionado por la experiencia y la intuicion. En
cambio, no radicaliza su posicion empirista exigiendo que todos los conceptos pri-
mitivos y axiomas de su teoria geométrica (axiomatizada) se correspondan con
objetos y hechos empiricamente observables. Esta es una diferencia importante res-
pecto de otras posiciones radicalmente empiristas, como por ejemplo el programa
de Pasch para la fundamentacion de la geometria.l2

Otra diferencia importante de esta imagen de la geometria, en relacion a otras
posiciones empiristas del siglo XIX, reside en que Hilbert no se muestra mayormen-
te preocupado por el problema de explicar como es posible determinar o decidir
empiricamente cual de las diferentes teorias geométricas consistentes constituye la
descripcidn “correcta’ del espacio fisico; en efecto, éste era el problema central que
guiaba la forma de empirismo geométrico defendida por von Helmholtz.13 Por el
contrario, el énfasis de Hilbert estd puesto en la naturaleza “sintética” de los con-
ceptos geométricos, y en la necesidad de realizar un examen axiomatico de nuestras
intuiciones geométricas.

Finalmente, a pesar de adoptar una posicion empirista que concibe a la geome-
tria cuanto a su origen como una ciencia natural, Hilbert pretende permanecer neu-
tral en lo que se refiere al estatus epistemoldgico de esta intuicion geométrica,
advirtiendo que no se pronunciara respeto de esta dificil cuestion:

Finalmente podemos designar a nuestra tarea como un andlisis logico de nuestra intui-
cion; la pregunta acerca de si nuestra intuicion espacial tiene un origen a priori o empi-
rico, permanecera aqui sin discutir. (Hilbert 1898/1899b, p. 303)14

3. El nuevo método axiomatico formal

Con esta imagen de la geometria de fondo, Hilbert emprende por primera vez la
tarea de axiomatizar la geometria euclidea en un curso titulado “Los fundamentos

12 Esta posicion empirista radical se manifiesta, por ejemplo, en el hecho de que Pasch toma a los seg-
mentos lineales (finitos) como concepto primitivo de su sistema axiomatico para la geometria proyec-
tiva, dado que las lineas — que pueden “imaginadas como infinitamente extendidas — no se correspon-
den con ninglin objeto observable (Cf. Pasch 1882, p. 4). Asimismo, Pasch rechaza la inclusion del
axioma de Arquimedes en su sistema axiomatico, en tanto considera que es un principio que no esta
justificado empiricamente. Sobre el “programa de Pasch” puede verse Schlimm (2010).

13 Sobre el empirismo de von Helmholtz y otras concepciones empirista de la geometria en el siglo
XIX pueden consultarse Torretti (1984) y Gray (2007).

14 Una declaracion similar se encuentra en Hilbert (1891), p. 27 y Hilbert (1902), p. 521.

127 Revista de Filosofia
Vol. 39 Num. 2 (2014): 121-146



Eduardo N. Giovannini Geometria, formalismo e intuicion...

de la geometria” (Hilbert 1893/1894), correspondiente al semestre de invierno de
1893/1894. En este trabajo el método axiomatico no esta todavia tan desarrollado
como en sus cursos posteriores. En particular, las investigaciones metageométricas,
la novedad mas importante introducida en Fundamentos de la geometria, no estan
aqui presentes. Sin embargo, en este primer abordaje axiomatico a la geometria las
ideas centrales del método axiomatico abstracto o formal aparecen explicitamente
formuladas.

En primer lugar, Hilbert sefiala que la descripcion y organizacion de la totalidad
de los hechos geométricos es llevada a cabo por medio de la construccion de un
“entramado de conceptos” [Fachwerk von Begriffen], al que se le impone la condi-
cion de incluir o representar la totalidad de los hechos geométricos que componen
la geometria euclidea elemental.!5 Sin embargo, Hilbert entiende ahora que este
entramado de conceptos no constituye una descripcion directa o inmediata del espa-
cio fisico, sino que su sistema axiomatico para la geometria puede tener multiples
realizaciones o “interpretaciones’:

En general debe afirmarse: nuestra teoria proporciona s6lo un esquema [Schema] de
conceptos, conectados entre si por las invariables leyes de la logica. Se deja librado al
entendimiento humano [menschlicher Verstand] como aplicar este esquema a los fend-
menos, como llenarlo de material [Stoff]. Ello puede ocurrir de diversas maneras: pero
siempre que los axiomas sean satisfechos, entonces los teoremas son validos. Cuanto
mas facil y mas variadas son las aplicaciones, tanto mejor es la teoria.

Cada sistema de unidades y axiomas que describe completamente los fendmenos esta
tan justificado como cualquier otro. Mostrar sin embargo que el sistema axiomatico aqui
especificado es, respecto de cierto punto de vista, el mas simple posible. (Hilbert
1893/1894, p. 104)

Hilbert formula de este modo, ya en 1894, la idea central de su nueva concep-
cion abstracta método axiomatico. Una axiomatizacién formal de la geometria arro-
ja un “esquema de conceptos”, o mejor, un entramado de relaciones logicas entre
conceptos, que se halla separado de la realidad, en el sentido de que la teoria axio-
matica no intenta ofrecer una descripciéon directa del espacio fisico. Los ‘puntos’,
‘lineas’ y ‘planos’ de su teoria geométrica no deben ser entonces identificados como
los objetos geométricos habituales, accesibles a la intuicion geométrica. Por el con-
tario, ellos constituyen mas bien un conjunto de objetos “pensados”, cuyas propie-
dades (matematicas) fundamentales son establecidas de un modo riguroso y com-
pleto en los axiomas de la geometria.

De acuerdo con esta nueva concepcion axiomatica abstracta, los axiomas de la
geometria no conforman un conjunto de verdades evidentes acerca de los objetos

15 Cf. Hilbert (1893/1894), p. 72.
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geométricos intuitivos, aun cuando su origen se encuentre en la experiencia y la
intuicion. Las teorias geométricas no pueden ser entonces verdaderas o falsas por
representar correctamente, o por fallar en representar, cierto conjunto de objetos
(fisicos) o dominio determinado. Por el contrario, la consistencia es ahora la condi-
cion fundamental que debe garantizarse de toda teoria axiomatica. La realidad no
determina a la teoria geométrica, en el sentido de que la limita a lo que, a primera
vista, esta intuitiva y empiricamente justificado; en cambio, el requisito fundamen-
tal establecido consiste en exigir que el sistema de axiomas no pueda conducir a
contradicciones. En Fundamentos de la geometria Hilbert demuestra esta ultima
condicion exhibiendo un “modelo” aritmético para sus axiomas geométricos, cons-
truido sobre un sub-cuerpo pitagorico (minimal) de los nimeros reales.!6

Una consecuencia inmediata de esta nueva concepcion axiomadtica abstracta
consiste en que la pretension de que la geometria pueda ofrecer una descripcion
directa de la forma o el comportamiento de los cuerpos en el espacio debe ser recha-
zada. Sin embargo, Hilbert reproduce en sus cursos esta definicion de la geometria,
articulando su posicion de la siguiente manera: en primer lugar, afirma que su estu-
dio axiomatico abstracto nos proporciona un conocimiento preciso de la estructura
— ie., de las propiedades 16gicas de los axiomas y su relacion con los teoremas fun-
damentales — de la geometria euclidea. En este sentido, el sistema axiomatico obte-
nido por medio de la axiomatizacion arroja un entramado de relaciones logicas entre
conceptos que no posee una relacion directa o inmediata con un dominio factico
intuitivo. Mas, en lo que respecta al lugar de la geometria dentro de las disciplinas
matematicas fundamentales, ésta sigue siendo una teoria que en sus origenes esta
esencialmente ligada a la experiencia y a nuestra intuicion espacial.

Esta concepcion de la geometria como la ciencia natural mas completa resulta
fundamental para comprender la funcién que Hilbert le confiere, en esta etapa tem-
prana, a su nuevo método axiomatico, a saber: a través del tratamiento axiomatico
formal la geometria se convierte, con su contenido empirico factual, en una teoria
matemadtica pura:

También la geometria surge [como la mecanica] de la observacion de la naturaleza, de
la experiencia, y en ese sentido es una ciencia experimental. En mi curso sobre geome-
tria euclidea me introduciré en este tema mas de cerca. Pero sus fundamentos experi-
mentales son tan irrefutables y tan generalmente reconocidos, han sido confirmados en
un grado tal, que no se requiere de ninguna prueba ulterior. Todo lo que se necesita es
derivar estos fundamentos de un conjunto minimo de axiomas independientes y asi
construir todo el edificio de la geometria por medios puramente 16gicos. De este modo
[i.e. por medio del tratamiento axiomatico], la geometria se vuelve una ciencia matema-
tica pura. (Hilbert 1898, pp. 1-2)

16 Cf. Hilbert (1899), §9.
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El grado de avance alcanzado por la geometria vuelve ademas imprescindible el
analisis axiomatico, en el modo en que ahora es reformulado. En un pasaje que anti-
cipa las ideas presentadas casi veinte afios mas tarde en su conferencia “El pensa-
miento axiomatico” (Hilbert 1918), Hilbert subraya esta necesidad de la siguiente
manera:

Cuanto mas se acerca una ciencia natural a su objetivo: “la deduccidn logica de todos
los hechos que pertenecen a su campo a partir de ciertas proposiciones fundamentales”,
tanto mas necesario se vuelve investigar estos mismos axiomas con precision, indagar
sus relaciones mutuas, reducir su nimero tanto como sea posible, etc. (Hilbert
1898/1899b, p. 302)

En suma, la temprana concepcion de la geometria de Hilbert puede ser caracte-
rizada a través de dos componentes fundamentales, a saber, i) una posicion axioma-
tica formal completamente articulada, que concibe el resultado de una axiomatiza-
cion formal como un entramado de conceptos en donde los términos y relaciones
basicas no poseen una referencia (intuitiva) fija, sino que pueden recibir diversas
interpretaciones, tanto dentro de otras teorias matematicas o fisicas, como asi tam-
bién interpretaciones empiricas; if) una posicion empirista respecto del origen de la
geometria y de su lugar dentro de las distintas teorias matematicas.

Ahora bien, estas notas de clases no s6lo nos permiten distinguir estos dos com-
ponentes fundamentales de la concepcion hilbertiana de la geometria, sino que ade-
mas encontramos alli observaciones y reflexiones muy interesantes respecto de
como estos dos aspectos se relacionan. Hilbert ofrece en sus cursos una clara expli-
cacion de como debe concebirse la relacion entre el conjunto de hechos [ Tatsachen]
geométricos fundados en la experiencia y la intuicion, que conforma el acervo fun-
damental sobre el que se erige nuestro conocimiento geométrico, y la estructura
relacional o esquema de conceptos, que es el producto de la axiomatizacion formal.
Esta explicacion constituye, como veremos, un elemento muy importante de su
temprana concepcion del método axiomatico formal. Mas atn, el modo en que
Hilbert concibe la conexion entre su sistema axiomatico formal para la geometria
euclidea y el conjunto de hechos geométricos no solo resulta sumamente interesan-
te, sino que también revela una actitud en cierta medida todavia un poco tradicional
respecto de la naturaleza del conocimiento geométrico.

4. Geometria, formalismo y método axiomatico
Como es bien sabido, la presentacion de la geometria como un sistema axioma-

tico formal llevada a cabo por Hilbert, sumada a su posterior programa ‘finitista’
para la fundamentacion de la aritmética y el analisis, han contribuido a formar una
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imagen excesivamente formalista de su concepcion de la geometria, que todavia
sigue siendo reproducida en las exposiciones de caracter general. De acuerdo con
esta imagen, que podemos llamar formalista radical o extrema, el objetivo central
del método axiomatico de Hilbert es defender una concepcion de toda la matemati-
ca clasica como una coleccion de sistemas deductivos abstractos completamente
formalizados, construidos a partir de un conjunto de axiomas arbitrariamente esco-
gidos y sin un significado intrinseco. Mas atin, para los defensores de esta interpre-
tacion, la idea detras del método axiomatico hilbertiano es que la matematica con-
siste basicamente en el estudio de los formalismos, entendidos como el esquema de
signos o simbolos sin significado, sujeto a un conjunto de reglas estipuladas, que
componen el sistema axiomatico.!7 Sin embargo, la imagen de la geometria que
presenta Hilbert en sus cursos poco tiene que ver con estas posiciones excesivamen-
te formalistas; sostendré a continuacioén que la temprana concepcion axiomatica de
la geometria se opone claramente a este tipo de lecturas radicalmente formalistas.

Por otro lado, el término “formalismo” ha sido utilizado de un modo diferente
para caracterizar la posicion de Hilbert, en esta etapa geométrica. El formalismo hil-
bertiano en este segundo sentido, que podriamos llamar moderado!$, afirma que
toda teoria matematica axiomatizada consiste en un entramado o esquema de rela-
ciones logicas entre conceptos, que no estd ligado a un determinado dominio fijo,
sino que diversos dominios de objetos pueden tener en comun. Un sistema de axio-
mas no constituye asi un conjunto de proposiciones verdaderas acerca de un domi-
nio particular de objetos, sino que las proposiciones o teoremas de una teoria axio-
matica deben ser entendidos en un sentido hipotético, esto es, como siendo verda-
deras para cualquier “interpretacion” de los términos y relaciones basicas en las que
los axiomas son satisfechos.19

Luego, ya en su primer curso de 1894, Hilbert formula de este modo la tesis fun-
damental de su nueva concepcion abstracta del método axiomatico. Esta ultima
manera de caracterizar la empresa hilbertiana describe entonces correctamente el

17 Frege fue uno de los primeros en impulsar este tipo de lectura, no solo en su célebre controversia
epistolar con Hilbert, sino sobre todo en una serie de articulos que esta tltima origin6 (Cf. Frege 1903,
1906). Asimismo, declaraciones similares fueron repetidas por Weyl en diversos trabajos, por ejem-
plo, en Weyl (1925). Finalmente, la interpretacion formalista radical se encuentra paradigmaticamen-
te representada en el cldsico y difundido articulo de Dieudonné (1971), vocero del mitico grupo de
matematicos franceses Bourbaki.

18 Lassalle Casanave (1996) propone distinguir entre interpretaciones formalistas extremas e interpre-
taciones formalistas moderadas del programa finitista de Hilbert para la fundamentacion de la aritmé-
tica y el andlisis. Esta distincion, sin embargo, no coincide exactamente con las interpretaciones for-
malista se Hilbert en la llamada “etapa geométrica.”

19 Bernays (1922a, 1922b) fue el primero en proponer esta interpretacion, en una serie de articulos que
pretendian exponer las recientes contribuciones de Hilbert a los fundamentos de la matematica. En una
época mas contemporanea esta lectura ha sido presentada por Detlefsen (1993), Mancosu (1998), y en
la literatura castellana por Torres Alcaraz (2009).
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“giro metodologico” que éste le imprime a la idea de axiomatica, en este periodo
inicial. Sin embargo, en lo que sigue intentaré llamar la atencion sobre otros aspec-
tos de su abordaje axiomatico a la geometria, que considero relevantes para alcan-
zar una imagen mas equilibrada y mejor contextualizada de su concepcion del méto-
do axiomatico formal en esta etapa temprana. Puntualmente, estos elementos estan
vinculados tanto a su concepcion de la geometria, como a su modo de entender el
proceso de realizar una axiomatizacion (formal) de una teoria matematica.

4.1 “Una imagen de la realidad geométrica”

En sus cursos sobre geometria Hilbert revela un aspecto muy interesante de su
concepcion del método axiomatico, que en cierta medida resulta llamativo si se lo
considera desde una perspectiva estrictamente axiomatica formal. Este aspecto con-
siste en una especie de condicion o criterio (informal) de adecuacion, segun el cual
sus sistemas axiomaticos abstractos, y en particular el sistema para la geometria
euclidea, deben conservar una conexiéon o vinculaciéon con los hechos intuitivos
basicos que estan la base de esta teoria matematica, esto es, con los hechos geomé-
tricos fundamentales fundados en la experiencia y la intuicion. Si bien el resultado
de su axiomatizacion de la geometria es un entramado de relaciones logicas entre
conceptos, que diversos dominios de objetos pueden tener comun, Hilbert enfatiza
al mismo tiempo que en su construccion del sistema axiomdtico buscd explicita-
mente mantener o reflejar de algiin modo un paralelismo con los hechos intuitivos
basicos de la geometria. Un primer indicio de esta condicion o criterio (informal)
de adecuacion se encuentra en la descripcion, presentada por Hilbert en sus manus-
critos, de la empresa de realizar una axiomatizacion de la geometria como la tarea
de ofrecer “una imagen [Bild] de la realidad geométrica”:

Empleando una expresion de Hertz (en la introduccion a los “Principios de la mecani-
ca”), podemos formular nuestra pregunta principal como sigue: ;cuales son las condi-
ciones necesarias, suficientes e independientes entre si, que deben establecerse respecto
de un sistema de cosas [Dinge], para que a cada una de estas cosas le corresponda un
hecho geométrico, e inversamente, para que por medio del mencionado sistema de cosas
sea posible una descripcién completa u organizacion de todos los hechos geométricos;
0 para que nuestro sistema se convierta en una imagen de la realidad geométrica?
(Hilbert 1898/1899b, p. 303. El énfasis es mio)20

Hilbert compara aqui su empresa de axiomatizar la geometria con la presenta-
cion de la mecanica realizada por Heinrich Hertz (1857-1894), en su notable obra

20 Referencias similares a la teoria pictorica de Hertz se encuentran en Hilbert (1893/1894), pp. 72-73;
(1902), p. 51.
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Principios de la mecdnica (1894).21 En particular, sugiere que la “teoria pictorica”
o Bildtheorie de Hertz resulta significativa para comprender el espiritu con el cual
emprende la tarea de axiomatizar la geometria. Esta comparacion es posible ya que
para el matematico aleman la geometria se encuentra, en lo que refiere a sus bases
epistemologicas, mas cerca de teorias fisicas como la mecanica, que de teorias
matematicas puras como la aritmética y el analisis. Con la utilizacion del término
“imagen” [Bild], Hilbert advierte que tanto sus axiomas?2, como el sistema axioma-
tico en su conjunto, deben ser entendidos como representaciones intelectuales o
puramente conceptuales de un conjunto de fendmenos, i.e., el conjunto de los
hechos geométricos. Los elementos de esta imagen son tres sistemas de objetos cua-
lesquiera, que Hilbert designa también como “objetos del pensamiento”
[Gedankendinge], para aclarar que los “puntos”, “lineas” y “planos” pertenecen a
un nivel exclusivamente conceptual, y por lo tanto deben ser diferenciados de los
“puntos”, “lineas” y “planos” reales o de la intuicion. La alusion de Hilbert a la
Bildtheorie sugiere que su nueva concepcion del método axiomatico coincide esen-
cialmente con la posicion de Hertz en lo que respecta al cambio del estatus episte-
molodgico de las teorias cientificas, a saber: éstas deben dejar de ser consideradas
como una descripcion directa e inmediata de la naturaleza, para comenzar a ser vis-
tas como construcciones intelectuales, como “imagenes” [Bilder] que nos forma-
mos de los fendmenos.

Ahora bien, una cuestion central de esta referencia es que el sistema axiomati-
co que se pretende construir debe ser una imagen de la realidad geométrica. Hilbert
nunca aclara de un modo preciso que es lo que entiende por esta expresion. Sin
embargo, podemos presumir que con ella no se alude primariamente a los hechos
empiricos que estan en la base de la geometria, sino mas bien al conjunto de cono-
cimientos o “verdades geométricas” que se han llegado a reconocer y aceptar gene-
ralmente por medio de la acumulacion de demostraciones.23 Considerando que lo
que se intenta reconstruir axiomaticamente es la geometria euclidea elemental,
podria decirse entonces que la “realidad geométrica” es el acervo de conocimien-
tos, con una fuerte base intuitiva, conseguidos por esta disciplina en su etapa acri-
tica o intuitiva.24 De este modo, al caracterizar su empresa axiomatica con la tarea
de proporcionar una “imagen de la realidad geométrica”, Hilbert destaca la impor-
tancia desde un inicio de las fuentes fundamentales de conocimiento geométrico en

21 Sobre la influencia de Hertz en la temprana concepcion axiomatica de Hilbert puede verse
Giovannini (2012).

22 Mas temprano en este mismo curso Hilbert sefiala: “los axiomas [de la geometria] son, como diria
Hertz, imagenes o simbolos en nuestra mente” (Hilbert 1893/1894, p. 74).

23 Hilbert habla de “verdades geométricas”, por ejemplo, en Hilbert (1898/1899a), p. 236.

24 En 1893 Hilbert distingue tres periodos de desarrollo, clara y facilmente reconocibles, en la histo-
ria de cualquier teoria matematica: el naive o intuitivo, el formal y el critico. El método axiomatico,
comprensiblemente, se identifica con el periodo critico (Cf. Hilbert 1896, p. 383).
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el proceso de axiomatizar la geometria. No se trata asi de jugar con un conjunto
cualquiera de postulados o axiomas, para ver qué proposiciones o teoremas es posi-
ble obtener de alli exclusivamente por medio de deducciones 16gicas. Antes bien, lo
que se busca es alcanzar una representacion logicamente mas perspicua y consisten-
te, de una disciplina para Hilbert enraizada en sus origenes en la experiencia y la
intuicion.

4.2 Axiomatizacion e intuicion

Hilbert resalta aun de un modo mas explicito la importancia de que su sistema
axiomatico formal para la geometria elemental conserve una conexiéon con los
hechos geométricos basicos, fundados en la experiencia y la intuicion, en las notas
de clases para el curso Principios logicos del pensamiento matemdtico (Hilbert
1905a, 1905b). Este curso dictado en el semestre de verano de 1905 constituye la
exposicion mas acabada del método axiomatico formal, correspondiente a este peri-
odo temprano. La seccion dedicada al sistema axiomatico para la geometria eucli-
dea elemental se inicia con la siguiente caracterizacion:

El objetivo de toda ciencia es, en primer lugar, establecer un esquema de conceptos
basado en axiomas a cuya misma concepcion somos naturalmente guiados por la intui-
cion y la experiencia. Idealmente, todos los fendmenos de un dominio dado apareceran
como una parte del esquema y todos los teoremas que pueden ser derivados de los axio-
mas encontraran su expresion alli.

Asi, si queremos establecer un sistema de axiomas para la geometria, el punto de parti-
da debe sernos dado por los hechos intuitivos de la geometria y éstos deben correspon-
derse con el esquema que debe ser construido. Los conceptos obtenidos de este modo,
sin embargo, deben ser considerados como separados completamente de la experiencia
y la intuicion. (Hilbert 1905b, pp. 36-37)

Hilbert indica que sus sistemas axiomaticos son formales, y en cuanto tales
deben ser considerados como “separados de la intuicion”, dado que los términos y
relaciones basicas no estan ligados a una interpretacion intuitiva fijada de antema-
no. Sin embargo, al mismo tiempo aclara que ello no significa que la intuicion no
desempaiia mas un papel en la teoria geométrica axiomatica. Por el contrario, la
intuicion y la experiencia resultan esenciales para la seleccion de los principios
basicos sobre los cuales se construira deductivamente todo nuestro conocimiento
geométrico. Asimismo, la funcion de la intuicidén no se circunscribe tnicamente a
sugerir la eleccion de los axiomas de la teoria, sino que ademas resulta fundamen-
tal para que el sistema axiomatico pueda ser aplicado a la realidad. Hilbert sefiala
a continuacion que en la construccion de los sistemas axiomaticos (formales) debe
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buscarse que el esquema conceptual resultante conforme una analogia con nuestras
intuiciones mas basicas y con los hechos de la experiencia. Este requisito es formu-
lado de la siguiente manera:

En la presentacion axiomatica de la aritmética nos hemos alejado totalmente del con-
cepto original de nimero y con ello nos hemos separado de toda intuicién. Los nime-
ros se convirtieron para nosotros solamente en un entramado de conceptos, a los que por
supuesto so6lo somos guiados por la intuicion; sin embargo, podemos operar con este
entramado sin recurrir a la ayuda de la intuicion. Ahora bien, para que este sistema con-
ceptual pueda ser aplicado a las cosas que nos rodean, es necesario que sea construi-
do de tal manera que forme una completa analogia con nuestras intuiciones mds sim-
ples y con los hechos de la experiencia. (Hilbert 1905b, p. 27. El énfasis es mio)

Estas afirmaciones resultan sumamente importantes para comprender como
concebia Hilbert, en esta etapa temprana, la naturaleza del método axiomatico for-
mal, y especialmente, cudl era el significado y la finalidad fundamentales que
encontraba en su abordaje axiomatico formal a la geometria. En primer lugar, es
claro que para Hilbert su analisis axiomatico de la geometria de ningin modo con-
sistia en el estudio de las consecuencias logicas que podian ser derivadas de un con-
junto de postulados dados, en principio elegidos con completa libertad y sin un sig-
nificado intrinseco.2> Por el contrario, una razoén fundamental para realizar un ana-
lisis axiomatico formal era profundizar nuestro conocimiento, y perfeccionar la cla-
ridad logica, de una teoria matematica en un estado avanzado de su desarrollo.

En segundo lugar, en esta etapa inicial Hilbert tampoco pensaba que la tarea de
llevar a cabo una axiomatizacion formal se limitaba exclusivamente a reducir un
dominio de conocimiento determinado a un esquema de relaciones logicas entre
conceptos, cuya validez debia ser luego justificada por medio del estudio de las pro-
piedades metaldgicas del sistema de axiomas (consistencia, independencia, comple-
titud).26 Antes bien, junto con aquellos conocidos criterios de adecuacion estableci-
dos para todos los sistemas axiomaticos, Hilbert encontraba ademas importante que
el sistema de axiomas propuesto no pierda completamente su conexion con estas
fuentes originales del conocimiento geométrico. En gran parte, este requisito se
explica en virtud de que en este periodo inicial Hilbert consideraba realmente a la
geometria como una teoria matematica fundada en gran medida en la intuicion y en
la experiencia.

25 Esta fue, por ejemplo, la ensefianza que Poincaré pareci6 extraer del trabajo de Hilbert. Véase en
particular su reseia a Fundamentos de la geometria (Poincaré 1902). El propio Hilbert se encargo de
rechazar, en un periodo bastante posterior, este tipo de lecturas excesivamente formalista. La declara-
cidn quizas mas explicita se encuentra en el curso Natur und mathematisches Erkenen (Hilbert 1992),
dictado en 1919.

26 Las investigaciones metageométricas de Hilbert fueron, sin embargo, una de su contribuciones mas
originales y matematicamente fructiferas a la axiomatica moderna.
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En este preciso sentido, aunque el proceso mismo de axiomatizacion formal
consistia en una proyeccion desde un plano intuitivo inicial a un nivel puramente
conceptual, Hilbert juzgaba como esencial que su sistema de axiomas conserve de
algin modo un cierto paralelismo con el contenido intuitivo—empirico de esta teo-
ria. La supuesta arbitrariedad con la que en principio podian ser elegidos los axio-
mas y términos primitivos de un sistema axiomatico, estaba limitada de hecho por
la exigencia de que éstos permanezcan lo mas cerca posible de los hechos bdsicos
de nuestra intuicion geométrica. De esta manera, esta idea se relaciona con una de
las afirmaciones mas controvertidas de su libro Fundamentos de la geometria, a
saber: el analisis axiomatico formal de la geometria consiste al mismo tiempo en un
andlisis logico de la intuicion.

5. “Un analisis légico de la intuicion”

En la introduccion de Fundamentos de la geometria (1899), Hilbert alude al
problema que sera su objeto de indagacion de la siguiente manera:

La geometria necesita para su construccion logica — del mismo modo que la aritmética
— s6lo unos pocos y simples hechos fundamentales. A estos hechos fundamentales se los
denomina axiomas. El establecimiento de los axiomas de la geometria y la investiga-
cion de sus conexiones es una tarea que, desde Euclides, ha sido discutida en numero-
sos excelentes tratados de la literatura matematica. Esta tarea consiste en el andlisis
logico de nuestra intuicion espacial. (Hilbert 1899, p. 3. El énfasis es mio.)

Esta afirmacion ha sido considerada como inadecuada y confusa en el contexto
de su libro de caracter puramente matematico, fundamentalmente en virtud de que
los axiomas alli propuestos para la geometria euclidea conforman un sistema for-
mal. Sin embargo, Hilbert la repite constantemente en sus cursos, indicando que se
trata de un elemento importante de su concepcidon axiomatica de la geometria.2?
Una referencia interesante al respecto se encuentra en el curso de 1898/1899, en
donde explica las diferencias entre su abordaje axiomatico a la geometria y los abor-
dajes sintéticos y analiticos o algebraicos de la siguiente manera:

A partir de lo dicho se esclarece la relacion de este curso con aquellos sobre geometria
analitica y geometria proyectiva (sintética). En ambas disciplinas las preguntas funda-
mentales no son tratadas. En la geometria analitica se comienza con la introduccion del
numero; por el contrario nosotros habremos de investigar con precision la justificacion
para ello, de modo que en nuestro caso la introduccion del ntimero se producira al final.
En la geometria proyectiva se apela desde el principio a la intuicion, mientras que noso-

27 Véase Hilbert (1898/1899b), p. 303; Hilbert (1902), p. 541.
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tros queremos analizar la intuicion, para reconstruirla, por decirlo de algun modo, en
sus componentes particulares [einzelne Bestandteile]. (Hilbert 1898/1899b, p. 303. El
énfasis es mio)

En un sentido estricto, las investigaciones de Hilbert son un analisis l6gico de
los axiomas, no de la intuicion. Ellas nos proporcionan una descripcion matemati-
camente exacta y completa de la estructura logica de esta teoria matematica, i.e., de
cuales son las condiciones o principios necesarios y suficientes que deben ser pos-
tulados para construir esta teoria y de las relaciones logicas de los axiomas entre si
y también con los teoremas fundamentales. Mas, en este periodo inicial, Hilbert
considera todavia que su examen axiomatico de la geometria euclidea es, al mismo
tiempo, un andlisis de las fuentes originales del conocimiento geométrico, i.e., de
la experiencia y de nuestra intuicion geométrica. Estas investigaciones contribuyen
por lo tanto a esclarecer qué principios y proposiciones son responsables de varias
de las partes centrales de nuestro conocimiento geométrico intuitivo.

Hilbert concibe asi su analisis axiomatico formal de la geometria como un suer-
te de reconstruccion racional o conceptual, que supone un abandono de toda inter-
pretacion intuitiva fija y de la intuicion geométrica en pos del procedimiento de
construccion de “modelos” (aritméticos), pero que a su vez conserva un vinculo con
los hechos basicos de la intuicion, en tanto nos permite distinguir alli “qué elemen-
tos pertenecen a la experiencia y qué hechos son [sus] consecuencias logicas”
(Hilbert 1898/1899a, p. 222).

Ahora bien, que el examen axiomatico constituya un analisis 16gico de la intui-
cion, no significa para Hilbert que el sistema axiomatico propuesto debe ser consi-
derado como una descripcion directa y exacta de un determinado dominio intuitivo
dado:

En cierto modo hemos dado en este curso una feoria de la geometria; deseamos ahora
hacer una observacion acerca de la aplicacion de esta teoria a la realidad. Las proposi-
ciones geométricas nunca son validas en la naturaleza con completa exactitud, porque
los axiomas nunca son satisfechos [erfiillt] por los objetos. Esta carencia en la corres-
pondencia reside en la esencia de toda teoria, pues una teoria, que se corresponda hasta
en detalle con la realidad, seria so6lo una descripcion exacta del objeto. (Hilbert
1898/1899b, p. 391)28

Hilbert reconoce que las distintas interpretaciones empiricas que pueden propo-
nerse del sistema axiomatico formal para la geometria sdlo pueden tener un carac-
ter aproximativo. Ello significa que el “esquema o entramado de conceptos”, que es
el resultado de la axiomatizacion, no puede estar de ningin modo limitado por lo
que a primera vista parece estar empirica o intuitivamente justificado. En tanto que

28 Véase también Hilbert (1898/1899b), p. 401 y Hilbert (1898/1899a), p. 283.
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la teoria geométrica formal no se refiere de un modo directo a la realidad
[Wirklichkeit], no puede decirse entonces que una interpretacion particular del sis-
tema axiomatico debe ser privilegiada por sobre otras. Por el contrario, la geome-
tria puede aprender de la intuicidn, la observacion y de la investigacion empirica,
pero no debe ser su esclava, incluso cuando la intuicidon juegue un rol decisivo en
el establecimiento del conjunto de hechos que constituyen el dominio basico de la
geometria. Dicho de otro modo, aunque en las investigaciones geométricas nos
vemos guiados constantemente por la intuiciéon geométrica y nos planteamos pre-
guntas y problemas sugeridos por la intuicion, al final es el andlisis axiomatico for-
mal el que instruye a la intuicion, no al revés.29 Y en definitiva, el hecho de que la
intuicién geométrica requiera de un analisis axiomatico formal, se explica en razén
de que Hilbert no la considera una fuente segura o totalmente fiable de conocimien-
to geométrico. Esta tltima afirmacion nos lleva a intentar precisar qué es lo que
entiende Hilbert por “intuicion geométrica”, nocién invocada con insistencia a lo
largo de sus cursos.

6. La nocion de “intuicion geométrica”

La cuestion de la naturaleza, el contenido y el estatus epistemoldgico de nues-
tra “intuicion geométrica” es un problema sobre el que Hilbert no profundiza en
ningin momento en sus cursos sobre geometria, en gran parte debido a que ¢l
mismo advierte que se trata de un problema estrictamente filosoéfico que excede sus
investigaciones de caracter puramente matematico.30 Sin embargo, aunque no
encontramos en las fuentes que venimos analizando una elucidacion filosofica
minima de esta nocion central, considero que es posible realizar algunas observa-
ciones al respecto.

En primer lugar, en virtud de su concepcion de la geometria como una ciencia
natural, resulta licito inferir que Hilbert entiende la naturaleza de nuestra intuicion
espacial en términos mas bien empiristas; en efecto, si la intuicion espacial que esta
detrds de nuestro conocimiento geométrico fuera pura o a priori, entonces la geo-
metria podria ser considerada una teoria matematica pura en lo que respecta a sus
bases o fuentes epistemoldgicas. En diversas ocasiones, especialmente al referirse
al origen de los axiomas de la geometria, Hilbert parece concebir de este manera la
intuicion espacial, equiparandola con la mera observacion o percepcion de simples

29 A proposito de esta conclusion, véanse los ejemplos de las investigaciones axiomaticas de Hilbert
analizados por Hallett (2008).

30 Como hemos visto, Hilbert sefiala en diversas oportunidades a lo largo de sus cursos que “la pre-
gunta, acerca de si nuestra intuicion espacial tiene un origen a priori o empirico, permanecera aqui sin
discutir” Hilbert (1898/1899b), p. 303.
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configuraciones de objetos en el espacio: “En efecto la geometria de los antiguos
surge también de la intuicion de las cosas [Anschauung der Dinge] en el espacio,
tal como se ofrece en la vida cotidiana [tagliches Leben]” (Hilbert 1891, p. 23). O
de la misma manera: “El axioma corresponde a una observacion, como puede verse
facilmente en las esferas, reglas y superficies de cartulina [Pappdeckeln]” (Hilbert
1894, p. 74). Asimismo, en cuanto a la forma o estructura de esta intuicion espa-
cial, es claro que en esta etapa temprana previa al surgimiento de la teoria general
de la relatividad, Hilbert parece no tener dudas respecto de que la forma en la que
percibimos las relaciones espaciales se corresponde exactamente con la geometria
euclidea.3!

Ahora bien, es dable notar que en diversos pasajes de sus cursos citados ante-
riormente, Hilbert distingue la experiencia y la intuicion geométrica como dos
fuentes distintas, complementarias pero independientes, de nuestro conocimiento
geométrico.32 Ello permitiria pensar que concibe la intuicion geométrica al mismo
tiempo en un sentido mas bien diferente al anterior.

En mi opinion, Hilbert también se refiere a la “intuicién geométrica” en un sen-
tido un poco mas sutil, ligado mas bien a la prdctica matematica. La intuicidon geo-
métrica en este sentido puede ser concebida como una cierta habilidad o capacidad,
que puede ser instruida y desarrollada, para percibir o captar inmediatamente rela-
ciones geométricas fundamentales exhibidas generalmente en las construcciones
geométricas y diagramaticas. Este modo de entender la intuicion geométrica tiene
lugar en el contexto del estudio y la practica de la geometria en un nivel “informal”
o “intuitivo”, cuando los objetos geométricos primitivos (‘puntos’, ‘lineas’, ‘pla-
nos’, etc.) y las relaciones basicas son concebidas efectivamente a partir de su sig-
nificado geométrico intuitivo habitual. La “intuicién geométrica” en este segundo
sentido esta asi ligada al razonamiento geométrico fuertemente basado en diagra-
mas que es propio de lo que Hilbert y Bernays (1934) llaman mas tarde “axiomati-
ca material” [inhaltliche Axiomatik], en particular al tipo de razonamiento diagra-
matico que sigue la tradicion iniciada por los Elementos de Euclides. Mas atin, una
caracteristica esencial de la “intuicion geométrica”, de acuerdo con este segundo
sentido, consiste en la capacidad de visualizar diversas configuraciones de objetos
y situaciones geométricas fundamentalmente a partir de la utilizacion de figuras y

31'Véase especialmente Hilbert (1893/1894), p. 119—120 y Hilbert (1905b), p. 67. Corry (2004, 2006)
ha analizado como la teoria general de la relatividad, en particular las novedosas relaciones entre la
gravitacion y la geometria establecidas por esta teoria, afectaron la imagen de la geometria defendida
por Hilbert.

32 Corry (2006) sostiene que, aunque el propio Hilbert aclara que no se pronunciara sobre esta cues-
tion, esta diferenciacion entre experiencia e intuicion permitiria pensar que ésta Ultima reviste un
caracter a priori, en un sentido kantiano. Por otro lado, en Torres Alcaraz (2009) y Majer (2006) se
encuentran dos examenes de la postura de Hilbert en esta primera etapa geométrica, en comparacion
con la filosofia de la geometria de Kant.
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diagramas, por medio de los cuales es posible una comprension mas inmediata del
contenido33 de las proposiciones (axiomas, teoremas, etc.) geométricas.

Desde mi punto de vista, Hilbert tiene en mente esta nocion mas refinada cuan-
do subraya una y otra vez la importancia capital de la intuicion geométrica para una
axiomatizacion (formal) exitosa de la geometria elemental. Un claro ejemplo es el
siguiente pasaje correspondiente a las notas de clases para su curso “Principios
logicos del pensamiento matematico” de 1905:

Cuando uno se pregunta por el lugar, dentro de todo el sistema, de un teorema conoci-
do desde antafio como el de la igualdad de los angulos de la base de un tridngulo, enton-
ces naturalmente se debe apartar de las creencias tradicionales y de la intuicion, y apli-
car solamente las consecuencias logicas de los axiomas presupuestos. Para asegurarse
de ello, a menudo se ha hecho la sugerencia de evitar los nombres usuales de las cosas,
ya que éstos pueden desviarnos, a través de las numerosas asociaciones con los hechos
de la intuicién, de la rigurosidad logica. Se ha sugerido asi introducir en el sistema axio-
matico nuevos nombres para ‘puntos’, ‘lineas’, ‘planos’, etc.; nombres que recuerden
solamente lo que ha sido establecido en los axiomas. Se ha propuesto incluso que pala-
bras como ‘igual’, ‘mayor’, ‘menor’, sean reemplazadas por formaciones arbitrarias de
palabras, como ‘a-rig’, ‘b-rig’, ‘a-rung’, ‘be-rung’. Ello es de hecho un buen medio
pedagdgico para mostrar que un sistema axiomatico solo se ocupa de las propiedades
establecidas en los axiomas y de nada mas. Sin embargo, en la practica este procedi-
miento no es ventajoso, ¢ incluso no esta realmente justificado. En efecto, uno siempre
debe guiarse por la intuicion al formular un sistema axiomdtico y uno siempre tiene a
la intuicion como una meta [Zielpunkt]. Por lo tanto, no es defecto alguno si los nom-
bres nos recuerdan siempre, e incluso hacen mas facil recordar, el contenido de los axio-
mas, puesto que se puede evitar facilmente la intromision de la intuicion en las investi-
gaciones logicas, al menos con un poco de cuidado y practica. (Hilbert 1905a, 87—88.
El énfasis es mio.)

La intuicién que sirve como guia y que debe ser tenida como una meta
[Zielpunkt] en el proceso de la construccion de un sistema axiomatico formal para
la geometria (elemental) es asi la intuicidon geométrica que es ejercitada en el razo-
namiento geométrico basado en diagramas34 que tiene lugar originalmente en el

33 Analizando las discusiones en torno a la exigencia de la “pureza del método” en las investigaciones
axiomaticas de Hilbert en el campo de la geometria, Arana y Mancosu (2012) distinguen entre una
nocion “informal” o “intuitiva” y otra “formal” del contenido de una proposicion geométrica (axioma,
teorema, etc.). El contenido de una proposicion geométrica que se vuelve inmediatamente accesible
a través de la intuicion geométrica se corresponde asi con la primera nocion “informal” o “intuitiva”,
con lo que se alude a lo que “alguien con un entendimiento casual de la geometria seria capaz de com-
prender” (Arana y Mancosu 2012, p. 327). En cambio, la nocion formal del contenido de una afirma-
cion se identifica con “el rol inferencial de una proposicion dentro de un sistema axiomatico” (/bid.).
34 Sobre la posicion de Hilbert respecto del uso de diagramas en matematica, particularmente en rela-
cion al razonamiento basado en diagramas que propone Minkowski en su obra Geometrie der Zahlen
(1896), puede verse Smadja (2012).
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contexto de la axiomdtica material, en donde los objetos y relaciones basicas de la
geometria estan ligados a su significado ‘intuitivo” habitual.35> Es oportuno sefialar
que esta relevancia epistemologica de la axiomatica material para la axiomatica for-
mal, determinada a través del papel significativo que se le atribuye a la intuicion
geométrica, no es un elemento que se circunscribe a su temprana concepcion axio-
matica de la geometria, sino que es un aspecto que Hilbert resalta explicitamente en
una etapa posterior de sus trabajos sobre los fundamentos de la matematica:

La axiomatica formal requiere necesariamente de la axiomatica material como su com-
plemento [Ergdnzung], pues esta Gltima proporciona en primer lugar la guia en la elec-
cion del formalismo; mas aun, también [la axiomatica material] aporta la indicacioén de
como debe ser aplicada una teoria formal dada a un dominio de lo real [Gebiet der
Tatsdchlichkeif]”. (Hilbert y Bernays 1934, p. 2)

Finalmente, el papel que Hilbert le asigna a la intuicién geométrica en su tem-
prana concepcion axiomatica de la geometria sin dudas contribuye a que su natura-
leza y estatus epistemoldgico no sean debidamente especificados y minimamente
esclarecidos. En efecto, aunque la intuicion es esencial para el establecimiento del
conjunto de hechos geométricos fundamentales y sirve de guia en el proceso de
axiomatizacion, es el andlisis axiomatico formal lo que en tltima instancia propor-
ciona la justificacion epistemologica de nuestro conocimiento geométrico. Por con-
siguiente, la concepcidon axiomatica formal defendida por Hilbert resulta asi com-
patible con las distintas maneras de concebir el contenido y el estatus epistemolo-
gico de nuestra intuicion espacial.36

7. Consideraciones finales

El objetivo de este trabajo ha sido reconstruir y analizar la temprana concepcion
axiomatica de la geometria de Hilbert, utilizando principalmente sus notas manus-
critas de clases para cursos universitarios sobre geometria, correspondientes al peri-
odo 1891-1905. Estas fuentes nos han permitido reconocer una serie de considera-
ciones filosoficas y reflexiones metodologicas que subyacen a su axiomatizacion
formal de la geometria euclidea, pero que sin embargo no resultan facilmente reco-

35 Quizas esta misma nocion de intuicidn geométrica es ilustrada posteriormente por Hilbert en su
libro — en coautoria Cohn-Vossen — Anschauliche Geometrie (1932).

36 El estatus de la “intuicion” es un problema que Hilbert tampoco resuelve definitivamente en su pos-
terior programa ‘finitista’ para la fundamentacion de la aritmética y el andlisis (Cf. Mancosu 2010,
cap. 2). Sin embargo, el papel que esta nocion desempeiia alli es diferente al que hemos identificado
en la etapa geométrica, en tanto la intuicion resulta ahora fundamental en la justificacion epistemolo-
gica del conocimiento metamatematico.
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nocibles en el contexto de la exposicion de caracter estrictamente matematico en
Fundamentos de la geometria (1899).

En primer lugar, hemos mostrado que esta concepcion experimenta una suerte
de evolucion desde el primer trabajo que Hilbert dedica a la geometria en 1891,
hasta la discusion mas detallada y completa sobre los fundamentos axiomaticos de
la geometria que encontramos en este periodo inicial, correspondiente a un curso
dictado en 1905. En sus primeros cursos Hilbert todavia caracteriza la geometria de
un modo tradicional, al definirla como la ciencia que estudia las propiedades o
forma de las cosas en el espacio. Los cursos posteriores exhiben, en cambio, una
concepcion axiomatica abstracta de la geometria completamente desarrollada.
Asimismo, nuestro analisis ha revelado que esta concepcion formal del método
axiomatico estuvo acompafiada por una posicion empirista, segun la cual los hechos
basicos sobre los que se construye la geometria provienen de la experiencia y de una
suerte de “intuicion geométrica”. Hilbert sostiene que la geometria es la “ciencia
natural mas completa”, cuya diferencia fundamental respecto de otras teorias fisi-
cas reside unicamente en su avanzado estado de desarrollo. Empero esta posicion
empirista no es radicalizada exigiendo que todos los conceptos y leyes basicas de la
geometria tengan un correlato empirico observable, sino que mas bien se circuns-
cribe a afirmar que esta teoria es, solo en cuanto a su origen, una ciencia natural.

Podemos concluir que la imagen de la geometria y la concepcion del método
axiomatico formal que presenta aqui Hilbert se oponen claramente a las posiciones
radicalmente formalistas, con las que ha sido habitual identificarlo en las exposicio-
nes de caracter mas general. Poco tiene que ver el modo en que Hilbert entiende la
naturaleza y la funcién del método axiomatico formal, en particular en su aplicacion
a la geometria, con la concepcion segln la cual la matematica consiste en un senti-
do estricto en una coleccion de sistemas deductivos completamente formalizados,
construidos a partir de un conjunto de principios o axiomas arbitrariamente escogi-
dos y sin un significado intrinseco. Por el contrario, creo que he podido mostrar que
un aspecto central de la temprana concepcion axiomatica de la geometria consiste
en reconocer un papel relevante a las fuentes primarias de conocimiento geométri-
co —i.e. la experiencia y la intuicion, en el proceso de axiomatizacion formal de la
geometria elemental. En este respecto, considero que Hilbert conserva todavia una
cierta actitud tradicional respecto de la naturaleza del conocimiento geométrico, que
lo diferencia de otros partidarios de la concepcion axiomatica abstracta de la mate-
matica surgida en las postrimerias del siglo XIX y en los inicios del siglo XX, como
por ejemplo, Peano y Hausdorff.

Por ultimo, aunque por lo general Hilbert se refiere a la “intuicion geométrica o
espacial” sin explicitar demasiado su significado y sin utilizar el término de un
modo consistente, hemos identificado al menos dos sentidos diferentes en los que
se alude a dicha nocion. Por un lado, Hilbert concibe la intuicion espacial en térmi-
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nos mas bien empiristas, equiparandola con la percepcion u observacion de simples
configuraciones de objetos en el espacio. Por otro lado, la “intuicion geométrica”
parece ser también entendida en un sentido mas refinado, ligado a la prdctica mate-
madtica, en donde es concebida como una cierta habilidad o capacidad, que puede
ser instruida y desarrollada, para percibir relaciones geométricas fundamentales
exhibidas generalmente en las construcciones geométricas o diagramaticas. La
cuestion de la naturaleza y el estatus epistemoldgico de nuestra “intuicion geomé-
trica” es un problema sobre el que Hilbert no se pronuncia en estos cursos sobre
geometria, en parte debido a que se trata de un problema filosofico que excede los
limites de sus investigaciones axiomaticas de caracter puramente matematico. Y
este hecho quizas se explica en virtud de que, como hemos defendido en este traba-
jo, en sus notas de clases Hilbert presenta la concepcion axiomatica de la geometria
que subyace a su trabajo de caracter matematico en Fundamentos de la geometria,
pero no elabora una filosofia de la geometria de manera sistematica.3’
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