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GROUPOi DE FONDAMENTAL ET D' HOLONOMI E
DE CERTAI NS FEUI LLETAGES RÉGULI ERS

Abst r act

M. C. LASSO DE LA VEGA

Let Mbe a mani f ol d wi t h a r egul ar f ol i at i on F . We r ecal l t he const r uct i on
of t he f undament al gr oupoi d and t he homot opy gr oupoi d associ at ed t o
. W. We descr i be some i nt er est i ng par t i cul ar cases and gi ve some gl ui ng
t echni ques . We char act er i ze t he cases wher e t hese gr oupoi ds ar e Hausdor f f
spaces .

We st udy i n par t i cul ar bot h gr oupoi ds associ at ed t o f ol i at i ons wi t h
Reeb component e.

I nt r oduct i on

Dans l e pr emi er par agr aphe on r appel l e l a const r uct i on du gr oupdi de f onda-
ment al , 111( . F) , et cel l e du gr oupoi de d' hol onomi e, H( F) , associ és á un f eui l l e-
t age r égul i er , qui ont déj á ét é f al t es par J . Phi l l i ps [ Phi ] et H. E. Wi nkel nkem-
per [ Wi n] r espect i vement . On ét udi e quel ques cas par t i cul i er s i nt ér essant s
et on expl i ci t e quel ques t echni ques de r ecol l ement . On donne des condi t i ons
nécessai r es et suf $sant es pour que I I , ( . F) et H( . F) soi ent separ és .

Aux deuxi éme et t r oi si éme par agr aphes on const r ui t en dét ai l l e gr oupdi de
f ondament al et d' homot opi e des f eui l l et ages qui cont i ennent des composant es
de Reeb .

Je voudr ai s r emer ci er f e Pr of esseur Gi l ber t Hect or pour m' avoi r pr oposé ce
t r avai l ai nsi que pour l e t emps, l a pat i ence et 1' ai de qu' i l m' a consacr és .

1 . Le gr oupoi de f ondament al et l e gr oupoi de d' hol onomi e

1 . 1 . Const r uct i on du gr oupoi de f ondament al I I , ( . F) .

Soi t Fun f eui l l et age r égul i er de di mensi on p sur une var i et é Mde di mensi on
p+n .

Consi dér ons l e di agr amme commut at i f

C( . F)

	

- - , - - >

	

I I , ( . F)

ao \ , \ , , Qo

	

0/ / 0

QM
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déf i ni par l es données sui vant es :

( a) C( . F) ét ant 1' espace des chemi ns i nt égr aux de . F muni de l a t opol ogi e

compact e- ouver t e, l es pr oj ect i ons sour ce ao et but / Po sont cont i nues et

ouver t es ;

( b) I I 1 ( . F) est l e quot i ent de C( . F) par l a r el at i on d' équi val ence ouver t e qui

i dent i f i e l es chemi ns á ext r émi t és f i xes qui sont homot opes sur l a f eúi l l e

qui l es cont i ent ; f est l a pr oj ect i on quot i ent nat ur el l e et l es appl i cat i ons

a et 0 obt enues par passage au quot i ent sont égal ement cont i nues et

ouver t es ;
( c) l a composi t i on, ( r esp . 1' i nver si on) , usuel l e des chemi ns déf i ni t une l o¡ de

composi t i on cont i nue m, ( r esp . un homéomor phi sme i ) , de I I , ( . F) qui

f ont de I I 1 ( . F) un gr oupoi de l ocal ement compact , dont 1' espace des uni t és

r o est égal á M( i dent i f i é á 1' ensembl e de cl asses de chemi ns const ant s) ;

( d) l a t opol ogi e sur C( . F) déf i ni t sur I I 1 ( . F) une st r uct ur e de var i ét é di f f é-

r ent i abl e de di mensi on 2p + n [ Phi ] , pour l aquel l e a et / l sont des

submer si ons, m est di f f ér ent i abl e et i est un di f f éomor phi sme . Br ef

I I 1 ( , F) devi ent un gr oupdi de de Li e .

On not er a I so I I 1( f ) 1' ensembl e de cl asses de l acet s de I I 1 ( . F) . C' est un

sous- gr oupoi de i nvar i ant qu' on appel l er a gr oupdi de d' i sot r opi e de I I , ( . F) .

Remar que . En par t i cul i er si n = 0, c' est - á- di r e si F est l e f eui l l et age t r i vi al

ayant une seul e f eui l l e égal e á M, l a const r uct i on pr écédent e se r édui t á cel l e

du gr oupoi de f ondament al de M, not é I I 1 ( M) =t M, pour l equel a et ( l sont

des f i br at i ons l ocal ement t r i vi al es t r ansver ses 1' une á 1' aut r e et ayant pour f i br e

l e r evét ement uni ver sel de M.

Dans l e cas génér a. l on r et r ouve cet t e si t uat i on au- dessus de chaque f eui l l e

F E F, c' est - á- di r e on a un di agr amme commut at i f :

I I 1( F)
n ~c? )

I I 1( - F)
Q' F11OF al í a

F M

oú 1' appl i cat i on I I 1( j ) , i ndui t e par j , est une i nmer si on dont 1' i mage est égal e

á a - 1 ( F) = p- 1( F) .

1 . 2 . Gr oupoi de f ondament al et gr oupoi de d' hol onoi ni e .

Le gr oupoi de d' hol onomi e H( . F) de F peut ét r e const r ui t de f acon t out á f ai t

anal ogue á cel l e de 11 1 ( . F) , l a seul e di f f ér ence ét ant que l a r el at i on d' équi val ence

ut i l i sée est st r i ct ement pl us f i ne : deux chemi ns y1 et y2 sur l e méme f eui l l e et

de mémes ext r émi t és, sont équi val ent s si l e ger me d' hol onomi e du l acet y21 * y1

est t r i vi al . On a done une f act or i sat i on :

h

C( . F/ I I 1 ( . F) - ~ H( . F)

a' o\ , , " , Qo

	

a11o

	

a / / F
M
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et g est un mor phi sme sur j ect i f de gr óupdi des de Li e, qui est en f ai t un di f f éomor -
phi sme l ocal , et que pour chaque u E M i ndui t un r evét ement des a- f i br es
( r esp . a- f i br es) r espect i ves .

1 . 3 . Cas par t i cul i er s .

( a) Act i on d' un gr oupe de Li e .

Une act i on

	

: G x M- > Md' un gr oupe de Li e G, connexe, sur une var i et é
Mdéf i ni t un gr oupoi de de Li e r o en posant :

0, ( g, u) = u

	

O( 9, u) = O( 9, u) = 9( u) ;

m[ ( 92, u2) , ( 91, ul ) ] = ( 91 - 92, u) si u2 = 0( 91, ul ) ;

z( 9, u) = ( 9 - 1 ; 9u) .

Les or bi t es de ce gr oupoi de, c' est - á- di r e, l es ensembl es P( a - 1 ( u) ) =
a( f l - 1( u) ) , coi nci dent avec l es or bi t es de 1' act i on 0 et déf i ni ssent sur Mun
f eui l l et age . P, 5, en génér al si ngul i er ( ou de St ef an) .

Si 1' act i on est l ocal ement l i br e, ( donc FO est r égul i er ) , en r empl a~ant G par
son r evét ement uni ver sel , l e gr oupoi de G x M: : t Mest i somor phe á I I 1( F, , ) .
Dans ce cas i l exi st e un di f f éomor phi smee l ocal , h : G x M- + H( Fp) , qui est
un di f f éomor phi sme si 1' act i on de G est l i br e [ Phi ) . La f act or i sat i on ent r e ces
deux gr oupoi des est donc dét er mi née par l e di agr amme sui vant :

9

GxM=I I 1( , Fm) ~ GxMH( 10)

oú f est un r evét ement et h un di f f éomor phi sme l ocal .

Exempl e . En par t i cul ar 1' act i on de C sur C:

C x C*

	

- - ~

	

C*

( z, C)

	

e' ( ,

déf i ni t sur C x C* une st r uct ur e de gr oupdi de de Li e, qui est l e gr oupoi de
f undament al de l a var i et é C* .

Le r ól e du gr oupdi de d' hol onomi e est j oué par l e gr oupoi de t r i vi al
C* x C* =t C* , et l a f act or i sat i on est dét er mi née par l e mor phi sme g :

CXC* C* XC*
( z, ~)

Pn / ' / P' z

C*
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( b) Feui l l et ages i ndui t s sur des ouver t s .

Soi t un f eui l l et age ( M, . F) , Wun ouver t de M( pas nécessai r ement sat ur é) et

. Fw l a r est r i ct i on de . F á W. L' i ncl usi on j : W- > Mi ndui t 1' homomor phi sme

i nj ect i f :

C( . FW) - - , C( F)

y

	

- - ~ j o y

Si deux chemi ns y l et y2 son homot opes sur une f eui l l e de . Fw, i l en est de

méme sur l a f eui l l e de . F qui l es cont i ent . La r éci pr oque est vr ai e si West un

ouver t sat ur é . L' homomor phi sme I I 1( j ) : I I 1( . Fw) - - - k I I , ( F) est done i nj ect i f

si West un ouver t sat ur é . En génér al 1' i mage de I I 1 ( j ) :

' I } ` hn
I I , ( j ) = { [ y] E I I 1( F) 1y C W} ,

est un sous- gr oupoi de ouver t de I I 1( . F) , pui sque West ouver t dans M.

Quant au gr oupoi de d' hol onomi e, deux chemi ns y l et y2 ont l e méme ger me

d' hol onomi e dans Wsi et seul ement si i l s ont l e méme ger me dans M. L' homo-

mor phi sme H( j ) : H( Fw) - > H( . F) est , done, t ouj our s i nj ect i f et 1' i mage de
H( j ) est un sous- gr oupoi de ouver t de H( . F) i somor phe á H( . Fw) .

Dans 1' exempl e ci - dessus 1' i ncl usi on j : C* - > C i ndui t 1' homomor phi sme

I I i ( 7) :

I I I ( j ) : I I , - ( C* ) - C* xC- >I I ( C) _CxC

11 o

	

pT> 11 Pr z
C* - - - - -

	

C

Le noyau de I I l ( j ) est l e sous- gr oupoi de I so I I l ( C* ) , done I m I I l ( j )
I I ' ( c .

)
I soI I l ( C' ) qui est un sous- gr oupoi de ouver t dans I I , ( C) .
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( c) Feui l l et ages déf i ni s par des f i br at i ons l ocal ement t r i vi al es .

Si l e f eui l l et age . F sur Mest une f i br at i on l ocal ement t r i vi al e de f i br e F,

al or s :

i ) Le gr oupdi de I I 1 ( . F) =t Mest une f i br at i on l ocal ement t r i vi al e de f i br e
F ( r evét ement uni ver sel de F) .

i i ) Le gr oupoi de H( F) : 4 Mest aussi une f i br at i on l ocal ement t r i vi al e de
f i br e F.

( d) Recol l ement de f eui l l et ages .

Soi t Mune var i ét é á bor d et F un f eui l l et age sur Mpour l equel aMest une
sous- var i ét é sat ur ée . I l est i mmédi at dé vér i f i er que si Pon not e a. F = . Fl am>
al or s l e gr oupoi de I I I j ) ( r esp . H( , F) ) est une var i ét é á bor d et on a I I I ( a. F)
aI I 1 ( . F) ( r esp. H( a. F) - aH( . F) ) .

En pl us en a l a pr oposi t i on sui vant e :

1 . 3 . 1 . Pr oposi t i on . Soi ent MI et 1112 deux var i ét és á bor d avec des f eui -
l l et ages FI et F2 t angent s au bor d et soi t f : OMI - - > aM2 un di f f éomor phi sme
qui pr éser ve l es f eui l l et ages . Soi t M- 1111 I I f M2 et F l e f eui l l et age i ndui t sur

M. Al or s :

i ) i l exi st e une appl i cat i on I I I ( f ) : cgI I 1 ( FI ) - - - > aI I 1( . F2) , i ndui t e par f ,

qui est un di f f éomor phi sme ;
ü) l e gr oupoi de I I I ( . F) est i somor phe ¢ I I I ( . FI ) I 1, 11( f ) 11 1 ( . F2 ) .

Démonst r at i on . Pui sque f est un di f f éomor phi sme qui pr éser ve l es f eui l -

l et ages, I 1 1 ( f ) est bi en déf i ni et est aussi un di f f éomor phi sme .

Consi dér ons sur l a somme di sj oi nt e MI I I 1VI 2 l a r el at i on d' équi val ence R
sui vant e : x Rx' si el seul ement si x' = f ( x) . Le quot i ent pour cet t e r el at i on

est di f f éomor phe á M. La r el at i on R i ndui t e sur I I I ( . FI ) I I I I I ( . F2) est : yñy'
si et seul emeni si y' = f o y = I I I ( f ) ( y) .

	

Si l ' on not e p l a pr oj ect i on on a l e
di agr amme commut at i f sui vant :

MI I I M2

Ll R

P

I I I ( J71 ) I I

	

ni ( h )
I I I GF2 ) - - - ,

MI I I f M2- M

~l l a

I I I ( . F)

L' homomor phi sme I I , ( p) est i nj ect i f et en pl us si y, y' E 111 ( - FI ) I I I 1 1 ( J5)
son¡ t el s que I I I ( p) ( y) = I I I ( p) ( y' ) al or s poy = po y' , c' est - á- di r e y' _

I I I ( f ) - ( y) . Donc I 1 1 ( J1 ) - I I I ( _FI ) I I n, ( f ) I I I ( J12) .

Remar que . On ver r a sur un exempl e au par agr aphe 3 qu' on n' a pas ce
r ésul t at , en génér al , pour l e gr oupoi de d' hol onomi e .
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1 . 4 . Sépar at i on de R1( f ) et H( JF) .

En génér al ni l e gr oupoi de f ondament al ni l e gr oupdi de d' hol onomi e d' un
f eui l l et age F ne sont separ és . Pour l e pr emi er on a une car act ér i sat i on en
t er mes de cycl es évanoui ssant s . Pour l e second on ver r a l e r appor t avec l e
pseudogr oupe d' hol onomi e associ é .

Une appl i cat i on cont i nue h : X - - > Mest i nt égr al e r el at i vement á . F si , X

ét ant connexe, 1' i mage de h est cont enne dans une f eui l l e de . F .

1 . 4 . 1 . Déf i ni t i on . Un l acet i nt égr al y : 5 1 - > Mest un cycl e évanoui ssant
de . F s' i l exi st e une homot opi e A : 5 1 x [ 0, 1] - - > Mde l acet s i nt egr aux t el l e
que Ao = y et At est homot ope á zér o sur l a f eui l l e Fo qui l e cont i ent pour
t out t >0 .

C' est un cycl e évanoui ssant t r i vi al si y = Ao est homot ope á zér o sur l a
f eui l l e . Fo .

1 . 4 . 2 .

	

Pr oposi t i on . Soi t ( M, - F) un f eui l l et age r égul i er , on a l es deux
condi t i ons équi val ent es :

i ) I I 1 ( . F) est sépar é,
i i ) t out cycl e évanoui ssant de . F est t r i vi al .

Démonst r at i on . Le f a¡ ¡ que i ) i mpl i que i i ) est i mmédi at car si y : S1 - ~
Mest un cycl e évanoui ssant non t r i vi al de poi nt de base uo = y( 1) , al or s l es

cl asses d' homot opi e cor r espondant es [ y] et [ u o ] ne sont pas separ ées : si U et

V sont des voi si nages de [ y] et [ uo] i l exi st e e > 0 ¡ el que [ A t ] E U f l V pour
t out t < E.

Pour l a r éci pr oque, soi ent y et k deux l acet s i nt égr aux t el s que [ y] et [ k] soi eni

non sépar ées dans I I 1 ( . F) . Pui sque l ' espace des uni t és Mest separ é al or s y et

k oni l es mémes ext r émi t és et qui t t e ¢ l es r empl acer par k0 l y et k- 1 - k on peut

supposer que k est l e l acet const ant y( 1) . Soi ent al or s U et V des voi si nages
cont r act i l es de [ y] et [ k] ( t ous l es él ément s de V ét ant des l acet s const ant s) ,
al or s U( 1 V : ~ 0 et i l exi st e une f ami l l e ¢ un par amet r e A : S1 x [ 0, 1] - > M
de l acet s i nt égr aux t el l e que:

i ) [ At ] E U pour t out t E [ 0, 1] ,
i i ) Ao = y el [ A1] E V, c' esi - á- di r e A1 es¡ homot ope ¢ zér o sur l a f eui l l e

Fl qui l e cont i ent .

On consi dér e K= { t E [ 0, 1] / At est homot ope á zér o sur l a f eui l l e Ft } . Par
const r uct i on 1 E K et l a composant e connexe de 1 dans K, K, , est un ouver t
d' apr és l a t r i vi al i t é l ocal e des f eui l l et ages . Si en pl us t out cycl e évanoui ssant
de . F est t r i vi al , al or s Kl es¡ aussi f er mée, donc égal e ¢ [ 0, 1] . D' oi a l e r ésul t at .

Mai nt enant on va car act ér i ser l es cas pour l esquel s H( . F) est separ é á 1' ai de
du pseudogr oupe d' hol onomi e .

1 . 4 . 3 . Déf i ni t i on . Soi t f un di f f éomor phi sme l ocal de Rr . On di r a que
f est de t ype anal yt i que si f est 1' i dent i t é l or squ' i l Test sur un ouver t de son
domai ne .
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On di r a qu' un pseudogr oupe de di f f éomor ph¡ smes l ocaux, G, est de t ype
anal yt i que si chaque él émet de G est de t ype anal yt i que .

Remar que . Si G est un pseudogr oupe de t ype anal yt i que al or s t out pseu-
dogr oupe l ocal ement i somor phe est aussi de t ype anal yt i que .

1 . 4 . 4 . Déf i ni t i on . Soi t ( M, . F) un f eu¡ l l et age r égul i er . On di r a que ' F est
t r ansver sal ement de t ype anal yt i que si l e pseudogr oupe d' hol onomi e de . F est
de t ype anal yt i que .

1 . 4 . 5 . Pr oposi t i on . So¡ ¡ ( MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA� ` F) un f eui l l et age r égul i er . Al or s H( . F) es¡
separ é si et seul ement si F est t r ansver sal ement de t ype anal yt i que .

Démonst r at i on . On suppose d' abor d que H( F) es¡ separ é, et soi t f un
él ément du pseudogr oupe d' hol onomi e pour l equel i l exi st e un ouver t U qui
vér i f i e f l u = I d . Soi t x un poi nt dans l a f er met ur e de U. Al or s i l exi st e
un l acet y, de poi nt de base x, t angent á . F, pour l equel l e ger me d' hol onomi e
est f . Mai nt enant dans ¡ out voi si nage de l a cl asse de y i l y a des cl asses de l a-
cet s const ant s, done l a cl asse de y est l a cl asse const ant e et l e di f f éomor phi sme
f est l ' i dent i t é .

Réci pr oquement , si x et x' sont deux él ément s dans H( F) non separ és on
peut supposer qu' i l s sont des cl asses de l acet s el que x' est l a cl asse const ant e.
Si dans t out voi si nage de x i l exi st e des cl asses de l acet s const ant s, al or s i l
exi st e un ouver t sur l equel l e ger me d' hol onomi e de x est l ' i dent i t é . D' apr és
l ' hypot hése l ' hol onomi e de x est l ' i dent i t é, done x = x' .

2 . Gr oupoi de f ondament al du f eui l l et age ( M3 , . F) avec des cycl es
evanoui ssant s non t r i vi aux

Soi t Mune var i ét é compact e de di mensi on 3 et F un f eui l l et age de codi men-
si on 1 or i ent é . S' ¡ 1 exi st e des cycl es évanoui ssant s non t r i vi aux pour . F, al or s
d' apr és l e t héor éme de Novi kov [ No] , i l exi st e un nombr e f i n¡ de composant es
de Reeb compact es . En pl us, pour chaque F E f , 7r 2( F) = 0, pui sque si F
avai t une f eui l l e sphér i que, par l e t héor éme de st abi l i t é gl obal e de Reeb [ Ree]
on pour r ai t concl ur e que ou bi en M- 52 x S' ou bi en M- 52 x [ 0, 1] , f eui l l et ée
par 52 et sans composant es de Reeb .

2 . 1 . Gr oupoi de f ondament al d' une composant e de Reeb compact e .
Soi t ( WR) une composant e de Reeb compact e, c' est - á- di r e W- S' x D2 .

On sai t déj á que I I 1 ( R) n' est pas separ é et on va l e décr i r e á 1' ai de d' un r ecou-
vr ement par deux sous- gr oupoi des ouver t s, dont 1' un n' est pas separ é .

On not er a A Pame de l a composant e, c' est - á- di r e A - 5' x { 0} .

Pr emi er sous- gr oupoi de .

So¡ t Wl = i nt ( W) et R] = RI w- , qui est une f i br at i on t r i vi al e par pl ans
au- dessus S' , done I I , ( R1 ) =I Wl est aussi une f i br at i on t r i vi al e par pl ans .
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Pui sque ( W1, Rl ) est un ouver t sat ur é dans ( WR) al or s 11 1 ( R1 ) est un sous-

gr oupoi ' de ouver t dans I I 1( R) .

Le sous- gr oupoi de I I 1 ( R1 ) = C x Wl est l e pr emi er sous- gr oupdi de du r e-

couvr ement .

Sous- gr oupoi de i nt er médi ai r e .

On va consi dér er mai nt enant 1' ouver t I = Wl ¡ A qui cor r espondr a á 1' i nt er sec-

t i on . Le f eui l l et age R r est r ei nt á I , RI , est une f i br at i on t r i vi al e de f i br e C*
au- dessús de 5 1 , donc Hl ( R1 ) =i I est une f i br at i on t r i vi al e de f i br e C.

1 n' est pas sat ur é dans Wl et d' une f agon t out á f ai t anal ogue á cel l e de

1' exempl e de l a pr emi ér e par t i e, on concl ut que l e noyan de 1' homomor phi sme

I I 1( j ) i ndui t par 1' i ncl usi on :

I I 1( 7) : C* x S, xC- - >CxSI xC

( z, B, C)

	

-

est i somor phe á I so I I 1( RI ) . Donc I m H1( j ) =
111( R' )

I so r t , ( Ri )
est un sous- gr oupoi ' de-

ouver t dans I I 1( RI ) , donc i l est aussi ouver t dans I I 1( RI ) et separ é .

1

I

1

1

1

I

1

1

1

1

I

l " Y

Second sous- gr oupoi de .

Consi dér ons WZ = Wi A et Rz = Ri w2
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2 . 1 . 1 . Pr oposi t i on . Le gr oupoi de I I l ( R2) 4 W2 est une f i br é l ocal ement
t r i vi al de f i br e C.

Démonst r at i on . Sur ( W2 , R2) i l n' exi st e pl us de cycl e évanoui ssant non
t r i vi al , et 7r 2 ( F) = 0 VF E R2 . Si on consi dér e l e r evét ement uni ver sel

p : W2 - - - - ~ W2 , l e f eui l l et age i ndui t sur W2 est un f eui l l et age par pl ans, déf i ni
par l ' act i on l i br e de C / Pa1j . Le gr oupoi de f ondament al de p* ( R2) est t r i -
vi al , i somor phe á C x W2 . Le gr oupe Aut ( p) agi t sur C x W2 comme gr oupe
d' aut omor phi smes de gr oupot i de et de f i br é, et pr éser ve l a f i br e . Le quot i ent par
cet t e act i on est I I 1 ( W2 ) . Donc qui t t e á quot i ent er par Aut ( p) on obt i ent l e
r ésul t at cher ché.

( W2, R2) est un ouver t non sat ur é dans ^R) et l ' homomor phi sme
I I 1 ( i ) : U, ( R2) - - - > I I 1( R) n' est pas i nj ect i f . D' aut r e par t l e gr oupoi de I mEl ( i )
est un sous- gr oupoi de ouver t dans I I , ( R) qui ser a l e second sous- gr oupoi de
du r ecouvr ement . On va décr i r e Ker I I 1( i ) : l ' ouver t I est sat ur é dans W2 et

W211
.
, l e bor d de l a composant e de Reeb, est aussi sat ur é dans W. Donc, ét ant

données l es appl i cat i ons

I

	

-
K

> W2-
i
- > Wl ,

Ker I I 1( i ) est i somor phe á Ker I I 1( l ) , donc i somor phe á I so I I 1( RI ) C I so 111( R2)

OnaI mI I l ( i ) =
ni ( R2)

- I so H1( R1)

2 . 1 . 2 .

	

Théor éme . Soi t ( W, R) une composant e de Reeb compact e de di
mensi on y . Soi ent Wl -

	

i nt ( W) , W2 - WI A et I - Wl n W2, et Rl , R2, RI
l es f eui l l et ages cor r espondant s i ndui t s . Al or s :

i ) I I 1( R1) i i Wl est un f i br é t r i vi al de f i br e C;
i i ) I I 1( R2) =~ W2 est un f i br é l ocal ement t r i vi al de f i br e C, -

1 i ) l a f ami l l e { I I 1( R1) , I só' RRt ) } , est un r ecouvr ement de I 1 1 ( R) par des

sous- gr oupoi des ouver t s .

Démonst r at i on . I l ne r est e á vér i f i er que l a f ami l l e de ( i i i ) est un r ecou-
vr ement de I I 1( R) . Soi t [ y] E I 11( R) et y un r epr ésent ant de l a cl asse . Si
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y f l WI : ~ 0, pui sque WI es¡ sat ur é, y C WI et l a cl asse d' homot opi e par

r appor t á R es¡ l a méme que par r appor t á RI , done [ y] E I I I ( RI ) . Si par

cont r e y ( 1 WI = 0, al or s y CWI WI - W2 I I qui es¡ encone sat ur é et y f l I

done [ y] E

	

n1 ( Rz)
I so 7r 1( RI )

Remar que . Le sous- gr oupoi de
I so i I RRI )

n' est pas separ é can c' est l e quo- '
1 (

t i ent de I I I ( R2) , qui est separ é, par I so I I I ( RI ) , qui est ouver t dans I so I I I ( R2) ;
on i dent i f i e l es l acet s qui , avec l e méme poi nt de base, sont cont enus dans
1' i nt er i eur de I I I ( R2) . Les él ément s son separ és sont sur l e bor d de I I , ( R2 ) .

En pl us si x, x' E
I so i I SRI )

sont deux él ément s non separ és, qui t t e á l es

r empl acen par x - x 1- 1 et x 1 . x1- 1 en peut supposer que x' est l e l acet const ant
k = [ cx( x) ] . Dans t out voi si nage de x i l exi st e des cl asses de l acet s const ant s .
Done x est l a cl asse d' homot ópi e du cycl e évanoui ssant non t r i vi al .

2 . 2 . Cas génér al .

I l exi st e une f acon génér i que de const r ui r e l e gr oupoi de f ondament al d' un
f eui l l et age avec des f eui l l es compact es en coupant á t r aver s ces f eui l l es et en
r ecol l ant l es gr oupoi des cor r espondant s aux di f f ér ent s mor ceaux ( pr op . 1 . 3 . 1 . ) .
On peut aussi décr i r e l e gr oupoi de I I I ( . ' F) , si sur . ' F i l y a un nombr e f i n¡ de
composant es de Reeb ( W' , R' ) i : 1, . . . , n, en génér al i sant l e cas pr écédent ,

On not er a A' 1' áme de chaque composant e,

	

WÍ

	

=

	

i nt ( W' ) ,
W2 = W' JA' , I ' = Wi ¡ A' , M2 = M[ AI U . . . UAn , et Ri , RÍ , . ' F2 l es f eui l l e
t ages i ndui t s r espect i f s . Pui sque I ' ( l I i _

	

si i

	

j al or s l es sous- gr oupoi des
n

I so 111( Ri ) sont deux á deux di sj oi nt s, ét 1' uni on di sj ont e [ _[ I so I I I ( R' ) , qu' on
l a

not er a I so I I I ( I ) , est encone un sous- gr oúpoi de de I so I I I ( . F2) . On peut done,

consi dér er l e quot i ent 111 ~z
I so n1( I )

La démonst r at i on du t héor éme sui vant est anal ogue á cel l e de 2 . 1 . 2 . :

2 . 2 . 2 . Théor éme . Dans ces condi t i ons :

i ) pour chaque i : 1 . . . . , u, I I I ( R1) : =t Wi est un f i br é t r i vi al de f i br e C;
i i ) I I I ( f 2 ) =t M2 es¡ un f i br é l ocal ement t r i vi al de f i br e C;

i i i )

	

l a f ami l l e { I I , ( R; ) , . . . , I I I ( Rn) ,) , I ol r i
z

( I )
} est un r ecouvr ement de

I I I ( F) par des sous- gr oupoi des ouver t s .

Remar que . Le gr oupoi de I
o1n( I )

n' est pas separ é : on i dent i f i e t ous l es

l acet s . qui , avec l e méme poi nt de base sont dans 1' i nt er i er ur de 111( W2' ) , i

1, . . . , n . Les él ément s non separ és sont sur l e bor d de I I I ( W2' ) . Comme dans
l a r emar que dú t héor éme pr écédent l es él ément s non separ és son des cycl es
evanoui ssant s de ( W' , R' ) .
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3 . Gr oupoi de d' hol onomi e du f eui l l et age de Reeb

L' ét ude du gr oupoi de d' hol onomi e associ é á un f eui l l et age r égul i er est di f f é-
r ent e de cel l e du gr oupdi de d' homot opi e . En génér al on ne peut pas r econst r ui r e
l e gr oupdi de gl obal en r ecol l ant l es gr oupoi des de chaque mor ceau . Dans l e
pr emi er par agr aphe on va décr i r e l e gr oupoi de d' hol onomi e de l a composant e
de Reeb compact e, qui est separ é . I l y a deux f acgons usuel l es de r ecol l er l es
bor ds de deux composant es : on obt i ent al or s ( S' x S1 , R) on ( S3 , R' ) . On
ver r a que dans l e pr emi er cas l e gr oupdi de est l e r ecol l ement des gr oupoi des
des mor ceaux, mai s ce n' est pl us vr ai dans l e second cas, pour l equel on obt i ent
un gr oupdi de d' hol onomi e non separ é .

3 . 1 . Gr oupoi de d' hol onomi e d' une composant e de Reeb compact e .

Soi t ( W, R) une composant e de Reeb compact e, oú W= 5 1 x D2 . Soi t
G = { [ x] E I so 11 1 ( R) / [ x] n' est pas separ é de [ a( x) j } . Cést un sous gr oupdi de

de I so I 1 1 ( R) et l e quot i ent
n, GR)

est évi demment separ é. En pl us on sai t par
l a pr oposi t i on 1 . 4 . 5 . , pui sque R est t r ansver sal ment e de t ype anal yt i que, que
H( R) est aussi separ é . Si g : I I 1 ( R) - - + H( R) est l a f act or i sat i on usuel l e on a
l a pr oposi t i on sui vant e :

3 . 1 . 1 . Pr oposi t i on . Dans l es condi t i ons ant ér i eur es i l exi st e un di zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA�f f éomor -

phi sme j qui r end commut at i f l e di agr amme sui vant :

I I , ( R) H( R)

Démonst r at i on . I l f aut r emar quer t out d' abor d que dans ce cas G est i so-

mor phe á l ' ensembl e des cycl es évanoui ssant s non t r i vi aux dans ( WR) . La

cl asse d' homot opi e est l a méme que l a cl asse d' hol onomi e pour t out l acet que

ne soi t pas un cycl e évanoui ssant non t r i vi al , donc g est évi demment i nvar i ant

par G. En pl us, pui sque g est un di f éomor phi sme l ocal sur j ect i f , i l ne r est e á

ver i f i er que j est i nj ect i f . Mai s ceci découl e du f ai t que t out l acet avec hol ono-

mi e t r i vi al e qui ne soi t pas homot ope á zér o sur l a f eni l l e qui l e cont i ent est un

cycl e évanoui ssant non t r i vi al .

3 . 2 . Feui l l et age de Reeb sur S1 x S2 .

Le di f f éomor phi sme i dent i t é f ent r e l es bor ds de deux composant es de Reeb
compact es i ndui t , de f agon nat ur el l e, l e di f f éomor phi sme i dent i t é f . ent r e l es
chemi ns t angent s á l a f eui l l e compact e :

f . : C( TZ) - 3 C( TZ)
7 - - - - ~ f o7

Sur l a f eui l l e compact e I ' hol onomi e á gauche d' un chemi n est l a méme qu' á
dr oi t e ( l e gr oupoi de d' hol onomi e est donc separ é) , al or s f * pr éser ve l es cl asses
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d' hol onomi e et i ndui t un di f f éomor phi sme H( f ) ent r e l es bor ds des gr oupdi des
d' hol onomi e cor r espondant s aux deux composant es . La démonst r at i on de l a

pr oposi t i on sui vant e est anal ogue á cel l e de 2 . 2 . 1 . :

3 . 2 . 1 . Pr oposi t i on . Soi en t ( S1 x D2 , R1) et ( S1 x D2 , R2) deux compo-

sant es de Reeb compact es et f l e di f f éomor phi sme i dent i t é ent r e l es bods . Soi t

( 5 1 x D2 , R) l e f eui l l et age r ésul t ant . Al or s :

i ) f i ndui t un di f f éomor phi sme H( f ) : H( T2)

	

> H( T2) ;
i i ) l e gr oupoi de H( R) est i somor phe á H( R1) I I H( f ) H( R2) .

3 . 3 . Feui l l et age de Reeb sur S3 .

Et ant données deux composant es de Reeb compact es, si on i dent i f i e sur l e

bor d l es par al l él es de 1' une d' el l es avec l es mér i di ens de 1' aut r e, on obt i ent l e

f eui l l et age de Reeb sur 53 : ( S
3

, R' ) . Le di f f éomor phi sme f * , i ndui t sur l es

chemi ns t angent s au bor d, ne pr éser ve pas l es cl asses d' hol onomi e par ee que
sur l a f eui l l e compact e dhoonomi e á gauche n' est pas l a mi me qu' á dr oi t e . On
ne peut pas const r ui r e l e gr oupoi de H( R' ) en r ecol l ant l es gr oupoi des de chaque
composant e .

D' aut r e par t , l a r epr ésent at i on d' hol onomi e de l a f eui l l e compact e est i nj ec-

t i ve, done I mH- I I l ( T2) , et en a l e r ésul t at sui vant :

3 . 3 . 1 . Pr oposi t i on . Le gr oupoi de d' hol onomi e du f eui l l et age de Reeb sur
53 est i somor phe au gr oupoi de d' homot opi e .

Démonst r at i on . Pui sque pour t out e f eui l l e de R' l a r épr esent at i on d' hol o-

nomi e est i nj ect i ve, son i mage est di f f éomor phe au gr oupe f ondament al de l a

f eui l l e, et done l a f act or i sat i on g : I I 1 ( R' ) - - - > H( R) es¡ i nj ect i ve . Comme g

est t ouj our s un di f f éomor phi sme l ocal sur j ect i f , on dédui t l e r ésul t at .
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