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4 �.�. ���������®áë ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì á à §«¨ç­ëå â®ç¥ª §à¥­¨ï. �®-¯¥à¢ëå, ®­¨ ¥áâ¥áâ¢¥­Ä­® ¢®§­¨ª îâ ª ª ª« ááë ¨§®â®¯¨¨ ­ ¡®à  ¨§ n á¢ï§­ëå ªà¨¢ëå (­¨â¥©) ¢ âà¥å¬¥à­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥. � íâ®© â®çª¨ §à¥­¨ï ®­¨ ¯à¨­ ¤«¥� â ¬ «®¬¥à­®© â®¯®«®£¨¨. Ǒ® â¥®Äà¥¬¥ �.�. � àª®¢  [5℄, [6℄ ®­¨ ï¢«ïîâáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨ ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨§ æ¥¯«¥­¨© ¨ ã§«®¢. � ç¨­ ï á à ¡®âë �.�.�. ��®­á  [7℄, ®¡è¨à­®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¨­Ä¢ à¨ ­â®¢ § æ¥¯«¥­¨© ¡ë«® ¯®áâà®¥­® á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ª®á (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [8℄, [9℄).�â  â®çª  §à¥­¨ï á¢ï§ ­  á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ £àã¯¯ë ª®á ª ª äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯ëª®­ä¨£ãà æ¨®­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  n â®ç¥ª ­  ¯«®áª®áâ¨ [10℄. �ª § «®áì, çâ® íâ® ¯à®Äáâà ­áâ¢® ï¢«ï¥âáïK(�; 1)-¯à®áâà ­áâ¢®¬ [11℄ ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®�¥â á«ã�¨âì ¥áÄâ¥áâ¢¥­­®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¬®¤¥«ìî ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥£® ¯à®áâà ­áâ¢  £àã¯¯ë ª®á.� ¤àã£®© áâ®à®­ë, �.�. �à­®«ì¤ [12℄ ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ « íâ® ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®Äáâà ­áâ¢® ª ª ¯à®áâà ­áâ¢® ¯®«¨­®¬®¢ ­ ¤ C áâ¥¯¥­¨ n ¡¥§ ªà â­ëå ª®à­¥©, â.¥. ª ª¤®¯®«­¥­¨¥ ¢ Cn ª ¤¨áªà¨¬¨­ ­â­®¬ã ¬­®�¥áâ¢ã. �â®â ¯®¤å®¤ â ª�¥ ¨¬¥« ¯®á«¥¤áâÄ¢¨ï ¤«ï ¬ «®¬¥à­®© â®¯®«®£¨¨. � ¨¬¥­­®, ¯¥à¢®­ ç «ì­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨­¢ à¨ ­â®¢� á¨«ì¥¢  ã§«®¢ [13℄ ¬®¤¥«¨à®¢ «® á¨âã æ¨î ¨§ãç¥­¨ï ¤®¯®«­¥­¨ï ª ¤¨áªà¨¬¨­ ­âÄ­®¬ã¬­®�¥áâ¢ã, ®¡à §®¢ ­­®¬ãã§« ¬¨ á ¯à®áâë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (¤¢®©­ë¬¨ â®çª Ä¬¨ âà ­á¢¥àá «ì­ëå á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨©).�®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯à®áâà ­áâ¢® ®à¡¨â¤®¯®«­¥­¨ï ª®¬¯«¥ªá¨ä¨ª æ¨¨ ª®­ä¨£ãà æ¨¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©£àã¯¯¥ �®ªáâ¥à  An−1 = �n. �¡®¡é ï íâ®â ¯®¤å®¤ ­  ¢á¥ ª®­¥ç­ë¥ £àã¯¯ë�®ªáâ¥à , �. �à¨áª®à­ [14℄ ®¯à¥¤¥«¨« â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¥ ®¡®¡é¥­­ë¥ £àã¯¯ë ª®á,ª®â®àë¥ ¨­®£¤  ­ §ë¢ îâ â ª�¥ �àâ¨­®¢ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨, ­ ¢¥à­®¥ ¯®â®¬ã, çâ®�. �àâ¨­ ­¨ª®£¤  ¨å ­¥ à áá¬ âà¨¢ «.�àã£¨¬ á¯®á®¡®¬ ®¡®¡é¥­¨ï ï¢«ï¥âáï à áá¬®âà¥­¨¥ £àã¯¯ ª®á ¢ âà¥å¬¥à­ëå ¬­®Ä£®®¡à §¨ïå, ¢®§¬®�­® á ªà ¥¬. Ǒà®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ï¢«ïîâáï £àã¯¯ë ª®á ¢ â¥Ä« å á àãçª ¬¨. �.�. �®á¨­áª¨© [15℄ ¡ë« ¯¥à¢ë¬, ªâ® ¨å ¨§ãç «. � ª ï £àã¯¯  ¬®Ä�¥â ¡ëâì ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ ­  ª ª äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï £àã¯¯  ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®£® ¯à®Äáâà ­áâ¢  ¯«®áª®áâ¨ ¡¥§ g â®ç¥ª, £¤¥ g ¥áâì à®¤ â¥«  á àãçª ¬¨. �  ï§ëª¥ ª®­ä¨Ä£ãà æ¨© £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥© íâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â \¤¨áªà¨¬¨­ ­â­ë¬" ª®­ä¨£ãà æ¨ï¬, ª®Äâ®àë¥ á¢ï§ ­ë á ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ �­¨�­¨ª {� ¬®«®¤ç¨ª®¢  ¨ ¨§ãç Ä«¨áì �.�.�¥åâ¬ ­®¬ ¨ �.�. � àç¥­ª® [16℄. �¡®¡é¥­­ ï £àã¯¯  ª®á â¨¯ C ¨§®¬®àäÄ­  £àã¯¯¥ ª®á ¢ ¯®«­®â®à¨¨ ¨ ¡ë«  ¨á¯®«ì§®¢ ­  �. � ¬¡à®¯ã«ã [17℄ ¯à¨ ¯®áâà®¥­¨¨¯®«¨­®¬  â¨¯  ��®­á  ¤«ï § æ¥¯«¥­¨© ¢ ¯®«­®â®à¨¨. �àã¯¯ë ª®á ¢ â¥« å á àãçª Ä¬¨ ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì  ¢â®à®¬ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¨­¢ à¨ ­â®¢ � á¨«ì¥¢  § æ¥¯«¥­¨© ¢ â¥« åá àãçª ¬¨ [18℄, [19℄.�« áá¨ç¥áª ï £àã¯¯  ª®á, â ª �¥ ª ª ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯ , ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë [4℄, [20℄. �â  â®çª  §à¥­¨ï ¨ ª®¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯Ä¯ë ª®á ¤ îâ á¢ï§¨ á â¥®à¨¥© £àã¯¯ ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, á â¥®à¨¥© á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯.� ¯®¯ëâª å ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¨­¢ à¨ ­âë � á¨«ì¥¢  ç¥à¥§ ª®áë, á«¥¤ãï ®¡é¥©¨¤¥®«®£¨¨ �.�. � á¨«ì¥¢  à áè¨àïâì ­ ¡®à ®á­®¢­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¤® ®¡ê¥ªâ®¢ á ¯à®áÄâë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ¡ë«® ¢¢¥¤¥­® ¯®­ïâ¨¥ ª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨Ä¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ áâàãªâãà ¬¨ ï¢«ïîâáï ¬®­®¨¤ � ¥á {�¨à¬ ­ [21℄, [22℄ ¨ £àã¯Ä¯  ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª �. �¥­­ , �. �¨¬ ­ì¨ ¨ �. �ãàª  [23℄, [24℄. Ǒ®-¢¨¤¨¬®¬ã, ª®áëá ®á®¡¥­­®áâï¬¨ â ª�¥ ¨¬¥îâ è¨à®ª¨¥ á¢ï§¨ á à §«¨ç­ë¬¨ à §¤¥« ¬¨ ¬ â¥¬ â¨ª¨.�àã¯¯  ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤Ä­®© £àã¯¯ë ¨ ¨¬¥¥â ¨­â¥à¯à¥â æ¨î ª ª £àã¯¯  ª®á á® á¯ ©ª ¬¨, ª ª ¨å ­ §ë¢ îâ



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 5 ¢â®àë. �­  ¬®�¥â ¡ëâì â ª�¥ ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ ­  ª ª £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®Ä¡®¤­®£® ®¡ê¥ªâ  ¢ ª â¥£®à¨¨, ®¡à §®¢ ­­®© ­¥ª®â®à®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®©á ®¤­®© ¡¨­ à­®© ®¯¥à æ¨¥© (quandle) [24℄. ��. � ¥á ®¡áã�¤ « ¢ [21℄ á¢ï§¨ ¬®­®¨Ä¤  ª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ á â¥®à¨¥© ¢®§¬ãé¥­¨© �¥à­ {� ©¬®­á  ¨ ¤àã£¨¬¨ ¢®¯à®á ¬¨¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨.�®£®¬®«®£¨¨ ª« áá¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ª®á ¯®ï¢¨«¨áì ¢ à ¡®â å�.�.�à­®«ì¤  [12℄, [25℄,®¯ã¡«¨ª®¢ ­­ëå ¢ 1970 £®¤ã. �­¨ ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢ á¢ï§¨ á ¨§ãç¥­¨¥¬ ¯à®¡«¥¬ë ¯à¥¤Äáâ ¢¨¬®áâ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨© ­¥áª®«ìª¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¯®áà¥¤áâ¢®¬ áã¯¥à¯®§¨Äæ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨© ¬¥­ìè¥£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå. � ¨¬¥­­®, ¢ à §¬¥à­®áâïå¢¨¤  2n−1 íâ¨å ª®£®¬®«®£¨©�.�. �à­®«ì¤ ®¡­ àã�¨« ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ª â ª®© ¯à¥¤áâ Ä¢¨¬®áâ¨. �ã¯®¬ï­ãâëåà ¡®â å ª®£®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ ª®á ®¡áã�¤ «¨áì ¢è¨à®ª®¬¬ â¥Ä¬ â¨ç¥áª®¬ ª®­â¥ªáâ¥,   â ª�¥ ¤¥¬®­áâà¨à®¢ «¨áì ¨å á¢ï§¨ á à §«¨ç­ë¬¨ ¬ â¥¬ â¨Äç¥áª¨¬¨ ¤¨áæ¨¯«¨­ ¬¨. �.�.�à­®«ì¤ ¤®ª § «âà¨ ¢ �­ë¥ â¥®à¥¬ë®æ¥«®ç¨á«¥­­ëåª®£®¬®«®£¨ïå £àã¯¯ ª®á (â¥®à¥¬ë 8.1{8.3 ­ áâ®ïé¥© à ¡®âë) ¨ ¯à®¤¥« « ¢ëç¨á«¥­¨ï¢ ¬ «ëå à §¬¥à­®áâïå. �.�. �à­®«ì¤ â ª�¥ ®¯¨á « ¯®«­®áâìî ª®£®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ªà è¥­ëå ª®á [26℄. �.�. �ãªá ¯à®¤®«�¨« ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ª®£®¬®«®£¨© ª« áá¨ç¥áª¨å£àã¯¯ ª®á ¨ ¢ëç¨á«¨« ª®£®¬®«®£¨¨ ¯® ¬®¤ã«î 2 [27℄.�¥§ ¢¨á¨¬® ®â à ¡®â �.�. �à­®«ì¤  ¨ �.�. �ãªá  �.�. �®í­ ¨§ãç « £®¬®«®£¨¨ª« áá¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ª®á ¤àã£¨¬¨¬¥â®¤ ¬¨ ¨ ¢ á¢ï§¨ á â¥®à¨¥© ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå¯à®Äáâà ­áâ¢, ¯à®áâà ­áâ¢ ¯¥â¥«ì, ®¯¥à æ¨ï¬¨�à ª¨{�ã¤®{� ¥à {� è®ä ¨ á¯¥ªâà ¬¨�®¬  [28℄{[32℄. �­ ¢ëç¨á«¨« íâ¨ £®¬®«®£¨¨ á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z,   â ª�¥ ¢ Z=p ª ª¬®¤ã«¨­ ¤  «£¥¡à®©�â¨­à®¤ . �¤¤¨â¨¢­ ï áâàãªâãà ª®£®¬®«®£¨© £àã¯¯ ª®á á ª®íäÄä¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z ¡ë«  â ª�¥ ¢ëç¨á«¥­  �.�. � ©­èâ¥©­®¬ [33℄, ª®â®àë© ¨á¯®«ì§®¢ «¬¥â®¤ë �.�. �ãªá . Ǒ®§�¥ �.�. �®àî­®¢ ¯à¨¬¥­¨« íâ¨ ¬¥â®¤ë ¢ [34℄, [35℄ ¨ ¢ëà §¨«ª®£®¬®«®£¨¨ ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á â¨¯®¢ C ¨ D ¢ â¥à¬¨­ å ª®£®¬®«®£¨© ª« áá¨ç¥áÄª¨å £àã¯¯ ª®á. �¥®à¥¬  �. �¥£ «  [36℄, ãáâ ­ ¢«¨¢ îé ï á¢ï§¨ ¬¥�¤ã £®¬®«®£¨ïÄ¬¨ £àã¯¯ë ª®á ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¨â¥© ¨ ¤¢ãªà â­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯¥â¥«ì ­ ¤¢ã¬¥à­®© áä¥à¥, ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ â¥®à¥¬ë�. � àà â , �. Ǒà¨¤¤¨ ¨ �. �¢¨««¥­ [37℄, [38℄ ® á¢ï§¨ ¬¥�¤ã £®¬®«®£¨ï¬¨ ¡¥áª®­¥ç­®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ¨ ¡¥áª®Ä­¥ç­®ªà â­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯¥â¥«ì 
∞S∞. �âáî¤  ¯à®¨áå®¤¨â á¢ï§ì á à ¡®â ¬¨�. � å®¢ «ì¤  [39℄, [40℄ ¯® â¥®à¨¨ £®¬®â®¯¨©.�«ï ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ª®­ä¨£ãà æ¨¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥© ¢ Cn (â.¥. ª®­ä¨£ãà æ¨¨, § ¤ ­Ä­®© ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨) �. � «ì¢¥ââ¨ ¯®áâà®¨« ¢ [41℄ ª«¥â®ç­ë© ª®¬¯«¥ªáà §¬¥à­®áâ¨ n, £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥­â­ë© ¤®¯®«­¥­¨î ª ª®­ä¨£ãà æ¨¨. � [42℄ ®­¯à¨¬¥­¨« íâã ª®­áâàãªæ¨î ª ª®­ä¨£ãà æ¨¨ ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë �®ªáâ¥à , § ¬¥â¨«, çâ®¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ª®¬¯«¥ªá ¤®¯ãáª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ á¢®¡®¤­®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ ¤ ­­®© £àã¯¯ë�®ªáâ¥à , ª®â®à®¥ ¤¥« ¥â ãª § ­­ãî ¢ëè¥ £®¬®â®¯¨ç¥áªãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì íª¢¨Ä¢ à¨ ­â­®©. � â¥¬ ®­ ¯®«ãç¨« íää¥ªâ¨¢­®¥ ®¯¨á ­¨¥ ä ªâ®à-ª®¬¯«¥ªá  íâ®£® ¤¥©Äáâ¢¨ï, çâ® ¤ «® ¯à®áâ®© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï ª®£®¬®«®£¨© ¢á¥å ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á,¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå.�®¬¯®§¨æ¨ï ª ­®­¨ç¥áª®£® í¯¨¬®àä¨§¬  £àã¯¯ë ª®á ­  á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî £àã¯¯ãBrn → �n ¨ áâ ­¤ àâ­®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ¢ ®àâ®£®­ «ì­ãî£àã¯¯ã �n → On ¯®à®�¤ ¥â á¯¥ªâà�®¬  {MBrn}. �.�. �®í­ [30℄, �.� å®¢ «ì¤ [39℄¨�. �ã««¥â [43℄ ¤®ª § «¨, çâ® á¯¥ªâà {MBrn} ¨§®¬®àä¥­ á¯¥ªâàã�©«¥­¡¥à£ {� ª-«¥©­  ®¡ëç­ëå £®¬®«®£¨© á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=2 (á¬. â¥®à¥¬ã 13.3 ¢ §13).�àã£ ï ã¤¨¢¨â¥«ì­ ï á¢ï§ì, ®¡­ àã�¥­­ ï �.�. �®í­®¬, �.�. �®í­®¬, �.�. � ­Ä



6 �.�. ��������­®¬, �. ��. �¨«ì£à ¬®¬ [44℄ ¨ �.�. �®­ «ì¤á®­®¬ [45℄, ­ ¡«î¤ ¥âáï ¬¥�¤ã ª« áÄá¨ä¨æ¨àãîé¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ £àã¯¯ë ª®á, ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå à æ¨®­ «ìÄ­ëå äã­ªæ¨© ¨ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¬®¤ã«¥© ¬®­®¯®«¥©. �á¯®«ì§ãï íâã á¢ï§ì, �.�. �®í­ ¨��.�. �. ��®­á ¯à®¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ «¨ ¨­¤¥ªá­®¥ à áá«®¥­¨¥ ®¯¥à â®à �¨à ª  ¢ £®Ä¬®â®¯¨ç¥áª¨å â¥à¬¨­ å [46℄, [47℄.�ë ­¥ ª á ¥¬áï ¢ ­ è¥¬ ®¡§®à¥  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨å ¯à®¡«¥¬, á¢ï§ ­­ëå á ª®á ¬¨[48℄{[51℄, ¯®â®¬ã çâ® â¥®à¥¬ � àá ©¤  ®âà �¥­  ¢ ª­¨£¥ ��. �¨à¬ ­ [6℄,   ¡®«¥¥ ¯®«Ä­®¥ ®¡áã�¤¥­¨¥ íâ¨å ¢®¯à®á®¢ ­¥¢®§¬®�­® ¨§-§  áãé¥áâ¢¥­­®£® ã¢¥«¨ç¥­¨ï ®¡ê¥¬ ­ áâ®ïé¥© à ¡®âë. �¢ï§¨, ®âªàëâë¥ �. �¬¥©«®¬ [52℄ ¨ à §¢¨âë¥ �.�. � á¨«ì¥¢ë¬[53℄, ¬¥�¤ã ª®£®¬®«®£¨ï¬¨ª®á¨ á«®�­®áâìî «£®à¨â¬®¢ â ª�¥ ­¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï.�â®â ¯à¥¤¬¥â ã�¥ ®âà �¥­ ¢ ¬®­®£à ä¨ç¥áª®© «¨â¥à âãà¥ [13℄.� áâ®ïé¨© ®¡§®à ®à£ ­¨§®¢ ­ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � ¯¥à¢ëå ¯ïâ¨ ¯ à £à ä å¬ë®¡áã�¤ ¥¬ ª®áë ¡¥§ ã¯®¬¨­ ­¨© ® ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å ¨«¨ (ª®)£®¬®Ä«®£¨ïå. �â¨ ®¡ê¥ªâë ¢®§­¨ª îâ ¢ §6 ¨ ¨§ãç îâáï ¢ á¢ï§¨ á £àã¯¯ ¬¨ ª®á ¨ ¯à®áâà ­Äáâ¢ ¬¨ ¯¥â¥«ì ¢ á«¥¤ãîé¨å ¯ à £à ä å. � §1 ¬ë ¢¢®¤¨¬ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ë¥ ¯à®Äáâà ­áâ¢ , äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ £àã¯¯ë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï £àã¯¯ ¬¨ ª®á. �¢ï§¨ á £àã¯Ä¯ ¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢ §2. � §3 ¬ë ¤ ¥¬ ªà âª¨©®ç¥àª ® £àã¯¯ å �®ªáâ¥à  ¨ ¨§ãç ¥¬ ®¡®¡é¥­­ë¥ £àã¯¯ë ª®á, ª®â®àë¥ íâ¨¬¨ £àã¯Ä¯ ¬¨ �®ªáâ¥à  ®¯à¥¤¥«ïîâáï. �¢®©áâ¢  £àã¯¯ ª®á ¢ â¥« å á àãçª ¬¨ ®¡áã�¤ îâÄáï ¢ §4. �®áë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¯®ï¢«ïîâáï ¢ §5. � §6 à áá¬ âà¨¢ îâáï ­¥ª®â®Äàë¥ ®¡é¨¥ ç¥àâë ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå£àã¯¯. � §7 ¤ ­ë ª®£®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ ªà è¥­ëå ª®á. �ë ®¡áã�¤ ¥¬ à §«¨ç­ë¥  áÄ¯¥ªâë (ª®)£®¬®«®£¨© ª« áá¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ª®á ¢ §8. � §9 ¬ë ®¯¨áë¢ ¥¬ ª®£®¬®«®£¨¨®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á â¨¯®¢ C ¨D ¢ â¥à¬¨­ å ª®£®¬®«®£¨© ª« áá¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ª®á.Ǒ à £à ä10 á®¤¥à�¨âª®­áâàãªæ¨îª®¬¯«¥ªá � «ì¢¥ââ¨¨ ¥£® ¯à¨«®�¥­¨ïªª®£®¬®Ä«®£¨ï¬ ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á. �®¬®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  £àã¯¯ ª®á ¢ â¥« å á àãçª ¬¨¨ ª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨§ãç îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ § 11 ¨ 12. �ë ¨§ãç ¥¬ á¯¥ªâàë�®¬  £àã¯¯ ª®á ¢ §13. � §14 ãª § ­ë á¢ï§¨ á ¯à®áâà ­áâ¢®¬ à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨©ª®¬¯«¥ªá­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£® ¨ â¥®à¨¥© ¬®­®¯®«¥©. � ¤®¯®«­¥­¨¨ á®¡à ­ë ­¥®¡å®¤¨¬ë¥¯®­ïâ¨ï ¨ ä ªâë ¨§ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© â®¯®«®£¨¨.�¢â®à ¡« £®¤ à¥­ �.�. �à­®«ì¤ã, ª®â®àë© ¯à¨¢«¥ª ¥£® ¢­¨¬ ­¨¥ ª á¢ï§¨ ¬¥�¤ãª®á ¬¨ ¨ â¥®à¨¥© ¬®­®¯®«¥© ¨ á­ ¡¤¨« ­¥®¡å®¤¨¬®© «¨â¥à âãà®© ¯® íâ®¬ã ¯à¥¤¬¥âã.�á®¡ ï ¡« £®¤ à­®áâì �.�. � á¨«ì¥¢ã §  ¬ ááã ¯®«¥§­ëå § ¬¥ç ­¨© (®â ¯à¨­æ¨¯¨Ä «ì­ëå ¤® ®¯¥ç â®ª). �¢â®à â ª�¥ ¯à¨§­ â¥«¥­ �.�. �®í­ã §  ¯«®¤®â¢®à­ë¥ ¡¥á¥¤ë® ª®£®¬®«®£¨ïå ª®á, �.�. �ãâ â¥« ¤§¥ ¨ �.Ǒ. �®«®ª¨â¨­ã §  ¯®¬®éì ¨ á®¢¥âë, ª Äá îé¨¥áï ¨§«®�¥­¨ï ¬ â¥à¨ «  à ¡®âë,   â ª�¥ �.�. �ãåèâ ¡¥àã, ¡¥§ ¢­¨¬ ­¨ïª®â®à®£® íâ®â ®¡§®à ­¨ª®£¤  ¡ë ­¥ ¡ë« ­ ¯¨á ­.
§1. �àã¯¯ë ª®á ¨ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �®áë¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢®§­¨ª îâª ª ®¡ê¥ªâë¢ âà¥å¬¥à­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥. �â®¡ëä®àÄ¬ «¨§®¢ âì ¨å ª ª £àã¯¯ã, ¯à®áâ¥©è¨¬ á¯®á®¡®¬ ï¢«ï¥âáï ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¨å ª ªäã­¤ ¬¥­â «ì­ãî £àã¯¯ã ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .ǑãáâìY ¥áâì á¢ï§­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, W ¥áâì ª®­¥ç­ ï £àã¯¯ , ¤¥©Äáâ¢ãîé ï ­  Y . �®çª  y ∈ Y ­ §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà­®©, ¥á«¨ ¥¥ áâ ¡¨«¨§ â®à {w ∈W :wy = y} âà¨¢¨ «¥­, â.¥. á®áâ®¨â â®«ìª® ¨§ ¥¤¨­¨æë £àã¯¯ëW . �­®�¥áâ¢® Ỹ ¢á¥å à¥Ä



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 7£ã«ïà­ëå â®ç¥ª ®âªàëâ®. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ®­® á¢ï§­® ¨ ­¥¯ãáâ®. Ǒ®¤¯à®áâà ­áâ¢®ORB(Y;W ) ¯à®áâà ­áâ¢  ¢á¥å ®à¡¨âOrb(Y;W ), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ®à¡¨â ¢á¥å à¥£ã«ïà­ëåâ®ç¥ª, ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®áâà ­áâ¢®¬ à¥£ã«ïà­ëå ®à¡¨â. �¬¥¥âáï á¢®¡®¤­®¥ ¤¥©áâ¢¨¥W ­  Ỹ , ¨ ¯à®¥ªæ¨ï p: Ỹ → Ỹ =W = ORB(Y;W ) ®¯à¥¤¥«ï¥â ­ ªàëâ¨¥. � áá¬®âà¨¬­ ç «ì­ë© ®âà¥§®ª ¤«¨­­®© â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ íâ®£® ­ ªàëâ¨ï:(1.1) 1 −−→ �1(Ỹ ; y0) p∗−−→ �1(ORB(Y;W ); p(y0)) −−→ W −−→ 1:�ã­¤ ¬¥­â «ì­ ï £àã¯¯  �1(ORB(Y;W ); p(y0)) ¯à®áâà ­áâ¢  à¥£ã«ïà­ëå ®à¡¨â ­ Ä§ë¢ ¥âáï £àã¯¯®© ª®á ¤¥©áâ¢¨ï W ­  Y ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ Br(Y;W ). �ã­¤ Ä¬¥­â «ì­ ï £àã¯¯  �1(Ỹ ; y0) ­ §ë¢ ¥âáï £àã¯¯®© ªà è¥­ëå ª®á ¤¥©áâ¢¨ï W ­  Y¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ P (Y;W ). Ǒà®áâà ­áâ¢  Ỹ ¨ ORB(Y;W ) «¨­¥©­® á¢ï§­ë, â ªçâ® ®¡¥ íâ¨ £àã¯¯ë ®¯à¥¤¥«¥­ë ®¤­®§­ ç­® á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ¨ ¬®�­® ­¥ãª §ë¢ âì ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå ¡ §¨á­ãî â®çªã y0.�«ï «î¡®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Y á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯  �m ¤¥©áâ¢ã¥â ­  ¤¥ª àâ®¢®©áâ¥¯¥­¨ Ym ¯à®áâà ­áâ¢  Y :w(y1; : : : ; ym) = (yw−1(1); : : : ; yw−1(m)); w ∈ �m:�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ F (Y;m) ¯à®áâà ­áâ¢®m-®ª ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå â®ç¥ª ¢ Y :F (Y;m) = {(p1; : : : ; pm) ∈ Ym : pi 6= pj ¯à¨ i 6= j}:�­® ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà ­áâ¢®¬ à¥£ã«ïà­ëå â®ç¥ª ãª § ­­®£® ¤¥©áâ¢¨ï. � á«ãç ¥, ª®£¤ Y ¥áâì á¢ï§­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ M ¡¥§ ªà ï ¨ dimM > 2, ¯à®áâà ­Äáâ¢® à¥£ã«ïà­ëå ®à¡¨â ORB(Mm;�m) ®âªàëâ®, á¢ï§­® ¨ ­¥¯ãáâ®. �ë ­ §ë¢ ¥¬ORB(Mm;�m) ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨ï M ¨ ®¡®§­ ç Ä¥¬ B(M;m). �àã¯¯  ª®á Br(Mm;�m) ­ §ë¢ ¥âáï £àã¯¯®© ª®á ¨§ m ­¨â¥© ¬­®£®Ä®¡à §¨ï M ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï Br (m;M). �­ «®£¨ç­® ¬ë ­ §ë¢ ¥¬ £àã¯¯ã P (Mm;�m)£àã¯¯®© ªà è¥­ëå ª®á ¨§ m ­¨â¥© ¬­®£®®¡à §¨ï M ¨ ®¡®§­ ç ¥¬ P (m;M). �â¨®¯à¥¤¥«¥­¨ï £àã¯¯ ª®á ¡ë«¨ ¤ ­ë�. �®ªá®¬ ¨�.�®©¢¨àâ®¬ [10℄. �« áá¨ç¥áª ï £àã¯Ä¯  ª®á ¨§m ­¨â¥©Brm ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï £àã¯¯  ªà è¥­ëå ª®áPm ¢®§­¨ª îâ ¢ á«ãÄç ¥, ª®£¤  ¬­®£®®¡à §¨¥M ï¢«ï¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢®© ¯«®áª®áâìîR2.Ǒãáâì (qi)i∈N ¥áâì ä¨ªá¨à®¢ ­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à §«¨ç­ëå â®ç¥ª ¬­®£®®¡Äà §¨ïM , ¯®«®�¨¬Qm = {q1; : : : ; qm}. �ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âìQm;l = (ql+1; : : : ; ql+m) ∈ F (M \Ql;m)¢ ª ç¥áâ¢¥ áâ ­¤ àâ­®© ¡ §¨á­®© â®çª¨ ¯à®áâà ­áâ¢  F (M \ Ql;m). �á«¨ k < m,®¯à¥¤¥«¨¬ ¯à®¥ªæ¨î proj: F (M \Ql;m) → F (M \Ql; k)¯® ä®à¬ã«¥: proj(p1; : : : ; pm) = (p1; : : : ; pk). �«¥¤ãîé¨¥ â¥®à¥¬ë ¡ë«¨ ¤®ª § ­ë�. � ¤¥««®¬ ¨ �. �®©¢¨àâ®¬ [11℄.



8 �.�. ���������¥®à¥¬  1.1. �à®©ª  proj : F (M \ Ql;m) → F (M \ Ql; k) ï¢«ï¥âáï «®Äª «ì­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ á® á«®¥¬ proj−1Qk;l, £®¬¥®¬®àä­ë¬F (M \Qk+l;m− k).�§ à áá¬®âà¥­¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ à áá«®¥­¨©F (M \Qm−1; 1) → F (M \Qm−2; 2) →M \Qm−2;F (M \Qm−2; 2) → F (M \Qm−3; 3) →M \Qm−3;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :F (M \Q1;m− 1)→ F (M;m) →M¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¨© ä ªâ.�¥®à¥¬  1.2. �«ï «î¡®£® ¬­®£®®¡à §¨ï M�i(F (M \Q1;m− 1)) = m−1⊕k=1 �i(M \Qk)¯à¨ i > 2. �á«¨ proj : F (M;m) →M ¤®¯ãáª ¥â á¥ç¥­¨¥, â®proji �i(F (M;m)) = m−1⊕k=0 �i(M \Qk); i > 2:�«¥¤áâ¢¨¥ 1.1. �á«¨ M ¥áâì r-¬¥à­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, â®�i(F (M;m)) = m−1⊕k=0 �i(Sr−1 ∨ · · · ∨ Sr−1︸ ︷︷ ︸k ); i > 2:�«¥¤áâ¢¨¥ 1.2. �á«¨ M ¥áâì ¤¢ã¬¥à­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, â®F (R2;m) ¥áâì K(Pm; 1)-¯à®áâà ­áâ¢®,   B(R2;m) ¥áâì K(Brm; 1)-¯à®áâ-à ­áâ¢®.� íâ®¬ á«ãç ¥ â®ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (1.1) ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:1 −−→ Pm −−→ Brm �m−−→ �m −−→ 1:�­  ¬®�¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­  ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ª ­®­¨ç¥áª®£® ª®¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï£àã¯¯ë ª®á Brm á ®¡à §ãîé¨¬¨ �i, i = 1; : : : ;m− 1, ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨:(1.2) { �i�j = �j�i; ¥á«¨ |i− j| > 1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1:�¥â «¨ ¬®�­® ­ ©â¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ª­¨£¥ ��. �¨à¬ ­ [6℄.Ǒà¨ ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ ª®á ª ª ª« áá®¢ ¨§®â®¯¨¨ ­ ¡®à  ¨§ n á¢ï§­ëå ªà¨¢ëå (­¨â¥©)¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ®¡à §ãîé ï�i á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­ ¡®àã ªà¨¢ëå, ¨§®¡à �¥­Ä­®¬ã ­  à¨á. 1.1.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 9
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

�
�

�
�

�
�
�
�

1 i− 1 i i+ 1 i+ 2 n. . . . . .
�¨á. 1.1�®­¥ç­®, ¨¬¥îâáï¨¤àã£¨¥ ª®¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï £àã¯¯ëª®á. �­â¥à¥á­ ï á¥à¨ïª®¯à¥¤Äáâ ¢«¥­¨© ¡ë«  ¤ ­  �. �¥à�¨¥áªã [54℄. �«ï ª �¤®£® ¯«®áª®£® £à ä  ®­ ¯®áâà®¨«ª®¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ë Brn, £¤¥ n ¥áâì ç¨á«® ¢¥àè¨­ £à ä , ®¡à §ãîé¨¥ á®®â¢¥âÄáâ¢ãîâ à¥¡à ¬,   á®®â­®è¥­¨ï ®âà � îâ £¥®¬¥âà¨î £à ä . Ǒà¥¤áâ ¢«¥­¨¥ �àâ¨­ ¢ íâ®¬ ª®­â¥ªáâ¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â £à äã, á®áâ®ïé¥¬ã ¨§ ®âà¥§ª  ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯àï¬®©®â 1 ¤® n á ­ âãà «ì­ë¬¨ ç¨á« ¬¨ (®â 1 ¤® n) ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢¥àè¨­ ¨ ®âà¥§ª ¬¨, ¨å á®Ä¥¤¨­ïîé¨¬¨, ¢ ª ç¥áâ¢¥ à¥¡¥à.

§2. �àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯�àã£®© ¢ �­ë© ¯®¤å®¤ ª £àã¯¯¥ ª®á ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  ä ªâ¥, çâ® ®­ ¬®�¥â à áá¬ âÄà¨¢ âìáï ª ª ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë.Ǒãáâì Fn ¥áâì á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  à ­£  n á ¬­®�¥áâ¢®¬ á¢®¡®¤­ëå ®¡à §ãîé¨å
{x1; : : : ; xn}. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ ¤ «¥¥, çâ® AutFn ¥áâì £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £àã¯¯ëFn. �¬¥¥¬ áâ ­¤ àâ­ë¥ ¢«®�¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë �n ¨ £àã¯¯ë ª®á Brn ¢£àã¯¯ã AutFn. �­¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯¨á ­ë á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. Ǒãáâì �i ∈ AutFn,i = 1; 2; : : : ; n− 1, § ¤ ­ë á«¥¤ãîé¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ ¤¥©áâ¢¨ï ­  ®¡à §ãîé¨å:(2.1) 





xi 7→ xi+1;xi+1 7→ xi;xj 7→ xj ; j 6= i; i+ 1;   ¢â®¬®àä¨§¬ë �i ∈ AutFn, i = 1; 2; : : : ; n− 1, ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã« ¬¨:(2.2) 




xi 7→ xi+1;xi+1 7→ x−1i+1xixi+1;xj 7→ xj ; j 6= i; i+ 1:�¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  Fn ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®© ¤¨áª Dn ¡¥§ n â®ç¥ª,   ®¡Äà §ãîé ï xi á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯¥â«¥, ®¡å®¤ïé¥© ¢®ªàã£ i-© â®çª¨. �àã¯¯  ª®áBrn ï¢«ïÄ¥âáï £àã¯¯®© ª« áá®¢ ®â®¡à �¥­¨© ¤¨áª Dn á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ªà ¥¬ [6℄ ¨ ¤¥©áâ¢ã¥â­  äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯¥ Dn ¯® ä®à¬ã« ¬ (2.2). �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ íâ® ¤¥©áâ¢¨¥ ¨§Ä®¡à �¥­® ­  à¨á. 2.1.
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�¨á. 2.1�â®¡à � ï áâ ­¤ àâ­ë¥ ®¡à §ãîé¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ­  �i,   áâ ­¤ àâÄ­ë¥ ®¡à §ãîé¨¥ £àã¯¯ë ª®á ­  �i, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¬®­®¬®àä¨§¬ë £àã¯¯ r ¨ t:t: �n → AutFn;r : Brn → AutFn:�á¯®«ì§ãï â ª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ £àã¯¯ë ª®á, �.�. � àª®¢ [20℄ ¤®ª § « ª®¯à¥¤áâ ¢«¥Ä­¨¥ (1.2).�¬¥¥¬ â ª�¥ ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ¢«®�¥­¨ï(2.3) AutFm ×AutFn → AutFm+n;á®£« áãîé¨¥áï á® áâ ­¤ àâ­ë¬¨ á¯ à¨¢ ­¨ï¬¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ¨ £àã¯¯ ª®á�k × �l → �k+l;�: Brk × Br l → Brk+l:(2.4)�â¨ á¯ à¨¢ ­¨ï ª®¬¬ãâ¨àãîâá ®â®¡à �¥­¨ï¬¨ �j : Brj → �j . �«ï £àã¯¯ ª®á íâ® á¯ Äà¨¢ ­¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥­® ¤®¡ ¢«¥­¨¥¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå l ­¨â¥© ª ­ ç «ì­ë¬ k.�á«¨ �′i áãâì ®¡à §ãîé¨¥Brk, �′′j { ®¡à §ãîé¨¥Br l ¨ �r { ®¡à §ãîé¨¥Brk+l, â®£¤ ®â®¡à �¥­¨¥ � ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥­® ¢ ¢¨¤¥�(�′i; e) = �i; 1 6 i 6 k − 1;�(e; �′′j ) = �j+k; 1 6 j 6 l− 1:Ǒãáâì f(y1; : : : ; ym) ¥áâì á«®¢® á ¢å®�¤¥­¨ï¬¨ (¢®§¬®�­®, ¯ãáâë¬¨) y"i , £¤¥ yi {­¥ª®â®àë¥ ¡ãª¢ë,   " ¬®�¥â ¡ëâì±1. �á«¨ yi ï¢«ïîâáï í«¥¬¥­â ¬¨ £àã¯¯ëG, â®£¤ f(y1; : : : ; ym) ¡ã¤¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª í«¥¬¥­âG.�¯à¥¤¥«¨¬ í«¥¬¥­âë si;j, 1 6 i < j 6 m, £àã¯¯ë ª®á Brm ¯® ä®à¬ã«¥:si;j = �j−1 : : : �i+1�2i �−1i+1 : : : �−1j−1:�â¨ í«¥¬¥­âë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¨¬ á®®â­®è¥­¨ï¬�ãà ã ([20℄, á¬. â ª�¥ [55℄):(2.5) si;jsk;l = sk;lsi;j ¤«ï i < j < k < l ¨ i < k < l < j;si;jsi;ksj;k = si;ksj;ksi;j ¤«ï i < j < k;si;ksj;ksi;j = sj;ksi;jsi;k ¤«ï i < j < k;si;ksj;ksj;ls−1j;k = sj;ksj;ls−1j;ksi;k ¤«ï i < j < k < l:



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 11�.�. � àª®¢ ¤®ª § «, çâ® í«¥¬¥­âë si;j ¢¬¥áâ¥ á á®®â­®è¥­¨ï¬¨ (2.5) ¤ îâ ª®¯à¥¤Äáâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ë ªà è¥­­ëå ª®á Pm [20℄. �«¥¤ãîé ï ä®à¬ã«  ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬á®®â­®è¥­¨© �ãà ã ¨ â ª�¥ ¯à¨­ ¤«¥�¨â �.�. � àª®¢ã:(2.6) [si;l; s"j;k℄ = f(s1;l; : : : ; sl−1;l); " = ±1; k < l:�¯à¥¤¥«¨¬ í«¥¬¥­âë �k;l, 1 6 k 6 l 6 m, ¯® ä®à¬ã« ¬:�k;k = e;�k;l = �k : : : �l−1:� ¬¥ç ­¨¥. � è¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ �k;l ®â«¨ç ¥âáï ®â ¯¥à¢®­ ç «ì­®£®, ¤ ­­®£®�.�. � àª®¢ë¬: �k;l = �−1k : : : �−1l−1:Ǒãáâì Pkm ¥áâì ¯®¤£àã¯¯  Pm, ¯®à®�¤¥­­ ï í«¥¬¥­â ¬¨ si;j á k < j.�¥®à¥¬  2.1 (�.�. � àª®¢). (i) � �¤ë© í«¥¬¥­â £àã¯¯ë Brm ¬®�¥â ¡ëâì¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ § ¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥(2.7) f2(s1;2) : : : fj(s1;j ; : : : ; sj−1;j) : : : fm(s1;m; : : : ; sm−1;m)�im;m : : : �ij ;j : : : �i2;2:(ii) � ªâ®à £àã¯¯  Pkm=Pk−1m ¥áâì á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ®â á¢®¡®¤­ëå ®¡à §ãîé¨åsi;k+1, 1 6 i 6 k.� ¬¥ç ­¨¥. � ª®¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ (2.7) ­ è ¯®àï¤®ª í«¥¬¥­â®¢ fj ¯à®â¨¢®¯®«®�¥­¯¥à¢®­ ç «ì­®¬ã, ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ã �.�. � àª®¢ë¬. �®ª § â¥«ìáâ¢® â® �¥ á ¬®¥, çâ®¨ ¢ [20℄: ¨á¯®«ì§ã¥âáï ä®à¬ã«  ª®¬¬ãâ¨à®¢ ­¨ï (2.6).Ǒãáâì â¥¯¥àìGn, n = 0; 1; : : : ,G0 = {e}, ¥áâì á¨áâ¥¬  ¯®¤£àã¯¯ £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§Ä¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯: Gn 6 AutFnâ ª ï, çâ® Gm+n, ª ª ¯®¤£àã¯¯  AutFm+n, á®¤¥à�¨â ®¡à §Gm ×Gn ¯à¨ £®¬®¬®àÄä¨§¬¥ (2.3) ¤«ï ¢á¥åm ¨ n. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¨¬¥¥¬ á¨áâ¥¬ã £®¬®¬®àä¨§¬®¢�m;n(G): Gm ×Gn → Gm+n:�â¨ á¯ à¨¢ ­¨ï ï¢«ïîâáï áâà®£®  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨, çâ® ¢«¥ç¥â ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì ¤¨ Ä£à ¬¬ë(2.8) Gl ×Gm ×Gn Id×�m;n
−−−−−−→ Gl ×Gm+ny�l;m×Id y�l;m+nGl+m ×Gn �l+m;n
−−−−−→ Gl+m+nǑà¥¤¯®«®�¨¬â¥¯¥àì, çâ® ¤«ïª �¤®£®m £àã¯¯ Gm á®¤¥à�¨â á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî£àã¯Ä¯ã�m, ª ­®­¨ç¥áª¨ ¢«®�¥­­ãî ¢AutFm. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¡ëç­ë¬®¡à §®¬®¯à¥¤¥«ïÄ¥âáï áâà®£ ï ¬®­®¨¤ «ì­ ï (â¥­§®à­ ï) ª â¥£®à¨ï G . � ¨¬¥­­®, ¥¥ ®¡ê¥ªâë {0; 1; : : : }



12 �.�. ��������á®®â¢¥âáâ¢ãîâ æ¥«ë¬ ç¨á« ¬ ®â 0 ¤® ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨,   ¬®àä¨§¬ë ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®ä®à¬ã«¥ hom(k; l ) = { Gk; ¥á«¨ k = l;
∅; ¥á«¨ k 6= l:� â¥£®à¨ï �, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬ £àã¯¯ ¬, ¨¬¥¥â á¨¬¬¥âà¨î (á¬.[56; á. 180℄,   â ª�¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ­ áâ®ïé¥¬ã ®¡§®àã), â.¥. á¨áâ¥¬ã ¨§®¬®àä¨§¬®¢sm;n : m+ n ∼= n+m;¥áâ¥áâ¢¥­­ãî ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¬®àä¨§¬ ¬ ¨§ m ¢ á¥¡ï ¨ ¨§ n ¢ á¥¡ï, ®¡« ¤ îéãî­¥ª®â®àë¬ á¢®©áâ¢®¬ ª®£¥à¥­â­®áâ¨ ¨ â ªãî, çâ®(2.9) sm;nsn;m = 1m+n :Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 2.1. �á«¨ £àã¯¯  Gm, m = 0; 1; : : : , á®¤¥à�¨â á¨¬¬¥âà¨ç¥áÄªãî £àã¯¯ã �m ¤«ï ¢á¥å m, â® á¨¬¬¥âà¨ï ¨§ ª â¥£®à¨¨, ¯®à®�¤¥­­®© á¨¬¬¥âÄà¨ç¥áª¨¬¨ £àã¯¯ ¬¨, ¨­¤ãæ¨àã¥â á¨¬¬¥âà¨î ¢ ª â¥£®à¨¨ G . � ª¨¬ ®¡à §®¬,¯®á«¥¤­ïï áâ ­®¢¨âáï ¯¥à¬ãâ â¨¢­®© ª â¥£®à¨¥©,   äã­ªâ®à, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­Ä­ë© ¢«®�¥­¨ï¬¨ �m → Gm, áâ ­®¢¨âáï ¬®àä¨§¬®¬ ¬¥�¤ã ¯¥à¬ãâ â¨¢­ë¬¨ª â¥£®à¨ï¬¨.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ á¨áâ¥¬ã ­®à¬ «ì­ëå ¯®¤£àã¯¯Nm / Gm ¤«ï ¢á¥åm,â ªãî, çâ®Nm+n, ª ª ¯®¤£àã¯¯ AutFm+n, á®¤¥à�¨âNm×Nn ¤«ï ¢á¥åm ¨n. ǑãáâìHm ¥áâì á¨áâ¥¬ ä ªâ®à-£àã¯¯Hm = Gm=Nm ¨H ¥áâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ª â¥£®à¨ï.�«¥¤áâ¢¨¥ 2.1. � â¥£®à¨ïH ï¢«ï¥âáï ¯¥à¬ãâ â¨¢­®© ª â¥£®à¨¥©,   äã­ªÄâ®à G →H , ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© í¯¨¬®àä¨§¬ ¬¨ Gm → Hm, ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬¬¥�¤ã ¯¥à¬ãâ â¨¢­ë¬¨ ª â¥£®à¨ï¬¨.�¬¥îâáï ¥é¥ â ª¨¥ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë¥ áâàãªâãàë ¤«ï á¨áâ¥¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å£àã¯¯ ¨ £àã¯¯ ª®á: �k × �l → �kl;(2.10) Brk × Br l → Brkl:(2.11)�«ï á¨áâ¥¬ë á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯ íâ® á¯ à¨¢ ­¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì ®¯¨á ­® á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬. Ǒãáâì � ∈ �k ¨ s ∈ �l. �®£¤  � ◦ s ∈ �kl § ¤ ¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥� ◦ s: (i− 1)k + j 7→ (s(i)− 1)k + �(j) ¤«ï 1 6 i 6 l; 1 6 j 6 k:�â® ®§­ ç ¥â, çâ® �◦s ¯¥à¥áâ ¢«ï¥â kl á¨¬¢®«®¢, à §¤¥«¥­­ëå­  l ¡«®ª®¢ (¯® k á¨¬¢®Ä«®¢ ¢ ª �¤®¬), â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® � ◦s ¯¥à¥áâ ¢«ï¥â ¡«®ª¨ ª ª ¯¥à¥áâ ­®¢ª  s ¨ � ◦s¯¥à¥áâ ¢«ï¥â á¨¬¢®«ë ¢­ãâà¨ ª �¤®£® ¡«®ª  ª ª ¯¥à¥áâ ­®¢ª  �. �¯ à¨¢ ­¨¥ (2.11)¤«ï £àã¯¯ ª®á ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ë ãâ®«é ¥¬ ª �¤ãî ­¨âì ª®áë



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 13� ∈ Br l ¨ ¢ª« ¤ë¢ ¥¬ ª®áã � ∈ Brk ¢ ª �¤ãî ¯®«ãç¨¢èãîáï âàã¡ªã. �à ä¨ç¥áª¨íâ® ¨§®¡à �¥­® ­  à¨á. 2.2.
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�¨á. 2.2Ǒãáâì � ∈ AutFk ¨ � ∈ AutFl áãâì  ¢â®¬®àä¨§¬ë á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ®â ®¡à §ãîÄé¨å x1; : : : ; xk ¨ y1; : : : ; yl. � á¯¨è¥¬ ¤¥©áâ¢¨¥  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ � ¨ � ­  xj ¨ yi:� : xj 7→ !j(x1; : : : ; xk);� : yi 7→ �i(y1; : : : ; yl):Ǒãáâì Fkl ¥áâì á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ®â ®¡à §ãîé¨å ai;j, £¤¥ 1 6 i 6 l, 1 6 j 6 k.�¯à¥¤¥«¨¬ í­¤®¬®àä¨§¬ � ◦ � £àã¯¯ë Fkl ¯® ä®à¬ã«¥(2.12) � ◦ � : ai;j 7→ �i(!j(a1;1; : : : ; a1;k); : : : ; !j(al;1; : : : ; al;k)):� áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ã AutFk ª ª �0 H-¯à®áâà ­áâ¢  £®¬®â®¯¨ç¥áª¨å á ¬®íª¢¨¢ «¥­âÄ­®áâ¥© ¡ãª¥â  ¨§ k ®ªàã�­®áâ¥© ∨kS1: Aut(∨kS1). �àã¯¯  AutFk £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ íªÄ¢¨¢ «¥­â­  Aut(∨kS1). �®£¤  í«¥¬¥­â � ◦� ¬®�¥â ¡ëâì ®¯¨á ­ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.Ǒãáâì � ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ®â®¡à �¥­¨¥¬ ¡ãª¥â  ¨§ l ®ªàã�­®áâ¥©:b: ∨l S1 → ∨lS1:�â¬¥â¨¬ â®çª¨ pi;j , 1 6 i 6 l, 0 6 j 6 k, ª®â®àë¥ ¤¥«ïâ i-î ®ªàã�­®áâì ­  k à ¢­ëåç áâ¥© â ª, çâ® pi;0 ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á­®© â®çª®© ¡ãª¥â . �ë ¡¥à¥¬ â ª®© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ìb í«¥¬¥­â  �, çâ® b(pi;j) ¥áâì ®¤­  ¨§ â®ç¥ª pi;j, 1 6 i 6 l, 1 6 j 6 k. �â® ¬®�­® á¤¥Ä« âì, ­ ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � áá¬®âà¨¬ ®ªàã�­®áâì, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãîá¨¬¢®«ã yi, ¨ ¯ãáâì di ¥áâì ¤«¨­  á«®¢  �i(y1; : : : ; yl). �ë ®â®¡à � ¥¬ ¨­â¥à¢ « [0; 1℄«¨­¥©­® ­  ¨­â¥à¢ « [0; di℄. �®£¤  â®çª¨ r=k, r = 0; 1; : : : ; k, ®â®¡à §ïâáï ­  â®çª¨dir=k. � ªâ®à¨§ãï ¯® æ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª¥, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ­ã�­ë© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ìí«¥¬¥­â  �. �â® ®â®¡à �¥­¨¥ b ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®â®¯¨ç¥áªãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ¡ãª¥â ¨§ kl ®ªàã�­®áâ¥© ­  á¥¡ï b: ∨kl S1 → ∨klS1:�ãª¥â ∨klS1 ¥áâ¥áâ¢¥­­® à §¤¥«¥­ ­  l ¡ãª¥â®¢, ¨¬¥îé¨å k ®ªàã�­®áâ¥© ¢ ª �¤®¬.Ǒà¨¬¥­¨¬ â¥¯¥àì £®¬®â®¯¨ç¥áªãîíª¢¨¢ «¥­â­®áâì, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî�, ­  ª �¤®¬â ª®¬ ¯®¤¡ãª¥â¥. �ë ¯®«ãç¨¬ £®¬®â®¯¨ç¥áªãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî



14 �.�. ��������� ◦ �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, � ◦ �, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¨áå®¤ï ¨§ (2.12), ï¢«ï¥âáï  ¢â®¬®àä¨§¬®¬£àã¯¯ë Fkl. �â® ®¯à¥¤¥«ï¥â á¯ à¨¢ ­¨¥(2.13) AutFk ×AutFl → AutFkl;á®£« á®¢ ­­®¥ á (2.10) ¨ (2.11). �­®  áá®æ¨ â¨¢­®. �®£« á®¢ ­­®áâì á (2.10) ¢¨¤­ ,¥á«¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî £àã¯¯ã â ª¨¬ �¥ ®¡à §®¬, ª ª¨ AutFk, § ¬¥­¨¢ S1 ­  S0. �â®¡à �¥­¨¥ Aut(∨kS0) → Aut(∨kS1) ¨­¤ãæ¨à®¢ ­®äã­ªâ®à®¬ ­ ¤áâà®©ª¨.
§3. �¡®¡é¥­­ë¥ £àã¯¯ë ª®á�àã¯¯ë ª®á ¢å®¤ïâ ¢ á¥à¨î â ª ­ §ë¢ ¥¬ëå®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á (¨«¨ �àâ¨­®¢ëå£àã¯¯). � ¬ ¯®âà¥¡ãîâáï ­¥ª®â®àë¥ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ à áá¬®âà¥­¨ï ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥Ä­¨ï íâ¨å £àã¯¯.Ǒãáâì V ¥áâì ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (dim V = n)á ¥¢ª«¨¤®¢®© áâàãªâãà®©. ǑãáâìW ¥áâì ª®­¥ç­ ï¯®¤£àã¯¯ GL(V ), ¯®à®�¤¥­­ ï ®âÄà �¥­¨ï¬¨. �ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ â¥à¬¨­®«®£¨î ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨§ ª­¨£¨ �. �ãà¡ ª¨ [57℄.ǑãáâìM ¥áâì ¬­®�¥áâ¢® £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥© â ª¨å, çâ®W ¯®à®�¤¥­  ®àâ®£®­ «ì­ë¬¨®âà �¥­¨ï¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­®M ∈M. �ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£®w ∈ W ¨ «îÄ¡®© £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨M ∈ M £¨¯¥à¯«®áª®áâì w(M) ¯à¨­ ¤«¥�¨âM. �¨¯¥à¯«®áª®áÄâ¨ á¨áâ¥¬ëM ¤¥«ïâ ¢á¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V (¢ª«îç ï á ¬¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨) ­  ª«¥âª¨,­ §ë¢ ¥¬ë¥ ïç¥©ª ¬¨. �ç¥©ª¨ ¬ ªá¨¬ «ì­®© à §¬¥à­®áâ¨ (à ¢­®© n) ­ §ë¢ îâáïª ¬¥à ¬¨. �à ­¨æ  ª ¬¥àë A ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬­®�¥áâ¢®¬ ­¥ª®â®à®£® ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï £¨Ä¯¥à¯«®áª®áâ¥©. �â¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ ­ §ë¢ îâáï áâ¥­ª ¬¨ ª ¬¥àë A. �«¥¤ãîé¨¥ä ªâë å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë [57℄.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 3.1. (i) W ¯¥à¥áâ ¢«ï¥â ª ¬¥àë ¨§ M âà ­§¨â¨¢­®.(ii) � ¬ëª ­¨¥ A ª ¬¥àë A ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ®¡« áâìî ¤«ï W , ¤¥©Äáâ¢ãîé¥© ­  V .(iii) �á«¨ x ∈ V ¯à¨­ ¤«¥�¨â A, â® áâ ¡¨«¨§ â®à x ¯®à®�¤ ¥âáï ®âà �¥Ä­¨ï¬¨ ¯® ®â­®è¥­¨î ª áâ¥­ª ¬ A, á®¤¥à� é¨¬ x.�ãé¥áâ¢ã¥â ¬­®�¥áâ¢® I ¨ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥�¤ã í«¥¬¥­â ¬¨I ¨ áâ¥­ª ¬¨ ª ¬¥àë A: i 7→ Mi(A), ª®â®à®¥ ­ §ë¢ ¥âáï ª ­®­¨ç¥áª®© ¨­¤¥ªá æ¨¥©áâ¥­®ª ª ¬¥àë A. �®£¤ W ¯®à®�¤ ¥âáï ®âà �¥­¨ï¬¨ wi = wi(Mi), i ∈ I , ã¤®¢«¥Äâ¢®àïîé¨¬¨ â®«ìª® á«¥¤ãîé¨¬ á®®â­®è¥­¨ï¬:(wiwj)mi;j = e; i; j ∈ I;£¤¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  mi;j = mj;i ®¡à §ãîâ ¬ âà¨æã �®ªáâ¥à  ¤«ïW , ¯® ª®â®Äà®© £à ä �®ªáâ¥à  �(W ) ¤«ïW áâà®¨âáï â ª¨¬ ®¡à §®¬: ¢¥àè¨­ë á®®â¢¥âáâ¢ãîâí«¥¬¥­â ¬ i ∈ I , ¯à¨ç¥¬ ¢¥àè¨­ë i ¨ j á®¥¤¨­¥­ë à¥¡à®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ mi;j > 3. �ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¤ «¥¥ á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥ Ǒ. �¥«¨­ï [58℄: prod(m;x; y)®¡®§­ ç ¥â ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥xyxy : : : (m á®¬­®�¨â¥«¥©). �¡®¡é¥­­ ï £àã¯¯  ª®á Br (W )¤«ï W [14℄, [58℄ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª £àã¯¯  á ®¡à §ãîé¨¬¨ {si; i ∈ I} ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨prod(mi;j ; si; sj) = prod(mj;i; sj ; si):



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 15Ǒà¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ëW ®âáî¤  ¯®«ãç ¥âáï ¤®¡ ¢«¥­¨¥¬ á®®â­®è¥­¨©:s2i = e; i ∈ I:� â¥®à¥¬¥ 3.1 ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® íâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡é¥­­®© £àã¯¯ë ª®á á®£« áã¥âáïá ­ è¨¬ ®¡é¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ £àã¯¯ë ª®á ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë W (§1). �ë ®¡®§­ ç ¥¬ç¥à¥§ �W ª ­®­¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ Br(W ) ¢W . �« áá¨ç¥áª¨¥ ª®áë ¨§ k ­¨â¥©Brk ¯®«ãç¥­ë íâ®© ª®­áâàãªæ¨¥©, ª®£¤ W ¥áâì á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯  ­  k+1 á¨¬Ä¢®« å. � íâ®¬ á«ãç ¥mi;i+1 = 3 ¨mi;j = 2, ¥á«¨ j 6= i; i+ 1.�¥¯¥àì ¯ãáâì J1; : : : ; Js áãâì ¬­®�¥áâ¢  ¢¥àè¨­ á¢ï§­ëå ª®¬¯®­¥­â £à ä  �®ªáÄâ¥à  W . Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ ¤ «¥¥, çâ® Wq { ¯®¤£àã¯¯  W , ¯®à®�¤¥­­ ï ®âà �¥­¨ï¬¨wi, i ∈ Jq. Ǒãáâì V 0q ¥áâì ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® V , á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢, ¨­¢ à¨ ­âÄ­ëå ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ Wq . Ǒãáâì Vq ®¡®§­ ç ¥â ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ V 0q ¢ V ,V0 = ⋂16q6s V 0q . �®£¤  ¬ë ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ä ªâë [57; £«. V, §3.7, ¯à¥¤«®�¥­¨¥ 5℄.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 3.2. (i) �àã¯¯  W ¥áâì ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ Wq (1 6 q 6 s).(ii) �¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ¥áâì ¯àï¬ ï áã¬¬  ®àâ®£®­ «ì­ëå ¯®¤¯à®Äáâà ­áâ¢ V1; : : : ; Vs; V0, ¨­¢ à¨ ­â­ëå ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ W .�á«¨ V0 = 0, â® £àã¯¯ W , ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  V , ­ §ë¢ ¥âáï áãé¥áâ¢¥­­®©. � íâ®¬á«ãç ¥ ª �¤ ï ª ¬¥à  ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ á¨¬¯«¨æ¨ «ì­ë¬ ª®­ãá®¬. � ¤ ¤¨¬ ­¥Äª®â®à®¥ ã¯®àï¤®ç¨¢ ­¨¥ áâ¥­®ª Mi, 1 6 i 6 n, ª �¤®© ª ¬¥àë A. Ǒà®¨§¢¥¤¥­¨¥®âà �¥­¨© wM1wM2 : : : wMn ¥áâì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �®ªáâ¥à , ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ã¯®àï¤®Äç¥­­®© ª ¬¥à®© A. �á¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï �®ªáâ¥à  á®¯àï�¥­ë ¢W , ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,¢á¥ ®­¨ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¨ ®¤¨­ ª®¢ë© (ª®­¥ç­ë©)¯®àï¤®ª. �â® ç¨á«® ­ §ë¢ ¥âáï ç¨á«®¬ �®ªáâ¥à  £àã¯¯ëW . �¡®§­ ç¨¬ ¥£® ç¥à¥§h.�®£¤  å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯®«¨­®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï �®ªáâ¥à  ¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á ­¢ ¢¨¤¥ f(t) = n∏j=1(t− exp(2i�mjh ));£¤¥m1;m2; : : : ;mn { â ª¨¥ ç¨á« , çâ®0 6 m1 6 m2 6 · · · 6 mn < h:�¨á« m1;m2; : : : ;mn ­ §ë¢ îâáï ¯®ª § â¥«ï¬¨ W .�« áá¨ä¨ª æ¨ï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå (â.¥. á® á¢ï§­ë¬¨ £à ä ¬¨ �®ªáâ¥à ) £àã¯¯ �®ªáÄâ¥à  å®à®è® ¨§¢¥áâ­  (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬ã 1 £«. VI, §4 ª­¨£¨ [57℄). �­  á®áâ®¨â ¨§âà¥å ¡¥áª®­¥ç­ëå á¥à¨©: A, C (ª®â®àãî â ª�¥ ®¡®§­ ç îâ ç¥à¥§ B ¯®â®¬ã, çâ® ¢ á®Ä®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯à®áâëå «£¥¡à�¨ ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ á¥à¨¨B ¨C ¨¬¥îâíâã £àã¯¯ã ¢ ª ç¥áâ¢¥ £àã¯¯ë �¥©«ï) ¨ D,   â ª�¥ ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå £àã¯¯: E6, E7,E8, F4,G2,H3,H4 ¨ I2(p). � ¯à¨¬¥à, ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ £à äë�®ªáâ¥à  ¤«ïAn, Cn,Dn ¨ E8:
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�����• • : : : •(Dn)
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•(E8)�¨á«® ¢¥àè¨­ ¢ íâ¨å ¤¨ £à ¬¬ å à ¢­® n,   ç¨á«® m ­ ¤ à¥¡à®¬ ®§­ ç ¥â, çâ®mi;j = m ¤«ï ¯ àë ®¡à §ãîé¨å, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®çª ¬, á®¥¤¨­¥­­ë¬ ¤ ­­ë¬ à¥Ä¡à®¬. �á«¨mi;j = 3, â® ­ ¯¨á ­¨¥ ç¨á«  ­ ¤ à¥¡à®¬ ®¯ãáª ¥âáï.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ª®¬¯«¥ªá¨ä¨ª æ¨î VC ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ ª®¬¯«¥ªá¨ä¨ª æ¨îMC ¤«ï M ∈ M. Ǒãáâì YW = VC −
⋃M∈MMC . �§ ¯ã­ªâ  (iii) ¯à¥¤«®�¥­¨ï 3.1¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® W ¤¥©áâ¢ã¥â á¢®¡®¤­® ­  YW . Ǒãáâì XW = YW =W , â®£¤  YW¥áâì ­ ªàëâ¨¥ ­ ¤ XW , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ £àã¯¯¥ W . Ǒãáâì y0 ¥áâì â®çª  ¢ ­¥ª®Äâ®à®© ª ¬¥à¥ A0 ¨ x0 { ¥¥ ®¡à § ¢ XW . �ë ­ å®¤¨¬áï ¢ á¨âã æ¨¨, ®¯¨á ­­®© ¢ §1,¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ £àã¯¯ë ª®á ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ëW . �â  £àã¯¯  ª®á ®¯à¥¤¥«ï« áì ª ª äã­Ä¤ ¬¥­â «ì­ ï £àã¯¯  ¯à®áâà ­áâ¢  à¥£ã«ïà­ëå ®à¡¨â ¤¥©áâ¢¨ïW . � ­ è¥¬ á«ãç ¥ORB(VC ;W ) = XW . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡®¡é¥­­ ï £àã¯¯  ª®á à ¢­  �1(XW ; x0). �«ïª �¤®£® j ∈ I ¯ãáâì `′j ¥áâì £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© ª« áá ¯ãâ¥© ¢ YW , ­ ç¨­ îé¨åáï ¢ y0¨ ®ª ­ç¨¢ îé¨åáï ¢ wj(y0), ª®â®àë¥ á®¤¥à� â «®¬ ­ãî «¨­¨î á ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ëÄ¬¨ ¢¥àè¨­ ¬¨: y0; y0 + iy0; wj(y0) + iy0; wj(y0). �¡à § `j ª« áá  `′j ¢ XW ï¢«ï¥âáï¯¥â«¥© á ¡ §¨á­®© â®çª®© x0.�¥®à¥¬  3.1. (i) �ã­¤ ¬¥­â «ì­ ï £àã¯¯  �1(XW ; x0) ¯®à®�¤¥­  í«¥¬¥­â Ä¬¨ `j , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ á«¥¤ãîé¨¬ á®®â­®è¥­¨ï¬:prod(mj;k; `j ; `k) = prod(mk;j ; `k; `j):(ii) �­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàëâ¨¥ XW áâï£¨¢ ¥¬®, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, XW ¥áâì¯à®áâà ­áâ¢® â¨¯  K(�; 1).� áâì (i) íâ®© â¥®à¥¬ë ¡ë«  ¤®ª § ­  �. �à¨áª®à­®¬ [59℄. � áâì (ii) ¤«ï £àã¯¯â¨¯®¢ Cn, G2 ¨ I2(p) ¡ë«  ¤®ª § ­  â ª�¥ �. �à¨áª®à­®¬ [59℄  ­ «®£¨ç­® â®¬ã, ª ª�. � ¤¥«« ¨ �. �®©¢¨àâ [11℄ ¤®ª §ë¢ «¨ â¥®à¥¬ë 1.1, 1.2 ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 1.2. � ¤®ª Ä§ â¥«ìáâ¢¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨ï (ii) ¤«ï £àã¯¯ â¨¯®¢ Dn ¨ F4 �. �à¨áª®à­ ¨á¯®«ì§ã¥â íâ®â¬¥â®¤ á ­¥¡®«ìè¨¬¨ ¨§¬¥­¥­¨ï¬¨. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ç áâì (ii) íâ®© â¥®à¥¬  ¡ë«  ¤®Äª § ­  Ǒ. �¥«¨­¥¬ [58℄.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 17�á«¨W ¥áâì ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥W ′ ¨W ′′, â® £àã¯¯  Br(W ) ¥áâì ¯àï¬®¥ ¯à®¨§Ä¢¥¤¥­¨¥ Br(W ′) ¨Br(W ′′). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¥á«¨ £àã¯¯ W â ª ï�¥, ª ª ¢ ¯à¥¤«®�¥Ä­¨¨ 3.2, â® Br (W ) = Br(W1)× · · · × Br (Ws).� â¥à¬¨­ å £à ä®¢ �®ªáâ¥à  á¯ à¨¢ ­¨¥ � ¨§ (2.4) ¤«ï ª« áá¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ª®á®§­ ç ¥â, çâ® ¬ë ¡¥à¥¬ ¢¥àè¨­ã, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî �k ¢ £à ä¥ �®ªáâ¥à  �(�k+l),¨ ¢ª« ¤ë¢ ¥¬ Brk × Br l ¢ Brk+l ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¢«®�¥­¨¥¬ �(�k × �l) = �(�k) ∪�(�l) ¢ ¤¢¥ ª®¬¯®­¥­âë £à ä  �(�k+l) \ �k. � ª¨¬ �¥ ®¡à §®¬ ¬ë ¨­â¥à¯à¥â¨àãÄ¥¬ à §«¨ç­ë¥ ¢«®�¥­¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ �®ªáâ¥à  ¢ £àã¯¯ã á ¡®«ìè¨¬¨­¤¥ªá®¬. �â® ¢¥à­® â ª�¥ ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á. �ë ã¤ Ä«ï¥¬ ¢¥àè¨­ã ¢ á¢ï§­®¬ £à ä¥ �®ªáâ¥à  ¨ ¯®«ãç ¥¬ £à ä, ã ª®â®à®£® ç¨á«® ª®¬¯®Ä­¥­â á¢ï§­®áâ¨ ¬¥­ìè¥ ¨«¨ à ¢­® 3. �â¨ ª®¬¯®­¥­âë á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬£àã¯¯ ¬�®ªáâ¥à  ¨«¨ £àã¯¯ ¬ ª®á, ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï ®¡« áâìî®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®â®¡à �¥­¨ï. � ¯à¨¬¥à, ¨¬¥¥¬ ®ç¥¢¨¤­ë¥ á¯ à¨¢ ­¨ï:�(C;A): Br (Ck)× Br(Al) → Br (Ck+l+1);�(D;A): Br (Dk)× Br (Al) → Br(Dk+l+1) ¤«ï ¢á¥å k ¨ l;¨«¨ á¯ à¨¢ ­¨¥ �(A3; A4;E8): Br (A3)× Br(A4) → Br (E8);ª®â®à®¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ç¥â¢¥àâ®© £®à¨§®­â «ì­®© ¢¥àè¨­¥ £à ä  �®ªáâ¥à E8.�«®�¥­¨ï £àã¯¯ (­¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©) ¬®£ãâ ¡ëâì â ª�¥ ¢ëà �¥­ë ­  íâ®¬ ï§ëª¥.� ¯à¨¬¥à, ¨¬¥¥¬ ¢«®�¥­¨¥ �C : Br(Al−1) → Br(Cl)¨ ¤¢  à §«¨ç­ëå ¢«®�¥­¨ï: �D : Br (Al−1) → Br (Dl)¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¤¢ã¬ïà §«¨ç­ë¬¨¢¥àè¨­ ¬¨­  ®¤­®¬ª®­æ¥ £à ä �®ªáâ¥à ¤«ïDl.�¥®à¥¬  3.1 ¤ ¥â ª®¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ëBr (Ck) ®¡à §ãîé¨¬¨ {s1; : : : ; sk}, ã¤®¢Ä«¥â¢®àïîé¨¬¨ á®®â­®è¥­¨î(3.1) s1s2s1s2 = s2s1s2s1;  â ª�¥ á®®â­®è¥­¨ï¬ £àã¯¯ë ª®á (1.2) ¤«ï ®¡à §ãîé¨å s2; : : : ; sk. Ǒãáâì Br1;n+1¥áâì ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë ª®á Brn+1, á®áâ®ïé ï ¨§ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ Brn+1, á â¥¬ á¢®©áâÄ¢®¬, çâ® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨, ¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥, ®áâ ¢«ïîâ ¥¤¨­¨æã ¨­¢ à¨ ­â­®©. �â®®§­ ç ¥â, çâ® ª®­¥æ ¯¥à¢®© ­¨â¨ ­ å®¤¨âáï á­®¢  ­  ¯¥à¢®¬ ¬¥áâ¥. �.-�. ��®ã [60℄­ è¥« ª®¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ íâ®© £àã¯¯ë á ®¡à §ãîé¨¬¨�2; : : : ; �n; a2; : : : ; an+1;£¤¥ �j ¥áâì áâ ­¤ àâ­ ï ®¡à §ãîé ï £àã¯¯ë ª®áBrn+1,   í«¥¬¥­âë ai § ¤ ­ë à ¢¥­Äáâ¢®¬ ai = �−11 : : : �−1i−2�2i−1�i−2 : : : �1, 2 6 i 6 n+ 1. �«¥¬¥­âë �2; : : : ; �n ¯®à®�¤ Äîâ ¯®¤£àã¯¯ã ¢ Br1;n+1, ¨§®¬®àä­ãî Brn,   í«¥¬¥­âë a2; : : : ; an+1 ¯®à®�¤ îâ ­®àÄ¬ «ì­ãî á¢®¡®¤­ãî ¯®¤£àã¯¯ã Fn. �«¥¤ãîé¥¥ á®®â­®è¥­¨¥ ¢ë¯®«­¥­® ¢ Br1;n+1:�2a2�2a2 = a2�2a2�2:�¯à¥¤¥«¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ �: Br (Cn) → Br1;n+1 ¯® ä®à¬ã« ¬:�(w1) = a2;�(wi) = �i; i = 2; : : : ; n;¨ ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥.



18 �.�. ��������Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 3.3. �â®¡à �¥­¨¥ � ®¯à¥¤¥«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬� : Br (Cn) ∼= Br1;n+1:�â® ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­® á £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥­¨ï. Ǒà®áâà ­áâ¢® XCn¬®�­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ¯à®áâà ­áâ¢® n à §«¨ç­ëå ¯ à â®ç¥ª ¨§ R2 \ 0, á¨¬Ä¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® ­ã«ï [34℄, [35℄. �â® â® �¥ á ¬®¥, çâ® ¯à®áâ® ¯à®áâà ­áâ¢®n à §«¨ç­ëå â®ç¥ª ¢ R
2 \ 0. �àã¯¯  Brn+1 ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï£àã¯¯  ¯à®áâà ­áâ¢ XAn ­ ¡®à®¢ n+1 à §«¨ç­ëå â®ç¥ª ¨§R2. �á«¨ § ä¨ªá¨à®¢ âì®¤­ã â®çªã (áª �¥¬, 0), â® íâ® ¡ã¤¥â XCn . �«ï äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯ë XAn íâ®®§­ ç ¥â, çâ® ¯¥à¢ ï ­¨âì ¤®«�­  ¨¬¥âì â¥ �¥ á ¬ë¥ ­ ç «® ¨ ª®­¥æ (à ¢­ë¥ ­ã«î).� è¨ à áá¬®âà¥­¨ï ®§­ ç îâ â ª�¥, çâ® £àã¯¯  ª®á Br(Cn) ∼= Br1;n+1 ¬®�¥â ¡ëâì¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ ­  ª ª £àã¯¯  ª®á ¢ ¯®«­®â®à¨¨, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬¯ à £à ä¥.Ǒãáâì � ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ Br(Cn) ¢ Brn, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¯® ä®à¬ã« ¬:�(s1) = e;�(si) = �i−1 ¤«ï i > 1:�®£¤  ��C = 1Brn ¨ Br(Cn) ¨§®¬®àä­  ¯®«ã¯àï¬®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î Fn ¨ Brn á ¤¥©Äáâ¢¨¥¬ Brn ­  Fn, ®¯¨á ­­ë¬ ¢ §2. �§¢¥áâ­®, çâ® £àã¯¯  Ck ¨§®¬®àä­  á¯«¥â¥­¨îá¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë �k = Ak−1 á Z=2: Ck ∼= �k ∫ Z=2. �¯ à¨¢ ­¨¥mC : Ck × Cl → Ck+l¬®�¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­®, ¨á¯®«ì§ãï á¯ à¨¢ ­¨¥ ¤«ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯�k × �l → �k+l¨ áâàãªâãàã á¯«¥â¥­¨ï.Ǒãáâì s′1; : : : ; s′k áãâì ®¡à §ãîé¨¥Br(Ck), s′′1 ; : : : ; s′′l { ®¡à §ãîé¨¥Br(Cl). �®£¤ ¬ë ¬®�¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì á¯ à¨¢ ­¨¥�(C;C): Br (Ck)× Br(Cl) → Br(Ck+l)¯® ä®à¬ã« ¬: �(C;C)(s′i; e) = si; 1 6 i 6 k;�(C;C)(e; s′′1 ) = sk+1 : : : s2s1s2 : : : sk+1;�(C;C)(e; s′′j ) = sk+j ; 1 6 j 6 l:�®®â­®è¥­¨¥ (3.1) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®¡à §ë s′1 ¨ s′′1 ª®¬¬ãâ¨àãîâ ¢ Br(Ck+l). �®¬¬ãÄâ¨à®¢ ­¨¥ ®¡à §®¢ s′i, i > 2, ¨ s′′1 á«¥¤ã¥â ¨§ á®®â­®è¥­¨© £àã¯¯ë ª®á. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 19�(C;C) ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬. �¯ à¨¢ ­¨¥ �(C;C) ¡ë«® ¢¯¥à¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­® ¢ [61℄. �¥£Äª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® �(C;C)  áá®æ¨ â¨¢­®, â.¥. çâ® á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬  ª®¬¬ãâ â¨¢Ä­ : Br(Ck)× Br(Cl)× Br(Cq) �i×1−−−−→ Br (Ck+l)× Br (Cq)y1×�(C;C) y�(C;C)Br(Ck)× Br (Cl+q) �i−−−−→ Br (Ck+l+q)�â® á¯ à¨¢ ­¨¥ á®£« á®¢ ­® á® á¯ à¨¢ ­¨¥¬ ¤«ï £àã¯¯ �®ªáâ¥à mC : Ck × Cl → Ck+l;â ª, çâ® ¤¨ £à ¬¬  Br(Ck)× Br (Cl) �C×�C−−−−−→ Ck × Cly�(C;C) ymCBr(Ck+l) �C−−−−→ Ck+lª®¬¬ãâ â¨¢­ . �¯ à¨¢ ­¨¥ �(C;C) â ª�¥ á®£« á®¢ ­® á® á¯ à¨¢ ­¨¥¬Br(Ck)× Br l → Br (Ck+l)ç¥à¥§ ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®�¥­¨¥ Br l → Br (Cl). �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì ¤¨ Ä£à ¬¬ë ¤«ï £®¬®¬®àä¨§¬  �C :Brk × Br l �C×�C−−−−−→ Br (Ck)× Br (Cl)y� y�(C;C)Brk+l �C−−−−→ Br (Ck+l)�¤­ ª®, ­¥â  ­ «®£¨ç­®© ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ¤«ï � : Br(Ck) → Brk ¨ �(C;C). �¥©Äáâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì k = 2. �®£¤  �(�; �)(e; s′′1 ) = �(e; e) = e ¨ ��(C;C)(e; s′′1 ) =�(s3s2s1s2s3) = �2�21�2 6= e. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, £®¬®¬®àä¨§¬ � ­¥ á®£« á®¢ ­ á® á¯ à¨Ä¢ ­¨ï¬¨ � ¨ �(C;C).�  ãà®¢­¥ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ á¯ à¨¢ ­¨¥ �(C;C) ¤«ï ª®á á¥à¨¨C ¬®Ä�¥â ¡ëâì ®¯¨á ­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �â®¡à §¨¬ R2 \ 0 (á k à §«¨ç­ë¬¨ â®çª ¬¨)¤¨ää¥®¬®àä­® ­  ®âªàëâë©¤¨áª à ¤¨ãá  k+1=2 ¡¥§ ­ã«ï: Dk+1=2 \0 â ª¨¬ ®¡à §®¬,çâ® â®çª¨ á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (1; 0); : : : ; (k; 0) ®â®¡à � îâáï ­  á¥¡ï. �â®¡à §¨¬ â ª�¥
R2 \ 0 (á l à §«¨ç­ë¬¨ â®çª ¬¨) ¤¨ää¥®¬®àä­® ­  R2 \ Dk+1=2 â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®â®çª¨ á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (1; 0); : : : ; (l; 0) ®â®¡à � îâáï ¢ â®çª¨ (k + 1; 0); : : : ; (k + l; 0).�â® ®â®¡à �¥­¨¥(3.2) R

2 \ 0× R
2 \ 0 → R

2 \ 0ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ ®â®¡à �¥­¨ï ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢:B(X; k)×B(X; l) → B(X; k + l);



20 �.�. ��������£¤¥ ¯à®áâà ­áâ¢®X ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥X = Y ×R ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¤àãÄ£®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Y . �â®¡à �¥­¨¥ (3.2) ¯®à®�¤ ¥â á¯ à¨¢ ­¨¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå£àã¯¯ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ª®â®à®¥ á®¢¯ ¤ ¥â á �(C;C). � áá¬ âà¨¢ ï®¡®¡é¥­­ë¥ £àã¯¯ë ª®á â¨¯  C ª ª ¯®¤£àã¯¯ë ®¡ëç­ëå £àã¯¯ ª®á, ¬ë ¬®�¥¬ ®¯¨á âìá¯ à¨¢ ­¨¥ �(C;C) ç¥à¥§ ¢«®�¥­¨¥ k + 1 ­¨â¥© ¯¥à¢®© £àã¯¯ë ¢¬¥áâ® ­ã«¥¢®© ­¨â¨¢â®à®© £àã¯¯ë.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¯àï¬ë¥ ¯à¥¤¥«ë ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ �®ªáâ¥à . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§W ª â¥£®à¨î, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ª®­¥ç­ë¥ £àã¯¯ë�®ªáâ¥à ,   ¬®àä¨§¬ Ä¬¨ { ¢«®�¥­¨ïW ′ 7→ W , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢«®�¥­¨ï¬ £à ä®¢ �®ªáâ¥à  �′ 7→ �. �ë­ §ë¢ ¥¬ æ¥¯ìî ¯®¤ª â¥£®à¨î E ª â¥£®à¨¨ W , ï¢«ïîéãîáï ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬¬­®�¥áâ¢®¬ ¨ â ªãî, çâ® ®¡é¥¥ ç¨á«® ª®¬¯®­¥­â á¢ï§­®áâ¨ £à ä®¢ �®ªáâ¥à  í«¥¬¥­Äâ®¢ ¨§ E ®£à ­¨ç¥­® ­¥ª®â®àë¬ ­ âãà «ì­ë¬ ç¨á«®¬NE (¤«ï ¯®¤£àã¯¯ëW ′ £àã¯¯ëW ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ �′ ª ª ¯®¤£à ä �). �ë ­ §ë¢ ¥¬ ¯à¥¤¥«ì­®© £àã¯¯®© �®ªáâ¥Äà  W∞ â ªãî ¡¥áª®­¥ç­ãî £àã¯¯ã, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â æ¥¯ì E , ¤«ï ª®â®à®© W∞ à ¢­ ¯àï¬®¬ã ¯à¥¤¥«ã E . �á«¨ E ¥áâì æ¥¯ì £àã¯¯ ¨§ ®¤­®© ¨§ á¥à¨© A, C ¨«¨ D á ª ­®­¨Äç¥áª¨¬¨ ¢«®�¥­¨ï¬¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¬®àä¨§¬®¢, â®A∞,C∞ ¨D∞ áãâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥¯à¥¤¥«ì­ë¥ £àã¯¯ë �®ªáâ¥à .Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 3.4. Ǒà¥¤¥«ì­ ï £àã¯¯  �®ªáâ¥à  W∞ ¨§®¬®àä­  ¯àï¬®¬ã¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ª®­¥ç­®£® ç¨á«  (¡®«ìè¥£® ¨«¨ à ¢­®£® ®¤­®¬ã) £àã¯¯ A∞, C∞¨«¨ D∞ ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ã ª®­¥ç­®¬ã ç¨á«ã ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ �®ªáâ¥à .�®ª § â¥«ìáâ¢®á«¥¤ã¥â ¨§ â®£® ä ªâ , çâ®W∞ ¤®«�­  ¡ëâì ¡¥áª®­¥ç­®©¨ ¥¥ £à ä�®ªáâ¥à  ¤®«�¥­ ¨¬¥âì ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ª®¬¯®­¥­â.�¥ª®â®àë¥ á¯ à¨¢ ­¨ï, ®¯¨á ­­ë¥ ¢ëè¥, ¯®à®�¤ îâ á¯ à¨¢ ­¨ï ¯à¥¤¥«ì­ëå £àã¯¯�®ªáâ¥à  ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £àã¯¯ ª®á, ­ ¯à¨¬¥à:�(C;A): Br(C∞)× Br(A∞) → Br (C∞);�(D;A): Br(D∞)× Br (A∞) → Br(D∞):�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯à¥¤¥«ì­®© £àã¯¯ë �®ªáâ¥à W∞ ¬®�¥â ¡ëâì ­¥áª®«ìª® à §«¨çÄ­ëå á¯ à¨¢ ­¨© áBr (A∞) = Br∞, ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ª®¯¨¨ ®¤­®© ¨§ ¯à¥¤¥«ì­ëå £àã¯¯A∞, C∞ ¨«¨D∞, ¤«ï ª®â®à®© â ª®¥ á¯ à¨¢ ­¨¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï�(W;A): Br(W∞)× Br(A∞) → Br (W∞):
§4. �àã¯¯ë ª®á ¢ â¥« å á àãçª ¬¨Ǒ®¤£àã¯¯  Br1;n+1 £àã¯¯ë ª®á Brn+1, á®áâ®ïé ï ¨§ ª®á á ¯àï¬®© ¯¥à¢®© ­¨âìî,à áá¬ âà¨¢ ¢è ïáï ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ « áì â ª�¥ ª ª £àã¯¯ ª®á ¢ ¯®«­®â®à¨¨. �¤¥áì ¬ë ¨§ãç ¥¬ ª®áë ¢ â¥« å á àãçª ¬¨ ¯à®¨§¢®«ì­®£® à®¤  g.ǑãáâìHg ¥áâì â¥«® á àãçª ¬¨ à®¤  g. �àã¯¯  ª®á Brgn ¨§ n ­¨â¥© ¢Hg à áá¬ âà¨Ä¢ « áì �.�. �®á¨­áª¨¬ [15℄. � §1 ç¥à¥§ Qg ¡ë«® ®¡®§­ ç¥­® ¯®¤¬­®�¥áâ¢® ¬­®£®®¡Äà §¨ïM , á®áâ®ïé¥¥ ¨§ g à §«¨ç­ëå â®ç¥ª. ǑãáâìM ¥áâì ª®¬¯«¥ªá­ ï ¯«®áª®áâì C,Qg = {z01 ; : : : ; z0g}, áª �¥¬, z0i = i. �­ãâà¥­­®áâì â¥«  Hg ¨¬¥¥â ¨­â¥à¯à¥â æ¨î ª ª¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨C ¡¥§ g â®ç¥ªC\Qg ­  ®âªàëâë© ¨­â¥àÄ¢ «, ­ ¯à¨¬¥à, (−1; 2): _Hg = (C \Qg)× (−1; 2):



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 21�®áë ¨§ Brgn ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì «¥� é¨¬¨ ¬¥�¤ã ¯«®áª®áâï¬¨ á ª®®à¤¨­ â ¬¨z = 0 ¨ z = 1 ¨ á®¥¤¨­ïîé¨¬¨ â®çª¨ ((g + 1; 0); : : : ; (g + n; 0)). � ª çâ® Brgn ¬®�­®áç¨â âì ¯®¤£àã¯¯®© ª« áá¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ª®á ¨§ g + n ­¨â¥© â ª®©, çâ® ª®áë ¨§ Brgn®áâ ¢«ïîâ¯¥à¢ë¥ g ­¨â¥© ­¥§ ¯«¥â¥­­ë¬¨. �íâ®¬¯ à £à ä¥¬ë®¡®§­ ç ¥¬ç¥à¥§ ��jáâ ­¤ àâ­ë¥ ®¡à §ãîé¨¥ £àã¯¯ë ª®á ¨§ g + n ­¨â¥©. Ǒãáâì �k, k = 1; 2; : : : ; g, ¡ã¤ãâá«¥¤ãîé¨¬¨ ª®á ¬¨: �k = ��g��g−1 : : : ��k+1��2k��−1k+1 : : : ��−1g−1��−1g :� ª ï ª®á  ¨§®¡à �¥­  ­  à¨á. 4.1.
��
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HHH
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��HHHH

1 2 k k + 1 g + n
: : : : : :�¨á. 4.1�«¥¬¥­âë �k, k = 1; 2; : : : ; g, ¯®à®�¤ îâ á¢®¡®¤­ãî ¯®¤£àã¯¯ã Fg ¢ £àã¯¯¥ ª®áBrg+n [6℄, [20℄, [60℄. � ¯à¨¬¥à, ¨§ ­®à¬ «ì­®© ä®à¬ë ¤«ï í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë ª®á (â¥Ä®à¥¬  2.1) á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¬¥áâ¥ á® áâ ­¤ àâ­ë¬¨ ®¡à §ãîé¨¬¨ ��g+1; : : : ; ��g+n−1 í«¥Ä¬¥­âë �k, k = 1; 2; : : : ; g, ¯®à®�¤ îâ £àã¯¯ã Brgn. � ª¨¬ ®¡à §®¬, £àã¯¯  ª®á ¢ â¥Ä«¥ á àãçª ¬¨ Brgn ¬®�¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¯®¤£àã¯¯  Brg+n, ¯®à®�¤¥­­ ï ¤¢ãÄ¬ï ¯®¤£àã¯¯ ¬¨: Fg ¨ Brn. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �1; : : : ; �n−1 áâ ­¤ àâ­ë¥ ®¡à §ãîé¨¥Brn, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ª ª í«¥¬¥­âë Brgn, �i = ��g+i, i = 1; : : : ; n− 1. �«¥¤®¢ â¥«ìÄ­®, ®­¨ ¤®«�­ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì á®®â­®è¥­¨ï¬ £àã¯¯ë ª®á ¢ Brgn. �«¥¤ãîé¨© á¯¨á®ªá®®â­®è¥­¨© ¬¥�¤ã ®¡à §ãîé¨¬¨ �k ¨ �i ¡ë« ¯®«ãç¥­ ¢ [15℄:(4.1) 





�i�j = �j�i; ¥á«¨ |i− j| > 1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1;�k�i = �i�k; ¥á«¨ k > 1; i > 2;�k�1�k�1 = �1�k�1�k; k = 1; 2; : : : ; g;�k�−11 �k+l�1 = �−11 �k+l�1�k; k = 1; 2; : : : ; g − 1; l = 1; 2; : : : ; g − k:�®®â­®è¥­¨ï ç¥â¢¥àâ®£® â¨¯  ¢ (4.1) ã�¥ ¯®ï¢«ï«¨áì ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ ª ªä®à¬ã«  (3.1) ¤«ï ¯®¤£àã¯¯ëBr1;n. �®®â­®è¥­¨ï ¯ïâ®£® â¨¯  ¢ (4.1) ®¯¨áë¢ îâ ¢§ Ä¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ®¡à §ãîé¨å á¢®¡®¤­®© ¯®¤£àã¯¯ë á ¨å ¡«¨� ©è¨¬ á®á¥¤®¬ �1. �¥®¬¥âÄà¨ç¥áª¨ íâ® ¢¨¤­® ­  à¨á. 4.2.
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�¨á. 4.2�§ â¥®à¥¬ë 1.2 á«¥¤ã¥â, çâ® B(C \ Qg; n) ¨ F (C \ Qg; n) ï¢«ïîâáï K(�; 1)-¯à®áâ-à ­áâ¢ ¬¨, �1B(C \ Qg) = Brgn, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, B(C \ Qg) ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âìª ª ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¤«ï Brgn. Ǒà®áâà ­áâ¢® F (C \ Qg; n) ¬®�­®¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ª®­ä¨£ãà æ¨¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥© ¢Cg+n, § ¤ ­­®©ä®à¬ã« ¬¨: Hj;k : zj − zk = 0 ¤«ï ¢á¥å j; k;Hij : zj = z0i ¤«ï i = 1; : : : ; g; j = 1; : : : ; n:�.�. �¥åâ¬ ­ ¨ �.�. � àç¥­ª® ¨§ãç «¨ â ª¨¥ ª®­ä¨£ãà æ¨¨ ¢ [16℄, £¤¥ ®­¨ ¡ë«¨ ­ Ä§¢ ­ë \¤¨áªà¨¬¨­ ­â­ë¬¨".�¬¥¥âáï  ­ «®£ â¥®à¥¬ë �.�. � àª®¢  (â¥®à¥¬  2.1) ¤«ï £àã¯¯ë Brgn.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 4.1. (i) � �¤ë© í«¥¬¥­â Brgn ¬®�¥â ¡ëâì ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬®¡à §®¬ § ¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥fg+1(s1;g+1; : : : ; sg;g+1) : : : fg+n(s1;g+n; : : : ; sg+n−1;g+n)�ig+n;g+n : : : �ig+1;g+1;â.¥. ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ (2.7) ¨¬¥¥¬ fj = 1 ¨ ij = j ¤«ï 2 6 j 6 g.(ii) � ªâ®à-£àã¯¯  Pkm=Pk−1m ¥áâì á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ®â á¢®¡®¤­ëå ®¡à §ãîé¨åsi;k+1.�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.1.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 23�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§Bgn £àã¯¯ã, § ¤ ­­ãî  ¡áâà ªâ­ë¬¨ ®¡à §ãîé¨¬¨ �k, 1 6 k 6 g,¨ �i, 1 6 i 6 n− 1,   â ª�¥ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ (4.1). �ãé¥áâ¢ã¥â í¯¨¬®àä¨§¬�n : Bgn → Brn;®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¯® ä®à¬ã« ¬: �n(�i) = �i;�n(�k) = e:�ç¥¢¨¤­®, çâ® íâ®â í¯¨¬®àä¨§¬ à áé¥¯«ï¥âáï.Ǒãáâì hg ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ £àã¯¯ë Bgn ¢ £àã¯¯ã ª®á Brg+n, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© á«¥Ä¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: �k 7→ ��g��g−1 : : : ��k+1��2k��−1k+1 : : : ��−1g−1��−1g ;�i 7→ ��g+i:� ¤ ¤¨¬ í«¥¬¥­âë ai;j (1 6 i < j, g +1 6 j) ¨ í«¥¬¥­âë �k;l, (g +1 6 k 6 l 6 g+ n)¨§ Bgn ¯® ä®à¬ã« ¬ai;j = 



�i; ¥á«¨ j = g + 1;�j−g−1 : : : �1�i�−11 : : : �−1j−g−1; ¥á«¨ 1 6 i 6 g; g + 1 < j 6 g + n;�j−g−1 : : : �i+1−g�2i−g�−1i+1−g : : : �−1j−g−1; ¥á«¨ g + 1 6 i < j 6 g + n;�k;k = e;�k;l = �k−g : : : �l−g−1:�«¥¬¥­âë ai;j ®¯à¥¤¥«¥­ë â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ®­¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â­®è¥­¨ï¬ �ãÄà ã (2.5) ¨ ¨å ®¡à § ¬¨ ¢ £àã¯¯¥ Brg+n ï¢«ïîâáï í«¥¬¥­âë si;j. �¡à §ë �k;l áãâìí«¥¬¥­âë �k;l. �®à¬ã«  (2.6) ¥áâì á«¥¤áâ¢¨¥ â®«ìª® á®®â­®è¥­¨© �ãà ã. �«¥¤®¢ Äâ¥«ì­®, â ª ï �¥ ä®à¬ã«  ¢¥à­  ¤«ï í«¥¬¥­â®¢ ai;j:(4.2) [ai;l; a"j;k℄ = f(a1;l; : : : ; al−1;l); " = ±1; k < l:�¥¬¬  4.1. �«¥¤ãîé¨¥ ä®à¬ã«ë ª®¬¬ãâ¨à®¢ ­¨ï ¢ë¯®«­¥­ë ¢ Bgn:(4.3) �"1q a"2k;j = 




a"2k;j�"1q ; ¥á«¨ q 6= j − g; q 6= j − g − 1;a"2k;j+"1�"1q ; ¥á«¨ q = j − g;aj−1;jak;j−1�j−g−1; ¥á«¨ q = j − g − 1;¥á«¨ «¥¢ ï ç áâì ­¥ à ¢­  �−11 a"k;g+1. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬�−11 ak;g+1 = ak;g+1ak;g+2a−1k;g+1�−11 ;(4.4) �−11 a−1k;g+1 = ak;g+1a−1k;g+2a−1k;g+1�−11 :(4.5)



24 �.�. ���������®ª § â¥«ìáâ¢®. �«¥¤ã¥â ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ á®®â­®è¥­¨©. � áá¬®âà¨¬, ­ Ä¯à¨¬¥à, ¢ (4.3) á«ãç © �qak;j, ª®£¤  1 6 q < j − g − 1 ¨ k 6 g. �¬¥¥¬�qak;j = �q�j−g−1 : : : �1�k�−11 : : : �−1j−g−1= �j−g−1�q�q+1�q : : : �1�k�−11 : : : �−1j−g−1= �j−g−1�q+1�q�q+1 : : : �1�k�−11 : : : �−1j−g−1= �j−g−1�q+1�q : : : �1�k�−11 : : : �q+1�−1q �−1q+1 : : : �−1j−g−1= �j−g−1�q+1�q : : : �1�k�−11 : : : �−1q �−1q+1�q : : : �−1j−g−1= �j−g−1�q+1�q : : : �1�k�−11 : : : �−1q �−1q+1�q : : : �−1j−g−1�q :�®à¬ã«ë (4.4) ¨ (4.5) áãâì ¯¥à¥¯¨á ­­®¥ ç¥â¢¥àâ®¥ á®®â­®è¥­¨¥ ¢ (4.1).�¥¬¬  4.2. � �¤ë© í«¥¬¥­â Bgn ¬®�¥â ¡ëâì ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ § Ä¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥fg+1(a1;g+1; : : : ; ag;g+1): : : fg+n(a1;g+n; : : : ; ag+n−1;g+n)�ig+n;g+n : : : �ig+1;g+1:(4.6)�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒà¨¬¥­¨¬ ¨­¤ãªæ¨î ¯® ¤«¨­¥ l(z) í«¥¬¥­â  z ∈ Bgn ¯® ®â­®Äè¥­¨î ª ¡ §¨áã �1; : : : ; �g , �1; : : : ; �n. �á«¨ l(z) = 0, â® z = 1 ¨ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ «¥¬¬ë¢¥à­®. Ǒãáâì l(z) = l. �®£¤  z = �"kz0 ¨«¨ z = �"qz0, £¤¥ l(z0) < l. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, z0¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ (4.6):z0 = fg+1(a1;g+1; : : : ; ag;g+1): : : fg+n(a1;g+n; : : : ; ag+n−1;g+n)�ig+n;g+n : : : �ig+1;g+1:� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ �k = ak;g+1. �­ ç¨â,z = �"kz0 = a"k;g+1fg+1(a1;g+1; : : : ; ag;g+1): : : fg+n(a1;g+n; : : : ; ag+n−1;g+n)�ig+n;g+n : : : �ig+1;g+1= f ′g+1(a1;g+1; : : : ; ag;g+1): : : fg+n(a1;g+n; : : : ; ag+n−1;g+n)�ig+n;g+n : : : �ig+1;g+1:�â¢¥à�¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ íâ®¬ á«ãç ¥. � áá¬®âà¨¬ ¢â®à®© á«ãç ©. �¬¥¥¬:z = �"qz0 = �"qfg+1(a1;g+1; : : : ; ag;g+1): : : fg+n(a1;g+n; : : : ; ag+n−1;g+n)�ig+n;g+n : : : �ig+1;g+1:�á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 4.1, ¬ë ¬®�¥¬ § ¯¨á âì z ª ª á«®¢® f!, £¤¥ f ¥áâì á«®¢® ¨§ ai;j ,   !{ á«®¢® ¨§ �1; : : : ; �n. �«¥¬¥­â ! ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª í«¥¬¥­â £àã¯¯ë ª®á Brn.�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯® â¥®à¥¬¥ 2.1 ! ¬®�­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥f2(s1;2) : : : fj(s1;j ; : : : ; sj−1;j) : : : fn(s1;n; : : : ; sn−1;n)�in;n : : : �ij ;j : : : �i2;2:�­ ç¨â, í«¥¬¥­â z ¯¥à¥¯¨á ­ â¥¯¥àì ¢ ¢¨¤¥ ff ′�, £¤¥ � ¥áâì �in;n : : : �i2;2, f ¨ f ′ áãâìá«®¢  ¨§ ai;j. �á¯®«ì§ãï (4.2), ¯¥à¥¯¨è¥¬ ff ′ ¢ ¢¨¤¥fg+1(a1;g+1; : : : ; ag;g+1) : : : fg+n(a1;g+n; : : : ; ag+n−1;g+n):



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 25�¥®à¥¬  4.1. �®¬®¬®àä¨§¬ hg ¨§ Bgn ¢ £àã¯¯ã ª®á Brg+n ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àÄä¨§¬®¬ £àã¯¯ë Bgn ­  £àã¯¯ã Brgn.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î�′ : Bgn �
−−→ Brgn �

−−→ �n£®¬®¬®àä¨§¬  � á ª ­®­¨ç¥áª¨¬ í¯¨¬®àä¨§¬®¬� : Brn → �n:�á«¨ í«¥¬¥­â z ∈ Bgn § ¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥ (4.6), â® ¥£® ®¡à § ¢ �n à ¢¥­ á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à®Ä¨§¢¥¤¥­¨î âà ­á¯®§¨æ¨©: (in; n) : : : (i2; 2):�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ï¤à® Jgg+n £®¬®¬®àä¨§¬  �′n ¯®à®�¤¥­® ai;j , 1 6 i < j 6 g+n, g < j.� ª¨¬ ®¡à §®¬, £®¬®¬®àä¨§¬ hg ¨­¤ãæ¨àã¥â ¬®àä¨§¬ â®ç­ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©:e −−−→ Jgg+n −−−→ Bgn −−−→ �n −−−→ e
yhg |Jgg+n yhg ye −−−→ Pg+n −−−→ Brg+n −−−→ �g+n −−−→ e�£à ­¨ç¥­¨¥ ­  ¯®¤£àã¯¯ã Brgn £àã¯¯ë Brg+n ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨© ¬®àä¨§¬ â®ç­ëå ¯®Äá«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©:(4.7) e −−−→ Jgg+n −−−→ Bgn −−−→ �n −−−→ e

yhg|Jgg+n yhg yIde −−−→ P gg+n −−−→ Brgn −−−→ �n −−−→ eǑãáâì Jkg+n ¥áâì ¯®¤£àã¯¯  Jgg+n, ¯®à®�¤¥­­ ï ai;j, k < j, g 6 k. �§ (4.2) á«¥¤ã¥â, çâ®Jkg+n ¥áâì ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  Jgg+n. �®¬®¬®àä¨§¬ hg ®â®¡à � ¥â íâã ¯®¤£àã¯¯ã¢ P gg+n. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬ ¬®àä¨§¬ â®ç­ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©:(4.8) e −−−→ Jk+1g+n −−−→ Jkg+n −−−→ Jkg+n=Jk+1g+n −−−→ e
y

yhg |Jkg+n ye −−−→ Pk+1g+n −−−→ Pkg+n −−−→ Fk −−−→ e�àã¯¯  Jkg+n=Jk+1g+n ¯®à®�¤¥­  á¬¥�­ë¬¨ ª« áá ¬¨ í«¥¬¥­â®¢ ai;k+1, 1 6 i 6 k,   ¨å®¡à §ë ¢ Fk áãâì á¢®¡®¤­ë¥ ®¡à §ãîé¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à ¢ ï áâà¥«ª  ¢ (4.8) ¥áâì¨§®¬®àä¨§¬. �àã¯¯  Jg+n−1g+n ¯®à®�¤¥­  ai;g+n, 1 6 i 6 g+n−1,   ¨å ®¡à §ë¢ £àã¯¯¥P g+n−1g+n { â ª�¥ á¢®¡®¤­ë¥ ®¡à §ãîé¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬hg | Jg+n−1g+n : Jg+n−1g+n ∼= P g+n−1g+n :Ǒ® ¨­¤ãªæ¨¨ ¨§ íâ®£® ä ªâ  ¨ ¨§ ¤¨ £à ¬¬ë (4.8) ¯®«ãç ¥¬, çâ®hg | Jkg+n : Jkg+n → Pkg+n¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ ¤«ï ¢á¥å k. �®£¤  ¨§ ¤¨ £à ¬¬ë (4.7) á«¥¤ã¥â, çâ®hg : Bgn → Brgn¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬.



26 �.�. ���������«¥¤áâ¢¨¥ 4.1. �«ï £àã¯¯ë ª®á Brgn ¢ â¥«¥ á àãçª ¬¨ à®¤  g áãé¥áâ¢ã¥â­®à¬ «ì­ë© àï¤
{e} = Jg+ng+n ⊂ Jg+n−1g+n ⊂ · · · ⊂ Jg+1g+n ⊂ Jgg+n ⊂ Brgnâ ª®©, çâ®Brgn=Jgg+n ∼= �n; Jrg+n=Jr+1g+n ∼= Fr; r = g; : : : ; g + n− 1:�®¬®¬®àä¨§¬ë, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ ¢«®�¥­¨¥¬ Brgn → Brg+n, ®â®¡à � îâ ¥£®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ­®à¬ «ì­ë© àï¤ £àã¯¯ë ª®á Brg+n â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®Jrg+n ∼= P rg+n.� ¬¥ç ­¨¥. �®�­® à áá¬®âà¥âì £àã¯¯ã ª®á ¯®¢¥àå­®áâ¨ (®à¨¥­â¨à®¢ ­­®© ¨«¨­¥®à¨¥­â¨à®¢ ­­®©) á ã¤ «¥­­ë¬¨ h â®çª ¬¨. �àã¯¯  ª®á ¨ £àã¯¯  ªà è¥­ëå ª®á ¨§m ­¨â¥© § ¬ª­ãâ®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¡ë«¨ ®¯¨á ­ë ¢ [62℄. �àã¯¯  ªà è¥­ëå ª®á ¨¬¥¥â ®¡Äà §ãîé¨¥Ai;l ¨ �i;k, £¤¥Ai;j áãâì ­¥ª®â®àë¥ ®¡à §ãîé¨¥ ®¡ëç­®© £àã¯¯ë ªà è¥­ëåª®á,   �i;k ¢®§­¨ª îâ ¨§ «¥­â�ñ¡¨ãá  ¨«¨ àãç¥ª ¯®¢¥àå­®áâ¨. � ªâ,  ­ «®£¨ç­ë© â¥Ä®à¥¬¥ 2.1 (i), ®áâ ¥âáï ¢¥à­ë¬ [62℄. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®§¬®�­® ¢ ¯à¨­æ¨¯¥ ¯®«ãç¨âì¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ë ª®á ¯®¢¥àå­®áâ¨ á ã¤ «¥­­ë¬¨ h â®çª ¬¨, ¨á¯®«ì§ãï ¯à¥¤áâ ¢Ä«¥­¨¥ £àã¯¯ë ª®á § ¬ª­ãâ®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ®¯¨á ­­®¥ ¢ [62℄.�¥®à¥¬  4.1 ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 4.1 ¡ë«¨ ¤®ª § ­ë ¢ [63℄.

§5. �®áë á ®á®¡¥­­®áâï¬¨Ǒãáâì BPn ¥áâì ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë AutFn, ¯®à®�¤¥­­ ï ¤¢ã¬ï ¬­®�¥áâ¢ ¬¨  ¢Äâ®¬®àä¨§¬®¢ �i ¨ �i ¨§ (2.1) ¨ (2.2). �­  ­ §ë¢ ¥âáï £àã¯¯®© ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª.�. �¥­­, �. �¨¬ ­ì¨ ¨ �. �ãàª ¤®ª § «¨ [23℄, [24℄, çâ® BPn § ¤ ¥âáï ­ ¡®à®¬ ®¡à §ãÄîé¨å {�i; �i; i = 1; 2; : : : ; n− 1} ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨:




�2i = 1;�i�j = �j�i; ¥á«¨ |i− j| > 1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1 (á®®â­®è¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë);
{ �i�j = �j�i; ¥á«¨ |i− j| > 1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1 (á®®â­®è¥­¨ï £àã¯¯ë ª®á);




�i�j = �j�i; ¥á«¨ |i− j| > 1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1 (á¬¥è ­­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï).�. �¥­­, �. �¨¬ ­ì¨ ¨ �. �ãàª ¤ «¨ â ª�¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î BPnª ª £àã¯¯ë ª®á á® á¯ ©ª ¬¨. �­ ç «  ®­¨ ®¯à¥¤¥«¨«¨ ¤¨ £à ¬¬ã ª®á á® á¯ ©ª ¬¨¨§ n ­¨â¥© ª ª ­ ¡®à n ¬®­®â®­­ëå ¤ã£, ­ ç¨­ îé¨åáï ¨§ n â®ç¥ª ­  £®à¨§®­â «ì­®©«¨­¨¨ ­¥ª®â®à®© ¯«®áª®áâ¨ (¢¥àå ¤¨ £à ¬¬ë) ¨ ¨¤ãé¨å ¢­¨§ ¤® n â®ç¥ª ­  ¤àã£®©£®à¨§®­â «ì­®© «¨­¨¨ (­¨§ ¤¨ £à ¬¬ë). �¨ £à ¬¬ë ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¢ãå



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 27â¨¯®¢: 1) ª ª ®¡ëç­ë¥ ª®áë, çâ® ¯®ª § ­® ­  à¨á. 5.1, ¨«¨ 2) â®çª¨ á¯ ©ª¨, ª ª ¯®ª Ä§ ­® ­  à¨á. 5.2.
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�¨á. 5.3�®¬¯®§¨æ¨ï ¤¨ £à ¬¬ ª®á á® á¯ ©ª ¬¨ ¨§ n ­¨â¥© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à á¯®«®�¥­¨¥¬®¤­®© ¤¨ £à ¬¬ë ¯®¤ ¤àã£®©. �¨ £à ¬¬  ¡¥§ ¯¥à¥á¥ç¥­¨© ¨ â®ç¥ª á¯ ©ª¨ ï¢«ï¥âáï¥¤¨­¨ç­®© ¯® ®â­®è¥­¨î ª íâ®© ª®¬¯®§¨æ¨¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®�¥áâ¢® ¤¨ £à ¬¬ª®á á® á¯ ©ª ¬¨ ¨§ n ­¨â¥© ¥áâì ¯®«ã£àã¯¯ , ®¡®§­ ç ¥¬ ï ç¥à¥§WDn.�. �¥­­, �. �¨¬ ­ì¨ ¨ �. �ãàª ®¯à¥¤¥«¨«¨ á«¥¤ãîé¨¥ â¨¯ë ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¯à¥®¡à Ä§®¢ ­¨© ¤¨ £à ¬¬ ª®á á® á¯ ©ª ¬¨. �­¨ ¨§®¡à �¥­ë ­  à¨á. 5.4{5.7.
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↔: : : : : : : : : : : : : : : : : :
�¨á. 5.7�®¯ãáâ¨¬ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, ¨§®¡à �¥­­ë¥ ­  à¨á. 5.4, áãâì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï � ©Ä¤¥¬ ©áâ¥à , ¨§¢¥áâ­ë¥ ¢ â¥®à¨¨ ã§«®¢. Ǒ¥à¢®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ­  à¨á. 5.4 á®®â¢¥âÄáâ¢ã¥â á®®â­®è¥­¨î �2i = 1:Ǒà¥®¡à §®¢ ­¨¥ ­  à¨á. 5.7 ¥áâì £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ä®à¬  ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ¨§ á¬¥è ­Ä­ëå á®®â­®è¥­¨©.�®á  á® á¯ ©ª ¬¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¤¨ £à ¬¬ ª®á á® á¯ ©Äª ¬¨ ¯à¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ïå. �. �¥­­, �. �¨¬ ­ì¨ ¨ �. �ãàª ¤®ª § «¨, çâ®ª®áë á® á¯ ©ª ¬¨ ®¡à §ãîâ £àã¯¯ã, ¨ íâ  £àã¯¯  ¨§®¬®àä­  £àã¯¯¥ ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ªBPn. �¡à §ãîé ï �i á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª ­®­¨ç¥áª®© ®¡à §ãîé¥© £àã¯¯ë ª®áBrn ¨ ¨§Ä®¡à �¥­  ­  à¨á. 1.1. �¡à §ãîé¨¥ �i á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª®á ¬ á® á¯ ©ª ¬¨, ¨§®¡à �¥­Ä­ë¬ ­  à¨á. 5.8.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 29
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

1 i− 1 i i+ 1 i+ 2 n. . . . . .
�¨á. 5.8�®�­®â ª�¥à áá¬ âà¨¢ âì ª®áë á® á¯ ©ª ¬¨ª ª®¡ê¥ªâëâà¥å¬¥à­®£® ¯à®áâà ­Äáâ¢ . �ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¨å ¢«®�¥­­ë¬¨ ¢ ¯®«®�¨â¥«ì­®¥ ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢® (­ ¯à¨Ä¬¥à, ¯® âà¥âì¥© ª®®à¤¨­ â¥) âà¥å¬¥à­®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ , ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª â®çÄª¨ á¯ ©ª¨ ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¯à¨­ ¤«¥� é¨¬¨ ¤¢ã¬¥à­®© ¯«®áª®áâ¨ á ­ã«¥¢®© âà¥âì¥©ª®®à¤¨­ â®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­¨âï¬ ­¥ à §à¥è ¥âáï ¯à®å®¤¨âì ¯®¤ â®çª ¬¨ á¯ ©ª¨.�¢â®¬®àä¨§¬ë £àã¯¯ë Fn, «¥� é¨¥ ¢ BPn, ¬®£ãâ ¡ëâì ®å à ªâ¥à¨§®¢ ­ë á«¥¤ãÄîé¨¬ ®¡à §®¬ [24℄. Ǒãáâì � ∈ �n ¥áâì ¯¥à¥áâ ­®¢ª ,   wi, i = 1; 2 : : : ; n, áãâì á«®¢ ¢ Fn. �®£¤  ®â®¡à �¥­¨¥ xi 7→ w−1i x�(i)wi®¯à¥¤¥«ï¥â ¨­ê¥ªâ¨¢­ë© í­¤®¬®àä¨§¬ Fn. �á«¨ ®­ â ª�¥ áîàê¥ªâ¨¢¥­, â® ®­ ­ §ëÄ¢ ¥âáï  ¢â®¬®àä¨§¬®¬ â¨¯  \¯¥à¥áâ ­®¢ª {á®¯àï�¥­¨¥". �¢â®¬®àä¨§¬ë íâ®£®â¨¯  ®¡à §ãîâ ¯®¤£àã¯¯ã £àã¯¯ë AutFn, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ¢ â®ç­®áâ¨BPn. �§ íâ®©¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® á¯ à¨¢ ­¨¥�(n;m): BPn ×BPm → BPn+m¨ ¢«®�¥­¨ï BPn → BPn+kª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­ë ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬, ª®â®àë¥ ¯à¥¤êï¢«ï«¨áì ¤«ï á¨áÄâ¥¬ë £àã¯¯Gm 6 AutFn ¢ §2. �¨áâ¥¬  £àã¯¯BPn á®£« á®¢ ­  á® á¯ à¨¢ ­¨¥¬ (2.13)¤«ï £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì� ∈ BPk ¨� ∈ BPl§ ¤ ­ë ¯® ä®à¬ã« ¬ � : xj 7→ w−1j x�(j)wj ;� : yi 7→ v−1i y�(i)vi:�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ zp;j á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëà �¥­¨¥ ¨§ ¡ãª¢ ai;j (§2):w−1j (ap;1; : : : ; ap;k)ap;�(j)wj(ap;1; : : : ; ap;k):�®£¤  � ◦ � ∈ AutFkl ¢ëà � ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:ai;j 7→ v−1i (z1;j; : : : ; zl;j)w−1j (a�(i);1; : : : ; a�(i);k)

× a�(i);�(j)wj(a�(i);1; : : : ; a�(i);k)vi(z1;j; : : : ; zl;j):



30 �.�. ���������«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­ ¯à¨­ ¤«¥�¨â £àã¯¯¥ ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ªBPkl ¨ á¯ à¨¢ ­¨¥BPk ×BPl → BPklª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­®.� áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã £àã¯¯BPm á â¥¬¨�¥ ®¡à §ãîé¨¬¨, çâ® ¨ ¤«ï £àã¯¯ë ª®á-¯¥-à¥áâ ­®¢®ª, ¨ â ªãî, çâ® ª á®®â­®è¥­¨ï¬ ¢ BPm ¬ë ¤®¡ ¢«ï¥¬ ¥é¥ ¤¢¥ á¥à¨¨ á®®âÄ­®è¥­¨©: �i�i+1�i = �i+1�i�i+1;�i�i = �i�i:� §®¢¥¬ íâã £àã¯¯ã à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®© £àã¯¯®© ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª. � ª¨¬ ®¡à §®¬,á¬¥è ­­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï ¤«ï à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®© £àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª ¨¬¥îâ á«¥¤ãÄîé¨© ¢¨¤:





�i�j = �j�i; ¥á«¨ |i− j| 6= 1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1;�i�i+1�i = �i+1�i�i+1 (á¬¥è ­­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï ¤«ï BPm).�®­®¨¤ � ¥á {�¨à¬ ­ SBn, ¨«¨ ¬®­®¨¤ ®¡®¡é¥­­ëå ª®á, ¨«¨ ¬®­®¨¤ ª®áá ®á®¡¥­­®áâï¬¨ [21℄, [22℄, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¬®­®¨¤ á ®¡à §ãîé¨¬¨ gi; g−1i ; ai,i = 1; : : : ; n− 1, ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨gigj = gjgi; ¥á«¨ |i− j| > 1;aiaj = ajai; ¥á«¨ |i− j| > 1;aigj = gjai; ¥á«¨ |i− j| 6= 1;gigi+1gi = gi+1gigi+1;gigi+1ai = ai+1gigi+1;gi+1giai+1 = aigi+1gi;gig−1i = g−1i gi = 1:�  à¨áã­ª å gi á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª ­®­¨ç¥áª®© ®¡à §ãîé¥© £àã¯¯ë ª®á (¯à ¢®áâ®à®­Ä­¨© ¯¥à¥å®¤),   ai ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ i-© ¨ (i + 1)-© ­¨â¥©, ª ª ¯®ª § ­®­  à¨á. 1.1 ¨ 5.8. �®«¥¥ ¤¥â «ì­ãî £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î ¬®­®¨¤  � ¥Äá {�¨à¬ ­ ¬®�­® ­ ©â¨ ¢ à ¡®â¥ ��. �¨à¬ ­ [22℄.�®¬®¬®àä¨§¬ jn ¨§ £àã¯¯ë ª®á Brn ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬:jn : Brn → SBn:�. �¥­­, �. �¥©¬ ­ ¨ �. �ãàª ¤®ª § «¨ [64℄, çâ® ¬®­®¨¤ � ¥á {�¨à¬ ­ ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï¢ £àã¯¯ã, ª®â®àãî ®­¨ ­ §¢ «¨ £àã¯¯®© ª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨:SBn → SGn:�â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¢ SGn í«¥¬¥­âë ai áâ ­®¢ïâáï ®¡à â¨¬ë¬¨ ¨ ¢á¥ á®®â­®è¥­¨ï ¨§SBn ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨.
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§6. �« áá¨ä¨æ¨àãîé¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ ¤«ï £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯Ǒ®¤ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ BG ¤«ï ¤¨áªà¥â­®© £àã¯¯ë G ¬ë ¯®­¨Ä¬ ¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢® �©«¥­¡¥à£ {� ª«¥©­ K(G; 1). �. �¥£ « ®¯à¥¤¥«¨« ª« áá¨ä¨æ¨Äàãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¤«ï ª â¥£®à¨¨ ª ª £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî à¥ «¨§ æ¨î ¥¥ ­¥à¢  ([65℄,á¬. â ª�¥ [66℄). � á«ãç ¥, ª®£¤  ª â¥£®à¨ï á®¢¯ ¤ ¥â á £àã¯¯®©, â.¥. ¨¬¥¥â â®«ìª®®¤¨­ ®¡ê¥ªâ, ¨ ª �¤ë© ¬®àä¨§¬ ®¡à â¨¬, ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¤«ï ª Äâ¥£®à¨¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ £àã¯¯ë.Ǒãáâì Gn ¨Hn áãâì á¨áâ¥¬ë £àã¯¯, ®¯¨á ­­ë¥ ¢ §2. Ǒãáâì Aut∞ ®¡®§­ ç ¥â ®¡êÄ¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å £àã¯¯ AutFn ¯à¨ ª ­®­¨ç¥áª¨å ¢«®�¥­¨ïå. �¯ à¨¢ ­¨¥ �m;1 ¨§ §2®¯à¥¤¥«ï¥â ¢«®�¥­¨¥ £àã¯¯ë Gm ¢ £àã¯¯ã Gm+1. � á«ãç ¥ á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ Hm íâ®¤ ¥â £®¬®¬®àä¨§¬Hm → Hm+1. �®£¤  £àã¯¯ëG∞ ¨H∞ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª ¯àï¬ë¥¯à¥¤¥«ë á¨áâ¥¬ {Gm} ¨ {Hm}. Ǒãáâì ∐n>0BGn ¨ ∐n>0BHn áãâì ¬®­®¨¤ë, á®áâ®Äïé¨¥ ¨§ ­¥á¢ï§­ëå áã¬¬ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ £àã¯¯ Gn ¨ Hn. �â¨ ¬®Ä­®¨¤ë ¬®£ãâ ¡ëâì ®â®�¤¥áâ¢«¥­ë á ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ª â¥£®à¨©G ¨H [66℄.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 6.1. �« áá¨ä¨æ¨àãîé¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ª â¥£®à¨© G ¨ H ï¢Ä«ïîâáï E∞-¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥îâáï ®ç¥¢¨¤­ë¥ E∞-®â®¡à �¥Ä­¨ï B� → BG → BH :�¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬  £àã¯¯®¢ëå ¯®¯®«­¥­¨©(6.1) B�∞ −−−→ BG∞ −−−→ BH∞y

y
y
∞S∞ −−−→ 
B(∐n>0BGn) −−−→ 
B(∐n>0BHn);£¤¥ ¢¥àå­ïï áâà®çª  ¨­¤ãæ¨à®¢ ­  ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ £àã¯¯®¢ë¬¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨�∞ → G∞ → H∞;  ­¨�­ïï áâà®çª  á®áâ®¨â ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­ëå ¯¥â«¥¢ëå ®â®¡à �¥­¨©.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  â¥®à¥¬¥ Ǒ. �íï ¨ â¥®à¥¬¥ ® £àã¯¯®¢®¬ ¯®¯®«Ä­¥­¨¨ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [67℄ ¨«¨ [66; á. 69, 90{91℄). �¯à¥¤¥«¥­¨¥ E∞-¯à®áâà ­áâ¢ ¨E∞-®â®¡à �¥­¨© ¤ ­® ¢ ¤®¯®«­¥­¨¨.�«ï ¯à®áâà ­áâ¢  X , ¨¬¥îé¥£® £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© â¨¯ CW -ª®¬¯«¥ªá , ¬ë ¨á¯®«ìÄ§ã¥¬ á¨¬¢®« X+ ¢ â®¬ �¥ á¬ëá«¥, ¢ ª ª®¬ ¨ �.�. �ãªá ¢ [68℄ ¨á¯®«ì§ã¥â ¯®­ïâ¨¥\ª¢¨««¥­¨§ æ¨¨". �â® ®§­ ç ¥â, çâ® X+ ¥áâì £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ ¯à®áâ®© CW -ª®¬¯«¥ªá¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à �¥­¨¥ q :X → X+;¨­¤ãæ¨àãîé¥¥ ¨§®¬®àä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïå. Ǒ® â¥®à¥¬¥ ��.�.�. � ©âå¥¤  X+, ¥á«¨áãé¥áâ¢ã¥â, â® ¥¤¨­áâ¢¥­ á â®ç­®áâìî ¤® £®¬®â®¯¨ç¥áª®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �à¨£¨Ä­ «ì­ ï ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨ï �. �¢¨««¥­  ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢, ã ª®â®àëå ª®¬¬ãâ ­â äã­Ä¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯ë ¥áâì á®¢¥àè¥­­ ï ¯®¤£àã¯¯ , ï¢«ï¥âáï ª®­áâàãªâ¨¢­ë¬ á¯®á®Ä¡®¬ ¯®áâà®¨âìX+ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥.�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§
0B(∐n>0BGn) ¨
0B(∐n>0BHn) ª®¬¯®­¥­âë á¢ï§­®áâ¨ ¯®áâ®Äï­­ëå ®â®¡à �¥­¨© ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å 
B(∐n>0BGn) ¨ 
B(∐n>0BHn).



32 �.�. ���������«¥¤áâ¢¨¥ 6.1. Ǒà¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© ¯à¥¤«®�¥­¨ï 6:1 ¨¬¥îâáï ¨§®¬®àÄä¨§¬ë BG+
∞

∼= 
0B(∐n>0BGn)¨ BH+
∞

∼= 
0B(∐n>0BHn);ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ª«îç¥­ë ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã ,  ­ «®£¨ç­ãî(6.1).Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 6.2. �ãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¯¥â¥«ìX â ª®¥, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­®¥ ¯¥â«¥¢®¥ à áé¥¯«¥Ä­¨¥: 
B(∐n>0BGn) ≃ 
∞S∞ ×X:�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®¬­¨¬­¥ª®â®àë¥à¥§ã«ìâ âë�.� «ì¤å ã§¥­  [69℄. �­¨§Äãç « ¯à®áâà ­áâ¢® A(∗) = Z × lim
−→n;k(BAut(∨kSn))+¨ ¤®ª § «, çâ® ª ­®­¨ç¥áª®¥ ®â®¡à �¥­¨¥(6.2) B�+∞ → A(∗)à áé¥¯«ï¥âáï, â.¥. áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à �¥­¨¥(6.3) A(∗) → B�+∞â ª®¥, çâ® ¥£® ª®¬¯®§¨æ¨ï á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬ ¥áâì £®¬®â®¯¨ç¥áª ï íª¢¨¢ Ä«¥­â­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢  B�+∞. �®«¥¥ â®£®, ®â®¡à �¥­¨ï (6.2) ¨ (6.3) ï¢«ïîâáï ¡¥áÄª®­¥ç­®ªà â­® ¯¥â«¥¢ë¬¨ ®â®¡à �¥­¨ï¬¨ ¬¥�¤ã ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâÄ¢ ¬¨ ¯¥â¥«ì (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 5.3 ¢ [69℄). �. �íâç¥à ¨á¯®«ì§®¢ « íâ® à áé¥¯«¥­¨¥ ¢ [70℄.�­ à áá¬ âà¨¢ « ®â®¡à �¥­¨¥Aut(∨kS0) → Aut(∨kS1);¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ äã­ªâ®à®¬ ­ ¤áâà®©ª¨,   â ª�¥ ª®¬¯®§¨æ¨î(6.4) Aut(∨kS0) → Aut(∨kS1) → lim

−→n;kAut(∨kSn):� â¥¬ ®­ ¢§ï« ª®¬¯®§¨æ¨î(6.4) á ®â®¡à �¥­¨¥¬�. � «ì¤å ã§¥­  (6.3) ¨ ¯®«ãç¨«  ­ Ä«®£¨ç­®¥ à áé¥¯«¥­¨¥ ¤«ï BAut+∞. � ¬¥â¨¬, çâ®  à£ã¬¥­âë �. �íâç¥à  ®áâ îâáïá¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨ ¨ ¤«ï ­ è¥© á¨áâ¥¬ë ¯®¤£àã¯¯Gn. � ¨¬¥­­®, ¯ãáâìX ¥áâì á«®© ª®¬Ä¯®§¨æ¨¨ 
B(∐n>0BGn) → 
B(∐n>0BAutFn) → 
∞S∞;¢ ª®â®à®© ¢â®àë¬ ï¢«ï¥âáï ®â®¡à �¥­¨¥ �. � «ì¤å ã§¥­  (6.3). Ǒà®áâà ­áâ¢®X ï¢Ä«ï¥âáï ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯¥â¥«ì, ¨ ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­® ¯¥â«¥¢®¥ ®â®Ä¡à �¥­¨¥ 
∞S∞ → 
B(∐n>0BGn)¤ ¥â ­¥®¡å®¤¨¬®¥ à áé¥¯«¥­¨¥.
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2 ���, â. 54, ¢ë¯. 2

Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 6.3. �á«¨ á¨áâ¥¬  £àã¯¯ Gn á®£« á®¢ ­  á® á¯ à¨¢ ­¨Ä¥¬ (2.12){(2.13), â® ®­  ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë©,  áá®æ¨ â¨¢­ë©(¢®§¬®�­®, ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ë©) á¯¥ªâà TG ¢¬¥áâ¥ á ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë¬®â®¡à �¥­¨¥¬ ¢ áä¥à¨ç¥áª¨© á¯¥ªâàTG→ S;¨ íâ® ®â®¡à �¥­¨¥ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­® à áé¥¯«ï¥âáï.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨áâ¥¬  £àã¯¯Gn ¯®à®�¤ ¥â �-ª â¥£®à¨î ¢ á¬ëá«¥ �. �¥£ Ä«  [71℄ (á¬. â ª�¥ ¤®¯®«­¥­¨¥). �â  �-ª â¥£®à¨ï ¯®à®�¤ ¥â �-¯à®áâà ­áâ¢® ¨ § Äâ¥¬ á¯¥ªâà. �á«¨ á¨áâ¥¬  £àã¯¯ Gn ¨§ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 2.1 á®£« á®¢ ­  á® á¯ à¨¢ ­¨Ä¥¬ (2.13), â® ®¯à¥¤¥«¥­®  ­ «®£¨ç­®¥ á¯ à¨¢ ­¨¥Gk ×Gl → Gkl:�­®®¯à¥¤¥«ï¥â ã¬­®�¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å�-¯à®áâà ­áâ¢. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, á¯¥ªâà,á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã ¯¥â¥«ì 
B(∐n>0BGn), ¬ã«ìÄâ¨¯«¨ª â¨¢¥­ [71; §5℄. � áá¬®âà¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î á¯ à¨¢ ­¨ï (2.13) á ®â®¡à �¥­¨¥¬,¯®à®�¤¥­­ë¬ ­ ¤áâà®©ª®©Aut(∨kS1)×Aut(∨lS1) → Aut(∨klS1) → Aut(∨klS2):�ë¯®«ãç ¥¬ á¯ à¨¢ ­¨¥Aut(∨kS1) ¨Aut(∨lS1), ¯®à®�¤¥­­®¥ á¬íè-¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬.�â® á¯ à¨¢ ­¨¥ à áá¬ âà¨¢ «®áì �. � «ì¤å ã§¥­®¬ [69℄ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¯à®áâà ­áâÄ¢  A(∗). � ­®­¨ç¥áª¨¥ ®â®¡à �¥­¨ïAut(∨kS0) → Aut(∨kS1) → lim
−→n;kAut(∨kSn)á®£« á®¢ ­ë á® á¯ à¨¢ ­¨ï¬¨. �. � «ì¤å ã§¥­ ¤®ª § « [69℄, çâ® ®â®¡à �¥­¨¥ (6.3)A(∗) → B�+∞á®£« á®¢ ­® á ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë¬¨ áâàãªâãà ¬¨ ¢ A(∗) ¨ B�+∞.� áá¬ âà¨¢ ï à áé¥¯«¥­¨¥ ¨§ ¯à¥¤«®�¥­¨ï 6.2, ¨­â¥à¥á­® áà ¢­¨âì £®¬®«®£¨¨£àã¯¯ G∞ ¨ �∞. �â¢¥â ¤®«�¥­ § ¢¨á¥âì, ª®­¥ç­®, ®â á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ Gn. � ¯à¨¬¥à,¤«ï á ¬®© £àã¯¯ë Aut∞ íâ¨ £®¬®«®£¨¨ ¢ à §¬¥à­®áâïå 1 ¨ 2 á®¢¯ ¤ îâ:Hi(Aut∞;Z) = Hi(�∞;Z) ¤«ï i = 1; 2:�. �íâç¥à ®â¬¥â¨«, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ (¤«ï ¢á¥å i) ­¥¨§¢¥áâ­®, á¯à ¢¥¤«¨¢® íâ® à Ä¢¥­áâ¢® ¨«¨ ­¥â [70℄. �¨�¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì £®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ Ä­®¢®ª. � ª ¬ë ã¢¨¤¨¬, íâ®â á«ãç © ¢¥áì¬  ®â«¨ç¥­ ®â á«ãç ï æ¥«®© £àã¯¯ë Aut∞.
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§7. �®£®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ ªà è¥­ëå ª®á�®£®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ ªà è¥­ëå ª®á ¡ë«¨ ¢¯¥à¢ë¥ ¢ëç¨á«¥­ë �.�. �à­®«ì¤®¬ [26℄,ª®â®àë© ¨á¯®«ì§®¢ « á¯¥ªâà «ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì �¥àà . �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âÄà¨¢ âì ­¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®¡é¨© á«ãç © ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¤«ï Rn [72℄,[73℄. �®ª § â¥«ìáâ¢  ¨§ à ¡®âë�.�. �à­®«ì¤  [26℄ ¯®«­®áâìî ¯à®å®¤ïâ ¨ ¢ íâ®¬ á«ãÄç ¥. � áá¬®âà¨¬ á­ ç «  F (Rn; 2). �â®¡à �¥­¨¥�: Sn−1 → F (Rn; 2);®¯¨áë¢ ¥¬®¥ ä®à¬ã«®© �(x) = (x;−x), ¥áâì �2-íª¢¨¢ à¨ ­â­ ï £®¬®â®¯¨ç¥áª ïíª¢¨¢ «¥­â­®áâì. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ A ®¡à §ãîéãî Hn−1(F (Rn; 2);Z), ª®â®à ï®â®¡à � ¥âáï ¯à¨ �∗ ¢ áâ ­¤ àâ­ãî ®¡à §ãîéãî Hn−1(Sn−1;Z). �«ï i ¨ jâ ª¨å, çâ® 1 6 i; j 6 m, i 6= j, ®¯à¥¤¥«¨¬ �i;j : F (Rn;m) → F (Rn; 2) ¯® ä®à¬ã«¥�i;j(p1; : : : ; pm) = (pi; pj). ǑãáâìAi;j = �∗i;j(A) ∈ Hn−1(F (Rn;m);Z):�«¥¤®¢ â¥«ì­®,Ai;j = (−1)nAj;i ¨A2i;j = 0. �«ïw ∈ �m ¨¬¥¥âáï ¤¥©áâ¢¨¥w(Ai;j) =Aw−1(i);w−1(j), ¯®áª®«ìªã �i;jw = �w−1(i);w−1(j). � ¬¥â¨¬ â ª�¥, çâ® ¯à¨ ®£à ­¨ç¥Ä­¨¨ ­  F (Rn \Qk;m− k) ∼= �−1(Qk) ⊂ F (Rn;m)ª« ááëAi;j á 1 6 i; j 6 k ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ­ã«ì, ¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ®â®¡à �¥­¨¥ �i;jï¢«ï¥âáï ¯®áâ®ï­­ë¬ ­  �−1(Qk). � áá¬ âà¨¢ ï á¯¥ªâà «ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì�¥àà , ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¨© ä ªâ.�¥®à¥¬  7.1. �àã¯¯  ª®£®¬®«®£¨© H∗(F (Rn \Qk;m− k);Z) ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤Ä­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯®© á ®¡à §ãîé¨¬¨Ai1;j1Ai2;j2 : : : Ais;js ;£¤¥ k < j1 < j2 < · · · < js 6 m ¨ ir < jr ¯à¨ r = 1; : : : ; s.�ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ ï áâàãªâãà  ¨ áâàãªâãà  �m- «£¥¡àë ­  H∗(F (Rn;m);Z) ¤ Ä¥âáï á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬®©, ª®â®à ï ¤®ª §ë¢ ¥âáï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ �3-¤¥©áâ¢¨ï ­ H∗(F (Rn; 3);Z).�¥®à¥¬  7.2. �®«ìæ® ª®£®¬®«®£¨© H∗(F (Rn;m);Z) ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­® ¯®Äà®�¤¥­® í«¥¬¥­â ¬¨Ai;j ∈ Hn−1(F (Rn;m);Z); 1 6 i < j 6 m;ª¢ ¤à âë ª®â®àëå à ¢­ë ­ã«î, ¨ á¢ï§ ­­ë¬¨ â®«ìª® á®®â­®è¥­¨ï¬¨(7.1) Ai;kAj;k = Ai;jAj;k − Ai;jAi;k ¯à¨ i < j < k:�ï¤ Ǒã ­ª à¥ ¤«ï F (Rn;m) ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ∏m−1j=1 (1 + jtn−1).
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� ¬¥ç ­¨¥. � á«ãç ¥ R2 = C ª« ááë ª®£®¬®«®£¨©Aj;k ¬®£ãâ ¡ëâì ¨­â¥à¯à¥â¨Äà®¢ ­ë ª ª ª« ááë ª®£®¬®«®£¨© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬!j;k = 12�i dzj − dzkzj − zk :�. �à¨áª®à­ ¢ëç¨á«¨« ª®£®¬®«®£¨¨ ªà è¥­ëå ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á [14℄, ¨á¯®«ìÄ§ãï ¨¤¥¨�.�.�à­®«ì¤ ¤«ïª« áá¨ç¥áª®£® á«ãç ï. ǑãáâìV ¥áâì ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ª®¬¯Ä«¥ªá­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,  Hj ∈ V , j ∈ I , ¥áâì ª®­¥ç­®¥ á¥¬¥©áâ¢®  ää¨­­ëå£¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©, § ¤ ­­®¥ «¨­¥©­ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ lj . �. �à¨áª®à­ ¤®ª § « á«¥¤ãîé¨©ä ªâ.�¥®à¥¬  7.3. �« ááë ª®£®¬®«®£¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £®«®¬®àä­ë¬ ¤¨ää¥Äà¥­æ¨ «ì­ë¬ ä®à¬ ¬ !j = 12�i dljlj ;¯®à®�¤ îâ ª®«ìæ® ª®£®¬®«®£¨© H∗
(V \

⋃j∈I Hj ;Z). �®«¥¥ â®£®, íâ® ª®«ìæ®¨§®¬®àä­® Z-¯®¤ «£¥¡à¥, ¯®à®�¤¥­­®© ä®à¬ ¬¨ !j ¢  «£¥¡à¥ ¬¥à®¬®àä­ëå ä®à¬­  V .�®£®¬®«®£¨¨ ªà è¥­ëå ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á ®¯¨áë¢ îâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.�¥®à¥¬  7.4. (i) �àã¯¯  ª®£®¬®«®£¨© Hk(P (W );Z) £àã¯¯ë ªà è¥­ëå ®¡®¡é¥­Ä­ëå ª®á P (W ) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯®©,¨ ¥¥ à ­£ à ¢¥­ ç¨á«ã í«¥¬¥­â®¢ w ∈ W ¤«¨­ë l(w) = k, £¤¥ l ¥áâì ¤«¨­ ,à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ¯® ®â­®è¥­¨î ª á¨áâ¥¬¥ ®¡à §ãîé¨å , á®áâ®ïé¥© ¨§ ¢á¥å ®âÄà �¥­¨© W .(ii) �ï¤ Ǒã ­ª à¥ ¤«ï H∗(P (W );Z) ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ∏nj=1(1 +mjt), £¤¥ mjáãâì ¯®ª § â¥«¨ £àã¯¯ë W , ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ § 3.(iii) �ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ ï áâàãªâãà  H∗(P (W );Z) á®¢¯ ¤ ¥â á® áâàãªâãà®© «£¥¡àë, ¯®à®�¤¥­­®© 1-ä®à¬ ¬¨, ®¯¨á ­­®© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬¥.�.�. �®«ã¡¥¢  ¨ �.Ǒ. �¥ªá¨­ ¨§ãç «¨ áâàãªâãàã ª®«ìæ H∗(P (W );Z) ¢ â¥à¬¨­ åª¢ ¤à â¨ç­ëå á®®â­®è¥­¨©,  ­ «®£¨ç­ëå (7.1) [74℄.
§8. �®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ ª®á ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯¥â¥«ì�«ï ¨§ãç¥­¨ï ª®£®¬®«®£¨© ª« áá¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ª®áH∗(Brn;Z) �.�. �à­®«ì¤ [12℄¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ « ¯à®áâà ­áâ¢®K(Brn; 1) ∼= B(R2; n) ª ª ¯à®áâà ­áâ¢® ª®¬¯«¥ªá­ëå¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ n ¡¥§ ªà â­ëå ª®à­¥© ¨ á® áâ àè¨¬ ª®íää¨æ¨¥­â®¬, à ¢­ë¬ 1:(8.1) Pn(t) = tn + z1tn−1 + · · ·+ zn−1t+ zn:�®«¥¥ â®ç­®, à áá¬®âà¨¬ \®â®¡à �¥­¨¥ �¨¥â " ¨§ Cn, ª®â®à®¥ ¬ë ¢ íâ®¬ ¬¥áâ¥ ®¡®Ä§­ ç ¥¬ç¥à¥§Cn(�), ¢Cn, ª®â®à®¥¬ë®¡®§­ ç ¥¬ç¥à¥§Cn(z), çâ®¡ëà §«¨ç¨âì ®¡« áâì®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡« áâì §­ ç¥­¨©:(8.2) p: Cn(�) → C

n(z):



36 �.�. ���������­® ®â®¡à � ¥â â®çªã (�1; : : : ; �n) ∈ Cn(�) ¢ ¯®«¨­®¬ Pn(t) = tn + z1tn−1 + · · · +zn−1t+ zn, ª®â®àë© ¨¬¥¥â ª®à­¨ �1; : : : ; �n (á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨). Ǒà®áâà ­áâ¢® ®àÄ¡¨âOrb(Cn;�n) ª ­®­¨ç¥áª®£® ¤¥©áâ¢¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë�n ­ Cn ¨§®¬®àäÄ­®Cn(z) ¯à¨ ¯®¬®é¨ ®â®¡à �¥­¨ï, ¯à¨­¨¬ îé¥£® §­ ç¥­¨ï ¡ §¨á­ëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å¬­®£®ç«¥­®¢ ®â �1; : : : ; �n. �â ­¤ àâ­ë© ¡ §¨á á®áâ®¨â ¨§ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å¬­®£®ç«¥Ä­®¢: zk(�) = (−1)k ∑i1<···<ik �i1 : : : �ik ; 1 6 k 6 n:� ª¨¬ ®¡à §®¬, Cn(z) ∼= Orb(Cn;�n), ¨ ORB(Cn;�n) ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® à¥£ã«ïà­ëå®à¡¨â íâ®£® ¤¥©áâ¢¨ï. �ë ã¢¨¤¨¬ á¥©ç á, çâ® ®â®¡à �¥­¨¥ p ¨§ (8.2) ®¯à¥¤¥«ï¥â £®Ä¬¥®¬®àä¨§¬ p: ORB(Cn;�n) → C
n(z) \�;£¤¥ � ¥áâì ¤¨áªà¨¬¨­ ­â­ ï ¯®¢¥àå­®áâì ¯®«¨­®¬  (8.1), â.¥. ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®Cn,£¤¥ ¤¨áªà¨¬¨­ ­â �n(z) à ¢¥­ ­ã«î;�n(z) = �n(p(�)) = ∏i6=j(�i − �j) = (−1)n(n−1)2 ∏i<j(�i − �j)2:� «¥¥ �.�. �à­®«ì¤ à áá¬ âà¨¢ « ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®�¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Cn(z) \ �¢ áä¥àã S2n:

C
n(z) \� → S2n:�®¯®«­¥­¨¥ Cn(z) \ � ¢ S2n íª¢¨¢ «¥­â­® ®¤­®â®ç¥ç­®© ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¨ �∗ ¯à®Äáâà ­áâ¢  �. �¢®©áâ¢¥­­®áâì �«¥ªá ­¤¥à  ¤ ¥âHi(Brn;Z) = Hi(Cn(z) \�;Z) ∼= H2n−i(S2n;�∗;Z) ∼= H̃2n−i+1(�∗;Z);£¤¥ ¢®«­  ®¡®§­ ç ¥â ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ £®¬®«®£¨¨. �.�.�à­®«ì¤¤®ª § « á«¥¤ãîé¨¥ä ªÄâë.�¥®à¥¬  8.1 (ª®­¥ç­®áâ¨). �®£®¬®«®£¨¨ ª �¤®© £àã¯¯ë ª®á ª®­¥ç­ë, ªà®¬¥H0(Brn;Z) ∼= Z; H1(Brn;Z) ∼= Z; n > 2:� ª�¥ ¨¬¥¥¬(8.3) Hi(Brn;Z) = 0 ¯à¨ i > n:�«¥¤áâ¢¨¥ 8.1. �©«¥à®¢  å à ªâ¥à¨áâ¨ª  «î¡®© £àã¯¯ë ª®á à ¢­  ­ã«î.�¥®à¥¬  8.2 (¯®¢â®à¥­¨ï). �á¥ £àã¯¯ë ª®£®¬®«®£¨© ª �¤®© £àã¯¯ë ª®á ¨§ ­¥Äç¥â­®£® ç¨á«  ­¨â¥© â ª¨¥ �¥, ª ª ã £àã¯¯ë ª®á ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ç¥â­®£® ç¨á« ­¨â¥©: Hi(Br2n+1;Z) = Hi(Br2n;Z):



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 37�¥®à¥¬  8.3 (áâ ¡¨«¨§ æ¨¨). Ǒà¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ n £àã¯¯  ª®£®¬®«®£¨© Hi(Brn;Z)áâ ¡¨«¨§¨àã¥âáï :Hi(Brn;Z) = Hi(Br2i−2;Z) ¯à¨ n > 2i− 2:� ¬¥ç ­¨¥. �§®¬®àä¨§¬H1(Brn;Z) ∼= Z á«¥¤ã¥â ¨§ â®£® ä ªâ , çâ®  ¡¥«¥ ­¨§ Äæ¨ï Brn à ¢­  Z. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¬ë ¬®�¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ ª®á ¢ æ¥«ë¥ç¨á« , ¡¥àï áã¬¬ã ¯®ª § â¥«¥© ¢å®�¤¥­¨© ®¡à §ãîé¨å �i ¢ ¢ëà �¥­¨¥ «î¡®£® í«¥Ä¬¥­â  £àã¯¯ë ç¥à¥§ ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®¡à §ãîé¨¥:deg: Brn → Z; deg(b) = ∑j mj ; £¤¥ b = (�i1)m1 : : : (�ik )mk :�¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® ï¤à® deg ¯®à®�¤¥­® ª®¬¬ãâ â®à ¬¨. � ¢¥­áâ¢® (8.3) á«¥¤ã¥â ¨§â®£® ä ªâ , çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® Cn(z) \� ¥áâì ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ C1 ­  ¬­®£®®¡à §¨¥�â¥©­ .�.�. �à­®«ì¤ â ª�¥ ¢ëç¨á«¨« £àã¯¯ëHi(Brn;Z) ¯à¨ n 6 11 ¨ i 6 9.�.�. �ãªá ®¯¨á « ª®£®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ ª®á ¯® ¬®¤ã«î 2 [27℄. �¡®§­ ç¨¬ ¤«ï ¯à®áÄâ®âë ç¥à¥§ �n ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® B(R2; n) = B(C ; n) = F (C; n)=�n.Ǒãáâì �∗n ¥áâì ®¤­®â®ç¥ç­ ï ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï �n. �¢®©áâ¢¥­­®áâì Ǒã ­ª à¥ ¤ ¥â:Hk(�n;Z=2) ∼= H̃2n−k(�∗n;Z=2):�â®¡ë ¨§ãç¨âì £àã¯¯ã H̃j(�∗n;Z=2), �.�. �ãªá ¯®áâà®¨« ­¥ª®â®à®¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ª«¥Äâ®ç­®¥ à §¡¨¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  �∗n. �á¯®«ì§ãï íâ® à §¡¨¥­¨¥, ®­ ¢ëç¨á«¨« £àã¯¯ëHi(Brn;Z=2),   â ª�¥ ®¯¨á « ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ãî áâàãªâãàã ª®«ìæ  H∗(Brn;Z=2)¨ á¢ï§¨ á ª®£®¬®«®£¨ï¬¨ H∗(BOn;Z=2). �âàãªâãà   «£¥¡àë �®¯ä  ª®£®¬®«®£¨©£àã¯¯ëª®á ®â ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¨â¥©H∗(Br∞;Z=2), ¢®§­¨ª îé ï¨§ ª ­®­¨ç¥áª®Ä£® á¯ à¨¢ ­¨ï (2.4), ¡ë«  â ª�¥ ®¯à¥¤¥«¥­  [27℄. �¥§ã«ìâ âë ¡ë«¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ­ë­  ï§ëª¥ ª®£®¬®«®£¨©. �®«¥¥ ã¤®¡­® ¨å ¯¥à¥¢¥áâ¨ ­  ï§ëª £®¬®«®£¨© á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬.�¥®à¥¬  8.4. �®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ë ª®á ®â ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¨â¥© á ª®íäÄä¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=2 ª ª  «£¥¡à  �®¯ä  ¨§®¬®àä­ë ¯®«¨­®¬¨ «ì­®©  «£¥¡à¥ ®â¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ®¡à §ãîé¨å ai, i = 1; 2; : : : ; deg ai = 2i − 1:H∗(Br∞;Z=2) ∼= Z=2[a1; a2; : : : ; ai; : : : ℄á ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬, § ¤ ­­ë¬ ä®à¬ã« ¬¨:�(ai) = 1⊗ ai + ai ⊗ 1:�¥®à¥¬  8.5. � ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®�¥­¨¥ Brn → Br∞ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¬®­®¬®àÄä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïå á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=2. �£® ®¡à §®¬ ï¢«ï¥âáï ¯®¤ª® «£¥¡Äà  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®©  «£¥¡àë Z=2[a1; a2; : : : ; ai; : : : ℄ á Z=2-¡ §¨á®¬, á®áâ®ïé¨¬ ¨§¬®­®¬®¢ ak11 : : : akll â ª¨å , çâ® ∑i ki2i 6 n:



38 �.�. ���������¥®à¥¬  8.6. � ­®­¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ Brn → BOn, 1 6 n 6 ∞, ¨­¤ãæ¨Äàã¥â ¬®­®¬®àä¨§¬ ( «£¥¡à �®¯ä , ¥á«¨ n = ∞)H∗(Brn;Z=2) → H∗(BOn;Z=2):�¥§ ¢¨á¨¬® ®â à ¡®â �.�. �à­®«ì¤  ¨ �.�. �ãªá  �.�. �®í­ â ª�¥ ¨§ãç « £®¬®Ä«®£¨¨ £àã¯¯ ª®á [28℄, [29℄, [32℄. �­ ¨á¯®«ì§®¢ « á¯¥ªâà «ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì­ ªàëâ¨ï, ¨¬¥îéãî ­ ç «ì­ë© ç«¥­E∗;∗2 ∼= H∗
(�m;H∗(F (Rn;m);Z=p))¨ áå®¤ïéãîáï ª H∗(B(Rn;m);Z=p). �®£®¬®«®£¨¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë �mà áá¬ âà¨¢ îâáï á ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ �m ­  £àã¯¯¥ ª®íää¨æ¨¥­â®¢H∗(F (Rn;m);Z=p), ®¯¨á ­­®© ¢ â¥®à¥¬¥ 7.2. �«îç¥¢ë¬ ¬®¬¥­â®¬ ¤«ï ¢ëç¨áÄ«¥­¨© ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨© ä ªâ.�¥®à¥¬  8.7 (®¡ ®¡­ã«¥­¨¨). � á¯¥ªâà «ì­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ {Er}Es;t2 = 0 ¯à¨ s > 0 ¨ 0 < t < (n− 1)(p− 1).�.�. �®í­ ¢ëç¨á«¨« £®¬®«®£¨¨B(Rn;m) á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=2 (ª ª ¢ â¥®à¥¬ å8.4 ¨ 8.5) ¨ á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=p, p > 2.�¥®à¥¬  8.8. �®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ë ª®á ®â ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¨â¥© á ª®íää¨Äæ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=p, p > 2, ª ª  «£¥¡à  �®¯ä  ¨§®¬®àä­ë â¥­§®à­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î¢­¥è­¥© ¨ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®©  «£¥¡à:E(a1; : : : ; ai; : : :)⊗ Z=p[b1; : : : ; bj; : : : ℄; i = 1; 2; : : : ; j = 1; 2; : : : ;deg ai = 2pi−1 − 1; deg bj = 2pj − 2;á ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬, § ¤ ­­ë¬ ¯® ä®à¬ã« ¬:�(ai) = 1⊗ ai + ai ⊗ 1; �(bj) = 1⊗ bj + bj ⊗ 1:�¥®à¥¬  8.9. � ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®�¥­¨¥ Brn → Br∞ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¬®­®¬®àÄä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïå á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=p, p > 2. �£® ®¡à §®¬ ï¢«ï¥âáï ¯®¤Äª® «£¥¡à  â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï E(a1; : : : ; aj ; : : :)⊗Z=p[b1; : : : ; br; : : : ℄ á Z=p-¡ -§¨á®¬, á®áâ®ïé¨¬ ¨§ ¬®­®¬®¢a"11 : : : a"ll bk11 : : : bkss ; £¤¥ "i = 0; 1; ¨ 2(∑i "ipi−1 +∑j kjpj) 6 n:�.�. �®í­ ®¯¨á « â ª�¥ ¤¥©áâ¢¨¥  «£¥¡àë �â¨­à®¤  A [30℄. �ë ¢ëà � ¥¬ ¥£®à¥§ã«ìâ âë ­  ï§ëª¥ ª®¤¥©áâ¢¨ï   «£¥¡àë A∗, ¤¢®©áâ¢¥­­®© ª  «£¥¡à¥ �â¨­à®¤ .Ǒà¨ p = 2 A∗ ª ª  «£¥¡à  ¨§®¬®àä­  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®©  «£¥¡à¥ Z=2[�1; : : : ; �k; : : : ℄,deg �k = 2k − 1,   ¯à¨ p > 2 ®­  ¨§®¬®àä­  â¥­§®à­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¢­¥è­¥© ¨ ¯®Ä«¨­®¬¨ «ì­®©  «£¥¡à E(�0; �1; : : : ; �l; : : : ) ⊗ Z=p[�1; : : : ; �k; : : : ℄, deg �k = 2(pk − 1),deg �l = 2pl − 1. �®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥  § ¤ ¥âáï ¯® ä®à¬ã« ¬ (�k) = ∑i+j=k �pij ⊗ �i;  (�l) = �l ⊗ 1 + ∑i+j=l �pij ⊗ �i:



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 39�¥®à¥¬  8.10. �®¤¥©áâ¢¨¥  «£¥¡àë A∗, ¤¢®©áâ¢¥­­®© ª  «£¥¡à¥ �â¨­à®¤ ,­  £®¬®«®£¨ïå £àã¯¯ë ª®á Brm, 1 6 m 6 ∞, § ¤ ¥âáï ¯à¨ p = 2 ¯® ä®à¬ã«¥: (aj) = { 1⊗ aj ; ¥á«¨ j = 1;1⊗ aj + �1 ⊗ a2j−1; ¥á«¨ j > 2;  ¯à¨ p > 2 ¯® ä®à¬ã« ¬ (aj) = { 1⊗ aj ; ¥á«¨ j = 1;1⊗ aj + �0 ⊗ bj−1; ¥á«¨ j > 2; (bj) = { 1⊗ bj ; ¥á«¨ j = 1;1⊗ bj − �1 ⊗ bpj−1; ¥á«¨ j > 2:Ǒãáâì
20S2 ¥áâì ª®¬¯®­¥­â  á¢ï§­®áâ¨ âà¨¢¨ «ì­®© ¯¥â«¨ ¢ ¤¢ãªà â­®¬¯à®áâà ­Äáâ¢¥ ¯¥â¥«ì 
2S2. �. �¥£ « ãáâ ­®¢¨« á«¥¤ãîéãî á¢ï§ì ¬¥�¤ã £àã¯¯®© ª®á ®â ¡¥áª®Ä­¥ç­®£® ç¨á«  ­¨â¥© ¨ ¨â¥à¨à®¢ ­­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ¯¥â¥«ì [36℄.�¥®à¥¬  8.11. �ãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à �¥­¨¥ K(Br∞; 1) → 
20S2, ¨­¤ãæ¨àãîé¥¥¨§®¬®àä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïå ¤«ï «î¡®© £àã¯¯ë ª®íää¨æ¨¥­â®¢ G (á âà¨¢¨ «ì­ë¬¤¥©áâ¢¨¥¬ Br∞ ­  G): H∗(Br∞; G) ∼= H∗(
20S2; G):� ¡à®á®ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . �¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥j : B(R2; k) → 
2kS2;®¯à¥¤¥«¥­­®¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �­ ç «  ¬ë § ¬¥­ï¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢® B(R2; k) ­ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥­â­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª®­ä¨£ãà æ¨© ¨§ k ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï¤¨áª®¢ ­  ¯«®áª®áâ¨. �¥¯¥àì ¤«ï ¤ ­­®© ª®­ä¨£ãà æ¨¨ D = {D1; : : : ; Dk} ¨§ k ­¥Ä¯à¥á¥ª îé¨åáï ¤¨áª®¢ ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥fD : S2 → S2:� áá¬®âà¨¬ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï fD ª ª R2 ∪ ∞, fD ®â®¡à � ¥â ¤®¯®«­¥­¨¥ª D1 ∪ · · · ∪ Dk ¢ ¡ §¨á­ãî â®çªã S2,   ­  ¤¨áª¥ Di ï¢«ï¥âáï áâ ­¤ àâ­ë¬®â®�¤¥áâ¢«¥­¨¥¬Di=�Di á S2. �®£¤ 
D 7→ fD¤ ¥â âà¥¡ã¥¬®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ j : B(R2; k) → 
2kS2:�áâ «®áì â®«ìª® ¤®ª § âì â®â ä ªâ, çâ® j ¥áâì  á¨¬¯â®â¨ç¥áª ï £®¬®«®£¨ç¥áª ï íªÄ¢¨¢ «¥­â­®áâì.�« áá¨ç¥áª®¥ à áá«®¥­¨¥ �®¯ä  S3 → S2 ¨­¤ãæ¨àã¥â £®¬®â®¯¨ç¥áªãî íª¢¨¢ Ä«¥­â­®áâì 
2S3 ≃ 
20S2. �â® ¯®§¢®«ï¥â ­ ¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¯à®áâà ­áâ¢  
2S3¨ 
20S2 ª ª ¢ à¨ ­âë ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨¨ ¤«ïK(Br∞; 1).
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2S3 → P
S3 → 
S3;£¤¥ P
S3 ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® ¯ãâ¥© ­ ¤ 
S3. Ǒ. �à¨­¡¥à£ ¨ �. �¥à�¨¥áªã [75℄ ¯®Äáâà®¨«¨  æ¨ª«¨ç¥áªãî £àã¯¯ã A ¨ £àã¯¯ã F ′ â ª¨¥, çâ® á«¥¤ãîé ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï¤¨ £à ¬¬  ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨©K(Br∞; 1) −−−−→ K(A; 1) −−−−→ K(F ′; 1)
y

y
y
2S3 −−−−→ P
S3 −−−−→ 
S3ª®¬¬ãâ â¨¢­ .Ǒ.�í©¤®ª § «, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢®F (Rn;m)�m-íª¢¨¢ à¨ ­â­® £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ íªÄ¢¨¢ «¥­â­® ¯à®áâà ­áâ¢ã Cn(m) ®¯¥à ¤ë ¬ «¥­ìª¨å ªã¡¨ª®¢ [26℄. �â  ®¯¥à ¤  ¨£Äà ¥â ª«îç¥¢ãî à®«ì ¢ ¯à¨­æ¨¯¥ à á¯®§­ ¢ ­¨ï n-ªà â­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¯¥â¥«ì (á¬.¤®¯®«­¥­¨¥). �®¬®«®£¨¨ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå¯à®áâà ­áâ¢ ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ¢ ª®­áâàãªÄæ¨¨ ®¯¥à æ¨© �à ª¨{�ã¤®{� ¥à {� è®ä , ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ £®¬®«®£¨ïå n-ªà â­ëå¯à®áâà ­áâ¢ ¯¥â¥«ì [32℄.�. � ¥à ¨�.� è®ä [76℄,   â ª�¥ �.�. �®í­ [32; á. 227℄ ¨§ãç «¨ £®¬®«®£¨¨
nSn+1.�§ ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ á«¥¤ã¥â, çâ®H∗(
nSn+1;Z=p) ¨§®¬®àä­® ¯®«¨­®¬¨ «ì­®©  «£¥¡Äà¥ ­ ¤Z=p ®â ®¡à §ãîé¨åQk11 : : :Qkn−1n−1 a1, £¤¥Qi áãâì ®¯¥à æ¨¨�à ª¨{�ã¤®{� ¥à {� è®ä ,   a1 ¥áâì ®¡à § ¯®à®�¤ îé¥©H1(S1;Z=p) ¯à¨ ®â®¡à �¥­¨¨H∗(S1;Z=p) →H∗(
nSn+1;Z=p), ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¬ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¢«®�¥­¨¥¬ S1 → 
nSn+1. �â®¤ ¥â ¤àã£®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ 8.4 ¨ 8.8. �¡à §ãîé¨¥ aj , j > 1, ¬®�­® áç¨â âìà ¢­ë¬¨ Qj−11 a1, bj à ¢­ë¬¨ �aj+1. �®¤¥©áâ¢¨¥ ¤¢®©áâ¢¥­­®© ª  «£¥¡à¥ �â¨­à®Ä¤ , ®¯¨á ­­®¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 8.10, ¬®�¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­® ¨§ â¥®à¥¬ë 8.11 á ¯®¬®éìî á®®âÄ­®è¥­¨© �¨è¨¤ë [32℄, á¢ï§ë¢ îé¨å ¤¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à æ¨© �â¨­à®¤  ¨ ®¯¥à æ¨© �à Äª¨{�ã¤®{� ¥à {� è®ä .�.�. �®í­ ¨á¯®«ì§®¢ « á¯¥ªâà «ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì �®ªèâ¥©­  ¤«ï ¢ëç¨áÄ«¥­¨ï æ¥«®ç¨á«¥­­ëå £®¬®«®£¨© £àã¯¯ ª®á [32℄.�¥®à¥¬  8.12. � £àã¯¯ å H∗(Brn;Z), n 6 ∞, p-ªàãç¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª p.� £àã¯¯ å H∗(Br∞;Z) ¢ à §¬¥à­®áâïå , áâà®£® ¡®«ìè¨å ¥¤¨­¨æë, p-ªàãç¥­¨¥ ï¢Ä«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬:(i) ¥á«¨ p = 2, â® íâ® ¥áâì ¯®«¨­®¬¨ «ì­ ï  «£¥¡à , ¯®à®�¤¥­­ ï a1 ¨ a2j ,j > 1;(ii) ¥á«¨ p > 2, â® íâ® ¥áâì â¥­§®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢­¥è­¥©  «£¥¡àë, ¯®Äà®�¤¥­­®© a1, ¨ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®©  «£¥¡àë, ¯®à®�¤¥­­®© bj.�¥®à¥¬  8.13. � ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®�¥­¨¥ Brn → Br∞ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¬®­®¬®àÄä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïå á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z. �¡à § ¥£® 2-ªàãç¥­¨ï ¢ à §¬¥à­®áâïå ,áâà®£® ¡®«ìè¨å 1, ¨¬¥¥â Z=2-¡ §¨á, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¬®­®¬®¢ak11 : : : akll â ª¨å , çâ® ki ≡ 0 (mod 2) ¯à¨ i > 1 ¨ ∑i ki2i 6 n;



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 41  ®¡à § ¥£® p-ªàãç¥­¨ï ¯à¨ p > 2 ¢ à §¬¥à­®áâïå , áâà®£® ¡®«ìè¨å 1, ¨¬¥¥â
Z=p-¡ §¨á, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¬®­®¬®¢a"11 bk11 : : : bkss ; £¤¥ "1 = 0; 1; ¨ 2("1 +∑j kjpj) 6 n:�.�. � ©­èâ¥©­ ¯à¨¬¥­¨« ¬¥â®¤ë�.�. �ãªá  ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ª®£®¬®«®£¨© £àã¯¯ª®á á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢Z=p ¨Z [33℄. � ª ç¥áâ¢¥ à¥§ã«ìâ â  ®­ ¯®«ãç¨« ¯®«­ãî¨­ä®àÄ¬ æ¨î ®¡  ¤¤¨â¨¢­®© áâàãªâãà¥ íâ¨å £àã¯¯ ª®£®¬®«®£¨© ¨ ® ¤¥©áâ¢¨¨ £®¬®¬®àä¨§¬ �®ªèâ¥©­ .Ǒà¥¤áâ ¢«¥­¨¥ �®ªáâ¥à  á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë �n ¥áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥�n → GLn(Z);á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬ ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢ Zn. �£à ­¨ç¥­¨¥ ¥£® ­  £¨Ä¯¥à¯«®áª®áâì Zn, § ¤ ­­ãî ¯® ä®à¬ã«¥ ∑xi = 0, ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¯à¥¤Äáâ ¢«¥­¨¥¬ �®ªáâ¥à . �â¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâ áâàãªâãàë �n-¬®¤ã«¥© ­ 
Z
n ¨ Z

n−1. Ǒà¨ ¯®¬®é¨ ª ­®­¨ç¥áª®£® £®¬®¬®àä¨§¬  Brn → �n £àã¯¯ë Z
n ¨ Z

n−1áâ ­®¢ïâáï ¬®¤ã«ï¬¨ ­ ¤Brn. �¡®§­ ç¨¬ íâ¨ ¬®¤ã«¨ ç¥à¥§Kn ¨ K̃n. �.�. � á¨«ì¥¢¤®ª § « á«¥¤ãîé¨© ä ªâ [13℄.�¥®à¥¬  8.14. �®£®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ë ª®á á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨�®ªáâ¥à  ¨ ¢ ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ �®ªáâ¥à  § ¤ îâáï ¯® ä®à¬ã« ¬:Hq(Brn;Kn) = n−1⊕i=0 Hq−i(Brn−1−i;Z); n > 2;Hq(Brn; K̃n) = n−1⊕i=1 Hq−i(Brn−i;Z); n > 2;£¤¥ ¬ë ä®à¬ «ì­® ¯®« £ ¥¬ Br0 à ¢­®© ¥¤¨­¨ç­®© £àã¯¯¥, Br0 = {e}.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¯¥à¢ãî ä®à¬ã«ã. �®¤ã«ì Kn ¨§®¬®àä¥­ ¬®¤ãÄ«î CoindBrnBr1;n Z, ª®¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¬ã ¨§ âà¨¢¨ «ì­®£® ¬®¤ã«ï Z ­ ¤ Br1;n, £¤¥ ¯®¤Ä£àã¯¯  Br1;n ¡ë«  ®¯à¥¤¥«¥­  ¢ §3. Ǒ® «¥¬¬¥ � ¯¨à® [77℄ ¨¬¥¥¬: H∗(Brn;Kn) ∼=H∗(Br1;n;Z). �®ª �¥¬ ¯¥à¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ­ è¥£® ãâ¢¥à�¤¥­¨ï ¯® ¨­¤ãªæ¨¨. �«ïn = 2 £àã¯¯  Br1;2 à ¢­  Z ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥¥ ª®£®¬®«®£¨¨ â ª¨¥ �¥, ª ª ã ®ªàã�Ä­®áâ¨. �®à¬ã«  á¯à ¢¥¤«¨¢ . Ǒãáâì n > 2. � áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ � : Br1;n →Brn−1, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¢ §3, ¨ á¯¥ªâà «ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì �¥àà {�®åè¨«ì¤ ¤«ï �. � ª íâ® ¡ë«® ®¯¨á ­® ¢ §3, Ker� ¥áâì á¢®¡®¤­ ï ¯®¤£àã¯¯  Fn−1 £àã¯¯ëBrn,¯®à®�¤¥­­ ï ª®á ¬¨ a2; : : : ; an. � ç «ì­ë© ç«¥­ á¯¥ªâà «ì­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨�¥àà {�®åè¨«ì¤  Ep;q2 ¨§®¬®àä¥­ Hp(Brn−1; Hq(Fn−1;Z)). �¬¥îâáï â®«ìª® ¤¢¥­¥­ã«¥¢ë¥ áâà®ª¨ ¢ íâ®© á¯¥ªâà «ì­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, â ª ª ªH0(Fn−1;Z) ∼= Z; H1(Fn−1;Z) ∼= Z
n−1; Hq(Fn−1;Z) ∼= 0 ¯à¨ q > 1:� ¯®¬­¨¬, çâ® £àã¯¯ Br1;n ¨§®¬®àä­  ¯®«ã¯àï¬®¬ã¯à®¨§¢¥¤¥­¨î Fn−1 ¨Brn−1 á®áâ ­¤ àâ­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ Brn−1 ­  Fn−1. �â® ¤¥©áâ¢¨¥ ¯®à®�¤ ¥â ­ H0(Fn−1;Z) ∼=
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Z áâàãªâãàã âà¨¢¨ «ì­®£® ZBrn−1-¬®¤ã«ï,   ­  H1(Fn−1;Z) ∼= Zn−1 ®­® ¯®à®�¤ Ä¥â áâàãªâãàã ¬®¤ã«ïKn−1. �â® § ª ­ç¨¢ ¥â è £ ¨­¤ãªæ¨¨. �§®¬®àä¨§¬ ¤«ï ¯à¨¢¥Ä¤¥­­®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï �®ªáâ¥à  á«¥¤ã¥â ¨§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ 0 → K̃n →Kn → Z → 0.�.�. � àª àï­ ¯à®¤®«�¨« à ¡®âã �.�. � á¨«ì¥¢  ¨ ¢ëç¨á«¨« ª®£®¬®«®£¨¨ ª®áá ¤àã£¨¬¨ ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ [78℄.

§9. �®£®¬®«®£¨¨ ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á�.�. �®àî­®¢ ¯à¨¬¥­¨« ¬¥â®¤ë �.�. �ãªá  ¨ �.�. � ©­èâ¥©­  ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ïª®£®¬®«®£¨© ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á â¨¯®¢ C ¨ D [34℄, [35℄. �®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®Äáâà ­áâ¢®XCn ¤«ï £àã¯¯ë ª®á â¨¯ C ¡ë«® ®¯¨á ­® ¢ §3 ª ª ¯à®áâà ­áâ¢® n à §«¨çÄ­ëå ¯ à â®ç¥ª ¨§ C \ 0, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¯® ®â­®è¥­¨î ª ­ã«î, çâ® ¥áâì ­¥ çâ® ¨­®¥,ª ª ¯à®áâ® ¯à®áâà ­áâ¢® n à §«¨ç­ëå â®ç¥ª ¨§ C \ 0. �®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­Äáâ¢®XDn ¤«ï £àã¯¯ë ª®á â¨¯ D ¬®�¥â ¡ëâì ®¯¨á ­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � áá¬®âÄà¨¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ à §«¨ç­ë¥ ¯ àë â®ç¥ª ¨§ C, á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ­ã«ï.�ëà®�¤¥­­ë© á«ãç ©, ª®£¤  ¯ à  á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© â®çª¨, à ¢­®© ­ã«î, ¢ª«îç ¥âÄáï. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ª �¤ ï ­¥¢ëà®�¤¥­­ ï ¯ à  à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á à §«¨ç­ë¬¨§­ ª ¬¨ â®ç¥ª (¯«îá®¬ ¨«¨ ¬¨­ãá®¬). �­¢®«îæ¨ï � ¤¥©áâ¢ã¥â ­  ­¥¢ëà®�¤¥­­ëå¯ à å ¯¥à¥¬¥­®© §­ ª®¢ ¨ â®�¤¥áâ¢¥­­  ­  ¢ëà®�¤¥­­®© ¯ à¥. �¢  ­¥ã¯®àï¤®ç¥­­ëå¬­®�¥áâ¢  ¨§ n à §«¨ç­ëå ¯ à â®ç¥ª {p1; : : : ; pn} ¨ {q1; : : : ; qn} íª¢¨¢ «¥­â­ë, ¥á«¨qi = �"i(pi), "i = 0; 1, ¨ ∑i=ni=1 "i ç¥â­®. Ǒà®áâà ­áâ¢® XDn ¥áâì ä ªâ®à-¯à®áâà ­Äáâ¢® n-®ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ à §«¨ç­ëå ¯ à ¨§ C ¯® ®â­®è¥­¨î ª â®«ìª® çâ® ®¯¨á ­­®¬ã®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨.Ǒà®áâà ­áâ¢®XAn−1 = B(C; n) ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¡ë«® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ ­®ª ª ¯à®áâà ­áâ¢® ¯®«¨­®¬®¢ (8.1) áâ¥¯¥­¨ n ­ ¤ ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ ç¨á« ¬¨, ¡¥§ ªà â­ëåª®à­¥© ¨ á® áâ àè¨¬ ª®íää¨æ¨¥­â®¬, à ¢­ë¬ 1. �­ «®£¨ç­® ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥¬ ¯à®Äáâà ­áâ¢®XCn ª ª ¯à®áâà ­áâ¢®¬­®£®ç«¥­®¢ ­ ¤C ¢¨¤  (8.1) ¡¥§ ªà â­ëå ¨ ­ã«¥¢ëåª®à­¥©. Ǒãáâì �n ¥áâì ®¤­® ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢ XCn ¨«¨ XDn ,   �∗n { ¥£® ®¤­®â®ç¥ç­ ïª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï. � ª�¥, ª ª�.�.�ãªá,�.�.�®àî­®¢¨á¯®«ì§®¢ «¤¢®©áâ¢¥­­®áâìǑã ­ª à¥ Hk(�n;Z) ∼= H̃2n−k(�∗n;Z)¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ª®£®¬®«®£¨© ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á â¨¯®¢ C ¨ D. �­ ¯®áâà®¨« ª«¥Äâ®ç­®¥ à §¡¨¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  �∗n ¨ ¤®ª § « á«¥¤ãîé¨¥ â¥®à¥¬ë.�¥®à¥¬  9.1. �®£®¬®«®£¨¨ ¯à¥¤¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á â¨¯®¢ C ¨ Dá ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z ¢ëà � îâáï ¢ â¥à¬¨­ å ª®£®¬®«®£¨© ª« áá¨ç¥áª¨å £àã¯¯á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:Hq(Br(C∞);Z) = q⊕i=0Hq−i(Br∞;Z);Hq(Br (D∞);Z) = Hq(Br∞;Z)⊕ [ ∞⊕i=0Hq−2i−3(Br∞;Z=2)]:



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 43�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ 
n ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®�¥­¨¥ 
n : Brn−1 → Brn,   ç¥à¥§ 
qn £®¬®Ä¬®àä¨§¬, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© 
n ¢ ª®£®¬®«®£¨ïå:
qn :Hq(Brn;Z) → Hq(Brn−1;Z):Ker 
qn ®¡®§­ ç ¥â, ª ª ®¡ëç­®, ï¤à® íâ®£® £®¬®¬®àä¨§¬ .�¥®à¥¬  9.2. �®£®¬®«®£¨¨ á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®áBr(Cn) ¨ Br (Dn) ¤«ï ª®­¥ç­®£® n ¢ëà � îâáï ¢ â¥à¬¨­ å ª®£®¬®«®£¨©ª« áá¨ç¥áª¨å £àã¯¯ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:Hq(Br (Cn);Z) = n⊕i=0Hq−i(Brn−i;Z); n > 2;Hq(Br (Dn);Z) = Hq(Brn;Z)⊕ [ ∞⊕i=0Ker 
q−2in−2i]
⊕

[ ∞⊕j=0Hq−2j−3(Brn−2j−3;Z=2)]; n > 3;£¤¥ ¬ë ¯®« £ ¥¬ ä®à¬ «ì­® Br0 à ¢­®© ¥¤¨­¨ç­®© £àã¯¯¥, Br0 = {e}.�®à¬ã«  ¤«ï ª®£®¬®«®£¨©Br(Cn) ¡ë«  ¤®ª § ­  ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ (â¥®à¥Ä¬  8.14), â ª ª ª Hq(Br(Cn);Z) = Hq(Br1;n+1;Z) = Hq(Brn; K̃n):�«¥¤áâ¢¨¥ 9.1 (â¥®à¥¬  áâ ¡¨«¨§ æ¨¨). � ¢®§à áâ ­¨¥¬ n £àã¯¯ë ª®£®¬®«®Ä£¨© ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á â¨¯®¢ C ¨ D áâ ¡¨«¨§¨àãîâáï :Hi(Br (Cn);Z) = Hi(Br (C2i−2);Z); ¥á«¨ n > 2i− 2;Hi(Br (Dn);Z) = Hi(Br (D2i−1);Z); ¥á«¨ n > 2i− 1:�.�.�ãªá ãáâ ­®¢¨« [68℄  ­ «®£¨ â¥®à¥¬ë�.�¥£ «  ® ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨¨¤«ï ª« áÄá¨ä¨æ¨àãîé¥£® ¯à®áâà ­áâ¢  £àã¯¯ëª®á ®â ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¨â¥© (â¥®à¥¬  8.11):¯«îá-ª®­áâàãªæ¨ï ¤«ïK(Br(C∞); 1) íª¢¨¢ «¥­â­  
2S3×
S2,   ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨ï¤«ïK(Br (D∞); 1) íª¢¨¢ «¥­â­  
2S3 × S3{2}, £¤¥ S3{2} ¥áâì £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© á«®©®â®¡à �¥­¨ï áâ¥¯¥­¨ 2 ¨§ S3 ¢ S3.
§10. Ǒ®àï¤ª®¢ë¥ ª®¬¯«¥ªáë ¨ ª®£®¬®«®£¨¨¨áª«îç¨â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®áǑãáâìM1;M2; : : : ;Mm ⊂ V ¥áâì ª®­¥ç­®¥ ¬­®�¥áâ¢®  ää¨­­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢,¢®§¬®�­® à §«¨ç­ëå à §¬¥à­®áâ¥©, n-¬¥à­®£®  ää¨­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ¨ ¯ãáâìYV = V −

m⋃i=1Mi



44 �.�. ��������¥áâì ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ®¡ê¥¤¨­¥­¨î íâ¨å ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢. � ­ è¨¬ á¥¬¥©áâ¢®¬ ¯®¤¯à®Äáâà ­áâ¢M  áá®æ¨¨à®¢ ­® ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®�¥áâ¢®P, í«¥¬¥­âë v ª®â®Äà®£® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬ ¯® ¢ª«îç¥­¨î ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï¬
|v| =Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mir :�¤¨­áâ¢¥­­ë© ¬ ªá¨¬ «ì­ë©í«¥¬¥­â T íâ®£® ¬­®�¥áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®¡ê¥¬«îé¥Ä¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã V . �¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨î à §¬¥à­®áâ¨d(v) = dimR(|v|):�«ï «î¡®£® ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®�¥áâ¢  S ¬®�­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®àï¤ª®¢ë©ª®¬¯«¥ªá K(S ) (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [79℄). �â® ¥áâì á¨¬¯«¨æ¨ «ì­ë© ª®¬¯«¥ªá, ¨¬¥îé¨©¯® ®¤­®© ¢¥àè¨­¥ ¤«ï ª �¤®£® í«¥¬¥­â  v ∈ S ¨ ¯® k-á¨¬¯«¥ªáã ¤«ï ª �¤®© æ¥¯¨v0 < v1 < · · · < vk í«¥¬¥­â®¢ ¨§ S . �à ­¨æ  íâ®£® k-á¨¬¯«¥ªá  á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å á®Ä®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®¤æ¥¯¥©. � ª¨¬ ®¡à §®¬,K(S ) ï¢«ï¥âáï ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨¬ ¯à®Äáâà ­áâ¢®¬ ª â¥£®à¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­®© ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬ ¬­®�¥áâ¢®¬ S . �âÄ¬¥â¨¬, çâ®K(S ) = K(S∗), £¤¥ S∗ { ¤ã «ì­®¥ ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®�¥áâ¢®,¯®«ãç îé¥¥áï ¨§ S ®¡à é¥­¨¥¬ ®â­®è¥­¨ï ¯®àï¤ª . �á«¨ S ¨¬¥¥â ¬¨­¨¬ «ì­ë©¨«¨ ¬ ªá¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â, â® K(S ) áâï£¨¢ ¥¬. �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® S ¨¬¥Ä¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¬ ªá¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â T . �«ï «î¡ëå ¤¢ãå áà ¢­¨¬ëå í«¥¬¥­â®¢v < w ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®�¥áâ¢ S ®¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¯®¤¬­®�¥áâ¢ :S[v;w℄ = {x ∈ S | v 6 x 6 w};S(v;w) = {x ∈ S | v < x < w};S>v = {x ∈ S | x > v}:Ǒ®àï¤ª®¢ë¥ ª®¬¯«¥ªáë ¨á¯®«ì§ãîâáï ¯à¨ ®¯¨á ­¨¨ £®¬®«®£¨© ¤®¯®«­¥­¨© ª ª®­ä¨Ä£ãà æ¨ï¬  ää¨­­ëå ¯«®áª®áâ¥© [79℄, [80℄.�¥®à¥¬  10.1. �®¬®«®£¨¨ ¤®¯®«­¥­¨ï YV § ¤ îâáï ¯® ä®à¬ã« ¬:Hi(YV ;Z) = ⊕v∈PHn−d(v)−i−1(K(P>v);K(P(v;T ));Z);£¤¥ ­ ¬¨ ¯à¨­ïâ® á®£« è¥­¨¥ H−1(';∅;Z) = Z.�®¬¯«¥ªá­ë¥ ª®­ä¨£ãà æ¨¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥© ¢ Cn ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¢¥Äé¥áâ¢¥­­ë¥ ª®­ä¨£ãà æ¨¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ª®à §¬¥à­®áâ¨ 2 ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬  ää¨­Ä­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ à §¬¥à­®áâ¨ 2n. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, íâ  â¥®à¥¬  ¤ ¥â ®¯¨á ­¨¥ £®¬®Ä«®£¨© ªà è¥­ëå ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á.Ǒà¨ ¨§ãç¥­¨¨ ª®£®¬®«®£¨© ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á ¬ë á«¥¤ã¥¬§¤¥áì à ¡®â ¬�. � «ì¢¥ââ¨ [41℄, [42℄.Ǒ¥à¢ë¬ è £®¬ ï¢«ï¥âáï ¯®áâà®¥­¨¥ ª®¬¯«¥ªá  Q, ¤¢®©áâ¢¥­­®£® áâà â¨ä¨ª æ¨¨

Cn, ¯®«ãç¥­­®© ¨§ ª®­ä¨£ãà æ¨¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©. �­ ¬®�¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢ ­ ¢ ¨áÄå®¤­®¬  ää¨­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V . �ç¥©ª¨ áâà â¨ä¨ª æ¨¨ ®¡à §ãîâ ç áâ¨ç­® ã¯®Äàï¤®ç¥­­®¥ ¬­®�¥áâ¢® P: F > F ′, ¥á«¨ § ¬ëª ­¨¥ F á®¤¥à�¨â F ′. �¥®¬¥âà¨ç¥áÄª ï à¥ «¨§ æ¨ï ª®¬¯«¥ªá K(P) ¬®�¥â ¡ëâì ¢«®�¥­  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢® V á«¥¤ãîé¨¬



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 45®¡à §®¬. �ë¡¥à¥¬ â®çªã v(F j) ¢­ãâà¨ ª �¤®© j-ª®¬¥à­®© ïç¥©ª¨ áâà â¨ä¨ª æ¨¨ ¨à áá¬®âà¨¬ á¨¬¯«¥ªáës(F i0 ; : : : ; F ij ) = { j∑k=0�kv(F ik ) : ∑�k = 1; �k ∈ [0; 1℄};£¤¥ F ik > F ik+1 , k = 0; : : : ; j − 1. � â¥¬ ¬ë áâà®¨¬ ª«¥â®ç­ë© ¡«®ª-ª®¬¯«¥ªá ¨§íâ®£® á¨¬¯«¨æ¨ «ì­®£® ª®¬¯«¥ªá , áª«¥¨¢ ï ­¥áª®«ìª® á¨¬¯«¥ªá®¢ ¢¬¥áâ¥, çâ®¡ë ¯®Ä«ãç¨âì ª«¥âªã. �«¥âª  ej(F j) à §¬¥à­®áâ¨ j, ¤¢®©áâ¢¥­­ ï ª F j , ¯®«ãç ¥âáï ª ª®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ⋃ s(F 0; : : : ; F j−1; F j) ¯® ¢á¥¬ æ¥¯®çª ¬ F 0 > · · · > F j−1 > F j . ǑãáâìQ = ⋃ ej(F j), £¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ ïç¥©ª ¬,   Qi ®¡®§­ ç ¥â i-¬¥à­ë©®áâ®¢ Q. �¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¡¨­ â®à­®¥ à ááâ®ï­¨¥ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨­ ¬¨ v ¨ v′ ª ª¬¨­¨¬ «ì­®¥ ç¨á«® à¥¡¥à ¢ à¥¡¥à­®¬ ¯ãâ¨, á®¥¤¨­ïîé¥¬ v ¨ v′. �«ï ª �¤®© ª«¥âª¨ej ¨§Q ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ V (ej) = Q0 ∩ ej 0-¬¥à­ë© ®áâ®¢ ej .Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 10.1. �«ï ¤ ­­ëå ¢¥àè¨­ë v ∈ Q0 ¨ ª«¥âª¨ ej ∈ Q áãé¥áâÄ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¢¥àè¨­  w(v; ei) ∈ V (ei) á ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ª®¬¡¨­ â®à­ë¬à ááâ®ï­¨¥¬ ¤® v:d(v; w(v; ei)) < d(v; v′); ¥á«¨ v′ ∈ V (ei) \ {w(v; ei)}:�á«¨ ej ⊂ ei, â® w(v; ej) = w(w(v; ei); ej).� ä¨ªá¨àã¥¬ ª ¬¥àãA0, ¨ ¯ãáâì v0 ¥áâì ¢¥àè¨­  ¨§Q, á®¤¥à� é ïáï ¢ A0. ǑãáâìF0 { á¨áâ¥¬  ïç¥¥ª A0,   Q0 ¥áâì ¬­®�¥áâ¢® ª«¥â®ª ¢ Q, ¤¢®©áâ¢¥­­ëå ª ïç¥©ª¥ ¨§F0, â.¥. ª«¥â®ª, ª®â®àë¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï áA0. � ¬¥â¨¬, çâ®Q0 ­¥ ï¢«ï¥âáï ª«¥â®ç­ë¬ª®¬¯«¥ªá®¬. �«ï ¤ ­­®© ª«¥âª¨ e ∈ Q ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¤«ï ªà âª®áâ¨ w0 :=w(v0; e).�â®¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ëW ­  ª®¬¯«¥ªá¥Q, ¯à®¤¥« ¥¬ ¯®áâà®¥­¨¥ ¡®Ä«¥¥  ªªãà â­®. �ë¡¥à¥¬ â®çªã v(F ) ¢­ãâà¨ ª �¤®© ïç¥©ª¨ F ∈ F0; ¢­ãâà¨ ïç¥©ª¨
(F ); 
 ∈ W , ¢ë¡¨à ¥¬ â®çªã 
(v(F )). Ǒ®áª®«ìªã áâ ¡¨«¨§ â®à ïç¥©ª¨ ®áâ ¢«ï¥â­¥¯®¤¢¨�­®© ïç¥©ªã ¯®â®ç¥ç­®, íâ  â®çª  ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  í«¥¬¥­â  
 ∈ W .� â¥¬ ¯®áâà®¨¬ Q, ª ª ¨ ¢ëè¥, ¨á¯®«ì§ãï íâ¨ â®çª¨. �á­®, çâ® Q ¨ ¥£® ®áâ®¢ë Qi¨­¢ à¨ ­â­ë ¯® ®â­®è¥­¨î ªW .Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 10.2. �«ï ª �¤®© ª«¥âª¨ e ¨§ Q áãé¥áâ¢ã¥â ¢ â®ç­®áâ¨¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ª«¥âª  e0 ∈ Q0 ¢ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ®à¡¨â¥ ¤¥©áâ¢¨ï W . �«¥¬¥­âë
 ∈W â ª¨¥, çâ® 
(e0) = e, ®¯¨áë¢ îâ «¥¢ë¥ á¬¥�­ë¥ ª« ááë áâ ¡¨«¨§ â®à WF0 ïç¥©ª¨ F0, £¤¥ F0 ¤¢®©áâ¢¥­­  ª e0.�«¥¤áâ¢¨¥ 10.1. �«ï ª«¥âª¨ e ∈ Q ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© í«¥¬¥­â 
e ∈ W â ª®©,çâ® 
e(v0) = w0(e), ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â ª�¥ ãá«®¢¨î: 
e(e0) = e.Ǒ®áâà®¨¬ ª®¬¯«¥ªáSW , ¯à®¢®¤ï á«¥¤ãîé¨¥ ®â®�¤¥áâ¢«¥­¨ï ª«¥â®ª ª®¬¯«¥ªá Q.�â®�¤¥áâ¢¨¬ ¤¢¥ ª«¥âª¨ e; e′ ∈ Q, ¥á«¨ ®­¨ «¥� â ¢ ®¤­®©W -®à¡¨â¥, ¨á¯®«ì§ãï £®Ä¬¥®¬®àä¨§¬, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© í«¥¬¥­â®¬ 
e′(
e)−1. Ǒãáâì Y { ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ¢¥é¥áâÄ¢¥­­®© ª®­ä¨£ãà æ¨¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥© ¢ C
n (ª ª ¢ §3).



46 �.�. ���������¥®à¥¬  10.2. Ǒà®áâà ­áâ¢® ®à¡¨â Y=W ¨¬¥¥â â®â �¥ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨©â¨¯, çâ® ¨ ª«¥â®ç­ë© ª®¬¯«¥ªá SW .�«¥¤áâ¢¨¥ 10.2. �á«¨ £àã¯¯  W ª®­¥ç­  ¨ áãé¥áâ¢¥­­ , â® ç¨á«® i-ª«¥â®ªSW ¥áâì (ni), i = 0; 1; 2; : : : ; n.�«¥¤áâ¢¨¥ 10.3. �á«¨ £àã¯¯  W ª®­¥ç­ , â® ª«¥â®ç­ë© ª®¬¯«¥ªá SW ¥áâì¯à®áâà ­áâ¢® â¨¯  K(�1(Y=W ); 1).�á«¨ ¢ë¡à âì â®çªã v(F ), F ∈ F0, ª ª ®àâ®£®­ «ì­ãî ¯à®¥ªæ¨î v0 ­  F , â® ¢á¥ª«¥âª¨ Q áâ ­®¢ïâáï ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¯®«¨í¤à ¬¨ ¢  ää¨­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V . � Q á ¬ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®©W -®à¡¨âë â®çª¨ v0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  10.2 ®¯¨Äáë¢ ¥â £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© â¨¯ Y=W ¢ â¥à¬¨­ å ª®¬¯«¥ªá , ¯®«ãç¥­­®£® ¨§ ¢ë¯ãª«®£®¯®«¨í¤à  ®â®�¤¥áâ¢«¥­¨¥¬ ¥£® £à ­¥©.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ á íâ®£® ¬®¬¥­â , çâ® W ª®­¥ç­  ¨ áãé¥áâ¢¥­­ . Ǒãáâì £¨¯¥à¯«®áÄª®áâ¨ (áâ¥­ª¨) A0 áãâì M1; : : : ;Mn. Ǒãáâì â ª�¥ vi ∈ Mi ∩ A0 { â®çª¨ ¨§ Q, i =1; 2; : : : ; n, ¢ë¡à ­­ë¥, áª �¥¬, ª ª ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ v0 ­  ª �¤ãîMi. �áïÄª ï ïç¥©ª F á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¬ã ¯¥à¥á¥ç¥­¨îMi1∩· · ·∩Mik , k = 
odim(v),£¤¥ Mij ï¢«ïîâáï áâ¥­ª ¬¨ A0, á®¤¥à� é¨¬¨ F , ¨ i1 < · · · < ik. �«¥¤®¢ â¥«ìÄ­®, F á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¬ã ¯®¤¬­®�¥áâ¢ã � = �(F ) ⊂ In = {1; : : : ; n}, £¤¥
|�| = 
odim(F ) = dim e(F ). �«¥âª¨ ¨§ SW á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª«¥âª ¬ ¨§ Q0 ¨, â ª¨¬®¡à §®¬, ïç¥©ª ¬F0 ª ¬¥àëA0. � ¤ ¤¨¬ ­  ¤¢®©áâ¢¥­­®© ª«¥âª¥ e(F ) ®à¨¥­â æ¨î,¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ãî ã¯®àï¤®ç¨¢ ­¨¥¬ v0; vi1 ; : : : ; vik . �  ª �¤®© ª«¥âª¥ e ∈ Q § ¤ ¤¨¬®à¨¥­â æ¨î âà¥¡®¢ ­¨¥¬, çâ® ª �¤ë© í«¥¬¥­â 
e, ®¯¨á ­­ë© ¢ëè¥, íâã ®à¨¥­â æ¨îá®åà ­ï¥â. �®£¤  ­  ª«¥âª å Q ®¯à¥¤¥«¥­ ¨­¤¥ªá ¨­æ¨¤¥­â­®áâ¨ [e : e′℄ ∈ {0; 1;−1},¨ ®­ á®åà ­ï¥âáï ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ä ªâ®à-ª®¬¯«¥ªáãSW .Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 10.3. Ǒãáâì F ∈ F0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤¬­®�¥áâ¢ã �.Ǒãáâì â ª�¥ G′ ¥áâì ïç¥©ª , W -íª¢¨¢ «¥­â­ ï ïç¥©ª¥ F ′ ∈ F0, á®®â¢¥âÄáâ¢ãîé¥© �′ ⊂ �, £¤¥ |�′| = |�| − 1, ¨ â ª ï , çâ® G′ ⊃ F (â ª¨¬ ®¡à §®¬, G′WF -íª¢¨¢ «¥­â­  F ′). �®£¤  e(F ) ⊃ e(G′) ¨ ¨å ¨­¤¥ªá ¨­æ¨¤¥­â­®áâ¨ ¥áâì[e(F ) : e(G′)℄ = (−1)l(G′)[e(F ) : e(F ′)℄;£¤¥ l(G′) ¥áâì ªà âç ©è ï ¤«¨­  l(g) í«¥¬¥­â  g ∈ W , ¯¥à¥¢®¤ïé¥£® F ′ ¢ G′.� ¬¥ç ­¨¥. �«ï ç¨á«  l(G′) ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®l(G′) = d(v0; w0(e(G′))):Ǒãáâì Ck ¥áâì á¢®¡®¤­ë© Z-¬®¤ã«ì, ¯®à®�¤¥­­ë© k-ª«¥âª ¬¨ SW , k = 0; : : : ; n.�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á«¥¤ã¥â, çâ®Ck ∼= {∑ ��� : �� ∈ Z; � ⊂ In; |In| = k}:�¯à¥¤¥«¨¬ ª®£à ­¨ç­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ Æk : Ck → Ck+1 ¢ £à ¤ã¨à®¢ ­­®¬ ¬®¤ã«¥ C,¯®à®�¤¥­­®¬Ck:Æk(�) = ∑j∈In\�(−1)�(j;�)+1( ∑h∈W�∪{j}=W�(−1)l(h)(� ∪ {j}));£¤¥ ¯®«®�¥­® �(j;�) = |{i ∈ � : i < j}|,W� = W�(F ) = WF ¨ l(h) ¥áâì ¬¨­¨¬ «ì­ ï¤«¨­  í«¥¬¥­â  h ∈ h.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 47�¥®à¥¬  10.3. �®£®¬®«®£¨¨ ª®¬¯«¥ªá  SW ¨§®¬®àä­ë ª®£®¬®«®£¨ï¬ ª®¬¯Ä«¥ªá  C: H∗(SW ;Z) ∼= H∗(C;Z):�â  â¥®à¥¬  ¯®§¢®«ï¥â «¥£ª® ¯®áç¨â âì ª®£®¬®«®£¨¨ ¢á¥å ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á,¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨áª«îç¨â¥«ì­ë¥. �¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå ¤ ­ë ¢ â ¡«¨æ¥ 10.1¨§ [42℄. �. � «ì¢¥ââ¨ ¢ëç¨á«¨« â ª�¥ ª®£®¬®«®£¨¨ á «®ª «ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨.� ¡«. 10.1H0 H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8I2(2s) Z Z
2

ZI2(2s+ 1) Z ZH3 Z Z Z ZH4 Z Z 0 Z × Z=2 ZF4 Z Z
2

Z
2

Z
2

ZE6 Z Z 0 Z=2 Z=2 Z=6 Z=3E7 Z Z 0 Z=2 Z=2 × Z=2 Z=6 × Z=6 Z=3 × Z=6 × Z ZE8 Z Z 0 Z=2 Z=2 Z=2 × Z=6 Z=3 × Z=6 Z=2× Z=6 × Z Z

§11. �®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ ª®á ¢ â¥« å á àãçª ¬¨ ¨ £®¬®«®£¨¨ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¤«ï ¯®¢¥àå­®áâ¥©� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¨§ãç ¥¬ £®¬®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  £àã¯¯ë ª®á ®â ¡¥áª®­¥ç­®Ä£® ç¨á«  ­¨â¥© ¢ â¥«¥ á àãçª ¬¨ à®¤  g ¨ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¨§ ¡¥áª®Ä­¥ç­®£® ç¨á«  â®ç¥ª ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ à®¤  h. �ë ¢ëà � ¥¬ íâ¨ á¢®©áâ¢  ¢ â¥à¬¨­ å¯«îá-ª®­áâàãªæ¨¨ (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨¨ á¬. ¢ §6).�¥®à¥¬  11.1. Ǒ«îá-ª®­áâàãªæ¨ï �. �¢¨««¥­  ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥£® ¯à®áâ-à ­áâ¢  £àã¯¯ë ª®á ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¨â¥© ¢ â¥«¥ á àãçª ¬¨ à®¤  g íª¢¨Ä¢ «¥­â­  á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¯à®áâà ­áâ¢ ¯¥â¥«ì ­ ¤ áä¥à ¬¨BBrg∞+ ≃ 
2S3 × 
S2 × · · · × 
S2;£¤¥ ç¨á«® á®¬­®�¨â¥«¥© ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ à ¢­® à®¤ã g. �¨ £à ¬¬ BBr∞+ ∼
−−−→ 
2S3

y
yBBrg∞+ ∼

−−−→ 
2S3 × 
S2 × · · · × 
S2¢ ª®â®à®© «¥¢ ï áâà¥«ª  ¨­¤ãæ¨à®¢ ­  ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¢«®�¥­¨¥¬ ª« áá¨ç¥áª®©£àã¯¯ë ª®á ¢ £àã¯¯ã ª®á ¢ â¥«¥ á àãçª ¬¨,   ¯à ¢ ï áâà¥«ª  ¥áâì ¢«®�¥­¨¥á®¬­®�¨â¥«ï , ª®¬¬ãâ â¨¢­ .



48 �.�. ���������®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ­ è¨å æ¥«¥© ¡ã¤¥â ã¤®¡­® à áá¬ âà¨¢ âì ª®­ä¨£ãà æ¨Ä®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®B(C\Qg; n) á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬. ǑãáâìD ®¡®§­ ç ¥â § ¬ª­ãâë©¤¨áª ¢C,  Di", i = 1; : : : ; g, áãâì ¬ «¥­ìª¨¥ § ¬ª­ãâë¥ ¤¨áª¨ ¢D. �®£¤ C\Qg £®¬¥®Ä¬®àä­® _D\
(⋃gi=1Di"), £¤¥ _D ®¡®§­ ç ¥â ¢­ãâà¥­­®áâìD. � ª¨¬®¡à §®¬, ­ã�­®¥ ª®­Ää¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¥áâìB( _D\

(⋃gi=1Di"); n). �ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ §¤¥áì à¥§ã«ìÄâ âë �. � ª-�ãää [81℄. �­  à áá¬ âà¨¢ «  à áá«®¥­¨¥ EM ­ ¤ ¬­®£®®¡à §¨¥¬M ,ª®â®à®¥ ¯®«ãç ¥âáï ®¤­®â®ç¥ç­®©ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¥©ª �¤®£® á«®ï ª á â¥«ì­®£®à áÄá«®¥­¨ï. Ǒãáâì �(M) ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨ï EM á ª®¬¯ ªâ­ë¬¨ ­®Äá¨â¥«ï¬¨,   �(M;�M) á®áâ ¢«ïîâ á¥ç¥­¨ï EM , ®¡à é îé¨¥áï ¢ ­ã«ì ­  ªà î �M .�®�­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®­ïâ¨¥ áâ¥¯¥­¨ ¤«ï â ª¨å á¥ç¥­¨©. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �n(M) ¯à®Äáâà ­áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ á¥ç¥­¨© áâ¥¯¥­¨ n. �. � ª-�ãää ¤®ª § « , çâ® ¥á«¨ _M ¥áâì¢­ãâà¥­­®áâì ª®¬¯ ªâ­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï á ªà ¥¬, â® áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à �¥­¨¥B( _M;n) → �n(M;�M)â ª®¥, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© £®¬®¬®àä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïåHk(B( _M;n);Z)
→ Hk(�n(M;�);Z)ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¤«ï ¡®«ìè¨å n. Ǒãáâì 
i, i = 1; : : : ; g, ¥áâì ¯à®áâ ï ªà¨¢ ï,«¥� é ï ¢ D \

(⋃gi=1 _Di"), á®¥¤¨­ïîé ï ªà © ¤¨áª D á ªà ¥¬ ¤¨áª  Di". Ǒà¥¤¯®«®Ä�¨¬, çâ® ªà¨¢ë¥ 
i ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï, ª ª íâ® ¯®ª § ­® ­  à¨á. 11.1.'
&

$
%n n nD1" D2" Dg". . .
1 
2 
g�¨á. 11.1�®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢® _D \

((⋃gi=1Di")∪ (⋃gi=1 
i)) £®¬¥®¬®àä­® ¢­ãâà¥­­®áâ¨ ­¥ª®Äâ®à®£® ¤¨áª , áª �¥¬ _D′. �®¬¥®¬®àä¨§¬ ¢«®�¥­¨ï _D′ → _D\
((⋃gi=1Di")∪(⋃gi=1 
i))¯®à®�¤ ¥â á«¥¤ãîéãî ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã(11.1) B( _D′; n) −−−→ �n(D′; �D′)

y
yB( _D \

( g⋃i=1Di"); n)
−−−→ �n(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1 �Di"))



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 49�«ï ­ è¨å ¬­®£®®¡à §¨© D′ ¨ D \
(⋃gi=1 _Di") ª á â¥«ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­âÄ­ë ¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¬, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à áá«®¥­¨ï EM íª¢¨Ä¢ «¥­â­ë S2 × D′ ¨ S2 × D \

(⋃gi=1 _Di"). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®áâà ­áâ¢  �(M;�M)íª¢¨¢ «¥­â­ëMap(D′; �D′;S2; s0) ¨ Map(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1�Di");S2; s0);£¤¥ s0 ¥áâì ¡ §¨á­ ï â®çª  áä¥àë S2. �«®�¥­¨¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ªà¨¢ëå⋃gi=1 
i ¢ ¬­®£®Ä®¡à §¨¥ D \
(⋃gi=1 _Di") ¯®à®�¤ ¥â ®â®¡à �¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ ®â®Ä¡à �¥­¨©p: Map(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1 �Di");S2; s0) → Map( g⋃i=1 
i; g⋃i=1�
i;S2; s0):�â®¡à �¥­¨¥ p ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­¨¥¬ ¢ á¬ëá«¥ �¥àà  á® á«®¥¬Map(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1 �Di") ∪

( g⋃i=1 
i);S2; s0);ª®â®àë© íª¢¨¢ «¥­â¥­ Map(D′; �D′;S2; s0). � áá¬ âà¨¢ ï á¢ï§­ãî ª®¬¯®­¥­âãMapn(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1�Di");S2; s0)¯à®áâà ­áâ¢  Map(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1 �Di");S2; s0);¬ë ¯®«ãç¨¬ à áá«®¥­¨¥pn : Mapn(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1�Di");S2; s0) → Map( g⋃i=1 
i; g⋃i=1�
i;S2; s0):� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ (11.1) ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî ¤¨ £à ¬¬ãB( _D′; n) −−−→ Mapn(D′; �D′;S2; s0)y
yB( _D \

( g⋃i=1Di"); n)
−−−→ Mapn(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1 �Di");S2; s0) ;¢ ª®â®à®© ¯à ¢®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¥áâì ¢«®�¥­¨¥ á«®ï à áá«®¥­¨ï pn. � áá«®¥­¨¥ p0 ¨¬¥Ä¥â á¥ç¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � ä¨ªá¨àã¥¬ ®â®¡à �¥­¨¥ ¨§Map( g⋃i=1 
i; g⋃i=1 �
i;S2; s0):



50 �.�. ���������¥«¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥D \
(⋃gi=1 _Di") ­  ­¥ª®â®àë¥ ®¡« áâ¨ D̃i, á®¤¥à� é¨¥ â®«ìª® ¯®®¤­®¬ã ¤¨áªãDi", ª ª íâ® ¯®ª § ­® ­  à¨á. 11.2.'

&
$
%n n nD̃1 D̃2 D̃g. . .

�¨á. 11.2�¡« áâì D̃i £®¬¥®¬®àä­ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î¨­â¥à¢ «  I ¨ ®ªàã�­®áâ¨S1, â ª¨¬®¡à Ä§®¬, çâ® 
i £®¬¥®¬®àä­  ­¥ª®â®à®¬ã à ¤¨ãáã. �ë ®â®¡à � ¥¬ ª �¤ë© à ¤¨ãá ¢ S2,¨á¯®«ì§ãï à ­¥¥ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¨§ 
i ¢ S2, ¨ ¯®«ãç ¥¬ ®â®¡à �¥­¨¥, ¯®Äáâ®ï­­®¥ ¯® S1. �â® ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à �¥­¨¥r : Map( g⋃i=1 
i; g⋃i=1�
i;S2; s0) → Map0(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1 �Di");S2; s0)â ª®¥, çâ® p0 ◦ r = 1. �á«¨ ¬ë á«®�¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥ r á ®â®¡à �¥­¨¥¬ § ¬ª­ãâ®Ä£® ¤¨áª  ¢ S2 áâ¥¯¥­¨ n, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥ rn, ï¢«ïîé¥¥áï á¥ç¥­¨¥¬ ¤«ï pn.�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ á¥ç¥­¨ï ¤ ¥â £®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨Mapn(D \

( g⋃i=1 _Di"); �D ∪

( g⋃i=1 �Di");S2; s0)
≃ Mapn(D′; �D′;S2; s0)×Map( g⋃i=1 
i; g⋃i=1 �
i;S2; s0)
≃ 
2nS2 × 
S2 × · · · × 
S2;£¤¥ ç¨á«® á®¬­®�¨â¥«¥© ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ à ¢­® à®¤ã g.�«¥¤áâ¢¨¥ 11.1. �®¬®«®£¨¨ £àã¯¯ë ª®á ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¨â¥© ¢ â¥«¥á àãçª ¬¨ à®¤  g ¨§®¬®àä­ëH∗(Br∞;Z)⊗H∗(
S2;Z)⊗g :Ǒãáâì �n, �nk , k = 1; : : : ; g, áãâì á«¥¤ãîé¨¥ \¤¨áªà¨¬¨­ ­â­ë¥" ®â®¡à �¥­¨ï:�n : BBrg∞ → C \ 0 ∼= S1; 2 6 n 6 ∞;�nk : BBrg∞ → C \ 0 ∼= S1; k = 1; : : : ; g; 2 6 n 6 ∞;



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 51ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë ¤«ï ª®­¥ç­ëå n ­  ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å ¯® ä®à¬ãÄ« ¬�n(z1; : : : ; zn) = ∏i6=j(zi − zj); �nk (z1; : : : ; zn) = ∏i (zi − k); k = 1; 2; : : : ; g;  ¤«ï n = ∞ ª ª ¯à¥¤¥«ë. �®£¤  ®­¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ ®â®¡à �¥­¨ïan : BBrgn → (S1)×g+1 ; 2 6 n 6 ∞;â ª¨¥, çâ® �1(an) ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬  ¡¥«¥ ­¨§ æ¨¨ £àã¯¯ë Brgn.�¥®à¥¬  11.1 ¤®¯ãáª ¥â ®¡®¡é¥­¨¥ ­  á«ãç © £®¬®«®£¨© ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®Äáâà ­áâ¢ ¤«ï ¯®¢¥àå­®áâ¥©, ã ª®â®àëå ã¤ «¥­ë k â®ç¥ª (¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥, ¤«ïª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¯®¢¥àå­®áâ¥© á k ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ªà ï), ¥á«¨ k > 0.ǑãáâìMh ¥áâì § ¬ª­ãâ ï ¯®¢¥àå­®áâì à®¤  h. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§Mh \ Qk ¯à®áâà ­Äáâ¢®Mh á ã¤ «¥­­ë¬¨ k â®çª ¬¨. Ǒãáâì Yh ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® à áá«®¥­¨ï
2S3 → Yh → (S1)2h;ª®â®à®¥ ª« áá¨ä¨æ¨àã¥âáï ®â®¡à �¥­¨¥¬ (S1)2h → 
S3, ¯¥à¥¢®¤ïé¨¬ ®¡à §ãîÄéãî £àã¯¯ë H2(
S3;Z) ¢ 2(∑x2i−1x2i), £¤¥ xj ®¡®§­ ç ¥â ®¡à §ãîéãî £àã¯¯ëH1(S1;Z) [68℄.�¥®à¥¬  11.2. Ǒ«îá-ª®­áâàãªæ¨ï �. �¢¨««¥­  ¡¥áª®­¥ç­®£® ª®­ä¨£ãà æ¨®­Ä­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¤«ï ¯®¢¥àå­®áâ¨ à®¤  h á ã¤ «¥­­ë¬¨ k â®çª ¬¨ íª¢¨¢ Ä«¥­â­  á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¯à®áâà ­áâ¢:B(Mh \Qk;∞)+ ≃ (
S2)k−1 × (
S3)2h × Yh:�¨ £à ¬¬  B(R2;∞)+ ∼
−−−→ 
2S3

y
yB(Mh \Qk;∞)+ ∼

−−−→ (
S2)k−1 × (
S3)2h × Yh¢ ª®â®à®© «¥¢ ï áâà¥«ª  ¨­¤ãæ¨à®¢ ­  ¢«®�¥­¨¥¬ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®áâ-à ­áâ¢,   ¯à ¢ ï ¥áâì ¢«®�¥­¨¥ á«®ï 
2S3 → Yh, ª®¬¬ãâ â¨¢­ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì Di", i = 1; : : : ; k, áãâì ¬ «¥­ìª¨¥ ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï¤¨áª¨ ¢Mh. �®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢®Mh \Qk £®¬¥®¬®àä­®Mh \⋃ki=1Di". �­®£®®¡à §¨¥Mh \Qk ¯ à ««¥«¨§ã¥¬®, ¥á«¨ k > 0, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨ â¥ �¥á ¬ë¥  à£ã¬¥­âë, çâ® ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 11.1. � áá¬®âà¨¬ ¬­®£®ã£®«ì­¨ªPh â ª®©, çâ® ¯®¢¥àå­®áâìMh ¯®«ãç ¥âáï ¨§ Ph áâ ­¤ àâ­®© ¯à®æ¥¤ãà®© ®â®�¤¥áâ¢Ä«¥­¨ï ¯ à à¥¡¥à. Ǒãáâì P ′h ¡ã¤¥â  ­ «®£¨ç­ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¤«ï ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¡¥§ k¤¨áª®¢Mh \
⋃ki=1Di" (á¬. à¨á. 11.3). � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯¥à¢ë© ¤¨áªD1". �­ ¡ã¤¥â ¨£à âìà®«ì ¢­¥è­¥© £à ­¨æë ®¡« áâ¨, ª®â®à ï ¡ë«  ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 11.1. �¥« Ä¥¬ á ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¬ P ′h â® �¥ á ¬®¥, çâ® ¬ë ¤¥« «¨ á ¤¨áª®¬ D ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥â¥®à¥¬ë 11.1. �®¥¤¨­ï¥¬ ­¥ª®â®àë¬¨ ¨­â¥à¢ « ¬¨ 
i, i = 2; : : : ; k, ªà ï ¤¨áª®¢ Di",i = 2; : : : ; k, á ªà ¥¬ ¤¨áª D1".
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k
�¨á. 11.3�¬¥¥âáï íª¢¨¢ «¥­â­®áâìB(Mh \Qk; n) ≃ B(Mh \

( k⋃i=1Di"); n)¨ ®â®¡à �¥­¨¥B(Mh \

( k⋃i=1Di"); n)
→ Mapn(Mh \

( k⋃i=1 _Di"); k⋃i=1�Di";S2; s0);¨­¤ãæ¨àãîé¥¥ ¨§®¬®àä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïå ¤«ï ¡®«ìè¨å n. � áá¬ âà¨¢ ï ¯®á«¥¤­¥¥¯à®áâà ­áâ¢®, ¨¬¥¥¬ â ª�¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨Mapn(Mh \

( k⋃i=1 _Di"); k⋃i=1�Di";S2; s0)
≃Mapn(Mh;1; �Mh;1;S2; s0)×Map( k⋃i=2 
i; k⋃i=2�
i;S2; s0)
≃Mapn(Mh;1; �Mh;1;S2; s0)× (
S2)k−1
≃Mapn(Mh;m0;S2; s0)× (
S2)k−1;£¤¥ Mh;1 ¥áâì ¬­®£®®¡à §¨¥, ¯®«ãç îé¥¥áï ¨§ Mh ã¤ «¥­¨¥¬ ®âªàëâ®£® ¤¨áª , m0 ∈Mh { â®çª . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥¥âáï ®â®¡à �¥­¨¥B(Mh \

( k⋃i=1Di");∞)
→ Map0(Mh;m0;S2; s0)× (
S2)k−1;¨­¤ãæ¨àãîé¥¥ ¨§®¬®àä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïå.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 53�.-�. �¥¤¨£å ©¬¥à, �.�. �®í­ ¨ �.��.�¨«ì£à ¬ ¤®ª § «¨ [82℄ á«¥¤ãîéãî £®¬®Äâ®¯¨ç¥áªãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì:Map0(Mh;m0;S2; s0) ≃ (
S3)2h × Yh:�á¯®«ì§ãï íâã £®¬®â®¯¨ç¥áªãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì, ¬ë § ¢¥àè ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®Äà¥¬ë.�«¥¤áâ¢¨¥ 11.2. �¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¨© ¨§®¬®àä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïå á ª®íää¨æ¨¥­Äâ ¬¨ ¢ Z=2:H∗(B(Mh \Qk;∞);Z=2) ∼= H∗(
S2;Z=2)⊗2h+k−1
⊗H∗(
2S3;Z=2):�¨ £à ¬¬ H∗(B(R2;∞);Z=2) ≃

−−−→ H∗(
2S3;Z=2)
y

yH∗(B(Mh \Qk;∞);Z=2) ≃
−−−→ H∗(
S2;Z=2)⊗2h+k−1

⊗H∗(
2S3;Z=2)¢ ª®â®à®© «¥¢ ï áâà¥«ª  ¨­¤ãæ¨à®¢ ­  ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¢«®�¥­¨¥¬ ª®­ä¨£ãà æ¨Ä®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ª®¬¬ãâ â¨¢­ .� ¬¥ç ­¨¥. �¥§ã«ìâ âë íâ®£® ¯ à £à ä  ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¢ [33℄.
§12. �®¬®«®£¨¨ ª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ £àã¯¯ã ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª ¨ £àã¯¯ã ª®á á ®á®Ä¡¥­­®áâï¬¨ á £®¬®«®£¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥­¨ï.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 12.1. � ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬ BP∞ → BP∞ ¨­¤ãæ¨àã¥â®â®¡à �¥­¨¥ £àã¯¯®¢ëå ¯®¯®«­¥­¨©(12.1) BBP∞ −−−→ BBP∞y

y
B(∐n>0BBPn) −−−→ 
B(∐n>0BBPn)¢ ª®â®à®¬ ­¨�­ïï áâà®çª  ¥áâì ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­®¥ ¯¥â«¥¢®¥ ®â®¡à �¥­¨¥.�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥îâáï ¨§®¬®àä¨§¬ëBBP+
∞

∼= 
0B(∐n>0BBPn); BBP+
∞

∼= 
0B(∐n>0BBPn);ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ª«îç¥­ë ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã ,  ­ «®£¨çÄ­ãî (12.1).� ¬ ¯®âà¥¡ã¥âáï á«¥¤ãîé¨© ¯à®áâ®© ä ªâ ® £àã¯¯ å BPn ¨ BPn.



54 �.�. ��������Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 12.2. �¡¥«¥ ­¨§ æ¨¨ £àã¯¯ BPn ¨ BPn, 2 6 n 6 ∞, à ¢­ë
Z ⊕ Z=2: BPn=[BPn; BPn℄ ∼= Z ⊕ Z=2;BPn=[BPn; BPn℄ ∼= Z ⊕ Z=2:�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¡ ¢¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ª á®®â­®è¥­¨ï¬ £àã¯¯ëª®á Brn ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë �n: �i = �j ¤«ï ¢á¥å i ¨ j, �i = �j ¤«ï ¢á¥åi ¨ j, ¨ ¯®«ãç¨¬ í¯¨¬®àä¨§¬ë  ¡¥«¥ ­¨§ æ¨¨ ¨§ £àã¯¯ë ª®á ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©£àã¯¯ë abBr : Brn → Z ¨ ab� : �n → Z=2. �á«¨ ¤®¡ ¢¨¬ á®®â­®è¥­¨ï íâ¨å ¤¢ãåâ¨¯®¢ ª ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬á®®â­®è¥­¨ï¬ £àã¯¯ëª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª,¯®«ãç¨¬í¯¨¬®àä¨§¬abBP : BPn → Z⊕Z=2. �¤àã£®© áâ®à®­ë, ã­¨¢¥àá «ì­®áâì ¤ ¥â â®, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬ ¡¥«¥ ­¨§ æ¨¨ ¤«ï á¢®¡®¤­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï £àã¯¯ë ª®á ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ëBrn ∗ �n ¬®�¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­ ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ïabBP∗� : Brn ∗ �n ab ∗ab�−−−−−−→ Z ∗ Z=2→ Z ⊕ Z=2;¢ ª®â®à®© ¢â®à®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¥áâì ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬. � áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àÄä¨§¬ abBP∗� ª ª á«¥¤ãîéãî ª®¬¯®§¨æ¨î:Brn ∗ �n −−→ BPn abBP−−−−→ Z ⊕ Z=2;£¤¥ ¯¥à¢®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¥áâì ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬. �­®¢  ¨á¯®«ì§ãï ã­¨¢¥àÄá «ì­®áâì, ¢¨¤¨¬, çâ® abBP ¥áâì  ¡¥«¥ ­¨§ æ¨ïBPn. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¤«ï à¥¤ãæ¨à®Ä¢ ­­®© £àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª â ª®¥ �¥.�¬¥îâáï í¯¨¬®àä¨§¬ë �n : BPn → Z ¨ �n : BPn → Z, § ¤ ­­ë¥ ¯® ä®à¬ã« ¬�i 7→ 0 ¤«ï ¢á¥å i;�i 7→ 1 ¤«ï ¢á¥å i:�§ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨© £àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ í¯¨Ä¬®àä¨§¬ �n : BPn → �n, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¯® ä®à¬ã« ¬: �n(�i) = �i, �n(�i) = �i. �£®ª®¬¯®§¨æ¨ï á ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¢«®�¥­¨¥¬ �n £àã¯¯ë �n ¢ BPn à ¢­  â®�¤¥áâ¢¥­­®¬ã£®¬®¬®àä¨§¬ã £àã¯¯ë �n. �â¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë ¯®à®�¤ îâ ®â®¡à �¥­¨ï ª« áá¨ä¨Äæ¨àãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ B�n ¨ B�n â ª¨¥, çâ® ¨å ª®¬¯®§¨æ¨ïB�n → BBPn → B�nà ¢­  â®�¤¥áâ¢¥­­®¬ã ®â®¡à �¥­¨î. �¬¥¥¬ â ª�¥ ¢«®�¥­¨¥ �n £àã¯¯ë ª®á ¢ BPn,ª®â®à®¥ ¯®à®�¤ ¥â ®â®¡à �¥­¨¥ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢: BBrn → BBPn.�®¬¯®§¨æ¨ï �n ¨ �n ¤ ¥â ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬ �n : Brn → �n.�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Z áâà®£ãî ¬®­®¨¤ «ì­ãî (â¥­§®à­ãî) ª â¥£®à¨î, ®¡ê¥ªâë ª®Äâ®à®© {0; 1; : : : } á®®â¢¥âáâ¢ãîâ æ¥«ë¬ ç¨á« ¬ ®â 0 ¤®∞,   ¬®àä¨§¬ë ®¯à¥¤¥«¥­ë ¯®ä®à¬ã«¥ hom(k; l) = {

Z; ¥á«¨ k = l;
∅; ¥á«¨ k 6= l:



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 55Ǒà®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ Z ®¯à¥¤¥«¥­® ­  ®¡ê¥ªâ å ª ª áã¬¬  ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ç¨á¥«,   ­ ¬®àä¨§¬ å { ª ª áã¬¬  æ¥«ëå ç¨á¥«. �â  ª â¥£®à¨ï ®¡« ¤ ¥â á¨¬¬¥âà¨¥©, ª®â®Äà ï à ¢­  ­ã«¥¢®¬ã í«¥¬¥­âã ¤«ï ¢á¥å m ¨ n. �®¬®¬®àä¨§¬ë �n ¨­¤ãæ¨àãîâ ¬®àÄä¨§¬ ¯¥à¬ãâ â¨¢­ëå ª â¥£®à¨© A: BP → Z ¨ ®â®¡à �¥­¨ï ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å¯à®áâà ­áâ¢ B�n : BBPn → S1:�¬¥¥âáï â ª�¥ ¢«®�¥­¨¥ £àã¯¯ë Z ¢ Brn
 : Z → Brn;®â®¡à � îé¥¥ ®¡à §ãîéãîæ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ­  ®¤­ã ¨§ ®¡à §ãîé¨å £àã¯¯ë ª®á�i, áª �¥¬, �1: 
(1) = �1. �ë ¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì ¨­¤¥ªá n ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå ¤«ï £àã¯¯¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢, ª®£¤  n =∞.�¥®à¥¬  12.1. �ãé¥áâ¢ãîâ ®â®¡à �¥­¨ï : B�×BBr → BBP+¨ � : 
B(∐n>0BBPn) → 
∞S∞ × S1â ª¨¥, çâ® ®â®¡à �¥­¨¥  áâ ­®¢¨âáï ¯¥â«¥¢ë¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬ ¯®á«¥ £àã¯Ä¯®¢®£® ¯®¯®«­¥­¨ï ,   ®â®¡à �¥­¨¥ � ¥áâì ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­®¥ ¯¥â«¥¢®¥ ®â®Ä¡à �¥­¨¥, ¨ ®­® à áé¥¯«ï¥âáï ®â®¡à �¥­¨¥¬
Z ×B�+ × S1 Id×(B
)+

−−−−−−−→ Z ×B�+ ×BBr+ Id× +
−−−−−→ Z ×BBP+:�á«¨ ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¯¥â¥«ì Y ï¢«ï¥âáï á«®¥¬ ®â®¡à �¥­¨ï�, â® ®­® ãç áâ¢ã¥â ¢ à áé¥¯«¥­¨¨
B(∐n>0BBPn) ≃ 
∞S∞ × S1 × Y:�® �¥ á ¬®¥ ¢¥à­® ¨ ¤«ï à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®© £àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª á ®¤­¨¬¨§¬¥­¥­¨¥¬: ®â®¡à �¥­¨¥  : B�×BBr → BBP+áâ ­®¢¨âáï ¤¢ãªà â­ë¬ ¯¥â«¥¢ë¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬ ¯®á«¥ £àã¯¯®¢®£® ¯®¯®«­¥Ä­¨ï.



56 �.�. ���������®ª § â¥«ìáâ¢®. �®àä¨§¬ A ¯®à®�¤ ¥â ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­®¥ ¯¥â«¥¢®¥ ®â®¡à Ä�¥­¨¥ 
B(∐n>0BBPn) → S1. �­ «®£¨ç­® £®¬®¬®àä¨§¬ë �n ¯®à®�¤ îâ ¬®àä¨§¬¯¥à¬ãâ â¨¢­ëå ª â¥£®à¨©BP → � ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­®¥ ¯¥â«¥¢®¥®â®¡à �¥­¨¥ 
B(∐n>0BBPn) → 
∞S∞:�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ � á«¥¤ãîéãî ª®¬¯®§¨æ¨î:
B(∐n>0BBPn) diag
−−−→ 
B(∐n>0BBPn)× 
B(∐n>0BBPn) −−→ 
∞S∞ × S1:�®¬®¬®àä¨§¬ë � ¨� ¯®à®�¤ îâ ®â®¡à �¥­¨¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å ¯à®Äáâà ­áâ¢: B�×BBr → BBP ×BBP:Ǒà®áâà ­áâ¢®BBP+ ï¢«ï¥âáïH-¯à®áâà ­áâ¢®¬, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à Ä�¥­¨¥ �: BBP+ ×BBP+ → BBP+:� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ª®¬¯®§¨æ¨î f :B�×BBr B�×B�

−−−−−→ BBP ×BBP q×q
−−−→ BBP+ ×BBP+ �

−−→ BBP+:�§ ª®­áâàãªæ¨¨ ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ®â®¡à �¥­¨¥B� equiv
−−−→ B�× ∗

id× in
l
−−−−−→ B�×BBr f

−−→ BBP+£®¬®â®¯­® qB�,   ®â®¡à �¥­¨¥BBr equiv
−−−→ ∗ ×BBr in
l× id

−−−−−→ B�×BBr f
−−→ BBP+£®¬®â®¯­® qB�. �á¯®«ì§ãï â®â ä ªâ, çâ®Z×BBP+ ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® ¯¥â¥«ì, ¬ë ­¥Ä¬­®£® ¨§¬¥­¨¬®â®¡à �¥­¨¥ qB�:BBr → BBP+ ¨®¯à¥¤¥«¨¬®â®¡à �¥­¨¥ g : BBr →BP+ ¯® ä®à¬ã«¥ g(b) = (qB�(b))−1 · qB�(b); b ∈ BBr :� íâ®¬ á«ãç ¥ ª®¬¯®§¨æ¨ï B+� · g : BBr → B�+ £®¬®â®¯­  ­ã«î. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ª®¬¯®§¨æ¨îB�×BBr B�×g

−−−−→ BBP ×BBP q×q
−−−→ BBP+ ×BBP+ �

−−→ BBP+;ç¥à¥§ � ª®¬¯®§¨æ¨î B�× S1 id×B

−−−−−→ B�×BBr  

−−→ BBP+:� ª®­¥æ, ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§  ¨ � á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®â®¡à �¥­¨ï ¤«ï à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®©£àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®¬¯®§¨æ¨ïB�×BBr  
−−→ BBP+ B+�×B+�

−−−−−−−−→ B�+ × S1



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 57£®¬®â®¯­  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î q ×B�,   ª®¬¯®§¨æ¨ïB�× S1 �
−−→ BBP+ B+�×B+�

−−−−−−−−→ B�+ × S1ï¢«ï¥âáï ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬ ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ ¥£® ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨î. �â®¤ ¥â á«¥¤ãîé¥¥ à áé¥¯«¥­¨¥:B�+ × S1 �+
−−→ BBP+ B+�×B+�

−−−−−−−−→ B�+ × S1:�â®¡à �¥­¨¥ B� ¢ª«îç ¥âáï ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ãBBr �
−−−−→ BBP

y
y
B(∐n>0BBrn) −−−−→ 
B(∐n>0BBPn)¢ ª®â®à®© ­¨�­ïï áâà¥«ª  ï¢«ï¥âáï ¯¥â«¥¢ë¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬.� â¥£®à¨ï B, ®¡à §®¢ ­­ ï £àã¯¯ ¬¨ ª®á, ï¢«ï¥âáï ¬®­®¨¤ «ì­®© ª â¥£®à¨¥©á § ¯«¥â¥­¨¥¬ (braided monoidal 
ategory {  ­£«.), ª ª íâ® ®¯à¥¤¥«¥­® �.�ã ï«¥¬¨ �. �âà¨â®¬ [83℄ (á¬. â ª�¥ ¤®¯®«­¥­¨¥). �«¥¤ãîé ï á¨áâ¥¬  í«¥¬¥­â®¢:�m : : : �1�m+1 : : : �2 : : : �n+m−1 : : : �n ∈ Brm+n;®¯à¥¤¥«ï¥â § ¯«¥â¥­¨¥ 
 ¢B. �à ä¨ç¥áª¨ â ª®© í«¥¬¥­â ¨§®¡à �¥­ ­  à¨á. �.1 (á¬.¤®¯®«­¥­¨¥). �¡à §®¬§ ¯«¥â¥­¨ï 
 ¯à¨ ¯à¨¬¥­¥­¨¨ äã­ªâ®à K :B→ BP ï¢«ï¥âáï§ ¯«¥â¥­¨¥ ¢ ª â¥£®à¨¨BP. �®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  â ª®¥ �¥, ª ª ¨ ¯à¥¤«®�¥Ä­¨ï 12.3 ­¨�¥. �âáî¤  ¨ ¨§ â¥®à¥¬ë �.2 ¤®¯®«­¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ­ è¥¬ á«ãç ¥®â®¡à �¥­¨¥ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢BB→ BBP;¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ äã­ªâ®à®¬K , áâ ­®¢¨âáï ¤¢ãªà â­® ¯¥â«¥¢ë¬ ¯®á«¥ £àã¯¯®¢®£® ¯®Ä¯®«­¥­¨ï.�«¥¤áâ¢¨¥ 12.1. � £®¬®«®£¨ïå á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z í¯¨¬®àä¨§¬  «£¥¡à�∗ : H∗(BP ;Z) → H∗(�× Z;Z)à áé¥¯«ï¥âáï (ª ª £®¬®¬®àä¨§¬  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯) ¯à¨ ¯®¬®é¨ £®¬®¬®àä¨§¬ :�∗ : H∗(�× Z;Z) → H∗(BP ;Z):�®¬®«®£¨¨ á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=p £àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®£®ç¨á«  ­¨â¥© H∗(BP;Z=p) ª ª H∗(�;Z=p)-¬®¤ã«ì ¨§®¬®àä­ëH∗(�;Z=p)⊗H∗(Z;Z=p)⊗H∗(Y ;Z=p):



58 �.�. ���������® �¥ á ¬®¥ ¢¥à­® ¨ ¤«ï £®¬®«®£¨© à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®© £àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ªBP .�®¬®¬®àä¨§¬ ¢«®�¥­¨ïBPn → AutFn ¯®à®�¤ ¥âE∞-®â®¡à �¥­¨¥ ª« áá¨ä¨æ¨Äàãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª â¥£®à¨© BBP → BAut ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîÄé¥¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¯¥â¥«ì
B(∐n>0BBPn) → 
B(∐n>0BAutn):� áá¬®âà¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨îB�+ ×BBr+ → BBP+ → (B Aut∞)+¨ ã¢¨¤¨¬, çâ® ¢ £®¬®«®£¨ïå ¯® ¬®¤ã«î p í«¥¬¥­âë ¨§H∗(BP;Z=p), ª®â®àë¥ ï¢«ïîâÄáï ®¡à § ¬¨ í«¥¬¥­â®¢ ¨§H∗(Br ;Z=p), ¨ â¥, ª®â®àë¥ ¯®«ãç îâáï ¨§ ­¨å ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬®¯¥à æ¨© �à ª¨{�ã¤®{� ¥à {� è®ä  [32℄, ®â®¡à � îâáï ¢ ®¡à §H∗(B�;Z=p), «¥Ä� é¨© ¢ £®¬®«®£¨ïå £àã¯¯ë Aut∞.Ǒãáâì �Si , i = 0; 1; : : : , ®¡®§­ ç îâ áâ ¡¨«ì­ë¥ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë áä¥à. �¥áÄª®­¥ç­®ªà â­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯¥â¥«ì Z×BBP+ ¨ Z×BBP + ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¡®¡é¥­Ä­ë¥ â¥®à¨¨ £®¬®«®£¨©, ª®â®àë¥¬ë¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§PB∗( · ) (çâ®¡ë ­¥ á¯ãâ âìá â¥®à¨¥© �à ã­ {Ǒ¥â¥àá®­ ) ¨ PB∗( · ). � è¨ à áá¬®âà¥­¨ï ¤®ª §ë¢ îâ â ª�¥ á«¥Ä¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 12.2. Ǒ®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì £àã¯¯ ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª ®¯à¥¤¥«ï¥â®¡®¡é¥­­ãî ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ãî â¥®à¨î £®¬®«®£¨© PB∗( · ), £àã¯¯ë ª®íää¨æ¨Ä¥­â®¢ ª®â®à®© PBi á®¤¥à� â £àã¯¯ë �Si ⊕ �i(S1) ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯àï¬®£® á« £ ¥Ä¬®£®.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¬®­®¨¤ � ¥á {�¨à¬ ­ ¨ £àã¯¯ã ª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �¯ à¨Ä¢ ­¨ï �m;n : SBm × SBn → SBm+n;�m;n : SGm × SGn → SGm+n®¯à¥¤¥«ïîâáï áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬ ¯® ä®à¬ã« ¬�m;n(g′i) = gi; �m;n(a′i) = ai;g′i; a′i ∈ SBm; SGm; gi; ai ∈ SBm+n; SGm+n;�m;n(g′′j ) = gj+m; �m;n(a′′j ) = aj+m;g′′i ; a′′i ∈ SBn; SGn; gj+m; aj+m ∈ SBm+n; SGm+n:�â¨ á¯ à¨¢ ­¨ï á®£« á®¢ ­ë á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ á¯ à¨¢ ­¨¥¬ ¤«ï £àã¯¯ ª®á. �­¨®¯à¥¤¥«ïîâ áâà®£¨¥ ¬®­®¨¤ «ì­ë¥ ª â¥£®à¨¨ SB ¨ SG ,   £®¬®¬®àä¨§¬ë jn ¨ ª Ä­®­¨ç¥áª¨¥ ¢«®�¥­¨ï SBn → SGn ®¯à¥¤¥«ïîâ äã­ªâ®àë ¨§ áâà®£®© ¬®­®¨¤ «ì­®©ª â¥£®à¨¨B, ®¡à §®¢ ­­®© £àã¯¯ ¬¨ ª®áJ :B→ SB;B J
−−→ SB −−→ SG ;ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï¬®àä¨§¬ ¬¨¬®­®¨¤ «ì­ëå ª â¥£®à¨©. �¯ à¨¢ ­¨ï� ª®¬¬ãâ â¨¢Ä­ë á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï�¥­¨ï, â ª �¥ ª ª ¨ ¤«ï £àã¯¯ ª®á. �®«¥¥ â®ç­®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®á«¥¤ãîé¨© ä ªâ.
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 ¢ ª â¥£®à¨¨B ¯à¨ ¯à¨¬¥­¥­¨¨ äã­ªÄâ®à  J ï¢«ï¥âáï § ¯«¥â¥­¨¥¬ ¢ ª â¥£®à¨¨ SB, â ª çâ® ¯®á«¥¤­ïï áâ ­®Ä¢¨âáï ª â¥£®à¨¥© á § ¯«¥â¥­¨¥¬,   äã­ªâ®à J { ¬®àä¨§¬®¬ ª â¥£®à¨© á § Ä¯«¥â¥­¨¥¬. �­ «®£¨ç­®, ª â¥£®à¨ï SG ï¢«ï¥âáï ª â¥£®à¨¥© á § ¯«¥â¥­¨¥¬,  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ äã­ªâ®àë { ¬®àä¨§¬ ¬¨ ª â¥£®à¨© á § ¯«¥â¥­¨¥¬.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë ¤®ª §ë¢ ¥¬ ãâ¢¥à�¤¥­¨¥ ¤«ï ª â¥£®à¨¨ SB. �®ª § Äâ¥«ìáâ¢® ¤«ï SG â® �¥ á ¬®¥. Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¥áâ¥áâ¢¥­­®áâì § ¯«¥â¥­¨ïJ (
) (ª®Äâ®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¤«ï ¯à®áâ®âë ®¡®§­ ç âì â¥¬ �¥ á¨¬¢®«®¬ 
) ®§­ ç ¥â, çâ® á¯à ¢¥¤Ä«¨¢® á«¥¤ãîé¥¥ à ¢¥­áâ¢®:
m;n · �(b′m; b′′n) = �(b′′n; b′m) · 
m;n:�â® íª¢¨¢ «¥­â­® á®®â­®è¥­¨î
m;n · �(b′m; b′′n) · 
−1m;n = �(b′′n; b′m);ª®â®à®¥ ®§­ ç ¥â, çâ® á®¯àï�¥­¨¥ í«¥¬¥­â®¬ 
m;n ¯à¥®¡à §ã¥â í«¥¬¥­âë ¨§SBm × SBn, ª ­®­¨ç¥áª¨ ¢«®�¥­­®£® ¢ SBm+n, ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë¨§ SBn × SBm. �«¥¬¥­âë 
m;n ®¯à¥¤¥«ïîâ § ¯«¥â¥­¨¥ ¤«ï ª â¥£®à¨¨ B â ª, çâ®¤«ï ¯à®¢¥àª¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®áâ¨ 
 ¢ SB ®áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì ¥¥ ­  ®¡à §ãîé¨å ai,1 6 i 6 m− 1,m 6 i 6 m+ n. � áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á®¯àï�¥­¨¥:gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gn+m−1 : : : gnaig−1n : : : g−1n+m−1 : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m :�á«¨ i > n, ¬ë ¤¢¨£ ¥¬ ai ¢«¥¢®, ¨á¯®«ì§ãï á®®â­®è¥­¨¥ aigi+1gi = gi+1giai+1.�¬¥¥¬:gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gn+m−1 : : : gnaig−1n : : : g−1n+m−1 : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m= gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gn+m−1: : : gi−1aig−1i−1 : : : g−1n+m−1 : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m= gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gn+m−1: : : gi+1ai−1gigi−1g−1i−1 : : : g−1n+m−1 : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m = · · · = ai−n:�á«¨ i < n, ¬ë ¤¢¨£ ¥¬ ai ¢«¥¢®, ¨á¯®«ì§ãï á®®â­®è¥­¨¥ ai+1gigi+1 = gigi+ai. �¬¥Ä¥¬: gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gn+m−1 : : : gnaig−1n : : : g−1n+m−1 : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m= gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gign+m−1: : : gi+2gi+1aig−1i+1 : : : g−1n+m−1 : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m= gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gign+m−1: : : gi+2g−1i gigi+1aig−1i+1 : : : g−1n+m−1g−1i : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m= gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gi+1gn+m−1: : : gi+2ai+1gigi+1g−1i+1 : : : g−1n+m−1g−1i : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m= gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gi+1gn+m−1: : : gi+2ai+1g−1i+2 : : : g−1n+m−1g−1i+1 : : : g−12 g−1m+1g−11 : : : g−1m = · · · = ai+m:



60 �.�. ���������á«®¢¨ï ª®£¥à¥­â­®áâ¨ ¢ë¯®«­¥­ë ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬. �«ï ãá«®¢¨ï B1 ¨§ [83℄ ¨¬¥¥¬â®�¤¥áâ¢®: gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gn+m−1 : : : gn
× gm+n : : : gn+1gm+n+1 : : : gn+2 : : : gn+m+q−1 : : : gn+q= gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gn+m+q−1 : : : gn+q:�«ï B2 ®ç¥¢¨¤­®, çâ®gm+n : : : gm+1gm+n+1 : : : gm+2 : : : gn+m+q−1 : : : gm+q

× gm : : : g1gm+1 : : : g2 : : : gm+q−1 : : : gq= gm+n : : : g1gm+n+1 : : : g2 : : : gm+n+q−1 : : : gq:ǑãáâìBSB ¨BSG ®¡®§­ ç îâ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯à¥¤¥«ì­®£® ¬®Ä­®¨¤  � ¥á {�¨à¬ ­ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© £àã¯¯ë ª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �¯ à¨¢ ­¨ï�m;n ®¯à¥¤¥«ïîâ, ª ª ®¡ëç­®, áâàãªâãàã ¬®­®¨¤  ­  ­¥á¢ï§­®© áã¬¬¥ ª« áá¨ä¨æ¨Äàãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ SBn ¨ SGn:
∐n>0BSBn; ∐n>0BSGn:Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 12.4. � ­®­¨ç¥áª¨¥ ®â®¡à �¥­¨ïBSB → 
B(∐n>0BSBn);BSG→ 
B(∐n>0BSGn)¨­¤ãæ¨àãîâ ¨§®¬®àä¨§¬ë ¢ £®¬®«®£¨ïåH∗(BSB;A) → H∗

((
B(∐n>0BSBn))0;A);H∗(BSG;A) → H∗

((
B(∐n>0BSGn))0;A)á «î¡ë¬¨ (¯®áâ®ï­­ë¬¨) ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¨§®Ä¬®àä¨§¬ë BSB+ ∼= (
B(∐n>0BSBn))0;BSG+ ∼= (
B(∐n>0BSGn))0:�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  â ª®¥ �¥, ª ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3.2.1 ¨ á«¥¤áâÄ¢¨ï 3.2.2 ¢ [66℄, ¨«¨ (çâ® ¯® áãé¥áâ¢ã â® �¥ á ¬®¥) ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ­ à¥§ã«ìâ â å à ¡®âë [67℄. � ¯«¥â¥­¨¥ 
 ¤ ¥â ­¥®¡å®¤¨¬ãî £®¬®â®¯¨ç¥áªãî ª®¬¬ãâ Äâ¨¢­®áâì ¤«ïH-¯à®áâà ­áâ¢∐n>0BSBn ¨ ∐n>0BSGn .�à ¢­¨¢ ï á®®â­®è¥­¨ï, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¬®­®¨¤ � ¥á {�¨à¬ ­ ¨ à¥¤ãæ¨à®¢ ­­ãî£àã¯¯ã ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¬®�­® ®¯à¥¤¥«¨âì ®ç¥¢¨¤­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ln : SBn → BPn ¯® ä®à¬ã« ¬: ln(gi) = �i, ln(ai) = �i. �â¨ �¥ ä®à¬ã«ë ®¯à¥¤¥«ïîâ£®¬®¬®àä¨§¬ SGn → BPn. �®¬¯®§¨æ¨ï ln ◦ jn à ¢­  ª ­®­¨ç¥áª®¬ã £®¬®¬®àä¨§¬ã�n : Brn → BPn. �®¬®¬®àä¨§¬ë ln,n = 0; 1 : : : , ®¯à¥¤¥«ïîâ¬®àä¨§¬¬®­®¨¤ «ì­ëåª â¥£®à¨©L :SB→ SG → BP â ª®©, çâ® ®¡à § § ¯«¥â¥­¨ï 
 ï¢«ï¥âáï § ¯«¥â¥­¨¥¬¢ ª â¥£®à¨¨BP.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 61�¥®à¥¬  12.2. �®¬®¬®àä¨§¬ë jn ¨ ln ¨­¤ãæ¨àãîâ ¬®àä¨§¬ë ª â¥£®à¨© á§ ¯«¥â¥­¨¥¬ B J
−−→ SB −−→ SG L

−−→ BP¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤¢ãªà â­® ¯¥â«¥¢ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï
2S2 −→ 
B(∐n>0BSBn) −→ 
B(∐n>0BSGn) −→ 
B(∐n>0BBPn):�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£® ä ªâ , çâ® ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª Äâ¥£®à¨¨ á § ¯«¥â¥­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï ¤¢ãªà â­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯¥â¥«ì ¯®á«¥ £àã¯¯®¢®£®¯®¯®«­¥­¨ï.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 12.5. �¡¥«¥ ­¨§ æ¨ï £àã¯¯ë SGn à ¢­  Z ⊕ Z:SGn=[SGn; SGn℄ ∼= Z ⊕ Z:�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¡ ¢¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ïª á®®â­®è¥­¨ï¬ £àã¯¯ëª®áá ®á®¡¥­­®áâï¬¨ SGn: gi = gj ¤«ï ¢á¥å i ¨ j, ai = aj ¤«ï ¢á¥å i ¨ j, ¨ ¯®«ãç¨¬ í¯¨Ä¬®àä¨§¬ abSB : SBn → Z ⊕ Z. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ g ¨ a ®¡à §ãîé¨¥ Z ⊕ Z, ï¢«ïÄîé¨¥áï ®¡à § ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡à §ãîé¨å SGn. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¨¬¥¥âáï£®¬®¬®àä¨§¬ ¢ ­¥ª®â®àãî  ¡¥«¥¢ã £àã¯¯ã A, f : SGn → A. �§ á®®â­®è¥­¨© £àã¯¯ëª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ SGn á«¥¤ã¥â, çâ® f(gi) = f(gj) ¨ f(ai) = f(aj) ¤«ï ¢á¥å i ¨ j.�«¥¤®¢ â¥«ì­®, £®¬®¬®àä¨§¬ f ′ : Z ⊕ Z → A ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã« ¬f ′(g) = f(gi), f ′(a) = f(ai). �â® ®§­ ç ¥â, çâ® í¯¨¬®àä¨§¬ abSB ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àÄä¨§¬®¬  ¡¥«¥ ­¨§ æ¨¨ SGn.�ãé¥áâ¢ãîâ £®¬®¬®àä¨§¬ë, ï¢«ïîé¨¥áï ¯à ¢ë¬¨ ®¡à â­ë¬¨ ª £®¬®¬®àä¨§¬ãjn : Brn → SGn. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¤¨­ ¨§ ­¨å hn : SGn → Brn ¯® ä®à¬ã« ¬ hn(gi) = �i,hn(ai) = e,   ¢â®à®© h′n : SGn → Brn, ¨áå®¤ï ¨§ á«¥¤ãîé¥£® ¤¥©áâ¢¨ï ­  ®¡à §ãîÄé¨¥: h′n(gi) = �i, h′n(ai) = �i. Ǒãáâì degn ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ SGn → Z, á®¯®áâ ¢Ä«ïîé¨© ª �¤®¬ã í«¥¬¥­âã £àã¯¯ë SGn áã¬¬ã áâ¥¯¥­¥© ®¡à §ãîé¨å ai, ¢å®¤ïé¨å¢ § ¯¨áì íâ®£® í«¥¬¥­â . �¯à¥¤¥«¨¬ § ¯«¥â¥­¨¥
m;n :m+ n→ m+ n¢ ª â¥£®à¨¨ Z : 
m;n = m · n. �®£¤  £®¬®¬®àä¨§¬ë degn ¯®à®�¤ îâ äã­ªâ®à ª â¥Ä£®à¨© á § ¯«¥â¥­¨¥¬SG → Z ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¢ãªà â­® ¯¥â«¥¢®¥ ®â®¡à �¥­¨¥
B(∐n>0BSGn) → S1:�­ «®£¨ç­® £®¬®¬®àä¨§¬ë hn ¯®à®�¤ îâ äã­ªâ®à ª â¥£®à¨© á § ¯«¥â¥­¨¥¬SG →B ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¢ãªà â­® ¯¥â«¥¢®¥ ®â®¡à �¥­¨¥
B(∐n>0BSGn) → 
2S2:�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ � ª®¬¯®§¨æ¨î
B(∐n>0BSGn) diag
−−−→ 
B(∐n>0BSGn)× 
B(∐n>0BSGn) −−→ S1 × 
2S2:Ǒãáâì W ¥áâì ¤¢ãªà â­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¯¥â¥«ì, ï¢«ïîé¥¥áï á«®¥¬ ®â®¡à �¥­¨ï �.�¯à¥¤¥«¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ Z → SGn ª ª ¢«®�¥­¨¥ æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ¢ ª ç¥áâ¢¥¯®¤£àã¯¯ë, ¯®à®�¤¥­­®© í«¥¬¥­â®¬ a1. �®£¤  ª®¬¯®§¨æ¨ï Z −→ SGn degn−−−→ Z à ¢Ä­  â®�¤¥áâ¢¥­­®¬ã £®¬®¬®àä¨§¬ã. � ª �¥, ª ª ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 12.1, ¬ëáâà®¨¬ ®â®¡à �¥­¨¥  S : S1 ×BBr → BSG+.



62 �.�. ���������¥®à¥¬  12.3. �¢ãªà â­® ¯¥â«¥¢®¥ ®â®¡à �¥­¨¥� : 
B(∐n>0BSGn) → S1 × 
2S2à áé¥¯«ï¥âáï ¯¥â«¥¢ë¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬1×  +S : Z × S1 ×BBr+ → Z ×BSG+:�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥¥âáï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì
Z ×BSG+ ≃ S1 × 
2S2 ×W:�®ª § â¥«ìáâ¢®  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ãâ¢¥à�¤¥­¨ï â¥®Äà¥¬ë 12.1.�«¥¤áâ¢¨¥ 12.3. � £®¬®«®£¨ïå á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ í¯¨¬®àä¨§¬  «Ä£¥¡à �∗ : H∗(SG;Z) → H∗(Z × Br ;Z)à áé¥¯«ï¥âáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¬®­®¬®àä¨§¬ : S∗ : H∗(Z × Br ;Z) → H∗(SG;Z):�®¬®«®£¨¨ á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ Z=p £àã¯¯ë ª®á á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®£®ç¨á«  ­¨â¥© H∗(SG;Z=p) ¨§®¬®àä­ë H∗(Z;Z=p)⊗H∗(Br ;Z=p)⊗H∗(W ;Z=p) ª ª «£¥¡àë.�¥§ã«ìâ âë íâ®£® ¯ à £à ä  ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¢ [84℄.
§13. �®áë ¨ á¯¥ªâàë �®¬ �«ï ¨§ãç¥­¨ï á¯¥ªâà®¢ �®¬  ¤«ï ª®á ­ ¬ ¯®âà¥¡ãîâáï ­¥ª®â®àë¥ á¢¥¤¥­¨ï ¨§ â¥®Äà¨¨ £®¬®â®¯¨©, á¢ï§ ­­ë¥ á â¥®à¥¬®© �. � å®¢ «ì¤  [39℄, [40℄. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ ¢ íâ®¬¯ à £à ä¥ (¤® â¥®à¥¬ë 13.6), çâ® ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ á¯¥ªâàë «®ª «¨§®¢ ­ë ¢­¥ 2.Ǒà¥¤¥«ì­ ï ®àâ®£®­ «ì­ ï £àã¯¯  O ¨ ¥¥ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® BOï¢«ïîâáï ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ¯¥â¥«ì, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¯à¥¤¥«¥­ë¨â¥à¨à®¢ ­­ë¥ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ BkO.Ǒãáâì X ¥áâì CW -ª®¬¯«¥ªá, § ¤ ­­ë© ¢¬¥áâ¥ á ®â®¡à �¥­¨ï¬¨ f : Sn+1 → X ¨g :X → Bn+1O â ª¨¬¨, çâ® ¢ë¯®«­¥­® á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥. � áá¬®âà¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨îgf : Sn+1 → X → Bn+1O¨ ¯à¨¬¥­¨¬ äã­ªâ®à n-ªà â­ëå ¯¥â¥«ì ª ­¥©:
ngf : 
nSn+1 → 
nBn+1O ≃ BO:Ǒãáâì S1 → 
nSn+1 ¥áâì ¢«®�¥­¨¥, ï¢«ïîé¥¥áï n-¬ á®¯àï�¥­­ë¬ ª â®�¤¥áâ¢¥­­®Ä¬ã ®â®¡à �¥­¨î Sn+1 → Sn+1. �á«®¢¨¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ïS1 → 
nSn+1 → BO­¥âà¨¢¨ «ì­ . �â®¡à �¥­¨¥ 
ng : 
nX → BO ¯®à®�¤ ¥â á¯¥ªâà �®¬ M(X;n).



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 63Ǒãáâì â¥¯¥àì X = S3, n = 2 ¨ ®â®¡à �¥­¨¥ g : S3 → B3O ­¥âà¨¢¨ «ì­®. �­®¨­¤ãæ¨àã¥â ®â®¡à �¥­¨¥ 
2g : 
2S3 → BO, ª®â®à®¥ ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì ¯®à®�¤ ¥â ®â®Ä¡à �¥­¨¥(13.1) 
2g : 
2S2 → Z ×BO:�¥®à¥¬  13.1 (�. � å®¢ «ì¤). �¯¥ªâà �®¬  M(S3; 2) íª¢¨¢ «¥­â¥­ á¯¥ªâàã�©«¥­¡¥à£ {� ª«¥©­  HZ=2: M(S3; 2) ≃ HZ=2:�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¥¥âáï áâ ­¤ àâ­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¨§  «£¥¡àë �â¨­à®¤  ¯®¬®¤ã«î 2 A ¢ H∗(M(S3; 2);Z=2), § ¤ ¢ ¥¬®¥ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥¬ SqI í«¥¬¥­â  SqI(U),£¤¥ U { ª« áá �®¬ . �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì, çâ® íâ®®â®¡à �¥­¨¥ ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬.� ¬¥â¨¬:1) �ï¤ë �©«¥à {Ǒã ­ª à¥ ¤«ï H∗(
2S3;Z=2) ¨ A á®¢¯ ¤ îâ. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,¤®áâ â®ç­® ã¢¨¤¥âì, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¥áâì ¬®­®¬®àä¨§¬, â ª ª ªª �¤ë© àï¤ \ª®­¥ç­®£® â¨¯ ".2) � áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¥áâì ¬®àä¨§¬ ª® «£¥¡à, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®áâ Äâ®ç­® ã¢¨¤¥âì, çâ® ®­® ¨­ê¥ªâ¨¢­® ­  ¬®¤ã«¥ ¯à¨¬¨â¨¢­ëå.3) �®¤ã«ì ¯à¨¬¨â¨¢­ëå ¤«ï A § ¤ ¥âáï ¬¨«­®à®¢áª¨¬¨ Qi, ¨ ¨¬¥¥âáï ­¥ ¡®«ìÄè¥ ®¤­®£® ¨§ ­¨å ¢ ª �¤®© à §¬¥à­®áâ¨. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®ª �¤ë©Qi ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢®© ®¡à §.4) �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§wi i-© ª« áá�â¨ä¥«ï{�¨â­¨,   x2k−1 ¥áâì ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¯à¨Ä¬¨â¨¢­ë© í«¥¬¥­â ¨§H∗(
2S3;Z=2) ¢ à §¬¥à­®áâ¨ 2k−1. �§ à ¡®âë�.Ǒ. Ǒ¥â¥àá®­ ¨ �. �®¤ë [85℄ á«¥¤ã¥â, çâ®Qk(U) = (w2k−1 + à §«®�¨¬ë¥)U ¢H∗(MO;Z=2).5) Ǒãáâì 〈 ; 〉 ®¡®§­ ç ¥â ®¡ëç­®¥ ªà®­¥ª¥à®¢áª®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, ª®â®à®¥ ¢ëç¨á«ï¥â§­ ç¥­¨¥ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®£®ª« áá  ­  £®¬®«®£¨ç¥áª®¬â®©�¥ à §¬¥à­®áâ¨. �¨�¥ ¬ë¯à®¢¥à¨¬, çâ®(13.2) 〈g∗(w2k−1); x2k−1〉 = 1(̈13.3) 〈g∗(à §«®�¨¬ë¥); x2k−1〉 = 0:�®£¤ Qk(U) ­¥ à ¢¥­ ­ã«î ¢H∗(M(S3; 2);Z=2) ¨ â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª § ­ .6) Ǒ®áª®«ìªã x2k−1 ¯à¨¬¨â¨¢¥­, 〈g∗(à §«®�¨¬ë¥); x2k−1〉 à ¢­® ­ã«î. �âáî¤ á«¥¤ã¥â ä®à¬ã«  (13.3).7) �â®¡ë ¯à®¢¥à¨âì (13.2), ¯®«®�¨¬ SqI = Sq1Sq2Sq4 : : : Sq2k−2 . �«¥¤®¢ â¥«ì­®,SqIw2k−1 = w2k−1 + à §«®�¨¬ë¥¯® ä®à¬ã«¥ �ã. �­ ç¨â,
〈(
2g)∗(w2k−1); x2k−1〉 = 〈(
2g)∗SqIw2k−1 ; x2k−1〉 = 〈SqIw2k−1 ; (
2g)∗x2k−1〉= 〈w2k−1 ; (
2g)∗Sq2k−2

∗ : : : Sq2∗Sq1∗x2k−1〉= 〈w2k−1 ; (
2g)∗x2k−11 〉 = 1;â ª ª ªw2k−1 ¤¢®©áâ¢¥­ ¯à¨¬¨â¨¢­®¬ã ª« ááã ¢H∗(BO;Z=2), § ¤ ­­®¬ã 2k−1-© áâ¥Ä¯¥­ìî ®¤­®¬¥à­®£® ª« áá .



64 �.�. ��������� ¬¥ç ­¨ï. 1) �â® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ­¨ª ª ­¥ ¨á¯®«ì§ã¥â ®¯¥à æ¨¨ �à ª¨{�ã¤®{� ¥à {� è®ä . �«ï ­¥£® â®«ìª® âà¥¡ã¥âáï ­ «¨ç¨¥ ­¥ª®â®à®£® ¯¥â«¥¢®£® ®â®¡à Ä�¥­¨ï ¨§ 
2S3 ¢ BO, ­¥­ã«¥¢®£® ­  ¯¥à¢®© £àã¯¯¥ £®¬®«®£¨©.2) �â® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¨¢¥¤¥­® ¢ [86℄ ¨ ¡ë«® ­ ¬¥ç¥­® ¢ [31℄.�¥®à¥¬  13.2. �¯¥ªâà �®¬  M(X;n), n > 2, ¥áâì ¡ãª¥â ­ ¤áâà®¥ª ­ ¤á¯¥ªâà®¬ �©«¥­¡¥à£ {� ª«¥©­  HZ=2.�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë�. � å®¢ «ì¤ .Ǒ¥à¥¤ â¥¬ ª ª à áá¬ âà¨¢ âì á¯¥ªâàë�®¬  ¤«ï ª®á, ¤ ¤¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ®¡é¨¥ ®¯à¥Ä¤¥«¥­¨ï ¨ ª®­áâàãªæ¨¨.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® § ¤ ­ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®­¥ç­® ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¬®­®¨¤®¢Hn ¤«ï n = 0; 1; 2; : : : ¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë gn : Hn → Hn+1. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ gnn+mª®¬¯®§¨æ¨î gn+m−1 : : : gn, gnn+m : Hn → Hn+m,   ç¥à¥§ H ¯àï¬®© ¯à¥¤¥« á¨áâ¥¬ë
{Hn; gn}. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â ª�¥, çâ® ¤«ï ¢á¥åm ¨ n áãé¥áâ¢ãîâ £®¬®¬®àä¨§¬ë�m;n : Brm ×Hn → Hm+nâ ª¨¥, çâ® �0;n(e; x) = Id(x); x ∈ Hn ¨ e ¥áâì ¥¤¨­¨æ  £àã¯¯ëBr0 = {e}, ¨ ¤¨ £à ¬¬ëBr l × Brm ×Hn Id×�m;n

−−−−−−→ Br l ×Hm+ny�l;m×Id y�l;m+nBr l+m ×Hn �l+m;n
−−−−−→ Hl+m+nBr l ×Hm ill+k×gmm+n

−−−−−−−−→ Br l+k ×Hm+ny�l;m y�l+k;m+nHl+m gl+ml+k+m+n
−−−−−−−→ Hl+k+m+nª®¬¬ãâ â¨¢­ë á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï�¥­¨ï ®¡à â¨¬ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¬®­®¨¤®¢.�ë ­ §ë¢ ¥¬ â ªãî á¨áâ¥¬ã ¬®­®¨¤®¢¬®¤ã«ì­®© ­ ¤ ª®á ¬¨ á¨áâ¥¬®© ¬®­®¨Ä¤®¢. �á«¨ £àã¯¯ë ª®á § ¬¥­¥­ë á¨áâ¥¬®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ¢ ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ ¢ëè¥ãá«®¢¨¨, â® â ª ï á¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢ ¡ã¤¥â ­ §ë¢ âìáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨ ¬®¤ã«ì­®©á¨áâ¥¬®© ¬®­®¨¤®¢.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® á¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢ {Hn; gn} â ª®¢ , çâ® H0 á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£®í«¥¬¥­â H0 = {e}. �®£¤  �m;0 ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§Brm ¢Hm. �¥à¥§ ª ­®­¨ç¥áª¨¥£®¬®¬®àä¨§¬ës �m : Brm → �m ª �¤ ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬®¤ã«ì­ ï á¨áâ¥¬ ¬®­®¨¤®¢­ ¤¥«ï¥âáï áâàãªâãà®© ¬®¤ã«ì­®© ­ ¤ ª®á ¬¨ á¨áâ¥¬ë. Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ®á¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢ {Hn; gn} â ª®¢ , çâ® ¤«ï ¢á¥åm ¨ n áãé¥áâ¢ãîâ £®¬®¬®àä¨§¬ë(13.4) �Hm;n :Hm ×Hn → Hm+n
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â ª¨¥, çâ® �He;n(e; x) = Id(x) ¨ �Hm;n(x; e) = Id(x), £¤¥ x ∈ Hn ¨ e { ¥¤¨­¨æ  ¬®­®¨¤ H0,   ¤¨ £à ¬¬  Hm ×Hn gmm+k×gnn+l
−−−−−−−−→ Hm+k ×Hn+ly�Hl;m y�Hm+k;n+lHl+m gl+mm+k+n+l
−−−−−−−→ Hm+k+n+l¨  ­ «®£ ¤¨ £à ¬¬ë (2.8) ª®¬¬ãâ â¨¢­ë á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï�¥­¨ï ®¡à â¨¬ë¬¨í«¥¬¥­â ¬¨ ¬®­®¨¤®¢.�ë ­ §ë¢ ¥¬ â ªãî á¨áâ¥¬ã ¬®­®¨¤®¢ ¬®­®¨¤ «ì­®© á¨áâ¥¬®© ¬®­®¨¤®¢. �áÄ«¨ ¬®­®¨¤ «ì­ ï ¨ ¬®¤ã«ì­ ï ­ ¤ ª®á ¬¨ áâàãªâãàë á¨áâ¥¬ë ¬®­®¨¤®¢ á®£« á®¢ ­ë®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬, â® ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® {Hn} ¥áâì  «£¥¡à  ­ ¤ ª®á ¬¨.�®àä¨§¬ë ¬®­®¨¤ «ì­ëå á¨áâ¥¬ ¬®­®¨¤®¢ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ®¡ëç­ë¬ ®¡à §®¬.�àã¯¯ë ª®á ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë ®¡à §ãîâ ¬®­®¨¤ «ì­ë¥ á¨áâ¥¬ë £àã¯¯

{Brn; in} ¨ {�n; in} áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬. �á«¨ ¨¬¥¥âáï ¬®­®¨¤ «ì­ ï á¨áâ¥¬ ¬®­®¨¤®¢ {Hn; gn} ¨ ¬®àä¨§¬ë ¬®­®¨¤ «ì­ëå á¨áâ¥¬�: {Brn; in} → {Hn; gn};â® á¨áâ¥¬  {Hn; gn} áâ ­®¢¨âáï ¬®¤ã«ì­®© ­ ¤ ª®á ¬¨ á¨áâ¥¬®© ¬®­®¨¤®¢.ǑãáâìK ¥áâì  áá®æ¨ â¨¢­®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨­¨æ¥© 1,   sm { ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥Ä­¨¥ ¨§ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë�m ¢GLmK. �â ­¤ àâ­ë¥ ¢«®�¥­¨ïGLmK ¨GLnK¢ ª ç¥áâ¢¥ ¤¨ £®­ «ì­ëå ¡«®ª®¢ ¢ GLm+nK ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®­®¨¤ «ì­ãî áâàãªâãàã¤«ï á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ GLnK. �®àä¨§¬ë sm ¨ sm�m ®¯à¥¤¥«ïîâ áâàãªâãàë á¨¬¬¥âà¨Äç¥áª¨ ¬®¤ã«ì­®© á¨áâ¥¬ë ¨ ¬®¤ã«ì­®© ­ ¤ ª®á ¬¨ á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ GLnK. �¡®§­ ç¨¬íâã ¬®¤ã«ì­ãî ­ ¤ ª®á ¬¨ áâàãªâãàã ç¥à¥§  . Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¨¬¥¥âáï ¬®Ä¤ã«ì­ ï ­ ¤ ª®á ¬¨ á¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢ {Hn; gn} ¨ ¬®¤ã«ì­ë© ­ ¤ ª®á ¬¨¬®àä¨§¬ � ¨§
{Hn; gn} ¢ {GLnK}. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¨¬¥¥âáï á¨áâ¥¬  £®¬®¬®àä¨§¬®¢ (¯à¥¤áâ ¢«¥Ä­¨©) �n :Hn → GLnK:Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® ¤¨ £à ¬¬ë Hn �n−−−−→ GLnKygn yinHn+1 �n+1

−−−−→ GLn+1KBrm ×Hn Id×�n−−−−−→ Brm ×GLnKy�m;n y m;nHm+n �m+n
−−−−→ GLm+nKª®¬¬ãâ â¨¢­ë á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï�¥­¨ï.



66 �.�. ���������ë£®¢®à¨¬ ¢ íâ®© á¨âã æ¨¨, çâ® á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© �n á®£« á®¢ ­  á ¬®¤ã«ìÄ­®© ­ ¤ ª®á ¬¨ áâàãªâãà®© á¨áâ¥¬ë ¬®­®¨¤®¢ Hn. �­ «®£¨ç­® ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬, çâ®á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© á®£« á®¢ ­  á á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨ ¬®¤ã«ì­®© áâàãªâãà®© á¨áâ¥¬ë¬®­®¨¤®¢.�ãé¥áâ¢ã¥â ¡®«ìè®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à¨¬¥à®¢ áâàãªâãà, ®¯¨á ­­ëå ¢ëè¥. �¥ª®â®àë¥¨§ ­¨å ã�¥ ®¡áã�¤ «¨áì: ¯®«­ë¥ «¨­¥©­ë¥ £àã¯¯ë {GLnK} ®¡à §ãîâ áâàãªâãàã «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯®©, á ¬¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë {�n} ®¡à §ãîâáâàãªâãàã  «£¥¡àë ­ ¤ ª®á ¬¨. �î¡ ï á¨áâ¥¬  ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ �®ªáâ¥à  {Wn}, ¤¥©Äáâ¢ãîé¨å ­ Rn, ®¡à §ã¥â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬®¤ã«ì­ãî áâàãªâãàã,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé ïá¨áâ¥¬  ®¡®¡é¥­­ëå £àã¯¯ ª®á {Br(Wn)} ®¡à §ã¥â ¬®¤ã«ì ­ ¤ ª®á ¬¨. Ǒãáâì G ¥áâì£àã¯¯ ,   
 { £®¬®¬®àä¨§¬¨§G ¢Z=2; 
 : G→ Z=2. � áá¬®âà¨¬ á¯«¥â¥­¨¥ �n ∫ G. �®Ä¬®¬®àä¨§¬ 
 ¨­¤ãæ¨àã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ 
n : �n ∫ G→ �n ∫ Z=2. Ǒ®á«¥¤­¥¥ á¯«¥â¥­¨¥�n ∫ Z=2 ¨§®¬®àä­® £àã¯¯¥ �®ªáâ¥à Cn ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢«®�¥­® ¢ ®àâ®£®­ «ì­ãî£àã¯¯ã On. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨ï(13.5) �n ∫ G → �n ∫ Z=2 → On → GLnR;¤ îé ï ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ �n ∫ G. �¬¥îâáï ª ­®­¨ç¥áª¨¥ á¯ à¨¢ ­¨ï(�k × �n) ∫ G→ �n+k ∫ G;�k × (�n ∫ G) → �n+k ∫ G;á­ ¡� îé¨¥ {�n ∫ G} áâàãªâãà®©  «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯®©,   ¯à¥¤áâ ¢Ä«¥­¨¥ (13.5) á®£« á®¢ ­® á íâ®© áâàãªâãà®©. �­ «®£¨ç­® ¬®�­® à áá¬ âà¨¢ âì á¯«¥Äâ¥­¨¥ £àã¯¯ëG á £àã¯¯ ¬¨ ª®á.�àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ®¯¨á ­­ëå ¢ëè¥ áâàãªâãà ¤ îâ £àã¯¯ë AutFn, n = 1; 2; : : : ,  ¢Äâ®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ Fn ¨ ¨å ¯®¤£àã¯¯ë. � ­®­¨ç¥áª¨¥ ¢«®�¥­¨ï (2.3) ¯®Äà®�¤ îâ áâàãªâãàã ¬®­®¨¤ «ì­®© á¨áâ¥¬ë £àã¯¯. �â ­¤ àâ­ë¥ ¢«®�¥­¨ï t ¨ r á¨¬Ä¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ¨ £àã¯¯ë ª®á ¢ AutFn ®¯¨á ­ë ¢ §2. �®¬¯®§¨æ¨ï ¬®àä¨§¬®¢ t¨ � ¤ ¥â ¥é¥ ®¤¨­ ¬®àä¨§¬ ¬®­®¨¤ «ì­ëå á¨áâ¥¬ £àã¯¯�t: {Brn} → {AutFn}:�®¬®¬®àä¨§¬ t ®¯à¥¤¥«ï¥â áâàãªâãàã  «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯®© ¤«ï á¨áÄâ¥¬ë AutFn,   £®¬®¬®àä¨§¬ë r ¨ �t ®¯à¥¤¥«ïîâ ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ áâàãªâãàë  «£¥¡àë­ ¤ ª®á ¬¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ AutFn. �¡¥«¥ ­¨§ æ¨ï á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë Fn ¥áâì á¢®Ä¡®¤­ ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯  à ­£  n. �â® ®¯à¥¤¥«ï¥â í¯¨¬®àä¨§¬�n : AutFn → GLnZ:�¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© �n á®£« á®¢ ­  á® áâàãªâãà®©  «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©£àã¯¯®© ¨ ¤¢ã¬ï áâàãªâãà ¬¨  «£¥¡àë ­ ¤ ª®á ¬¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ AutFn.�¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢Hn < AutFn,Hn < Hn+1, á®¤¥à� é¨å á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ £àã¯Ä¯ë: �n < Hn < AutFn;
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¨«¨ £àã¯¯ë ª®á: Brn < Hn < AutFn;â ª ï, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨¨ �n → Hn → AutFn → GLnZ;Brn → Hn → AutFn → GLnZï¢«ïîâáï ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï¬¨, ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨ ¬®¤ã«ì­®© á¨áÄâ¥¬®© ¨«¨ ¬®¤ã«ì­®© ­ ¤ ª®á ¬¨ á¨áâ¥¬®© ¬®­®¨¤®¢. �®«¥¥ ª®­ªà¥â­ë¬ ¯à¨¬¥à®¬íâ®© á¨âã æ¨¨ ï¢«ï¥âáï £àã¯¯  ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª BPn ¨§ §5. � ª ¨ ¢ á«ãç ¥ £àã¯¯AutFn, £®¬®¬®àä¨§¬ë t ¨­¤ãæ¨àãîâ áâàãªâãàã  «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯Ä¯®©. �®¬®¬®àä¨§¬ë r ¨ �t ®¯à¥¤¥«ïîâ ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ áâàãªâãàë  «£¥¡àë ­ ¤ ª®á Ä¬¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ BPn. �¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©, ¢®§­¨ª îé ï ¨§ AutFn, á®£« Äá®¢ ­  á® áâàãªâãà ¬¨  «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯®© ¨  «£¥¡àë ­ ¤ ª®á ¬¨­  BPn.�¥¤ãæ¨à®¢ ­­ ï £àã¯¯  ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª BPm ¨§ §5 ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯®©AutFm. �¤­ ª®, ¨á¯®«ì§ãï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ íâ®© £àã¯¯ë, ¬ë ¬®�¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âìáâàãªâãàã  «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯®© ¨ ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ áâàãªâãàë «£¥¡àë ­ ¤ ª®á ¬¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ BPm. Ǒà¥¤áâ ¢«¥­¨ï AutFm → GLmZ,m = 0; 1; : : : , ®â®¡à � îâ í«¥¬¥­âë �i ¨ �i ¢ ®¤­ã ¨ âã �¥ ¬ âà¨æã. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï BPm → GLm(Z); m = 0; 1; : : : ;ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­ë ¨ á®£« á®¢ ­ë á® áâàãªâãà ¬¨  «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©£àã¯¯®© ¨  «£¥¡àë ­ ¤ ª®á ¬¨ ­ BPn.Ǒãáâì Aut(∨kSn) ¥áâì ¬®­®¨¤ ¯ã­ªâ¨à®¢ ­­ëå á ¬®íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¥© ¡ãª¥â n-¬¥à­ëå áä¥à ∨kSn. Ǒãáâì Vk ®¯à¥¤¥«¥­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:Vk = lim
−→n Aut(∨kSn):�¯ à¨¢ ­¨¥ (13.4) § ¤ ¥âáï ¤«ï á¨áâ¥¬ë �0(Vk) ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬. �â®¡à �¥­¨ïAut(∨kS0) → Aut(∨kS1) → Vk®¯à¥¤¥«¥­ë á ¯®¬®éìî äã­ªâ®à  ­ ¤áâà®©ª¨. �­¨ ¨­¤ãæ¨àãîâ £®¬®¬®àä¨§¬ëAut(∨kS0) → �0Aut(∨kS1) → �0Vk:H-¯à®áâà ­áâ¢® Aut(∨kS1) £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥­â­® AutFk, çâ® ®¯à¥¤¥«ï¥â £®Ä¬®¬®àä¨§¬ �: AutFk → �0Vk ª ª ª®¬¯®§¨æ¨îAutFk ∼= �0Aut(∨kS1) → �0Vk:�â®¡à �¥­¨¥ �0Aut(∨kSn) → Aut(Hn(∨kSn;Z)) ∼= GLkZ



68 �.�. ��������¨­¤ãæ¨àã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ �0Vk → GLkZ â ª®©, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ïAutFk �
−−→ �0Vk −−→ GLkZà ¢­  �k. �®¬®¬®àä¨§¬ � ¯®à®�¤ ¥â áâàãªâãàã  «£¥¡àë ­ ¤ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯Ä¯®© ¨ ¤¢¥ áâàãªâãàë  «£¥¡àë ­ ¤ ª®á ¬¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë £àã¯¯ �0Vn.�àã£®© ¯à¨¬¥à á¨áâ¥¬ë ¬®­®¨¤®¢, ª®â®à ï ¢®§­¨ª ¥â ­¥ ¨§ £àã¯¯, ¤ ¥âáï á¨áâ¥¬®©¬®­®¨¤®¢ � ¥á {�¨à¬ ­, à áá¬ âà¨¢ ¢è¥©áï ¢ §5. �®¬®¬®àä¨§¬ jn (§5) ¨§ £àã¯¯ëª®á Brn ¢ SBr ¨ á¯ à¨¢ ­¨¥ � (á¬. §12) ®¯à¥¤¥«ïîâ áâàãªâãàã  «£¥¡àë ­ ¤ ª®á ¬¨¤«ï á¨áâ¥¬ë ¬®­®¨¤®¢ SBn.�®¬®¬®àä¨§¬hn : SBn → BPn ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã« ¬hn(gi) = �i,hn(ai) = �i.�®¬¯®§¨æ¨ï hn ◦ jn à ¢­  ª ­®­¨ç¥áª®¬ã £®¬®¬®àä¨§¬ã �n : Brn → BPn. �¨áâ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ¤«ï à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®© £àã¯¯ë ª®á-¯¥à¥áâ ­®¢®ª ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥Ä­¨ï ¤«ï ¬®­®¨¤®¢ SBn, á®£« á®¢ ­­ë¥ á® áâàãªâãà®©  «£¥¡àë ­ ¤ ª®á ¬¨.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ f ¨§ ª®«ìæ K ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ç¨á«  R, ®â®¡à � îé¨© ¥¤¨­¨æãK ¢ ¥¤¨­¨æã R. �®£¤  f ¯®à®�¤ ¥â £®¬®¬®àä¨§¬GLnf :GLnK → GLnR:�¡®§­ ç¨¬ ¥£® ¤«ï ªà âª®áâ¨ fn. �¬¥¥âáï ª ­®­¨ç¥áª ï à¥âà ªæ¨ï rn ¨§ ª« áá¨Ää¨æ¨àãîé¥£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¯®«­®© «¨­¥©­®© £àã¯¯ë ­ ¤ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ç¨á« ¬¨ ¢ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ®àâ®£®­ «ì­®© £àã¯¯ërn : BGLnR → BOn:Ǒ®«¥§­  á«¥¤ãîé ï ª« áá¨ç¥áª ï «¥¬¬  ® rn.�¥¬¬  13.1. �¨ £à ¬¬ BGLmR ×BGLnR

rm×rn−−−−−→ BOm ×BOny
yBGLm+nR

rm+n
−−−−→ BOm+n¢ ª®â®à®© ¢¥àâ¨ª «ì­ë¥ áâà¥«ª¨ ï¢«ïîâáï ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ¢«®�¥­¨ï¬¨, £®¬®Äâ®¯¨ç¥áª¨ ª®¬¬ãâ â¨¢­ .Ǒãáâì {Hn} { ¬®¤ã«ì­ ï ­ ¤ ª®á ¬¨ á¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢, á®£« á®¢ ­­ ï á ¯à¥¤áâ ¢Ä«¥­¨ï¬¨ �n. � áá¬®âà¨¬äã­ªâ®à ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥£® ¯à®áâà ­áâ¢ B [67℄, [87℄, [88℄,[89℄ ¤«ï ¬®­®¨¤ Hn ¨ ¢®§ì¬¥¬ ª®¬¯®§¨æ¨î(13.6) rnBfnB�n : BHn → BGLnK → BGLnR → BOn:�­  ¨­¤ãæ¨àã¥â ¢¥ªâ®à­®¥ à áá«®¥­¨¥Fn −−→ En p
−−→ BHn:



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 69�®¡ ¢¨¬ â¥¯¥àì ¥é¥ ®¤­® ®â®¡à �¥­¨¥ B�m;n ª ª®¬¯®§¨æ¨¨ (13.6) ¯à¨m+ n:(13.7)rm+nBfm+nB�m+nB�: BBrm ×BHn → BHm+n → BGLm+nR → BOm+n:�§ «¥¬¬ë 13.1 ¯®«ãç ¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ãBBrm ×BHn −−−−→ BOm ×BOny
yBGm+n −−−−→ BOm+n¢ ª®â®à®© «¥¢ ï ­¨�­ïï ª®¬¯®§¨æ¨ï ¥áâì ®â®¡à �¥­¨¥ (13.7). � ­®­¨ç¥áª®¥¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ë ª®á ¢ ®àâ®£®­ «ì­ãî £àã¯¯ã On ¯®à®�¤ ¥â ®â®¡à �¥­¨¥BBrn → BOn. Ǒà¨¬¥­¨¬ äã­ªâ®à ¯à®áâà ­áâ¢  �®¬  ª íâ®¬ã ®â®¡à �¥­¨î,¯®«ãç¨¬: MBrn → MOn:�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  â¥®à¥¬¥ �. � å®¢ «ì¤  (â¥®à¥¬  13.1) ¨ â¥®à¥Ä¬¥ �. �¥£ «  (â¥®à¥¬  8.11) ¨ ¡ë«  ¤®ª § ­  �.�. �®í­®¬ [30℄ ¨ �. �ã««¥â®¬ [43℄.�¥®à¥¬  13.3. �¯¥ªâà �®¬  {MBrn} ¨§®¬®àä¥­ á¯¥ªâàã �©«¥­¡¥à£ {� ª-«¥©­  ¤«ï £àã¯¯ë Z=2: MBrn ∼= HZ=2:Ǒà¨¬¥­¨¬ äã­ªâ®à ¯à®áâà ­áâ¢  �®¬  ª ª®¬¯®§¨æ¨ï¬ (13.6) ¨ (13.7). Ǒ®«ãç ¥¬:MrnMfnM�n :MHn →MGLnK →MGLnR →MOn;Mrm+nMfm+nM�m+nM�:MBrm ∧MHn→MHm+n→MGLm+nR→MOm+n:� è¨ ãá«®¢¨ï ­  á¨áâ¥¬ã ¬®­®¨¤®¢Hn ®§­ ç îâ, çâ® á¯¥ªâà �®¬ MH áâ ­®¢¨âÄáï ¬®¤ã«ì­ë¬ ­ ¤ á¯¥ªâà®¬ �®¬  £àã¯¯ ª®á, â.¥. ­ ¤ HZ=2. �®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ®â ª®© á¯¥ªâà á ¬ ¥áâì ¡ãª¥â ­ ¤áâà®¥ª ­ ¤ HZ=2. �á«¨ á¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢ Hn ï¢«ïÄ¥âáï ¬®­®¨¤ «ì­®© ¨ íâ  áâàãªâãà  á®£« á®¢ ­  á® áâàãªâãà®© ¬®¤ã«ï ­ ¤ ª®á ¬¨ ¨á¨áâ¥¬®© ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©, â® á¯¥ªâà MH áâ ­®¢¨âáï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë¬ á¯¥ªâà®¬.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®, çâ®MH ª®¬¬ãâ â¨¢¥­ ¨ D ¥áâì ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë©¤¨áªà¥â­ë© á¯¥ªâà (¡ãª¥â áä¥à) â ª®©, çâ®H∗(D;Z=2) ∼= �∗(MH) ª ª ª®«ìæ . �®£¤ ¬ë áâà®¨¬¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë© ¬®àä¨§¬ á¯¥ªâà®¢HZ=2∧D →MH ª ª ª®¬¯®§¨æ¨îHZ=2 ∧D −−→ MH ∧MH �

−−→ MH:Ǒ®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.�¥®à¥¬  13.4. �¯¥ªâà �®¬  MH á¨áâ¥¬ë ¬®­®¨¤®¢, ¬®¤ã«ì­®© ­ ¤ ª®á Ä¬¨, á á¨áâ¥¬®© ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©, á®£« á®¢ ­­®© á ¬®¤ã«ì­®© ­ ¤ ª®á ¬¨ áâàãªÄâãà®©, íª¢¨¢ «¥­â¥­ ¡ãª¥âã ­ ¤áâà®¥ª ­ ¤ á¯¥ªâà®¬ �©«¥­¡¥à£ {� ª«¥©­ ¤«ï £àã¯¯ë Z=2. �á«¨ á¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢ Hn ¨¬¥¥â ¬®­®¨¤ «ì­ãî áâàãªâãÄàã ¨ íâ  áâàãªâãà  á®£« á®¢ ­  á ¤¢ã¬ï ¯à¥¤ë¤ãé¨¬¨, â® á¯¥ªâà MH ¬ã«ìÄâ¨¯«¨ª â¨¢¥­. �á«¨, ¤®¯®«­¨â¥«ì­®, MH ª®¬¬ãâ â¨¢¥­, â® ®­ íª¢¨¢ «¥­Äâ¥­ á¬íè-¯à®¨§¢¥¤¥­¨î HZ=2 á ­¥ª®â®àë¬ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë¬ ¤¨áªà¥â­ë¬á¯¥ªâà®¬ D: MH ≃ HZ=2 ∧D:



70 �.�. ���������«¥¤áâ¢¨¥ 13.1. �¯¥ªâà �®¬ MH á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨ ¬®¤ã«ì­®© á¨áâ¥¬ë ¬®Ä­®¨¤®¢ á á¨áâ¥¬®© ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©, á®£« á®¢ ­­®© á á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨ ¬®¤ã«ì­®©áâàãªâãà®©, íª¢¨¢ «¥­â¥­ ¡ãª¥âã ­ ¤áâà®¥ª ­ ¤ á¯¥ªâà®¬ �©«¥­¡¥à£ {� ª-«¥©­  ¤«ï £àã¯¯ë Z=2. �¯¥ªâà MH ¥áâì ¬®¤ã«ì­ë© á¯¥ªâà ­ ¤ á¯¥ªâà®¬ �®¬ M� á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë. �á«¨ á¨áâ¥¬  ¬®­®¨¤®¢ Hn ¨¬¥¥â ¬®­®¨¤ «ì­ãîáâàãªâãàã ¨ íâ  áâàãªâãà  á®£« á®¢ ­  á ¤¢ã¬ï ¯à¥¤ë¤ãé¨¬¨, â® á¯¥ªâà MH¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢¥­. �á«¨, ¤®¯®«­¨â¥«ì­®, MH ª®¬¬ãâ â¨¢¥­, â® ®­ íª¢¨¢ Ä«¥­â¥­ á¬íè-¯à®¨§¢¥¤¥­¨î HZ=2 á ­¥ª®â®àë¬ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­ë¬ ¤¨áªà¥âÄ­ë¬ á¯¥ªâà®¬ D: MH ≃ HZ=2 ∧D:�¥®à¥¬  13.4 ¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï £®¬®«®£¨© £àã¯¯, ¯à®¤¥« ­­ë¥ ¢ § 8, 9, 11 ¨ 12 ¯®§¢®Ä«ïîâ ¢ëç¨á«¨âì á¯¥ªâàë�®¬  ¤«ï £àã¯¯, ®¡áã�¤ ¢è¨åáï à ­¥¥ ¢ ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥.�â® ¯à®¤¥« ­® ¢ [61℄ ¨ [86℄.�. �à ã­ ¨ �. Ǒ¥â¥àá®­ [90℄,   â ª�¥ �.�. �®í­ [91℄ ¨§ãç «¨ á¯¥ªâàë �®¬ MBrk¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå k. ǑãáâìB(l) ®¡®§­ ç ¥â á¯¥ªâà �à ã­ {��¨â«¥à  [92℄. �. �à Äã­ ¨ �. Ǒ¥â¥àá®­ [90℄ ¤®ª § «¨ á«¥¤ãîé¨© ä ªâ.�¥®à¥¬  13.5. �¯¥ªâà �®¬ MBrk 2-íª¢¨¢ «¥­â¥­ á¯¥ªâàã �à ã­ {��¨â-«¥à  B([k=2℄), £¤¥ [a℄ ®¡®§­ ç ¥â æ¥«ãî ç áâì ç¨á«  a.�«¥¤áâ¢¨¥ 13.2. �á«¨ ¬®àä¨§¬tn : MBrn → K(Z=2)¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®¡à §ãîéãî ª®£®¬®«®£¨© MBrn ª ª ¬®¤ã«ï ­ ¤  «£¥¡à®© �â¨­Äà®¤ ,   X { «î¡®© CW -ª®¬¯«¥ªá, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¬®àä¨§¬ ®¡®¡é¥­­ëåâ¥®à¨© £®¬®«®£¨© (MBrn)q(X) → Hq(X;Z=p)áîàê¥ªâ¨¢¥­ ¤«ï q 6 2[n=2℄ + 1.�«ï ­¥ç¥â­ëå ¯à®áâëå �.�. �®í­ [91℄ ¤®ª § « á«¥¤ãîé¨© ä ªâ.�¥®à¥¬  13.6. �«ï p > 2 MBrkp (k 6≡ 0 mod p) £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ p-íª¢¨¢ «¥­Äâ¥­ (p− 2)k-© ­ ¤áâà®©ª¥ ­ ¤ á¯¥ªâà®¬ �à ã­ {��¨â«¥à  S(p−2)kB([k=p℄; p).�á«¨ ¬®àä¨§¬ sk : MBrkp → K(Z=p; (p− 2)k)¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®¡à §ãîéãî ª®£®¬®«®£¨© MBrkp ª ª ¬®¤ã«ï ­ ¤  «£¥¡à®© �â¨­Äà®¤ ,   X { «î¡®© CW -ª®¬¯«¥ªá, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¬®àä¨§¬ ®¡®¡é¥­­ëåâ¥®à¨© £®¬®«®£¨© MBr(Ckp)q+(p−2)k(X) → Hq(X;Z=p)áîàê¥ªâ¨¢¥­ ¤«ï q 6

{ 2p([k=p℄ + 1)− 1; ¥á«¨ k 6≡ 0 mod p;2k − 1; ¥á«¨ k ≡ 0 mod p:



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 71Ǒãáâì �p ¥áâì �- «£¥¡à  ¯® ¬®¤ã«î p, ®¯¨á ­­ ï ¢ [93℄. � ª¨¬ ®¡à §®¬, �2 ¥áâì£à ¤ã¨à®¢ ­­ ï Z=2- «£¥¡à , ¯®à®�¤¥­­ ï í«¥¬¥­â ¬¨ �i áâ¥¯¥­¨ i ¤«ï i > 0, ¯®¤Äç¨­¥­­ë¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ á®®â­®è¥­¨ï¬. �á«¨ p ­¥ç¥â­®, �p ¥áâì £à ¤ã¨à®¢ ­­ ï
Z=p- «£¥¡à , ¯®à®�¤¥­­ ï í«¥¬¥­â ¬¨ �i−1 áâ¥¯¥­¨ 2i(p− 1)− 1 ¤«ï i > 1 ¨ í«¥¬¥­Äâ ¬¨ �i−1 áâ¥¯¥­¨ 2i(p− 1) ¤«ï i > 0, â ª�¥ ¯®¤ç¨­¥­­ë¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ á®®â­®è¥Ä­¨ï¬. Ǒãáâì Jk ¥áâì «¥¢ë© ¨¤¥ «  «£¥¡àë �p, ¯®à®�¤¥­­ë© �0; : : : ; �k−1, ¥á«¨ p = 2,¨ �0; : : : ; �k−1; �−1; : : : ; �k−1, ¥á«¨ p ­¥ç¥â­®. �®£¤  ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®â [91℄, [93℄¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ä ªâë.�«¥¤áâ¢¨¥ 13.3. 2-«®ª «¨§ æ¨ï £®¬®â®¯¨ç¥áª®© £àã¯¯ë �q(MBrn) ¨§®Ä¬®àä­  (�2=J[n=2℄)q ¯à¨ q < 2[n=2℄; p-«®ª «¨§ æ¨ï £®¬®â®¯¨ç¥áª®© £àã¯¯ë�q(MBr(Ckp)), k 6≡ 0 mod p, ¨§®¬®àä­  (�p=J[k=p℄)q−(p−2)k ¯à¨ q < p(2[k=p℄+k+2)
− 2(k + 1).

§14. �®áë, ¬®­®¯®«¨ ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨©Ǒãáâì Ratk ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨© (áâ¥¯¥­¨ k)f : S2 → S2;­®à¬ «¨§®¢ ­­ëå ¯à¥¤¯®«®�¥­¨¥¬, çâ® f ¨¬¥¥â k ¯®«îá®¢ ¨ f(∞) = 0. � ª ï äã­ªÄæ¨ï f(z) ¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á ­  ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¢ ¢¨¤¥f(z) = a1zk−1 + · · ·+ akzk + b1zk + · · ·+ bk = h(z)m(z) ;£¤¥ ¯®«¨­®¬ë h(z) ¨m(z) ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ª®à­¥©. �.�. �®í­, �.�. �®í­, �.�. � ­­¨ �.��. �¨«ì£à ¬ ¤®ª § «¨ á«¥¤ãîé¨© ä ªâ [44℄.�¥®à¥¬  14.1. Ǒà®áâà ­áâ¢® Ratk áâ ¡¨«ì­® £®¬®â®¯¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥­â­®ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã £àã¯¯ë ª®á ¨§ 2k ­¨â¥© Br2k:Ratk ≃S BBr2k:�â® ®§­ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®â®¯¨ç¥áª ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ¬¥�¤ã ¨â¥Äà¨à®¢ ­­ë¬¨ ­ ¤áâà®©ª ¬¨ íâ¨å ¯à®áâà ­áâ¢�N Ratk ≃ �NBBr2k¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å N .Ǒãáâì su(2) ¥áâì  «£¥¡à  �¨ £àã¯¯ë �¨ SU(2). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ A á¢ï§­®áâì ­ âà¨¢¨ «ì­®¬SU(2)-à áá«®¥­¨¨ ­ ¤R3: R3×SU(2), ç¥à¥§' { su(2)-§­ ç­ãîäã­ªæ¨î­  R3. Ǒà®áâà ­áâ¢®A ¯ à (A;'), ¨¬¥îé¨å ª®­¥ç­ãî í­¥à£¨î ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨åãá«®¢¨î 1− |'| ∈ L6(R3);à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ [94℄ ¨ [46℄ ¢ á¢ï§¨ á ãà ¢­¥­¨ï¬¨�­£ {�¨««á {�¨££á . �.�.� ã¡á¤®ª § « á«¥¤ãîé¨© ä ªâ [94℄.



72 �.�. ���������¥®à¥¬  14.2. �ãé¥áâ¢ã¥â £®¬®â®¯¨ç¥áª ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâìI : 
2S2 → A :Ǒãáâì G ¥áâì £àã¯¯  ª «¨¡à®¢®ç­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©:G = Map0(R3; SU(2));£¤¥ Map0 ®§­ ç ¥â ®â®¡à �¥­¨ï g : R3 → SU(2);ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î limt→∞
g(t; 0; 0) = (1; 0; 0):�àã¯¯  G áâï£¨¢ ¥¬ . �­  ¤¥©áâ¢ã¥â ­ A , ®¯à¥¤¥«ïï ä ªâ®à-¯à®áâà ­áâ¢®B = A=G :Ǒà®áâà ­áâ¢® A ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® £« ¢­®£® à áá«®¥­¨ï á® á«®¥¬ G . Ǒ®áª®«ìªã Gáâï£¨¢ ¥¬ , § ª«îç ¥¬, çâ® ¯à®¥ªæ¨ï A → B¥áâì £®¬®â®¯¨ç¥áª ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì.�«¥¤áâ¢¨¥ 14.1. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï £®¬®â®¯¨ç¥áª ï íª¢¨¢ «¥­âÄ­®áâì B→ 
2S2:�¥®à¥¬  14.2 ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 14.1 ®§­ ç îâ, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢  A ¨ B á®áâ®ïâ ¨§ ª®¬Ä¯®­¥­â á¢ï§­®áâ¨, § ¨­¤¥ªá®¢ ­­ëå æ¥«ë¬¨ ç¨á« ¬¨ Z:Ak ≃ Bk → 
2kS2:�â® ç¨á«® k ­ §ë¢ ¥âáï § àï¤®¬ ¯ àë (A;').ǑãáâìMk ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® ¬®¤ã«¥© ®â¬¥ç¥­­ëå SU(2)-¬®­®¯®«¥© ¢ R3 § àï¤  k(®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¬., ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [95℄). �­® ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢Bk:Mk ⊂ Bk:Ǒà®áâà ­áâ¢®Mk ¥áâì £« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ à §¬¥à­®áâ¨ 4k ¨M1 = S1 × R3.�.�. � ã¡á ¤®ª § « â ª�¥ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã [94℄.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 73�¥®à¥¬  14.3. �«®�¥­¨¥ i : Mk → Bk ï¢«ï¥âáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®© £®¬®â®Ä¯¨ç¥áª®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî, çâ® ®§­ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï q(k), ¤«ïª®â®à®© limk→∞
q(k) = ∞;¨ ®â®¡à �¥­¨¥ i ¨­¤ãæ¨àã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯ �q ¯à¨ q 6 q(k).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®áâà ­áâ¢®Mk ¥áâì ª®­¥ç­®¬¥à­ ï £®¬®â®¯¨ç¥áª ï  ¯¯à®ªá¨Ä¬ æ¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  
2kS2,   ¢ §8 ¬ë § ¬¥ç «¨, çâ® ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®B(R2; k) ¥áâì ª®­¥ç­®¬¥à­ ï £®¬®«®£¨ç¥áª ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï â®£® �¥ ¯à®áâà ­áâ¢ .�.�. �®­ «ì¤á®­ ãáâ ­®¢¨« á«¥¤ãîéãî á¢ï§ì ¬¥�¤ã ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨Mk ¨ Ratk(á¬. [45℄).�¥®à¥¬  14.4. �­®£®®¡à §¨¥ Mk ¤¨ää¥®¬®àä­® Ratk:Mk ∼= Ratk :�¥®à¥¬ë14.1 ¨ 14.4 ®§­ ç îâ, çâ® âà¨ ¯à®áâà ­áâ¢ : ¯à®áâà ­áâ¢®¬®­®¯®«¥©Mk,¯à®áâà ­áâ¢® à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨© Ratk ¨ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® £àã¯Ä¯ë ª®á ¨§ 2k ­¨â¥© BBr2k, ¨¬¥îâ â¥ �¥ á ¬ë¥ ®¡®¡é¥­­ë¥ £®¬®«®£¨¨ ¨ ª®£®¬®«®£¨¨:h∗(Mk) ∼= h∗(BBr2k);h∗(Ratk) ∼= h∗(BBr2k)¤«ï «î¡®© â¥®à¨¨ h∗( · ).�¥¯¥àì ¯ãáâì Rat0k ¥áâì ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢a Ratk, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ à æ¨®Ä­ «ì­ëå äã­ªæ¨© á k à §«¨ç­ë¬¨ ¯à®áâë¬¨ ¯®«îá ¬¨. �á«¨ f ∈ Rat0k, â® ®­  ¬®�¥â¡ëâì § ¯¨á ­  ¢ ¢¨¤¥ f = k∑i=1 aizi − bi ;£¤¥ bi { à §«¨ç­ë¥ ª®¬¯«¥ªá­ë¥ ç¨á« ,   ai { ­¥­ã«¥¢ë¥ ª®¬¯«¥ªá­ë¥ç¨á« . �«¥¤®¢ Äâ¥«ì­®, Rat0k = F (C; k)×�k (C∗)k;£¤¥ C∗ ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® ­¥­ã«¥¢ëå ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥«. �¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯ ¤¥©áâ¢ã¥â ­  ®¡®¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å F (C; k) ¨ (C∗)k ¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬¨. �âáî¤  á«¥¤ã¥â,çâ® Rat0k ¥áâì ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® £àã¯¯ë Rbk «¥­â®ç­ëå, ¨«¨ ®á­ Äé¥­­ëå, ª®á, ï¢«ïîé¥©áï á¯«¥â¥­¨¥¬ Rbk = Brk ∫ Z. �àã¯¯  Rbk, ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡Äà §®¬, ï¢«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯®© £àã¯¯ë Br2k. �«®�¥­¨¥(14.1) Rbk → Br2k§ ¤ ¥âáï ¯à®æ¥áá®¬ \ª ¡¥«¨à®¢ ­¨ï", ®¯¨áë¢ ¥¬ë¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �®§ì¬¥¬k ¯ à ­¨â¥© ¨ ¯¥à¥ªàãâ¨¬ i-î ¯ àã ni à §. � â¥¬ á¯«¥â¥¬ íâ¨ k ¯ à ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨á ª®á®© b ∈ Brk. �â® ¤ ¥â ª®áã ¨§ 2k ­¨â¥©, ¨ ®â®¡à �¥­¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ (b;n1; : : : ; nk)¢ ¯®«ãç¥­­ãî ª®áã, ¥áâì ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ¢«®�¥­¨¥ (14.1).



74 �.�. ��������� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥îâáï ¤¢  á«¥¤ãîé¨å ®â®¡à �¥­¨ï ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢  BRbk =Rat0k: �: BRbk → Bbr2k; : Rat0k → Ratk =Mk:�.�. �®í­ ¨ ��.�.�. ��®­á ®¯¨á «¨ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¢ ®¡®¡é¥­­ëåª®£®¬®«®£¨ïå [46℄.�¥®à¥¬  14.5. �«ï «î¡®© ®¡®¡é¥­­®© â¥®à¨¨ ª®£®¬®«®£¨© h∗( · ) ®â®¡à �¥Ä­¨ï �∗ : h∗(BBr2k) → h∗(BRbk); ∗ : h∗(Mk) → h∗(BRbk)®¡  ¨­ì¥ªâ¨¢­ë ¨ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ¨ â®â �¥ ®¡à §. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥¥âáï ¥áÄâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬(�∗)−1 ∗ : h∗(Mk) → h∗(BBr2k):�«ï ¯ àë 
 = (A;') ∈ A ¨¬¥¥âáï ¢¥é¥áâ¢¥­­ë© ®¯¥à â®à �¨à ª  Æ
. �.�. � ã¡á¤®ª § «, çâ® íâ®â ®¯¥à â®à à áè¨àï¥âáï ¤® �à¥¤£®«ì¬®¢  ®¯¥à â®à  ¢ ¯®¤å®¤ïé¨å¯à®áâà ­áâ¢ å �®¡®«¥¢  [94℄. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ ¤¢¥ ¯ àë 
1 ¨ 
2 ª «¨¡à®¢®ç­® íª¢¨Ä¢ «¥­â­ë, â® ®¯¥à â®àë Æ
1 ¨ Æ
2 ¨§®¬®àä­ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á¥¬¥©áâ¢®®¯¥à â®à®¢, ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­®¥ â®çª ¬¨ 
 ∈ B. �.�. � ã¡á ¤®ª § «, çâ® íâ® á¥¬¥©Äáâ¢® ­¥¯à¥àë¢­®, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¯à¥¤¥«¥­® ¨­¤¥ªá­®¥ à áá«®¥­¨¥ind(Æ) ∈ KO0(B):�â®¡à �¥­¨¥ (13.1) 
2S2 → Z ×BO§ ¤ ¥â í«¥¬¥­â 
 ∈ KO0(
2S2) á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ª®¬¯®­¥­â ¬¨ 
k ∈ KO0(
2kS2).�¥®à¥¬  14.6 [46℄. Ǒà¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ KO0(Bk) ¨ KO0(
2kS2)¨­¤¥ªá­®¥ à áá«®¥­¨¥ ind(Æ) ®â®�¤¥áâ¢«ï¥âáï á 
k:KO0(Bk) ∼= KO0(
2kS2);ind(Æ) ↔ 
k:Ǒãáâì �k : Rbk → Ok ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ïRbk = Brk ∫ Z → �k ∫ Z=2 ,→ Ok;£¤¥ ¯¥à¢®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­® ¤¢ã¬ï í¯¨¬®àä¨§¬ ¬¨: Brk → �k ¨ Z → Z=2,  ¢â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¢«®�¥­¨¥¬ �k ∫ Z=2 ª ª £àã¯¯ë �®ªáâ¥à  Ck ¢ Ok.�â® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â à áá«®¥­¨¥, ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì â ª�¥ ç¥Äà¥§ �k. �â® à áá«®¥­¨¥ ¬®�¥â ¡ëâì ®¯¨á ­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. Ǒãáâì H ¥áâì ¯à®Äáâà ­áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® à áá«®¥­¨ï �®¯ä  ­ ¤ C∗ = R × S1, â®£¤  �k ¥áâì à áá«®¥Ä­¨¥ F (C; k)×�k (H)k → F (C; k)×�k (C∗)k:� áá«®¥­¨¥�k ¨¬¥¥â â ª®¥ ­ £«ï¤­®¥ ®¯¨á ­¨¥: ¥£® á«®© ­ ¤ª®­ä¨£ãà æ¨¥©¨§ k â®ç¥ª{ íâ® ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å R-§­ ç­ëå äã­ªæ¨© ­  íâ®¬ ¬­®�¥áâ¢¥.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® 
 ∈Mk, â®£¤  ¨­¤¥ªá­®¥ à áá«®¥­¨¥ ind(Æ) ®¯à¥¤¥«¥­® ­ ¤ ¯à®Äáâà ­áâ¢®¬ ¬®­®¯®«¥©Mk.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 75�¥®à¥¬  14.7. �¡à § ¨­¤¥ªá­®£® à áá«®¥­¨ï ind(Æ) ¯à¨ ®â®¡à �¥­¨¨  ∗ á®¢Ä¯ ¤ ¥â á à áá«®¥­¨¥¬, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¬ ®â®¡à �¥­¨¥¬ �k: ∗
(ind(Æ)) = �k ∈ KO0(BRbk):�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¡ë«® ¤ ­® ¢ [47℄. �«ï k = 1 M1 = R

3 × S1 ¨ind(Æ) ¥áâì ­¥âà¨¢¨ «ì­®¥ «¨­¥©­®¥ à áá«®¥­¨¥ ­ ¤M1, â.¥. ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ «¨­¥©­®¥à áá«®¥­¨¥ �®¯ä  ­ ¤ ®ªàã�­®áâìî S1.Ǒãáâì q : Rbk → Brk ¥áâì ª ­®­¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ ä ªâ®à¨§ æ¨¨. �â®¡à �¥Ä­¨¥ i0 :KO0(BBr2k) → KO0(BBrk);¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ ¢«®�¥­¨¥¬ i: Brk ,→ Br2k, à áé¥¯«ï¥âáï. �®«¥¥ â®ç­®, ¤®ª § ­ á«¥Ä¤ãîé¨© ä ªâ [46℄.Ǒà¥¤«®�¥­¨¥ 14.1. �¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥� : KO0(BBrk) → KO0(BBr2k)â ª®¥, çâ®i) i0� = 1,ii) j0� = q0.Ǒãáâì �k : Brk → Ok ¥áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ç¥à¥§ ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨. �â®¡à �¥­¨¥ � ¯®§Ä¢®«ï¥â ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì ¨­¤¥ªá­®¥ à áá«®¥­¨¥ ­ ¤Mk [46℄.�¥®à¥¬  14.8. �á¯®«ì§ãï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬KO0(Mk) ¨KO0(BBr2k),¨­¤¥ªá­®¥ à áá«®¥­¨¥ ind(Æ) ¬®�¥â ¡ëâì ®â®�¤¥áâ¢«¥­® á �2k − �(�2k):KO0(Mk) ∼= KO0(BBr2k);ind(Æ) ↔ �2k − �(�2k):�®¯®«­¥­¨¥. � â¥£®à¨¨ ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯¥â¥«ì�¤¥áì ¬ë á®¡à «¨ ­¥ª®â®àë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ ä ªâë, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«¥§­ë¯à¨ çâ¥­¨¨ ®á­®¢­®£® â¥ªáâ  ®¡§®à . �ç¥­ì å®à®è¨¬¨ ááë«ª ¬¨ ï¢«ïîâáï à ¡®âë�. �¤ ¬á  [66℄ ¨ Ǒ. �íï [96℄.�á¯®¬­¨¬ [56℄, çâ®¬®­®¨¤ «ì­ ï (¨«¨â¥­§®à­ ï) ª â¥£®à¨ï V = (V ;⊗; I; a; l; r)á®áâ®¨â ¨§ ª â¥£®à¨¨ V , äã­ªâ®à ⊗: V × V → V , ­ §ë¢ ¥¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ (¨«¨â¥­§®à­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬), ®¡ê¥ªâ  I ∈ V , ­ §ë¢ ¥¬®£® ¥¤¨­¨ç­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬,¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¥©a = aA;B;C : (A⊗B)⊗ C ∼
−→ A⊗ (B ⊗ C);l = lA : I ⊗A; r = rA : A⊗ IA;­ §ë¢ ¥¬ëå  áá®æ¨ â¨¢­®áâìî, «¥¢®© ¥¤¨­¨æ¥© ¨ ¯à ¢®© ¥¤¨­¨æ¥© á®®â¢¥âáâ¢¥­Ä­®, â ª¨å çâ® ¤«ï «î¡ëå ®¡ê¥ªâ®¢ A;B;C;D ∈ V á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ ¤¨ £à ¬¬ë, ­ §ëÄ¢ ¥¬ë¥ ¯ïâ¨ã£®«ì­¨ª®¬  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ¨âà¥ã£®«ì­¨ª®¬ ¤«ï ¥¤¨­¨æë, ª®¬¬ãÄâ¨àãîâ:



76 �.�. ��������(A⊗B)⊗ (C ⊗D)aa a((A⊗B)⊗ C)⊗D A⊗ (B ⊗ (C ⊗D))a⊗ 1 1⊗ aa
−−−→(A⊗ (B ⊗ C))⊗D A⊗ ((B ⊗ C)⊗D)(A⊗ I)⊗B A⊗ (I ⊗B)−−−−−−−−→
a 1⊗ l1⊗ r A⊗B�¥­§®à­ ï ª â¥£®à¨ï ­ §ë¢ ¥âáï áâà®£®©, ª®£¤  ¢á¥ ¬®àä¨§¬ë aA;B;C , lA, rA ï¢Ä«ïîâáï â®�¤¥áâ¢¥­­ë¬¨.� ¯«¥â¥­¨¥ ( ­£«. { braiding) ¢ ¬®­®¨¤ «ì­®© ª â¥£®à¨¨ V á®áâ®¨â ¨§ á¥¬¥©áâ¢ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¥©
 = 
A;B : (A⊗B) ∼

−→ B ⊗A¢ V â ª¨å, çâ® ¤¢¥ ¤¨ £à ¬¬ë (B1) ¨ (B2) ª®¬¬ãâ¨àãîâ:a
−−−→(B1) (B ⊗A)⊗ C B ⊗ (A⊗ C)
⊗ C B ⊗ 
(A⊗B)⊗ C B ⊗ (C ⊗A)a a

−−−→A⊗ (B ⊗ C) (B ⊗ C)⊗Aa−1
−−−→(B2) A⊗ (C ⊗B) (A⊗ C)⊗BA⊗ 
 
⊗BA⊗ (B ⊗ C) (C ⊗A)⊗B))a−1 a−1

−−−→(A⊗B)⊗ C C ⊗ (A⊗B)



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 77�á«¨ 
 { § ¯«¥â¥­¨¥, â® â ª®¢ë¬ �¥ ¡ã¤¥â ¨ 
′, § ¤ ­­®¥ ¯® ä®à¬ã«¥ 
′ = 
−1A;B .�¨¬¬¥âà¨¥© ­ §ë¢ ¥âáï § ¯«¥â¥­¨¥, ¤«ï ª®â®à®£® 
 = 
′.�®­®¨¤ «ì­ ï ª â¥£®à¨ï á § ¯«¥â¥­¨¥¬ ( ­£«. { braided monoidal 
ategory) ¨«¨¯à®áâ® ª â¥£®à¨ï á § ¯«¥â¥­¨¥¬, ¥áâì ¯ à  (V ; 
), á®áâ®ïé ï ¨§ ¬®­®¨¤ «ì­®© ª Äâ¥£®à¨¨ ¨ § ¯«¥â¥­¨ï.�¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¬®­®¨¤ «ì­ ï ª â¥£®à¨ï ¥áâì ¯ à  (V ; s), á®áâ®ïé ï ¨§ ¬®­®Ä¨¤ «ì­®© ª â¥£®à¨¨ ¨ á¨¬¬¥âà¨¨. Ǒ¥à¬ãâ â¨¢­ ï ª â¥£®à¨ï ¥áâì áâà®£ ï á¨¬¬¥âÄà¨ç¥áª ï ¬®­®¨¤ «ì­ ï ª â¥£®à¨ï.Ǒà¨¬¥àë ¬®­®¨¤ «ì­ëå ª â¥£®à¨© á § ¯«¥â¥­¨¥¬ ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¬®­®¨¤ «ìÄ­ëå ª â¥£®à¨© ¨¬¥îâáï ¢ ®á­®¢­®¬ â¥ªáâ¥ ®¡§®à . �« ¢­ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¬®­®¨¤ «ì­®©ª â¥£®à¨¨ á § ¯«¥â¥­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï ª â¥£®à¨ï, ®¡à §®¢ ­­ ï £àã¯¯ ¬¨ ª®áB. �«¥¤ãÄîé ï á¨áâ¥¬  í«¥¬¥­â®¢:�m : : : �1�m+1 : : : �2 : : : �n+m−1 : : : �n ∈ Brm+n;®¯à¥¤¥«ï¥â § ¯«¥â¥­¨¥ 
 ¢B. �à ä¨ç¥áª¨ â ª®© í«¥¬¥­â ¨§®¡à �¥­ ­  à¨á. �.1.
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�¨á. �.1ǑãáâìP(T ) ®¡®§­ ç ¥â ¬­®�¥áâ¢® ¯®¤¬­®�¥áâ¢ ¬­®�¥áâ¢  T ,  n ®¡®§­ ç ¥â¬­®Ä�¥áâ¢® {1; 2; : : : ; n}. �. �¥£ « [71℄ ®¯à¥¤¥«ï¥â � ª ª ª â¥£®à¨î ¢á¥å ª®­¥ç­ëå ¬­®Ä�¥áâ¢, ¬®àä¨§¬ ¬¨ ª®â®à®© ¨§ S ¢ T S → Tï¢«ïîâáï ®â®¡à �¥­¨ï � : S →P(T )â ª¨¥, çâ® �(�) ¨ �(�) ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï, ¥á«¨ � 6= �. �®¬¯®§¨æ¨ï � : S → P(T )¨ �: T →P(U) ¥áâì  : S →P(U);£¤¥  (�) = ⋃�∈�(�)  (�).�-ª â¥£®à¨¥© ­ §ë¢ ¥âáï ª®­âà ¢ à¨ ­â­ë© äã­ªâ®à E ¨§ � ¢ ª â¥£®à¨¨ â ª®©,çâ® (i) E(0) íª¢¨¢ «¥­â­® ª â¥£®à¨¨ á ®¤­¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ¨ ®¤­¨¬ ¬®àä¨§¬®¬;



78 �.�. ��������(ii) ¤«ï ª �¤®£® n äã­ªâ®àpn : E(n) → E(1)× · · · × E(1)︸ ︷︷ ︸n à § ;¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¬®àä¨§¬®¬ ik : 1 → n ¢ �, £¤¥ ik(1) = k ⊂ n, ï¢«ï¥âáï íª¢¨Ä¢ «¥­â­®áâìî ª â¥£®à¨©.�ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ á¯¥ªâà E ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢Ei, £®¬¥®¬®àä­ëå¯à®áâà ­áâ¢ã ¯¥â¥«ì 
Ei+1. �â®¡à �¥­¨ï¬¨ á¯¥ªâà®¢ ï¢«ïîâáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áÄâ¨ fi :Di → Ei â ª¨¥, çâ® fi á®£« áã¥âáï á 
fi+1 ¯à¨ ¯®¬®é¨ ãª § ­­®£® á¥¬¥©áâ¢ £®¬¥®¬®àä¨§¬®¢. Ǒà®áâà ­áâ¢ , ¨¬¥îé¨¥ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© â¨¯ ­¥ª®â®à®£® ¯à®áâà ­Äáâ¢ E0 ¨§ £®¬®â®¯¨ç¥áª®£®ª« áá  ­¥ª®â®à®£®f0, ­ §ë¢ îâáï ¡¥áª®­¥ç­® ªà â­ë¬¨¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ¯¥â¥«ì ¨ ¡¥áª®­¥ç­® ªà â­ë¬¨ ¯¥â«¥¢ë¬¨ ®â®¡à �¥­¨ï¬¨.�¬¥¥âáï äã­ªâ®à áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ Q ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ , ®¯à¥¤¥«¥­­ë©¯® ä®à¬ã«¥ QX = lim
→


jSjX; �nQX = �SnX;£¤¥ S ¥áâì äã­ªâ®à ­ ¤áâà®©ª¨,   �S∗X { áâ ¡¨«ì­ë¥ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë ¯à®Äáâà ­áâ¢  X . �¬¥¥âáï â ª�¥ äã­ªâ®à áâ ¡¨«¨§ æ¨¨ Q∞ ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢ ¢ á¯¥ªâàë,®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¯® ä®à¬ã«¥(Q∞X)i = QSiX = lim
−→


jSi+jX:Ǒ®áª®«ìªã E0 ∼= 
nEn, íâ® ¤ ¥â n à §«¨ç­ëå ª®®à¤¨­ â, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨áÄ¯®«ì§®¢ ­ë ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, ¨ ¢á¥ íâ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¬¥�¤ã á®¡®© £®Ä¬®â®¯­ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®§­¨ª ¥â ¯à®áâà ­áâ¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©, ¯à®áâà ­áâ¢® âà¥åÄªà â­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©E0×E0×E0 → E0, ¨ â.¤. � íâ¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å § ª®¤¨à®¢ ­ ¢­ãâà¥­­ïï áâàãªâãà  E0, ¯à®¨áå®¤ïé ï ¨§ Ei. Ǒ®¤å®¤ïé¨© ä®à¬ «¨§¬ ¢ëà �¥­ ¢¯®­ïâ¨¨ ®¯¥à ¤ë. �¯¥à ¤  C á®áâ®¨â ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢C(j), j > 0, ª®â®àë¥ ­ ¤® ¬ëáÄ«¨âì ª ª ¯à®áâà ­áâ¢  j- à­ëå ®¯¥à æ¨©, C(0) ¥áâì â®çª , C(1) á®¤¥à�¨â ¥¤¨­¨çÄ­ë© í«¥¬¥­â 1. �¬¥¥âáï ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë �j ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥C(j), j > 0, ¨ ¨¬¥îâáï ®â®¡à �¥­¨ï
 : C(k)× C(j1)× · · · × C(jk) → C(j1 + · · ·+ jk):�¢¥¤¥­­ë¥ ®¡ê¥ªâë ¯®¤ç¨­¥­ë ­¥ª®â®à®¬ãç¨á«ã  ªá¨®¬, ª®â®àë¥¬®�­® ­ ©â¨ ¢ [88℄.�¥©áâ¢¨¥ � ®¯¥à ¤ë C ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ X á®áâ®¨â ¨§ �j-íª¢¨¢ à¨ ­â­ëå ®â®¡à Ä�¥­¨© C(j)×Xj → X;£¤¥ á«¥¢  �j ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¤¨ £®­ «¨,   á¯à ¢  âà¨¢¨ «ì­ë¬ ®¡à §®¬. �â¨ ®â®¡à Ä�¥­¨ï â ª�¥ ¯®¤ç¨­¥­ë ­¥ª®â®àë¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬  ªá¨®¬ ¬ [88℄. �â®¡à �¥­¨¥ �0 ï¢Ä«ï¥âáï ¢«®�¥­¨¥¬ ¡ §¨á­®© â®çª¨ ¢X . �¤¨­¨æ  1 ∈ C(1) ®¯à¥¤¥«ï¥â â®�¤¥áâ¢¥­­®¥®â®¡à �¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ X . �ª¢¨¢ à¨ ­â­®áâì ®â®¡à �¥­¨ï �j á®£« á®¢ ­  á ¯¥à¥Äáâ ­®¢ª ¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå,   ®â®¡à �¥­¨ï 
 á¢ï§ ­ë á ª®¬¯®§¨æ¨¥©. Ǒ à  (X; �), á®áâ®Äïé ï ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ¤¥©áâ¢¨ï ®¯¥à ¤ëC ­  ­¥¬, ­ §ë¢ ¥âáïC-¯à®áâà ­áâ¢®¬.



���ǑǑ� ��� � Ǒ����������� Ǒ����� 79Ǒã­ªâ¨à®¢ ­­®¥ ®â®¡à �¥­¨¥ f : X → X ′ ¬¥�¤ã ¤¢ã¬ï C-¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ (X; �)¨ (X ′; �′) ­ §ë¢ ¥âáïC-®â®¡à �¥­¨¥¬, ¥á«¨ ®­® ª®¬¬ãâ¨àã¥â á ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®¯¥à ¤.�¯¥à ¤ C ­ §ë¢ ¥âáï E∞-®¯¥à ¤®©, ¥á«¨ ª �¤®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® C(j) áâï£¨¢ ¥¬®á®£« á®¢ ­® á® á¢®¡®¤­ë¬ �j-¤¥©áâ¢¨¥¬. E∞-¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ §ë¢ ¥âáï C-¯à®áâ-à ­áâ¢®, £¤¥ C ¥áâì «î¡ ï E∞-®¯¥à ¤ , ¨ C-®â®¡à �¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï E∞-®â®¡à Ä�¥­¨¥¬ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥.�-¯à®áâà ­áâ¢® ¥áâì ª®­âà ¢ à¨ ­â­ë© äã­ªâ®à A ¨§ � ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®Äáâà ­áâ¢  â ª®©, çâ®:(i) A(0) áâï£¨¢ ¥¬®;(ii) ¤«ï «î¡®£® n ®â®¡à �¥­¨¥pn : A(n) → A(1)× · · · ×A(1)︸ ︷︷ ︸n à § ;¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ ®â®¡à �¥­¨ï¬¨ ik : 1 → n ¢ �, £¤¥ ik(1) = k ⊂ n, ï¢«ï¥âáï£®¬®â®¯¨ç¥áª®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî.�¬­®�¥­¨¥ ­  �-¯à®áâà ­áâ¢¥ A ¥áâì ª®­âà ¢ à¨ ­â­ë© äã­ªâ®à Â ¨§ � × � ¢â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¢¬¥áâ¥ á ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨i1 : Â(S; T ) → A(S); i2 : Â(S; T )→ A(T );m: Â(S; T )→ A(S × T );äã­ªâ®à¨ «ì­ë¬¨ ¯® S ¨ T ¢ �, ¨ â ª®©, çâ® ®â®¡à �¥­¨¥i1 × i2 : Â(S; T )→ A(S)×A(T )¥áâì £®¬®â®¯¨ç¥áª ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì.Ǒ®  ­ «®£¨¨ á® á«ãç ï¬¨ ¬®­®¨¤®¢ ¨«¨ £àã¯¯ ¬®�¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­® ª« áá¨ä¨Äæ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª â¥£®à¨¨ C (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [66℄). �ë ®¡®§­ ç ¥¬ ¥£® ç¥Äà¥§ |C|. �«ï �-ª â¥£®à¨¨ E äã­ªâ®à S → |E(S)|®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ |E |. �. �¥£ « [71℄ ¤®ª § «, çâ® ¥á«¨ E ¥áâì �-ª â¥£®à¨ï, â® |E | ¥áâì�-¯à®áâà ­áâ¢®.�¯¥à ¤  ªã¡¨ª®¢ Cn ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤«ï ª �¤®£® n á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. ǑãáâìCn(j) ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® «¨­¥©­ëå ¢«®�¥­¨© (\ªã¡¨ª®¢") In → In á ¯ à ««¥«ì­ëÄ¬¨ ®áï¬¨. Ǒà®áâà ­áâ¢  Cn(j) á®áâ ¢«ïîâ ®¯¥à ¤ã ªã¡¨ª®¢ Cn, ï¢«ïîéãîáï ¯®Ä¤®¯¥à ¤®© Cn+1. Ǒàï¬®© ¯à¥¤¥« ¥áâì ®¯¥à ¤  C∞. Ǒà®áâà ­áâ¢® Cn(j) ï¢«ï¥âÄáï �j-íª¢¨¢ à¨ ­â­® íª¢¨¢ «¥­â­ë¬ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã ­ ¡®à®¢ ¨§ jà §«¨ç­ëåâ®ç¥ª ¢Rn ¨ ï¢«ï¥âáï (n−2)-á¢ï§­ë¬, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,C∞ ¥áâìE∞-®¯¥à Ä¤ . �â®¡à �¥­¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï ªã¡¨ª®¢ ¢ ¡ §¨á­ãîâ®çªã ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¤¥©Äáâ¢¨¥ ®¯¥à ¤ë ªã¡¨ª®¢Cn ­  n-ªà â­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å ¯¥â¥«ì. Ǒà¨­æ¨¯ à á¯®§­ ¢ Ä­¨ï ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ®¡à â­®¥ â ª�¥ ¢¥à­®. �â®¡ë áä®à¬ã«¨à®¢ âì íâ® ¡®«¥¥ â®ç­®,­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï ¯®­ïâ¨¥ £àã¯¯®¢®£® ¯®¯®«­¥­¨ï. �«ïH-¯à®áâà ­áâ¢ X £àã¯¯®¢®¥



80 �.�. ��������¯®¯®«­¥­¨¥ ¥áâì H-®â®¡à �¥­¨¥ g :X → Z â ª®¥, çâ® �0Z ¥áâì £àã¯¯  ¨ ¨­¤ãæ¨à®Ä¢ ­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ ¢ £®¬®«®£¨ïåg∗ :H∗(X ; k)→ H∗(Z; k)ï¢«ï¥âáï Z[�0X ℄-«®ª «¨§ æ¨¥© ¯®­âàï£¨­áª®£® ª®«ìæ  H∗(X ; k) ¤«ï «î¡®£® ª®¬¬ãÄâ â¨¢­®£® ª®«ìæ  ª®íää¨æ¨¥­â®¢ k. �á«¨ Z[�0X ℄ á ¬® ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®©, â® g ¥áâìíª¢¨¢ «¥­â­®áâì.Ǒà¨­æ¨¯ à á¯®§­ ¢ ­¨ï ãâ¢¥à�¤ ¥â, çâ® ¥á«¨ X ¥áâì E∞-¯à®áâà ­áâ¢®, â® ¨¬¥Ä¥âáï á¯¥ªâà BX = {BiX} ¨ E∞-®â®¡à �¥­¨¥ �: X → B0X , ï¢«ïîé¥¥áï £àã¯¯®¢ë¬¯®¯®«­¥­¨¥¬. �®­áâàãªæ¨ï Ǒ. �íï [88℄ ®á­®¢ ­  ­  ®¯¥à ¤­®© â¥å­¨ª¥. �­ «®£¨ç­®,�. �¥£ « [71℄ ¤«ï ª �¤®£® �-¯à®áâà ­áâ¢ A áâà®¨â á¯¥ªâà, ª®â®àë© ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨Ä¢¥­, ¥á«¨ �-¯à®áâà ­áâ¢®A ¡ë«® á ã¬­®�¥­¨¥¬.Ǒ¥à¢ ï ç áâì á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë ¡ë«  ¤®ª § ­ Ǒ. �í¥¬ [67℄,   ¢â®à ï - �.�. �®Ä¬ á®­®¬ [97℄.�¥®à¥¬  �.1. �« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬®­®¨Ä¤ «ì­®© ª â¥£®à¨¨ áâ ­®¢¨âáï ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯¥â¥«ì¯®á«¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨¨ �¢¨««¥­  ¨ ¢á¥ ¡¥áª®­¥ç­®ªà â­ë¥¯à®áâà ­áâ¢  ¯¥â¥«ì ¯®«ãç îâáï â ª¨¬ á¯®á®¡®¬.�®¤¨ä¨æ¨àãï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® Ǒ. �íï [67℄ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �.�. �®¬ á®­  [97℄ â¥Ä®à¥¬ë �.1 ­  á«ãç © ª â¥£®à¨¨ á § ¯«¥â¥­¨¥¬, ¬®�­® ¤®ª § âì  ­ «®£¨ç­ë© ä ªâ¢ íâ®¬ á«ãç ¥. �â® á¤¥« ­® �. �¥¤®à®¢¨ç¥¬ [98℄.�¥®à¥¬  �.2. �« áá¨ä¨æ¨àãîé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¬®­®¨¤ «ì­®© ª â¥£®à¨¨ á§ ¯«¥â¥­¨¥¬ áâ ­®¢¨âáï ¤¢ãªà â­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯¥â¥«ì ¯®á«¥ ¯à¨¬¥­¥Ä­¨ï ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨¨ �¢¨««¥­ , ¨ ¢á¥ ¤¢ãªà â­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯¥â¥«ì ¯®Ä«ãç îâáï â ª¨¬ á¯®á®¡®¬. �ã­ªâ®àë, á®åà ­ïîé¨¥ § ¯«¥â¥­¨¥, ¨­¤ãæ¨àãîâ¤¢ãªà â­® ¯¥â«¥¢ë¥ ®â®¡à �¥­¨ï ¯«îá-ª®­áâàãªæ¨© ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å ¯à®Äáâà ­áâ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª â¥£®à¨©.�Ǒ���� ����������[1℄ Artin E. Theorie der Z�opfe // Abh.Math. Sem. Univ. Hamburg. 1925. V. 4. P. 47{72.[2℄ Hurwitz A. �Uber Riemannis
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