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- Introduction -

Les équations de la physique statistique hors équilibre permettent de modéliser 1’évolution au
cours du temps d’un systéme (physique) constitué d’un grand nombre d’objets. Plus précisément,
nous nous intéresserons ici a des équations qui proviennent de deux domaines distincts: les
équations de la théorie cinétique des gaz (équations de Boltzmann, de Vlasov-Poisson, de Fokker-
Planck) qui servent a décrire I’évolution de gaz de particules en mouvement d’une part, et les
équations dites de coagulation-fragmentation (équations de Smoluchowski, de Becker-Doring, de
Lifshitz-Slyozov) qui servent a décrire ’évolution de la taille d’agglomérats d’autre part. Désormais
dans cette introduction, on nommera simplement ” particules” les objets constituant notre systeme.

Dans tous les cas, ces particules sont supposées étre correctement décrites par leur état £ € =.
Dans un cadre homogene en espace (les particules sont uniformément réparties dans ’espace), cet
état peut donc étre une vitesse ou impulsion (v ou p € R ou Z%), une énergie (k = £(p) € R,.) pour
les modeles cinétiques, et une taille (y € Ry ou N) pour les modeles de coagulation-fragmentation.
Dans un modele plus réaliste, I'état & prendra aussi en compte la position z € Q C R? de la
particule.

On considere alors que notre systéeme est complétement décrit par la connaissance de la densité
(ou fonction de répartition) f(¢,€) > 0 des particules ayant 1’état £ € = a U'instant ¢ > 0. Partant
d’un état initial f;;,, la dynamique au cours du temps de la densité f(¢,.) est donnée par une
certaine équation (d’évolution).

D’une maniere générale, les différents problemes que 1’on se pose dans ’analyse de ces modeles
sont les suivants:

1. Description qualitative formelle: recherche des quantités conservées (lois de conservations)
et des quantités décroissantes au cours du temps (entropie ou fonction de Lyapunov).

2. Probléme stationnaire: description des solutions stationnaires, identification des états qui
minimisent ’entropie a quantités conservées fixées et de ceux qui annulent la dissipation d’entropie.

3. Probléme bien posé: existence et unicité des solutions et dépendance continue par rapport
aux parametres (notamment par rapport a la donnée initiale).

4. Etude qualitative rigoureuse: preuve de la conservation (ou de la non-conservation!) des
quantités identifiées en 1, preuve du Théoreme-H, étude de la stricte positivité de la densité, de sa
régularité, étude du comportement asymptotique en temps grand des solutions, et plus précisément
pour les équations de type Boltzmann et Smoluchowski, preuve de la converge vers ’état d’équilibre
identifié en 2.

5. Analyse numérique: recherche d’algorithmes rapides et robustes (si possible ayant les mémes
propriétés qualitatives que les solutions du probléme continu) permettant un calcul approché des
solutions et preuve de la convergence de ces schémas.

6. Modélisation: passage rigoureux (en faisant tendre un ”petit” parametre vers 0) entre
différents modeles décrivant notre systeme. Par exemple, limite de type Fokker-Planck ou limite
hydrodynamique (permettant de passer d’une description microscopique a une description macro-
scopique du systeéme).

Ce document présente une synthese des principaux résultats obtenus par l'auteur (certains
étant le fruit d’un travail en collaboration). L’ensemble des travaux est rassemblé dans un document
annexe (accessible aussi sur le site oueb http://www.math.uvsq.fr/"mischler/HDR).
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Nous avons regroupé les résultats dans quatre parties selon quatre themes unificateurs que nous
présentons maintenant. Chaque partie se termine par une liste (de longueur inégale) de problemes
ouverts.

Partie A. Cette partie est consacrée a I’équation de Boltzmann et aux résultats obtenus dans
les articles [260], [261], [263], [276]. Nous y démontrons la convergence de plusieurs schémas semi-
discrets (en espace, en temps, en vitesse) de I’équation de Boltzmann. En particulier, ces travaux
conjugués aux résultats postérieurs de Bobylev, Palczewski et Schneider permettent de valider
rigoureusement le passage des modeles de Boltzmann a répartition discrete de vitesses au modele
continu. Un des points fondamentaux dans ces travaux est de démontrer des versions ”discrétes”
des lemmes de compacité des moyennes en vitesse des suites de solutions d’une équation cinétique.
Pour I'équation de Boltzmann homogene nous démontrons de nouveaux théoremes d’existence,
de conservation de I'energie et d’unicité optimaux. Nous établissons et utilisons pour ce faire un
résultat de régularité pour le terme de gain itéré et des versions ”précisées” du lemme de Povzner.

Partie B. Dans cette partie on s’intéresse aux équations cinétiques posées dans un domaine et
nous y décrivons les articles [265], [266], [268], [277]. Nous établissons des théoréemes de trace pour
les solutions d’équations de Vlasov-Fokker-Planck avec champs de force de régularité Sobolev.
La trace est définie & l’aide d’une formule de Green renormalisée. Ces résultats peuvent étre
compris comme des extensions ”jusqu’au bord” de la théorie de renormalisation des solutions
des équations de transport de DiPerna et Lions. Une premiere application est ’obtention de
théorémes d’unicité pour des équations de Vlasov linéaires pour diverses conditions de réflexions.
Une deuxieéme application est l'obtention d’un résultat de compacité tres faible (au sens de la
convergence renormalisée) pour les traces de solutions d’équations cinétiques telles que les équations
de Vlasov-Poisson, Boltzmann et Fokker-Planck. Enfin pour des conditions de réflexion non locales,
en particulier pour les conditions de réflexion de Maxwell, nous établissons le premier théoreme
d’existence avec conditions aux limites satisfaites (non relaxées!). Ce dernier résultat nécessite
de coupler la convergence renormalisée, obtenue grace aux théoremes de trace, a des résultats de
convergence au sens biting L' faible et & I'information de Darrozes-Guiraud.

Partie C. Cette partie est consacrée aux équations de Boltzmann en mécanique quantique, et
en particulier a ces équations pour les gaz de Bosons. Nous y détaillons les résultats obtenus dans
[264], [267], [271], [275]. Une étude générale (dans un cadre quantique et relativiste) du probleme
de minimisation de ’entropie et de paramétrisation du noyau intégral y est présentée. Le travail
le plus important concerne une analyse assez complete d'une version simple (quadratique) mais
"réaliste” de I’équation de Boltzmann-Bose (probleme stationnaire, probleme bien posé, étude qual-
itative et comportement asymptotique, validation de la limite de Kompaneets). En particulier nous
établissons pour ce modele qu’aucun condensat de Bose-Einstein ne se forme en temps fini, mais
qu’il apparalt asymptotiquement en temps grand si la masse de la donnée initiale est suffisamment
grande. Nous étudions aussi la rapidité de cette converge. La difficulté technique principale est le
peu de borne a priori donnée par I'entropie et la nécessité de travailler dans un cadre mesures.

Partie D. Cette derniére partie concerne 1’étude de divers modeles de coagulation et frag-
mentation et présente les travaux [269], [270], [272], [273], [274]. Nous établissons une série de
résultats d’existence pour des modeles homogenes et non homogenes ainsi qu’un résultat général
de retour vers I’état d’équilibre via des techniques de compacités faible et forte dans L'. Ces
techniques permettent aussi de valider le passage de modeles discrets a continus d’équations de
coagulation-fragmentation, ainsi qu’a obtenir les équations de Lifshitz-Slyozov comme modele
limite des équations de Becker-Doéring. Enfin, nous montrons que lorsque le processus de coagu-
lation est assez fort, la conservation de la masse est perdue en temps fini (c’est le phénomene de
gélification), et nous analysons le profil des solutions autour de 'instant de gélification.



Terminons cette introduction par quelques considérations sur les méthodes utilisées. Trois
méthodes sont particulierement récurrentes dans I’ensemble de nos travaux.

o Compacités faible et forte dans L' et théorémes de stabilité. On peut distinguer trois étapes:

- Collection de bornes a priori impliquant que les solutiosn et que les termes de collisions (ou
réactions) appartiennent & un compact faible L'. En général, ces bornes se déduisent immédiatem-
ent des conservations et du Théoreme-H, mais peuvent également nécessiter un peu plus de travail.

- Obtention de compacité forte sur les quantités moyennées par rapport a la variable de vitesse
ou de taille. Ce sont les différentes versions du lemme de compacité des moyennes en vitesse pour
les équations cinétiques et leur analogue (dont la preuve est beaucoup plus simple) sur les moyennes
en taille pour les équations de coagulation-fragmentation. Des méthodes d’éclatement des variables
sont mises en ceuvre pour conclure dans certains cas.

- Passage a la limite pour une suite de solutions. Cela est parfois délicat: techniques de
renormalisation et de dérenormalisation de DiPerna-Lions, utilisation de convergences tres faibles
(au sens biting L' faible et renormalisée) pour les suites des traces (pour lesquelles la convergence
faible L' n’est pas établie).

Les applications du résultat de stabilité sont multiples: existence, continuité (faible et forte)
par rapport aux parametres, convergence asymptotique en temps grand, convergence de schémas
numériques, liens entre différents modeles (limite Fokker-Planck, passage du discret au continu). A
noter toutefois, que parfois, les bornes a priori ne permettent pas de mettre en ceuvre une méthode
de stabilité et une méthode ”directe” est nécessaire (cela est vrai pour 1’équation de Boltzmann
des gaz de Bosons).

e Méthodes de moments. Elles consistent, en choisissant de bons multiplicateurs, a établir des
bornes sur les moments (en vitesse ou en taille) des solutions. Ces informations supplémentaires
sur les moments (accessibles essentiellement pour les modeles homogenes en espace) permettent de
démontrer la conservation de I’énergie (équation de Boltzmann) et de la masse (équation de Smolu-
chowski), de I'unicité (équation de Boltzmann) ainsi que d’identifier I’état d’équilibre vers lequel
la solution converge asymptotiquement en temps grand. Enfin, elles permettent d’appréhender le
phénomene de gélification pour I’équation de Smoluchowski.

e Méthodes de convexité. La convexité joue un role central dans nombre des problemes mentionnés
ci-dessus. La plupart des bornes a priori sont obtenues a ’aide d’arguments de convexité, simples
(a partir de ’entropie) ou plus subtils (dissipation d’entropie, information de Darrozes-Guiraud,
lemme de Povzner).



- Chapitre A -

Analyse Théorique et Numérique de I’équation de Boltzmann

A.1. L’équation de Boltzmann

L’équation de Boltzmann (ou Maxwell-Boltzmann) a été introduite par J.C. Maxwell [182]
et L. Boltzmann [41] comme modele décrivant I’évolution d’un gaz peu dense dont les particules
intéragissent uniquement par collisions binaires.

Considérons un gaz constitué d’un grand nombre (de I'ordre du nombre d’Avogadro (6-10%3))
de particules identiques, indiscernables, non relativistes, non quantiques et ayant pour seul degré
de liberté des mouvements de translation. Si ce gaz est confiné dans un domaine 2 C R? et observé
sur un intervalle de temps [0,7] (ou [0,00)) alors chaque particule est caractérisée par sa vitesse
v € R3 et sa position x € Q & I'instant ¢ > 0. Ce systéme de particules est parfaitement décrit par
la fonction de distribution f(¢,x,v) > 0 dans I’espace des phases Q x R3 : f(t,z,v) dzdv représente
le nombre de particules dans un volume dzdv autour de (x,v) a linstant ¢. L’hypothése minimale
et naturelle sur f est que f(t,.,.) est une mesure bornée sur D x R? pour toute partie bornée D
de () traduisant le fait qu'un domaine borné de ’espace contient une masse finie de matiere.

Si les particules n’intéragissent pas entre elles et ne sont soumises a aucune force extérieure,
alors leur trajectoire est donnée par la solution de 1’équation de Newton & = v,v = 0. En terme
de densité, I’équation donnant I’évolution du gaz est ’équation de transport libre

0
(A1) Equv-fo:O (0,00) x Q x R?,
La solution en est f(t,z,v) = f(0,z — vt,v), de sorte que

(A.2) fﬁ(t,m,v) = f(t,x +vt,v) = f(0,z,v),

ce qui traduit le fait que f est constante le long des trajectoires des particules (ou caractéristiques).
Supposons maintenant que les particules intéragissent par collisions binaires élastiques. Cela
signifie que seules les collisions entre deux particules sont considérées (jamais entre trois ou da-
vantage) et qu’au cours du choc la quantité de mouvement et 1’énergie cinétique (de la paire de
particules) est conservée. Si l'on désigne par v’, v/ les vitesses avant collision, et par v, v, les
vitesses apres collision, on a donc
v U =0+,
(A'?’) /—Z " / 2+ 2 2
W7+ [ou]™ = ol + o]
On note C la sous variété de R**3 des 4-uplets (v, v,,v’,v) de vitesses satisfaisant (A.3). Dans
ces conditions, la densité f n’est plus constante le long des caractéristiques et I"équation (A.1)
doit étre modifiée afin de prendre en compte les collisions entre particules. Maxwell et Boltzmann
proposent le modele suivant pour I’évolution de la densité f:

(A44) SFEuVaf=QUL) (0,00 x QxRS
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ott le terme Q(f, f) (appelé noyau de collision) décrit comment les particules modifient leur vitesse
a causes des collisions et s’écrit

Q(f7 f)(tw%'?U) = Q(f(t z )7f(t7x7 ))(U)
(45) _ /R 3 /R 3 /R W (f L~ ) dvdd/ o,

Nous utilisons les notations habituelles f = f(.,v), f. = f(.,vi), f/ = f(,V), fl = f(.,0)).
La fonction w = w(v,v.,v’,v,) > 0 dépend de l'intéraction microscopique entre les particules et
mesure la probabilité (ou la fréquence) qu’une collision mettant en jeu les vitesses (v, v, v, v}) ait
lieu. Du fait de I'hypothese d’indiscernabilité des particules et de la microréversibilité des collisions
(dans (A.3)) on peut toujours supposer que w satisfait les symétries

(4.6) (v, 00,0, 0L) = w(va 0,0, 0))) = w(t!, 0, 0).

Nous reviendrons plus en détails sur les hypotheses faites sur w a la fin de cette section. Avec a
Pesprit cette interprétation de w, si 'on sépare (A.5) en deux parties positives

QUL =Q (f./)—Q(f./),

il devient clair que Q" compte les chocs entre particules de vitesses v’ et v/, qui font ”apparaitre”
une particule de vitesse v, et Q~ les chocs qui font ”disparaitre” une telle particule. Précisons
que les collisions entre particules sont supposées étre le résultat d’une intéraction de courte durée
et justifie le fait que l'intégrale de collision (A.5) soit localisée en les variables (¢,z). En d’autres
termes: les variations dues au terme de transport se situe sur une échelle de temps beaucoup plus
grande que celles dues aux intéractions microcopiques conduisant aux collisions (A.3); cela est
“raisonnable” pour un gaz peu dense (de sorte que les particules collisionnent peu souvent).

Nous renvoyons aux articles ou aux livres de S. Chapman, T.G. Cowling [76], H. Grad [132],
C. Cercignani [65] et S. Truesdell, R. Muncaster [229] pour une présentation plus détaillée de ce
modele. La dérivation formelle de I’équation (A.4) par L. Boltzmann peut étre justifiée rigoureuse-
ment dans certains cas a la suite des travaux de Landford, nous renvoyons a [70], [218] pour cette
question délicate.

Nous nous intéressons au probleme de Cauchy pour ’équation de Boltzmann, et nous fixons
donc une condition initiale

f0,z,v) = fin(x,v) >0 Vr e, velR3

Lorsque Q # R3, il faudrait ajouter des conditions aux limites & I’équation (A.4). Nous renvoyons
a la partie B de ce document pour une étude des équations cinétiques dans un domaine. Dans
cette partie, sauf indication explicite du contraire, nous supposons que €2 = R3.

Nous allons passer en revue certaines propriétés de 'opérateur de collision et par la méme,
propriétés (au moins formelles) des solutions de I’équation de Boltzmann. Le noyau de collision
satisfait la relation fondamentale suivante due aux symétries (A.4) de w: pour tout f et ¢

1 ! ! / / / /
n) [ Qu.ne e@do=—1 [ [ [ [ woe (s s 1) 40— o o) dudv.dv'an,

En choisissant ¢(v) = 1, v; (i = 1,2,3), |v|?, il vient
v [ QU e dr=o
R
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On dit alors que ¢ est un invariant collisionnel. On peut montrer que les invariants de collision sont
précisément les seules fonctions p(v) = 1, v; (i = 1,2,3), |[v]?, voir [Cercigani90]. Au niveau des
solutions de (A.4) cela se traduit par les conservations de la masse, de 'impulsion et de I’énergie:

1 1
(A.8) YVt >0 / ft,z,v) [ v | dvde = / fin(z,v) | v | dvdz.
/e ol /e ol

En choisissant maintenant ¢ = In f(v) dans (A.7), il vient
~D()= [ QU A I f(w)de

1
:_//// woc i(f fe, [ fL) dvdv,dv'dvl, <0,
4 R3JR3JR3JR3

grace a la positivité de la fonction (z,y) — j(x,y) = (y — z) (In y — In x). Définissant 1’entropie
par

H(f)=- . fw) In f(v)dv,

on obtient la croissance de I’entropie moyenne:

(A.9) H(f(t1,z,.))dr — H(f(to,z,.)) dCL‘:/ 1 D(f(t,z,.))dzdt > 0
R3 R3 to JR3

pour tout 0 <ty < t1, qui constitue le célebre Théoreme-H de Boltzmann.

Considérons momentanément un gaz spatialement homogene. La densité f ne dépend plus
de la variable d’espace z, elle s’écrit donc f = f(t,v), et est solution de I’équation de Boltzmann
homogene

(410 SF=QUH (0 xR,

Pour ce modele simplifié abordons maintenant la question du retour vers 1’équilibre des solutions
de 'équation de Boltzmann. D’apres ce qui précede 'entropie H(f) est croissante et les trois
premiers moments de f sont constants (c’est ce que dit (A.8), (A.9)). On s’attend donc a ce
qu’asymptotiquement en temps grand f converge vers un état f., qui réalise le maximum de
I’entropie sous la contrainte de ces trois moments fixés. Heuristiquement, si f., est solution de ce
probleme d’optimisation il existe a, ¢ € R et b € R? tel que

< VH(fx), > = / B (foo) pdv = <alv]* +b-v+c,o> Vo,
RS

ce qui implique
Infot+l=alf+b-v+e

Ainsi f. est une Maxwellienne: il existe des constantes p, © > 0, u € R3 telles que

. . p _ \v;m?
(A.ll) foo = Mmu,@ = 7(27T9)3/2 e e .
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D’autre part, on voit que les seules fonctions ne faisant pas croitre 'entropie vérifient D(f) = 0 et
donc (sous ’hypothese w > 0)

(f'fi—=ff)de dans R

On peut également établir sous des hypotheses générales sur f que les seules solutions de cette
équation fonctionnelle sont encore les Maxwelliennes (A.11), voir [67], [164], [202]. Enfin on vérifie
sans peine que Q(M, M) = 0 et que les Maxwelliennes sont les seules solutions stationnaires de
I'équation de Boltzmann homogene, voir [174].

Ainsi, on vient de mettre en évidence que les quatre assertions suivantes sont équivalentes
e f est une Maxwellienne;
e f maximise ’entropie sous la contrainte des trois premiers moments fixés;
e f est une solution stationnaire de I’équation de Boltzmann: Q(f, f) = 0;
e f annule la dissipation d’entropie: D(f) = 0.

On montre également que pour toute fonction f > 0 telle que f(v)(1+ |v|?) € L*(R3) il existe une
unique Maxwellienne M; de mémes moments que f. Partant d'une donnée initiale f;,, la Maxwelli-
enne associée My, est donc le candidat naturel pour étre I'état vers lequel asymptotiquement en
temps grand la solution f de (A.10) converge. Il existe une littérature trés importante sur le sujet
depuis les travaux pionniers de Carleman [58], [59]. La méthode la plus robuste, donnant une
convergence dans L1 faible ou fort, a été développée dans [12], [14], [101], [164], [1]. Cette méthode
repose sur des résultats de stabilité faible et forte et sur la s.c.i. séquentielle de D(f). Des retours
exponentiels grace a 1’étude du probleme linéarisé ont été obtenus par [15], [245]. Enfin, une étude
plus directe avait été initiée par McKean [177] pour le modele de Kac (caricature de Boltzmann).
L’idée est de définir 'entropie relative

H(f]M):/RSfln %dv

et d’établir des inégalités différentielles du type

(A12) @ H(7My,) < CpH(MY,,Y.

avec > 1. L’inéquation différentielle (A.12) donne alors une décroissance de H(f|My,,) expo-
nentielle si § = 1 et polynémiale si § > 1. On en déduit la convergence de f vers My, (avec
taux) grace a l'inégalité de Csiszar-Kullback. A la suite des travaux [88], [244] cette méthode a été
considérablement développée par [60], [61], [227], [228], [94]. Pour ces questions nous renvoyons
aux articles de revue [91], [237].

En ce qui concerne ’équation de Boltzmann inhomogene, la situation est plus complexe no-
tamment a cause de la compétition entre terme de transport et terme de collision et la présence
d’éventuelles conditions aux limites. Dans le cas ou §2 est un tore, la convergence vers une Maxwelli-
enne a été montrée par DiPerna, Lions et Arkeryd [101], [164], [16] et le cas d'un domaine borné
a été étudié par Desvillettes [89]. Un retour exponentiel est prouvé pour des données initiales
proches d’un état homogene dans [248]. Enfin, le cas Q = R? a été étudié par [225] et [173] qui
prouvent que (pour certaines données initiales) la solution ne converge pas vers une Maxwellienne.

Signalons un dernier (et vaste) probleme que nous n’aborderons pas ici: les limites hydro-
dynamiques. Il s’agit de passer de ’équation de Boltzmann qui décrit un gaz a 1’échelle micro-
scopique a des équations hydrodynamiques (Euler, Navier-Stokes, ...), qui décrivent le gaz & une
échelle macroscopique, lorsque le libre parcours moyen (entre deux collisions) tend vers 0. Nous
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renvoyons le lecteur intéressé aux travaux récents de Bardos, Golse, Levermore, Lions, Masmoudi,
Saint-Raimond, ... et a l’article de revue [239].

Terminons cette introduction en détaillant quelques hypotheses et notations concernant ’opé-
rateur de collision Q(f, f). Un probleme important est de savoir donner un sens a 'opérateur
de collision Q(f, f) pour des fonctions f générales, typiquement f € L!(R?). Pour cela, il con-
vient de paramétriser la variété des collisions C définie par (A.3). Il existe plusieurs possibilités:
paramétrisation dans le centre de masse, paramétrisation décentrée, paramétrisation de Carleman.
Le choix de cette paramétrisation est important car il peut simplifier considérablement les calculs
afin d’obtenir différentes estimations sur le terme de collision.

Pour simplifier, nous n’en présentons qu’une seule: la paramétrisation décentrée. Etant
données les vitesses apres collision v, v, Iensemble des vitesses possibles avant collision v’, v/,
(i.e. telles que v, vy, v' et v, vérifient(A.3)) est donné par

(A.13) U/I =v= - ew)u
v, = U + (U — V4, w) w,

ou I'angle solide w parcourt la sphere S?. L’opérateur de Boltzmann s’écrit alors

(414) arn@=[ [ 0r-rn) e o,

ou la fonction B que 'on nommera section efficace différentielle de collision est définie par la
relation

1
(A.15) B(v—v,,w) = §|(vfv*,w)|w(v,v*,v',v;).

On trouvera une preuve élementaire de la déduction de I'expression (A.13)-(A.15) & partir de (A.5)
dans [123], voir aussi [275]. Le fait que B ne dépende que des deux variables v — v, et w résulte
des symétries (A.6) de w et de I'hypothese (physique) supplémentaire que w est invariant par
changement de repere Galiléen.

En fait, lorsque les particules du gaz intéragissent par I'intermédiaire de forces dérivant d’un
potentiel en r~* (ou r est la distance entre les particules et s > 1), la section efficace de collision
s’obtient en résolvant un probleme & deux corps et est donnée par (voir [65])

(A.16) B(z,w) = b(cos 0) |z|”, b(cos 0) sin § = K =1+

(zw)

ER A noter que

avec 7y = (s —5)/(s—1), v =2/(s—1) et 0 est angle entre z et w, i.e. cos® =

b est régulitre sauf en § = £Z et la singularité en ce point n’est pas intégrable (b ¢ L'(0,7/2)) et
donc B ¢ L}, .(R3 x S?) dans ce cas. Dans le cas dit des collisions entre sphéres dures, 'expression
de B est

B(z,w) = |(z,w)] = |z[ | cos 6].

Dans ce qui suit nous ferons toujours ’hypothese suivante:
(A.17) 3 Ao Az) = / B(z,w)dw < Ag |2|”
SQ

avec 7 € (—3,1]. A noter que pour certains résultats présentés ici les hypotheses peuvent étre
légerement généralisées, cf [98].



Remarquons que dans le cas d’une intéraction via un potentiel en r~° cette hypothese n’est
jamais satisfaite. La condition (A.17) correspond & I'hypothese de cutt-off angulaire de H. Grad
[132] qui revient a atténuer la singularité de B, i.e. du point de vue physique & moins prendre en
compte les collisions rasantes (celles pour lesquelles v’ est proche de v). Nous renvoyons & [238]
pour un exposé de la théorie de Boltzmann sans cut-off (pour des B qui ne satisfont pas (A.17)),
qui est sensiblement différente de celle avec cut-off que nous considérons ici.

Enfin, avec ces notations, Q(f, f) admet la décomposotion

QUM =Q (£, /)—FL(f), L(f)=Axf
ou QT (f, f) est défini par

@ Nw= |

v ER3

/ I fi B(v — vs,w) dwdv,.
weS?

A.2. Théorie de stabilité/existence pour le probleme de Cauchy

Il existe plusieurs cadres dans lesquels ont été développées des théories d’existence pour le
probleme de Cauchy. Nous en présentons deux ici: celui des solutions dispersives de Kaniel,
Illner, Shinbrot et celui des solutions renormalisées de DiPerna, Lions. La présentation que nous
choisissons est celle d'une théorie de stabilité (de laquelle se déduit les résultats d’existence de
maniére élémentaire). C’est le point de vue généralement adopté pour la théorie des solutions
renormalisées (des 'article fondateur [98]) mais il n’a été introduit que récemment pour la théorie
des solutions dispersives, voir [131]. Pour cette derniere théorie, il est généralement préféré une
approche plus directe: 'existence est obtenue a ’aide d’un schéma itératif monotone sans passer
par un résultat intermédiaire de stabilité, voir [146], [142].

Ce choix a deux avantages: il permet d’une part de présenter les deux théories simultanément
et d’autre part de pouvoir s’appliquer a la preuve de convergence de schémas numériques présentés
dans les sections suivantes. Dans les deux cas la théorie de stabilité/existence repose sur les points
suivants:

(1) Obtention de bornes (”sur-solution” ou ”a priori”) sur les solutions. Celles-ci sont fortes
dans le cadre des solutions dispersives mais relativement faibles dans celui des solutions renor-
malisées.

(2) Donner un sens a I’équation sous ces bornes. C’est simplement le sens des distributions (par
exemple) dans le cadre des solutions dispersives mais cela nécessite la technique de renormalisation
dans celui des solutions renormalisées.

(3) Etablir un théoréme de stabilité dans un cadre naturel: pour toute suite (f,,) de fonctions
qui satisfont 1’équation au sens de (2) et les bornes (1) (uniformément en n € N) on peut extraire
une sous-suite qui converge vers une fonction f satisfaisant encore 1’équation au sens de (2) et les
bornes (1). Pour cela il s’agit

- (3a) de remarquer que (1) implique la compacité "faible” des suites f,, et Q(fn, fn),

- (3b) d’utiliser I’équation pour en déduire la compacité forte des moyennes en vitesse de f,,

- (3c) de passer a la limite dans I’équation au sens de (2) (en particulier dans le terme de
collision qui est quadratique!) a I’aide de (3a) et (3b).

(4) Enfin, introduire une suite de problemes régularisés pour lesquels l’existence d’une solution
est standart et appliquer les étapes (1)-(2)-(3) a la suite de solutions approchées ainsi construites.

Soulignons que pour les solutions dispersives, la difficulté repose dans I’obtention des bornes
(1), les étapes suivantes se déroulant relativement aisément, alors que pour les solutions renor-
malisées, les bornes s’obtiennent tres naturellement mais le passage a la limite est extrémement
technique.



Les Lemmes de moyennes. Les lemmes de moyennes stipulent que les moyennes en vitesse d’'une
solution d’une équation cinétique possedent davantage de régularité que la solution elle-méme.
Soulignons que l'opérateur de transport est hyperbolique et donc qu’aucun gain de régularité sur
la solution elle-méme ne peut étre espéré: une solution d’une équation de transport possede la
méme régularité que la donnée initiale. Cette propriété de régularité a été mise en évidence au
milieu des années 80 par Agoshkov [3] et Golse et al [127], [126] et a été treés développée par la suite
dans [98], [99], [102], [167], [168], [122], [35], [203]. Par exemple, un résultat typique de régularité
est le suivant [126]: si

0
geL? Gel? ag—i—v-vxg:G

alors pour tout ¢ € D(R?)
/ gedv e Htlf
RS
En fait, dans les preuves de stabilité, on utilise la conséquence de ce résultat en terme de compacité.
Le résultat le plus précis [203] est le suivant. Soient (g,,), (G) des suites telles que

(g9n) bornée LY (Gn) compacte W, P(W™*F), p>1,5 >0

t,x, v’

(A.18)

0
Egn +v- vl‘gn - Gn

alors pour tout ¢ € D(R?)

(A.19) </ In godv) est compacte dans L .
R3

Illustrons 'importance de ce résultat en montrant comment il s’utilise dans la preuve de sta-
bilité dans un cas simple (celui des solutions dispersives). Considérons une suite (f,,) de ’équation
de Boltzmann telle que

fn — f faiblement dans L' N L*>

Comme d’apres (A.17) on a A € L' + L™ on obtient que Q(fn, fn) est borné dans Lg%, (L) et le
lemme de moyenne s’applique donc a (f,,) (ou plus exactement a (f,, ¢) pour tout ¢ € Dy ;). 1l
s’ensuit (toujours parce que A € L' + L et un peu de calcul intégral) que

L(fn) =Axf, — Axf=L(f) p.p et est bornée dans L;Lv + Lg% (L2).
On passe alors sans difficulté a la limite dans le terme de perte

Q™ (fus fu) = fu L(fa) — FL(f)=Q7(f.f) faiblement dans Li,., .-

Le terme de gain se traite de maniere semblable. Ici, et dans toute la suite, on utilise la notation
Ly(®R?) = {f:R® =R, (1+[o])F f(v) € LP(R?)}.

D’autres propriétés remarquables des moyennes en vitesses des solutions des équations cinéti-
ques (gain de moments, dispersions, gain d’intégrabilité) ont été découvertes et étudiées principale-
ment par B. Perthame et ses co-auteurs [28], [200], [201], [170], [171], [63]. Ces résultats se sont
avérés extrémement utiles dans I’étude de 'équation BGK [200] et celle de I’équation de Vlasov-
Poisson [28], [201], [170]. A notre connaissance, la seule application de ces techniques & 'équation
de Boltzmann est [262].
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Renormalisation. La technique de renormalisation des solutions des équations de transport a
été developpée par DiPerna et Lions [100]. Un exemple de résultat possible est le suivant. Soit
g=g(t,y) € L*(0,T; LP(RM)) une solution de I’équation de transport

0
a—i +a-Vyg=G dans D'((0,T) x RM)
avec ,
a € L0, T;WhP (RM)), divya=0, G e L' ((0,T)xRM).

oc

Alors d’une part
(A.20) g € C((0,T]; Ljp. (RM)).

D’autre part, pour toute fonction # : R — R Lipschitzienne, (3(g) est solution de ’équation de
transport
9B(g)

T +a-V,0(g)=p'(9)G dans D'((0,T) x RM)

et satisfait
(A.21) Blg)(t,.) = Blg(t,.) pp.RM Vit e[0,T].

Les applications de ce résultat dans le cadre de la théorie cinétique sont multiples, citons:

- Théoremes de stabilité et d’existence dans des cas ot on ne sait pas donner de sens a I’équation
a laquelle on s’intéresse sans la renormaliser (typiquement I’équation de Boltzmann).

- Théoremes d’unicité (essentiellement pour des problemes linéaires).
- Continuité forte par rapport aux parametres (par rapport a la donnée initiale notamment).

Ces techniques ont aussi été utilisées avec succes dans le cadre des équations paraboliques et
de Navier-Stokes.

Les solutions dispersives de Illner-Shinbrot. Le premier cadre a été développé a la suite des

travaux de Shinbrot, Kaniel, Illner & partir des années 1980, [146], [142], [31]. L’idée centrale est
de construire une sur-solution Maxwellienne a I’équation de Boltzmann.

Cas 1: v € (—3,0]. On définit
M = M(t,a,0) = C(0)&(t2,0),  E(ta,v) = exp(—alz— vt = Blof?),

et on montre qu’il existe une constante K 4 telle que

(A.22) Le < uf(ﬁ Vt, x,v.

D’une part, comme Q(M, M) = 0, il vient

(A.23) QT (M,M)=Q (M,M)=C?*¢L¢< %
D’autre part

(A.24) gM—i—v-VmM:C‘f.

ot
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On définit alors C(t) comme étant la solution de I'E.D.O.

K, C?

(A.25) C= =g

En général C(t) n’est définie que sur un intervalle de temps borné [0, T,), mais pour v € (—2,0] et
C'(0) assez petit la solution de (A.25) est globale en temps. On en déduit (grace a (A.23)—(A.25))
que M est une sur-solution (au sens des distributions) de ’équation de Boltzmann, i.e. M satisfait

(A.26) %M +v-V,M > Q" (M,M).

On prétend que M définit un domaine invariant [0, M] pour les solutions de (A.4), i.e. si f(0,.)
satisfait

(A.27) 0 < f(0,.) < M;, := M(0,.)
alors on s’attend a ce qu’une solution f de (A.4) vérifie
(A.28) 0< f(t,z,v) < M(t,z,v) vVt €10,T), Vz,v.

Nous reviendrons sur ce point dans un instant. Remarquons que sous la condition (A.28) on
a Q(f, f) € (LY N L>®), . (L>) (grace & hypothese (A.17) et donc que équation (A.4), (A.14) est
bien défini au sens des distributions. Le résultat de stabilité/existence correspondant est le suivant.
Théoréme A.1. - Soit (f,) une suite de solutions de (A.}) satisfaisant (A.28) pour tout n > 0,
alors il existe f et une sous-suite (fn) telle que fr,» — f, f est solution de I’équation de Boltzmann
au sens des distributions et satisfait (A.28).

- Pour toute donnée initiale fi, telle que (A.27), il existe une solution f de l’équation de
Boltzmann au sens des distributions qui satisfait (A.28) et f(0,.) = fin.

Nous avons déja expliqué avec force détails au début de cette section comment la partie stabilité
de ce résultat peut étre établie. Donnons quelques explications supplémentaires afin de convaincre le
lecteur qu’une sur-solution M au sens de (A.26) définit effectivement un domaine invariant du type
[0, M]; cela n’est en effet pas complétement immédiat dans la mesure ou lopérateur f — Q(f, f)
n’est pas monotone. On raisonne sur un probleme convenablement modifié.

On considere I'application T, qui a g € [0, M] associe T, g := f, la solution de

9
o) T Vel +Af=Qulg:9) + Ay,

ou A > 0 et @, est 'opérateur de Boltzmann modifié défini par (A.14) avec B remplacé par

B(z,w)

Bn(g; z,w) = m 1. 1<n-

En utilisant le fait que M satisfait (A.26), que B,, < B et en choisissant A > 0 assez grand, on
montre que f € [0, M]. Par le Théoreme du point fixe de Banach, T}, admet alors un unique point
fixe f, € [0, M] qui est donc solution de ’équation de Boltzmann modifiée associée & B,,.

Cas 2: v € (0,1]. On définit
1
(A.29) M(t,z,v) =exp (—alz —vt]* — Blv?), My (z,v) = §M(O,m,v)
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et on montre qu’il existe K 4 tel que
(A.30) Va >0 / L(M)*dr < =2  VYaz,veR3
0 Ve

On rappelle que la notation g* est définie en (A.2). On obtient donc, pour « assez grand, que M
est une sur-solution au sens mild de I’équation de Boltzmann, c’est a dire

t
(A.31) MﬁszJr/ QT (M, M))*ds  Vt,x,v.
0

On procede ensuite comme dans le cas 1 et on établit sans peine un analogue du théoreme A.1
dans ce cas.

Remarquons que bien qu’il y ait équivalence entre les notions de solutions au sens des distri-
butions, mild, renormalisée (sous des conditions de borne suffisantes, voir [98]) il n’en est pas de
meéme pour les sur-solutions, en particulier M définie par (A.31) n’est pas une sur-solution au sens
de (A.26).

Cette théorie souffre de plusieurs défauts:

- 11 est nécessaire de faire une hypothese de petitesse sur la donnée initiale (C'(0) assez petit
ou « assez grand) pour avoir une théorie d’existence globale.

- Plus sérieusement, la preuve repose sur une propriété de dispersion (les estimations (A.22)
et (A.30)) qui n’est pas valable pour un domaine quelconque (borné, par exemple).

Les solutions renormalisées de DiPerna-Lions. Une seconde approche a été développée par
DiPerna et Lions. Il s’agit cette fois-ci d’utiliser uniquement les bornes physiques naturelles que
l'on peut déduire de (A.8) et (A.9). En effet, on déduit de celles-ci qu'il existe Cy (dépendant
uniquement de f;,) telle que

(A.32) sup/ ft,z,0) (1+ ]2 + |z —vt|* + |In f|) dvdx < Cy
>0 Jrs JRs
et
(A.33) / D(f(t,z,.)) dzdt < Cy.
o Jrs

Nous souhaitons donner un sens au terme de collision dans ’équation de Boltzmann. Il est clair
que (A.32), (A.33) ne garantissent pas que Q(f, f) € L. & cause de son caractere quadratique,
mais suffisent pour montrer

(A.34) Qz(fff) < L(f) € Li,.((0,T) x R? x R?).

De plus, grace a I'inégalité (élémentaire)

1
(4.35) VE>1 ff S K S Lot iU S ),
on déduit de (A.33) et (A.34)

QI(Tf’ff) € L,.((0,T) x R® x R?).
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En fait, il est possible de déduire des bornes (A.32), (A.33) 'estimation

VItT

(A.36) € LL.((0,T) x R? x R?),
voir [165], [234].

On dit qu'une fonction f : Ry x R® x R? — R, est une solution renormalisée de (A.4) si
f € C(]0,00); LY(Q2 x R3)), vérifie (A.32),(A.33) et est solution de 'équation “renormalisée”

(A.37) O (4 f) v -Valn (14 f) = ol

ot

Grace aux remarques précédentes, il est clair que tous les termes de 1’équation (A.37) sont par-
faitement définis, au sens des distributions.

Le résultat de stabilité/existence dans ce cadre est le suivant.

Théoréme A.2 ([98]). - Soit (f,) une suite de solutions renormalisées qui satisfait uniformément
en n les bornes (A.32)-(A.33), alors il existe f et une sous-suite f, telle que f,r — f et f est une
solution renormalisée.

- Pour toute donnée initiale f;, telle que

/ Fin(@0) (14 [0 4+ |22 + |10 fon (2, 0)]) dvdz < oo
R3JR3

il existe une solution renormalisée a ’équation de Boltzmann.

Un mot & propos de la preuve de la stabilité. D’apres la formulation renormalisée (A.37) et le
Lemme de moyenne (A.18)-(A.19) la suite (f,) de ’énoncé du Théoreme A.2 vérifie

(A.38) / . B(fn) @ dv est relativement compacte dans L7,
R

pour tout 3 de la forme 3(s) = 5 In(1+ 4 s) et tout ¢ € D. Par un jeu subtil associant techniques

de dérenormalisation (§ — 0), de renormalisation, et criteres de compacité fort et faible dans L*
il est possible de passer a la limite dans la formulation renormalisée (A.37) en mettant a profit
(A.32), (A.33), (A.35), (A.38).

A.3. Inégalité de Povzner, conservation de I’énergie et unicité pour I’équation de
Boltzmann homogeéne [263]

Les premiers travaux sur ’équation de Boltzmann homogene remontent & Carleman [58], [59]
et Povzner [208]. En 1972 Arkeryd [12] jette les bases de la théorie "moderne”, c’est-a-dire, une
théorie basée uniquement sur les bornes naturelles que ’on déduit des conservations de la masse,
de la quantité de mouvement

(A.39) f(t,v)dv = . fin(v) dv,

ftv)vdo = fin(v) vdv
R3 R3

R3

et de I’énergie

(A.40) /R3 ft,v)|v|* dv = /R3 fin(v) [v]? dv
14



pour tout ¢ > 0, et du Théoreme-H

ty1

(A.41) H(f(t, )+ | D(ft,.))dt = H(f(to,.)) VYt >ty > 0.

to

Celles-ci sont: si f;, est de masse, d’énergie et d’entropie bornée, i.e.

(4.42) [ 5nl@) @+ o + 10 fin()) do < o0
R3

alors une solution f de (BH) satisfait (formellement)

(A.43) sup [ f(t,v) (14 |v|* 4+ |In f(¢,v)|) dv < cc.
>0 Jrs

A noter que si f € L3(R3) alors Q(f, f) € L'+ L™, de sorte que 1’équation de Boltzmann homogene
(A.10) est bien définie.

Comme dans la section précédente, on peut établir un théoreme de stabilité sous la condition
(A.43) et en déduire le théoreme d’existence suivant.

Théoréeme A.3. ([12], [130], [235]) - Pour toute donnée initiale f;, telle que (A.42) il existe
une solution a l’équation de Boltzmann homogeéne (A.10) associée a fin, vérifiant (A.43) et pour
toutt >0

/f(t,v)|v|2dv§/ fin(v) [v]? do, H(f(t,-)H/ D(f(s,.)) ds < H(fin).
R3 R3 0

D’un point de vue de l'existence a proprement parler, ce résultat est tout a fait satisfaisant
(les conditions initiales considérées sont dans I’espace naturel et les sections efficaces traitées sont
assez générales). Par contre, le Théoreme ne dit pas si les solutions ainsi construites satisfont les
propriétés (A.40) et (A.41). La perte de I'information (A.40) et (A.41) est inhérente & la méthode
utilisée qui est basée sur les bornes (A.43) et sur des résultats de compacité faible. De plus, le
théoreme ne dit rien en ce qui concerne 'unicité.

On se restreint désormais dans ce paragraphe au cas ou la section efficace B est donnée par
(A.44) B(z,w) =b(0)|z]", be L', ~€(0,1],

et nous abordons les questions de comment obtenir la conservation de ’énergie (A.40) et I'unicité de
la solution. Ce cadre correspond donc aux sections efficaces provenant d’un potentiel Maxwellien
ou dur avec cut-off angulaire et a celui des spheres dures. Pour ces deux questions une étape
essentielle est de controler les moments en vitesse de f. Elle permet d’établir

(a) la conservation de 1’énergie;

(b) la convergence en t — oo vers la Maxwellienne;

(¢) l'unicité.

A noter également que X. Lu [174] a démontré récemment, sous cette hypothese (A.44), que
Pégalité d’entropie (A.41) est effectivement satisfaite.

Pour ¥ donnée on définit le moment
V() = [ £ty W) do
R?)
1

)



On a alors p
Yo = [ QupyuuPydo= [ [ 1 po=v.p Kydudv.

avec 1
Ky (v,0.) = 3 / b(0) (U + U, + U + V) dw.
S2

L’inégalité de Povzner stipule que pour ¥ convexe le terme ”dominant” dans Ky est négatif, il est
positif lorsque W est concave. La version la plus précise a ce jour de I'inégalité est présentée dans
[263]. La conséquence que nous utilisons ici est: pour ¥ convexe

[ QU WPy o < a1 — v Yo Yo,

avec W' (r) = rtN/2 5 U(r) = r¥/2, s > 2 et W (r) > r'+7/2 lorsque ¥(r)/r — +o0.

On en déduit le controle des moments d’une solution de ’équation de Boltzmann homogene.
Théoréme A.4. Toute solution f € C([0,00); L) telle que Yy(t) = Yy(0), Ya(t) < Yo(0) VE >0
satisfait

(i) Y5(0) < 00, s > 2 implique Yy € L°(Ry) et Yy, € LY(0,T) VT > 0;

() Y12(0) < 00 impligue Y., 2 L(Ry);

(i”) fin |v]* In(1+ |v]?) € LY(R?) si, et seulement si, Yoi, € L1 (0,T) VT > 0;

(i) Vs > 2 on a Ys(t) < C, (t Vv 1)2=9)/7;

(iii) 3V tel que W(r)/r — oo lorsque r — oo et Yy € L (Ry);

(iv) f € C([0,00); LY) et Yo(t) = Y2(0) Vt > 0.

Sous forme de bornes a priori ce résultat a été progressivement obtenu par Povzner [208],
Arkeryd [12], Elmorth [112] (i), Desvillettes [92] (i), Wennberg [247], [249], [250] (ii), Bobylev [37]
(i), Lu [174] (i”). Nous démontrons dans [263] cette version a posteriori et établissons (iii) et (iv).
La conservation de I’énergie a aussi été démontrée indépendamment par Lu [174]. Une premiere
fagon pour obtenir la conservation de ’énergie (A.40) est d’utiliser (ii) ou (iii) comme borne a

priori supplémentaire dans le Théoreme de stabilité A.3. Une autre fagcon est d’utiliser a posteriori
une inégalité de Povzner inverse (pour W concave), voir [174] et [263]

Le probleme de 'unicité a également été abondamment étudié et les résultats d’unicité ont
été améliorés progressivment: Carleman prouve l'unicité lorsque la donnée initiale possede un
moment d’ordre 6 borné [59], Arkeryd n’en a plus besoin que 4 [12], Sznitmann plus que 3 [223],
Gustafsson plus que 2 + v [136] et Wennberg plus que 2 + ¢ [247]. Nous démontrons dans [263]
qu’un moment d’ordre 2 suffit et que cela est optimale. En effet, Wennberg construit dans [251] des
contre-exemples a 'unicité lorsqu’on autorise I’énergie a ne pas étre bornée par sa valeur initiale.

Théoreme A.5 ([263]). Il existe une unique solution f telle que

(4.45) FeO(0.50) L) Yo (t) <

En particulier, il existe une unique solution qui conserve la masse et d’énergie bornée par l’énergie
initiale (d’aprés le Théoréme A.4).

Nous présentons maintenant une démonstration du Théoreme A.5. Soient f et g deux solutions
de I’équation de Boltzmann satisfaisant (A.45), et notons

h=f+g, Xi=|f—gln, i=02

16



Par un calcul élémentaire on établit que

%!f — gl = (QUf, f) — Q(g,9))sign(f — g) < Q(f —gl, f+9)+ (f +9) L(f — g]),

ou 'on a définit Q I'opérateur de collision symétrisé par

~

1
QAo =3 [ [ BI vt oltf — ot — g vl dui..

En remarquant que pour tout ¢, on a encore

[ ate (1) = (3):

on en déduit 'inégalité différentielle suivante

d
(A.46) 2 s 1hllzy, X,
ou on a normalisé ||b||: = 1, établie par Gustafsson [136], voir également [95]. En particulier, si
|’hHL;+ € LY(0,T) VT alors, par le lemme de Gronwall; X5 = 0 et le résultat est démontré. Mais
vy
d’aprés (i”) cette condition n’est pas réalisée pour une donnée initiale f;, € L3 générale. 1l est
possible d’établir une version légerement plus précise de (A.46), a savoir

d
7%0 < [[Allzy Xo +[|hllzr X2
(4.47)

d
2%, < g Xo+ Ihllzy Xa.

On montre alors par récurrence, a partir du systeme (A.47) et grace a (A.45), que
Vm, 3C, t.q. Xo(t),X2(t) <C,t™ Vtelo,1].

On écrit alors,

dat\tm ) " A gmr P

et on en déduit, a laide de (A.45) et (A.46), que

d <X2> 1 dX2 m

d X2 X2
T (tﬁ> < (Cz+w*m)tmﬁ <0

en choisissant m > Ca,. Cela prouve bien que Xy = 0 sur [0, 1] et I'unicité est démontrée puisque

f(1,.) € L pour tout s > 2, de sorte que HhHL;+ € LY(1,T)VT > 1, et on peut utiliser 'argument
Y

donné au début de la preuve.

A.4 Analyse Numérique de I’équation de Boltzmann.

L’objectif qu’on se fixe ici est: pour tout A > 0, calculer explicitement une solution approchée
fa de I’équation de Boltzmann, i.e. une fonction qui vérifie:

(a) le cout numérique du calcul de fa doit étre le plus bas possible,
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(b) fa — f lorsque A — 0 (en un sens a préciser), avec f solution de (A.4),
(c) éventuellement, conserver au niveau discret les propriétés physiques des solutions de
I’équation de Boltzmann: positivité, conservation (A.8), Théoreme-H (A.9), ...

Aujourd’hui, ce programme n’est pas entiérement réalisé, i.e. on ne sait pas construire de
discrétisation complete de (A.4) qui satisfasse (a), (b), (c).

Remarquons que si l'on sait établir la convergence (b) ci-desssus, on a évidemment démontré
I'existence d’une solution a I’équation de Boltzmann. Les résultats de convergence de schéma
numérique sont donc intimement liés aux résultats d’existence. Les travaux présentés ci-dessous
portent sur la preuve de la convergence de schémas déterministes (le point (b)) pour plusieurs
semi-discrétisations (en temps, en vitesse, en espace) de ’équation de Boltzmann. Les difficultés
rencontrées sont essentiellement diies aux cadres tres faibles dans lesquels I'existence de solutions
peut étre établie. Le choix du modele (équation de Boltzmann, équation de Boltzmann homogene)
et du cadre (solutions dispersives, solutions renormalisées) est déterminant. En effet, plus la théorie
d’existence est ”forte”, plus facilement on sera capable de démontrer un théoreme de convergence.
Dans tous les résultats sur I’équation de Boltzmann complete une difficulté constante est d’établir
un résultat de compacité forte des moyennes en vitesses de (fa), fausse au niveau discret mais
vraie dans 'assymptotique A — 0.

Discrétisation en vitesses [261]. Une difficulté spécifique de I’équation de Boltzmann est bien
str la discrétisation du terme de collisions. Les premieres discrétisations ont été développées selon
une approche stochastique introduite par Bird [36] et Nanbu [187] autour des années 1980. Ces
algorithmes ont ensuite été étudiés entre autres par Babovsky, Illner, Neunzert, Wagner, Pulvirenti
[20], [141], [21], [242], [209]. Le cout numérique de ces schémas est faible mais 'objectif (c) n’est
jamais atteint, de plus, les convergences obtenues sont assez faibles.

Avec les progres de l'informatique, des méthodes déterministes peuvent étre envisagées. La
discrétisation en vitesse consiste alors a remplacer ’équation de Boltzmann par un systéme d’équa-
tions de Boltzmann a répartition discrete de vitesses. On suppose que les particules ne prennent
que les vitesses C1,...,Cr € R3, et que la densité de particules ayant la vitesse C; est u;(t,z) > 0.
Le gaz est décrit par la famille U = (u;(t,x))1<i<1, et celle-ci est solution du systeme d’équations

8U7;
(A.48) 1<i<I 5 T i Vaui = Qi U) (0, 400) x R3,
u; (0, ) = uo,i () R3,

ou le terme de collisions Q;(U,U) s’écrit

(A.49) QiU Uy = T (upue —uiuy).
1<,k 0<1

Dans (A.49) les coefficients I‘ff > 0 correspondent a la proportion de paires de particules de vitesses
(Ck,Cp) qui apres collision prennent les vitesses (C;,Cj), ils jouent donc le role d'une section
efficace discrete, i.e. celui de B dans le cas continu. Différentes discrétisations sont proposées par
Goldstein, Sturtevant et Broadwell [125], puis par Martin, Rogier et Schneider [181], [210] et enfin
par Panferov et Heinst [192]. Nous renvoyons également a [85] et [49]. Leur cout est supérieur
au colt des méthodes probabilistes, mais les modeles discrets (1.15)-(1.16) ont une structure tres
semblable & celle du modele continu, de sorte que l'objectif (c) peut étre atteint, au moins a ce
niveau semi-discret en vitesse. Nous n’allons pas entrer dans les détails des discrétisations possibles
Q;(f) de Q(f), nous renvoyons par exemple a I’article récent [192] ou un récapitulatif des différentes
discrétisations est présenté.
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En introduisant les quantités ” continues”

1
w(t,z,v) Zu,tx )14, (v), Cn(v):ZC’ilAi(v),
i=1

ol les A; sont des "cellules” de R? contenant C; et de taille A,, on peut réécrire le systeme
(A.14)-(A.15) sous la forme

85);” Vafn = /// I frw = [ frx) dvodv’dv,

la section efficace B,, étant définie par

k¢
Bn(’l),?)*,’l)l,’l)i) = Z A—g 1v€Ai 1v*€Aj 1v’€Ak ]—v’*EAg-
i,k ™
Théoréeme A.6. ([261]). Lorsque
(A.50) Cp(v) — v, B, — B¢

n—o0o

(en un sens faible a préciser) la suite (f,) tend (a extraction d’une sous-suite) vers une solution
f de Uéquation de Boltzmann.

Récemment, Palcewski et Schneider [191] ont montré, en utilisant des résultats tres pointus de
théorie des nombres, que la discrétisation proposée par Goldstein, Sturtevant et Broadwell vérifiait
le critere de convergence (A.50). Ces résultats prouvent donc la convergence d’un schéma semi-
discret en vitesse, et valide en méme temps les modeles discrets de I’équation de Boltzmann qui
ont été étudiés par Broadwell, Cabannes, Gatignol, Tartar, Hamdache, Bony. Nous renvoyons a
[121], [54] pour une présentations des différents modeles discrets.

Un mot sur la preuve de ce résultat qui repose sur deux idées fondamentales. D’une part il
est nécessaire d’obtenir un lemme de compacité des moyennes en vitesses de (f,) dans la limite
A, — 0. A noter qu’il est clair qu'un tel résultat est faux au niveau de I’équation discrete (A.48).
Pour cela, il suffit d’écrire

(4.51) %ﬁ(fn) +v-Vaf(fn) = B'(fn) @n(fr: fn) + dive Ry

avec

Rn = (U - Cn(v))ﬁ(fn) — 0 L2 fOI‘t,

(grace a (A.50)) et d’appliquer le résultat (A.18)-(A.19) pour conclure. D’autre part, il faut
pouvoir passer a la limite dans ’équation (A.51). Cela est possible sous la condition (A.50), et
plus exactement sous la condition

/ B, o) dv'dv, — B(v —v,,w) p(v)dw pour p.t. v,v, € R® x R?,
Rr3J/R3 52

qui peut étre vue comme un résultat de consistance (assez fort). Ce résultat est démontré dans
[38], [191], [185], [192].
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Soulignons qu’une théorie spectrale a été développée par Pareschi et ses co-auteurs [193], [194],
[195] pour différents modeles.

L’algorithme du splitting [260]. Une méthode systématiquement utilisée dans les codes numéri-
ques est de résoudre séparément et successivement, sur des pas de temps de plus en plus petits, la
phase de transport et la phase de collisions:

) 0

Valider cette méthode (sans aller plus avant dans les discrétisations de 1’équation de transport et
de I’équation de Boltzmann homogene) c’est démontrer la formule de Trotter

n
(4.52) F(t) =B g = i (i 4B g,
n—-+o0o

pour une solution f de I’équation de Boltzmann. Une preuve de (A.52) dans le cadre des solutions
renormalisées a été obtenue dans [260]. Nous renvoyons aussi a [169] pour une présentation générale
de la méthode de splitting, ainsi qu’a [93].

Ici encore, une des principales difficultés est de prouver un résultat de compacité des moyennes
en vitesses adapté a la situation. Disons simplement que le théoréme que nous utilisons (et prou-
vons) dans [260] est le suivant, voir aussi [45].

Théoréme A.7 [260]. Considérons (f,) une suite de L>(0,T; L*(R®)) qui satisfait

a (k+1) At,n
(A.53) afn +v-Vofn = ZékAt,n /kA H, dr
k t,n

avec

- fn — f dans L?>((0,T) x RY) faible,

- (Hy) est bornée dans L2, ([0, T] x R®),

- At,’n« - O
Alors la suite la suite (gy,) définie par
(A.54) gn(t,x,v) == fu(ta, .., z,v), ta,, = E(t/Aun) Ay
satisfait pour tout ¢ € D(R3):
(A.55) / gn @ dv — / fedv L, fort.

R3 R3

Convergence du schéma d’Euler [263]. En collaboration avec B. Wennberg, nous étudions
dans [263] des semi-discrétisations en temps (schémas d’Euler implicite et explicite) de I’équation
de Boltzmann homogene. Nous démontrons la convergence pour ces schémas (et nous obtenons, en
fait, un taux de convergence). Nous nous restreignons dans cette présentation au schéma d’Euler
explicite.

On introduit, pour tout n € N, un réel A,, > 0 et Q,, Vopérateur de Boltzmann associé a la
section efficace B, (z,w) := B(z,w)1|;|<,. Soit alors (f,) la solution du schéma d’Euler

fot,v) = fF)  sitekA,, (k+1)A,
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avec (f*) définie par récurrence par

fk+1 o fk

_ k rk
K =t ),

fO = fi'rw
La version tronquée @Q,, de @) est faite pour assurer la positivité de f, lorsqu’on impose

On vérifie sans difficulté que f,, conserve la masse, 'impulsion et 1'énergie (A.39), (A.40). En
revanche, pour un tel schéma explicite on perd le controle de 'entropie de f,. A noter néanmoins
que dans le cas d’une section efficace B de type molécules Mazwelliennes (v = 0) Villani montre
dans [236] que

(A.57) HQ (/) <H() V]

ce qui suffit pour démontrer la décroissance de I'entropie. Voir aussi [177] et [226], [60]pour des
preuves de (A.57) dans des cas particuliers.

Théoréme A.8 [263]. Si f;, € L et la condition (A.56) a lieu pour tout n > 0 alors
fn — f L% (L%)7

ou f est solution de I’équation de Boltzmann.

En particulier, le Théoréme donne un résultat d’existence sous la seule hypothese f;, € L3.
Comme par construction cette solution satisfait Y5(f(¢,.)) < Ya(fin), on sait, d’apres le Théoreme
A.5, que c’est 'unique solution de I’équation de Boltzmann.

La difficulté majeure dans la preuve du Théoreme A.8 est de montrer que (f,) est faible-
ment compacte dans L%)U puisqu’on n’a pas de controle sur ’entropie de f,, qui est I'information
habituellement utilisée garantissant la compacité faible. La preuve repose sur une propriété de
régularité du terme de gain itéré, un peu dans I'esprit du Théoreme de régularité du terme de gain
[164], [246], [44], [172], mais dont la preuve est beaucoup plus élémentaire. On démontre en effet
que pour tout f, g, h € L on a

(A.58) /AQWf, Q" (g,h)) dv < w(A) [ fllzy llgllzy 1Ly,

avec w(A) — 0 lorsque |A| — 0. Alors en écrivant

Falt,0) < finlv /Q*h%ﬂ
puis en itérant cette inégalité, il vient
Falt:0) < Fin(0) + £ Q* (fins fin)
-/ / (QF (Fins @ (fs Fa)(0)) + Q(QF (fus £u)(0), ful7))] dordr.

On en déduit grace a (A.58) et au Lemme de Dunford-Pettis que (f,,) appartient & un compact
faible. 1l suffit alors de recopier la preuve du résultat de stabilité faible (Théoreme A.3) pour
conclure. Nous renvoyons & [117] pour une autre approche de la discrétisation en temps.
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Discrétisation en temps et espace [276]. En collaboration avec T. Horsin et A. Vasseur, nous
proposons dans [276] une discrétisation explicite en temps et espace de I’équation de Boltzmann et
nous en démontrons la convergence dans le cadre des solutions dispersives. Il s’agit donc d’un pas
de plus dans la direction d’une discrétisation totale de I’équation de Boltzmann. Nous choisissons
le cadre (plus restrictif) des solutions dispersives plutot que celui des solutions renormaliséees
(qui avait été considéré dans les preuves de la convergence de l'algorithme du splitting et de la
convergence de la semi-discrétisation en vitesse) car ce dernier semble mal adapté au probleme et
ceci pour au moins deux raisons. D’une part, pour un schéma explicite nous perdons la borne sur
I’entropie et la dissipation d’entropie, qui est une des informations fondamentales utilisées dans le
résultat de stabilité faible des solutions renormalisées. D’autre part, méme pour un schéma modifié
qui serait implicite (et pour lequel une borne sur 'entropie et la dissipation d’entropie peut étre
obtenue) la discrétisation en temps et espace (sous forme de différences finies) semble inadaptée a
la technique de renormalisation.

Le schéma que nous proposons est défini a partir de I'algorithme de splitting de la maniere
suivante, nous résolvons successivement et nous itérons:

1. une solution explicite de I’équation de transport (1.3),

2. une discrétisation d’Euler explicite de la phase de collision,

3. une projection sur des mailles en espace.

Afin d’étre plus précis, introduisons une partition de R? en cellules:

3
= | Aa Ao = [l Aun, (05 +1) Ag s
=1

a€Z3

et définissons l'opérateur de projection sur les cellules (A,

P.o=SP"6,  (P"¢)a /¢ ) dy 14, ()

rn

Partant de la condition initiale

froz = (Pnfm) 1BRv,n (1)) ]-BRQML/4 (x)

on définit alors par récurrence

(fEH3)8 (2, 0) i= fEHY3 (0 4+ Ay 0,0) = fR(a,0),
Fh23 _ p pkt1/s

fk:-H _ fk:+2/3
T A,

)

_ QR (fk:+2/37fk:+2/3)7

ou, en d’autres termes,

(A.59) Fatt = Pu(fr ) 4 At Qo (Pal 579, PalfE7).

, @R, désigne 'opérateur de Boltzmann associé a la section-efficace tronquée (n A B(z,w))
12/<g,,, qui permet de garantir la positivité de la suite ( fF). On définit ainsi pour un choix donné
de Aty Az oy Ryw, Ry z, T, une solution approchée

(AGO) f t x, ’U Z fk .’II — ’U t — ]{JAt n) ) 1t€[kAt,n7(k+1)At,n[ 1t€[0,Tn]-
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Théoreme A.9 [276]. Soit une donnée initiale 0 < fi,, < M;, ou M;, est défini par (A.27) ou
(A.29) et notons M la Mazwellienne associée définie sur [0,Ty), T € (0,+00]. Il existe des suites
(Atn), (Azn), (Ren), (Ryn), (Th,) satisfaisant

At,rm Am,n — 0, Rm,na Rv,n — +oo, T, / T*7
telles que la suite (f,) définie par (A.59)-(A.60) vérifie
(A.61) 0 < fult,z,v) < M(t,z,v) [0,T,) x R? x R3,

et il existe une sous-suite (f/) et une solution dispervive f de ’équation de Boltzmann telles que

fn—f faiblement dans (L' N L>)((0,T.) x R* x R?).

Faisons quelques remarques sur la méthode de preuve dans le cas v € (—2,0]. La premiere
étape consiste a construire une suite de Maxwelliennes en posant
KA (Ck')Q
(1 + k At7n)3—fy

v
MFi=CRgh, OF = (1 T Ti;g) CF + A,

et de vérifier que 1'on construit ainsi une sur-solution au schéma (A.59), i.e. que MF* satisfait
Myttt > Py MY+ Ay QF (P MYTE Py METH).

On en déduit que 0 < f¥ < MF pour tout k, et la borne (A.61) en découle.

Une seconde étape consiste a écrire ’équation satisfaite par f,, a savoir

(k+1) At,n
Afn

Pn n - Yn
EﬁLU-szn:ZékAt,n(t)/ <M+QRH,U(PHQTHP”9”)) dr
k kAt,n

At,n

ol g, est définie par (A.54), et d’établir la compacité forte des moyennes en vitesses de (g, ) pour

ensuite adapter le résultat de stabilité présenté dans la section 2. Cela est rendu possible grace a

la généralisation suivante du Lemme de moyenne qui repose a la fois sur le Lemme de moyenne

continu (A.18)-(A.19), sur la premiere version du Lemme de moyenne a temps discret (Lemme

A.7) et sur des techniques d’éclatement développées dans [232], [233].

Théoréme A.10 [276]. Considérons une (f,) suite de L>=((0,T) x R®) qui satisfait (A.53) avec
- fn — f faiblement dans L>((0,T) x R3 x R3),

-H, =ho+ 23:1 Ou; I, avec {h}} relativement compact dans L et (hy) bornée dans L?,

- Ay, — 0 et il existe une suite e, — 0 telle que €, /A, — +00 et ||5$l H,| 12 n:;OO.

Alors, pour tout p € D(R?), la convergence forte (A.55) a lieu.

Une extension naturelle du Théoreme A.9 serait de démontrer la convergence d’un schéma
completement discret (en variables de temps, espace et vitesse) de I’équation de Boltzmann.
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- Chapitre B -

Equations cinétiques posées dans un domaine

B.1. Conditions de réflexions sur la paroi du domaine

Dans cette partie on s’intéresse & un gaz confiné dans un domaine 0 C R? que nous supposerons
toujours borné (pour simplifier la présentation) et encore représenté par sa densité f(t,z,v), t > 0,
x € Q, v e R3 Afin de décrire I’évolution du gaz il est nécessaire de dire ce qui se passe sur le
bord du domaine, c’est-a-dire, d’ajouter a une équation cinétique décrivant ’évolution du gaz a
I'intérieur du domaine (par exemple I’équation de Boltzmann (A.4)) des conditions aux limites.
Ces conditions aux limites sont du type "réflexion”, elles prennent la forme d’une relation liant les
traces de I'inconnue f sur les ensembles

Yo ={(z,v) € ;+n(x) v >0} avec X =00 xR3,

ou n(x) désigne la normale extérieure au domaine €2 au point z de la paroi 9. La trace ”"sortante”
Y+f = 7f1ls, = fjz, correspond a la densité de particules qui viennent heurter la paroi et la
trace entrante v_ f := 7f1s_ = fjx_ correspond a la densité de particules qui quittent la paroi.
D’une maniere générale, on impose que les traces sortantes et rentrantes soient liées par la relation

(B.1) Yo f =AK(yef) +é-  sur (0,00) x T,

ol ¢_ est une fonction donnée (qui correspond a une injection de particules dans le domaine), K
est un opérateur de réflexion de la forme

Ko (t,z,v) = / k(t,z,v,0") ¢(t,x,0") 0" - n(x)d,
v’ -n(x)>0

(qui décrit comment les particules qui touchent la paroi sont réémises (instantanément) vers
l'intérieur du domaine) et A € [0,1] (qui correspond & la proportion de particules touchant la
paroi qui sont réémises). De plus, on suppose que K vérifie les propriétés (physiques) suivantes:
(HO) positivité: k> 0 p.p.;

(H1) normalisation: / k(t,z,v,0") |v-n(z)|dv =1 p.p;
v-n(x)<0
(H2) principe de réciprocité: il existe (au moins) une fonction M = M (¢, x,v) définie sur
(0,+00) x X telle que K M = M sur (0,400) X X_.
Afin de simplifier la présentation nous supposerons dans tout ce qui suit que ¢_ =0, A =1

et que (H2) est (au moins) satisfait par une fonction Maxwellienne

(B.2) M(v) = cx,0 exp <—%> 7

avec © > 0 constante et ¢y g choisie telle que (H1) ait lieu.

Remarquons que les hypotheses (HO) et (H1) correspondent au fait que toutes les particules
atteignant la paroi sont réémises dans le domaine (car A = 1) et pas davantage (car ¢_ = 0).
L’hypothese (H2) est quant a elle plus restrictive et revient a supposer que M,, est un équilibre
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”thermodynamique” pour 'opérateur de réflexion: ce qui signifie que si on envoie sur la paroi un
”faisceaux” de particules avec une distribution en vitesse M (v) alors apres avoir heurter la paroi
la distribution en vitesse des particules reste M (v).

Donnons trois exemples d’opérateurs de réflexions couramment rencontrés.

- Réflexion locale; I'opérateur K est, par exemple, 'opérateur de réflexion spéculaire
(L ¢) (t,.’E,U) = ¢(t7$a R, U)’ Ryv=v-2 (U ’ n(I)) n(l‘),

qui modélise le fait qu'une particule atteignant la paroi en z € 02 avec la vitesse v € R? est réémise
avec la vitesse R, v € R3.

- Réflexion diffuse ou de Maxwell; opérateur K s’écrit K = D,

(B3)  (Dé)(tav) = Mu(v) (L), dtm%:/i(»m¢@xﬂﬁv4ﬂ@d%

avec M,, la Mawxellienne (B.2) normalisée (cx o = (27 ©02)71) associée a la température de la
paroi ©,, > 0 de sorte que

dp,(v) = My (v)n(z) - v dv est une mesure de probabilité:

B.4
(B4) / dup(v) =1 Va € 00.
v-n(z)>0

Cet opérateur modélise le processus de réflexion suivant: l’ensemble des particules qui heurtent
la paroi au point x € 9 sont réémises dans la domaine selon le profil M,,(v) ou, en termes
probabilistes, une particule de vitesse v est réémise avec la vitesse v’ qui est choisie aléatoirement
suivant la loi de distribution M,,. La constante ©,, correspond alors & la température (supposée
fixée) de la paroi.

- Réflexion diffuse-élastique ou diffuse par niveau d’énergie; 'opérateur K est donné par K = R,

R(6)(t, 2, v) = / kol Jol, o' w) Bl , [olw ) n(x) - o doo’,

n(z)-w' >0

avec ko > 0 et k définie par k(z,v,v") = |v|73 ko(z, [v],v/[v], v /|V']) 6}1/|=|u| satisfait (H1). Par ex-
emple pour ko(z, |v|,w’,w) = ko (constante) cet opérateur modélise la réflexion suivante: ’ensemble
des particules atteignant € 9Q avec une énergie |v|? sont réémises uniformément sur toutes les
vitesses v’ de méme énergie. Cette réflexion est donc, d’'une certaine maniere, intermédiaire entre
les deux précédentes.

La question de savoir quel opérateur de réflexion K doit-on prendre pour décrire de maniere
convenable la réflexion du gaz sur la paroi est un sujet difficile, parce que 'intéraction entre le gaz
et la paroi met en jeu des processus physiques variés et complexes. Disons simplement que des 1879
Maxwell [183] met en évidence que la seule réflexion locale n’est pas en accord avec I’experience
et il propose la loi de réflexion suivante (basée sur des considérations phénoménologiques) qui se
décompose en une partie de réflexion locale et une partie de réflexion diffuse

Ké¢=(01-a)Lo+aDo.

Le réel o € [0,1], appellé coefficient d’accommodation, est fixé de maniere assez arbitraire (on
prendra, par exemple, & = 1/2). Pour ces questions de modélisation nous renvoyons a [65], [66],
[149] ainsi que [70], [71], [40] ol sont aussi proposés d’autres exemples d’opérateurs de réflexion.
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Comme nous ’avons déja annoncé, a 'intérieur du domaine, la densité f satisfait une équation
cinétique. Dans ce qui suit, nous supposons que cette équation est soit ’équation de Boltzmann,
soit I’équation de Vlasov-Poisson, soit I’équation de Fokker-Planck, soit enfin une combinaison
convexe de ces trois modeles. Plus précisément et pour fixer les idées nous supposerons que f
satisfait I’équation

of
Apf = E+v-fo+E-vaquvf:Q(f,f) dans (0,00) x O
E=-V,Vy, —AVy=p dans (0,00)x

(B.5)

avec v > 0, p(t,x) = / flt,x,v)dv et Q(f, f) est 'opérateur de Boltzmann (A.5). On ajoute la
R3

condition de réflexion totale

(B.6) v f=K(yef)  sur (0,00) x 5,
et la condition de Dirichlet ou Neumann sur le potentiel
aV,
(B.7) V;i=0 ou a—rf =0 sur (0,00) x 09

On prescrit enfin une condition initiale
(B.8) f(0,2,0) = fin(z,v) dans QxR?
et on s’intéresse au probleme de Cauchy (B.5)—(B.8).

Plusieurs remarques s’imposent. Les résultats que nous présentons dans les sections qui suiv-
ent sont encore valables, par exemple, pour ’équation BGK, pour I’équation de la neutronique et
pour I'équation de Boltzmann-Dirac (ou dans ce dernier cas il convient de remplacer la Maxwelli-
enne M, (v) dans (B.2) par une distribution de Fermi-Dirac, voir la partie C). Dans le cas d’une
réflexion spéculaire, ou plus généralement une réflexion locale, les résultats d’existence s’étendent a
I’équation de Vlasov-Maxwell et probablement a I’équation de Landau. En effet, pour une réflexion
locale, la preuve de l'existence de solutions découle pratiquement de la preuve de l'existence de
solutions pour I’équation posée dans 'espace tout entier 2 = R?; une maniere générale pour
traiter ce probléeme est d’introduire une méthode de pénalisation, voir [265]. En revanche, pour
un opérateur de réflexion non local les arguments que nous présentons ici ne suffisent pas pour
démontrer 'existence de solutions pour ’équation de Vlasov-Maxwell et pour ’équation de Lan-
dau.

Il existe de nombreux travaux sur ’existence de solutions pour les équations de Boltzmann,
Vlasov-Poisson et Fokker-Planck dans un domaine avec conditions de réflexion sur le bord. Nous
renvoyons a [17], [18], [19], [68], [69], [128], [138] pour ’équation de Boltzman, a [7], [32], [206],
[243] pour équation de Vlasov-Poisson et a [57] pour I'équation de Vlasov-Fokker-Planck. Nous
renvoyons également a [207] et [135] pour I’étude de I’équation de Vlasov-Maxwell dans un domaine
et a [129] et les réferences citées dans [268] pour 'existence de solutions pour des conditions de
réflexions non linéaires.

Nous suivons la démarche présentée dans le chapitre précédent et nous commencons donc par
chercher les bornes a priori que nous pouvons collecter sur une solution f de (B.5)—(B.8) et sur sa
trace vf. Pour simplifier, nous présentons cela dans le cas de I’équation transport libre:

_9f _
Af =2 +0-Vaf =0
Y-f =K+ f.
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- Soit j : Ry — R4 une fonction convexe. Intégrons par rapport a toutes les variables ’équation
satisfaite par j(f/M) M, il vient

// ,)/M) Mdvdx+/ | £ f) dot = / J(fon/M) M dvdz,

avec £ = &; i, pr définie par

(B9 o= [ ( My‘(%

Or par l'inégalité de Jensen et (H2) on a

)Mv-n(x)dv—/ j(%

v-n(x)<0

) M |v-n(z)|dv.

K¢ Lo M /
—)S/ J(=—=) — kv -n(z)dv'.
M v’-n(x)>0 M M

De (H1) et du théoreme de Fubini on en déduit

J(

/vn(x)<0j(%)M |v-n(z)|dv < / ](M)M/ o - n(z) dv',

v’-n(x)>0

de sorte que &; (/M) > 0. Ceci constitue la célebre inégalité de Darrozes-Guiraud [84]. Les seuls
choix possibles pour j compatibles avec la structure de I’équation de Boltzmann ou avec celle de
I’équation de Vlasov-Poisson sont j(s) = s et j(s) = slns — s+ 1. En prennant j(s) = s (et alors
E;rx = 0) on obtient la conservation de la masse totale

//O f(t, .)dvda::/ Ofmdvdx,

mais aucune information sur la trace. En choisissant j(s) = sln s — s+ 1 on obtient la décroissance
de 'entropie relative a la Maxwelienne M. En termes de bornes a priori cela se traduit par: pour
une donnée initiale f;, de masse, énergie et entropie finies on a, pour la solution a l'intérieur du
domaine,

2
(B.10) sup / / F(t,) (L4 of? + [1og f(t,.)]) dvdz < C,,

et pour la trace de la solution sur le bord du domaine

(B.11) //5(H)daxdt§0ﬁn
o Jao M

ou & est définie a l'aide de (B.9) avec j(s) = slns — s+ 1.

Bien stir, pour I’équation de Boltzmann, I’équation de Vlasov-Poisson et I’équation de Fokker-
Planck on obtient davantage d’information provenant des termes additionnels dans ces équations,
et précisément on a

E ¢ L0, T; WHH(Q)) N L*((0,T) x Q)
et D(f) € LY((0,T) x Q) qui, avec (B.10), impliquent (voir (A.36))

EVT, %ELI((O,T)XQXBR) VR > 0.
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Pour I'équation de transport libre (ainsi que pour 'équation de Boltzmann, mais pas pour
I’équation de Vlasov-Poisson) on peut aussi multiplier I'équation par n(zx) - v ¢(v), avec 0 < ¢ €
CY(R?) donnée, et en intégrant par rapport a toutes les variables, on obtient la borne a priori
supplémentaire sur la trace

/OT//E v f 6 (n(@) - )2 6(v) dvosdt = U/O f(t, .)dmdv}:
(B.12) —l—/OT/ ; f o' Ven(z)vdedv < C(T, fin).

Soulignons que ces bornes sont les seules bornes a priori que 1'on sache obtenir sur f (et sur
sa trace) lorsque 1’équation satisfaite par f est I’équation de Boltzmann ou lorsque l'opérateur de
réflexion ne satisfait que (HO), (H1) et (H2) pour la Maxwellienne (B.2). Davantage de bornes a
priori sont accessibles lorsqu’on considere ’équation de Vlasov-Poisson munie d’une condition de
réflexion diffuse-élastique, voir [33], ou lorsque la réflexion est locale.

Il convient maintenant de donner un sens a I’équation (B.5)—(B.8) sous les seules bornes a priori
(B.10), (B.11) et éventuellement (B.12). En ce qui concerne I’équation satisfaite par f a 'intérieur
du domaine, le sens est celui des solutions renormalisées de DiPerna-Lions, nous renvoyons a la
section A2 pour I’équation de Boltzmann, & [97] pour 1’équation de Vlasov-Poisson, a [96] pour
I’équation de Boltzmann-Fokker-Planck et d’une maniére générale a [100]. La question suivante est
de comprendre quel sens faut-il donner & la condition de réflexion (B.1). A cette derniére question,
il y a essentiellement deux types de réponses.

- Une premiere possibilité est de définir vf (dans un espace de fonctions mesurables) comme
étant la "trace” sur bord de la solution f de (B.5) (et il convient de préciser ce qu’on entend par 1a)
et on interpreéte (B.1) comme une égalité p.p. sur (0,00) x ¥ _. La prochaine section est consacrée
a ce probleme.

- Une seconde possibilité est de comprendre dans le méme temps (B.5) et (B.6) en un sens
faible, c’est-a-dire grace a une formule de ”dualité” contre une famille de fonctions tests conven-
ablement choisies. Plus précisément, considérons une solution réguliere de (B.5), multiplions cette
équation par ¢ € D((0,T) x O) et intégrons en toutes les variables. En utilisant la formule de
Stokes, on trouve

// (fARP+Q(f, f) ¢) dvdxdt = ///'yfqﬁn v dvoydt,

ou l'opérateur adjoint A}, est défini par

f o= %(ﬁ—i—v Vod+ E-Vod+ vA,¢ + (divy E) ¢.

Or, par Fubini, on a
[ ason@) vav= [ qifon@) vdo- [ KGfoln() -olde
R3 n(x)-v>0 n(x)-v<0

— [ 6K () oo
n(x)-v>0

avec

(K" 9)(t,2,0') := / K 92,0 @) vl
n(x) v
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En définissant donc
Dk :={¢p € W>>((0,T) x O),K* ¢ = ¢}

on dira que f est solution de (B.5)-(B.8) au sens faible si

T
(B.13) voedx [ [ (rapo+ QU o) dudadt =0,

Il faut bien str que Dy soit assez riche pour que 'on retrouve la condition de réflexion (B.7)
lorsqu’on suppose que f est réguliere. Bien que cette formulation ait le mérite de ne pas poser le
probleme de définition de la trace sur le bord du domaine d’une solution de (B.5), elle est d’une
utilité limitée, d’une part parce que le probleme de description de D (pour s’assurer qu’il est
assez riche) n’est pas forcément simple, et d’autre part parce que dans de nombreuses applications
I’équation (B.5) n’a de sens qu’une fois renormalisée de sorte que ’équation (B.13) devient caduque
(sauf si la réflexion est locale!). On trouvera un exemple d’application de cette approche dans [265]
dans le cas de la réflexion spéculaire.

B.2. Théorémes de trace

Dans cette section nous nous intéressons a la question suivante qui a été abordée dans la série
de travaux [265], [266], [268]. Etant donnés un champ de vecteur £ = E(t,z,v), un terme source
G = G(t,x,v), une constante v € R et une solution g = g(¢,x,v) de '’équation de Vlasov-Fokker-
Planck

(B.14) AEg:%+v-Vrg+E-vayAvg:G dans (0,7) x O,
au sens des distributions ou au sens renormalisée, peut-on définir la trace g sur le bord (0,7") x ¥
du domaine et les traces y:g =: ¢(t,.) sur les sections {t} x O pour tout ¢ € [0,T]. Pour simplifier
nous nous restreignons désormais au cas ou v = 0, E' = E(t,z) de sorte que A}, = Ag, et on ne
s’intéresse qu’a la seule trace g sur (0,7") x X.

En des termes légerement différents, il s’agit donc du probléeme classique de définition de la
trace vg d’une fonction appartenant a l’espace de type Sobolev associé a une équation de transport

WP(O)={ge LP(0); Apg=v-Vyg+ E -V,ge LP(O)}.

Posé en ces termes, le probleme a été étudié lorsque £ € W1 par Bardos [27], Cessenat [72],
Ukai [231], Agoshkov [4]. Il est important de souligner deés a présent qu’en général il n’est pas vrai
que

vg € LP (% |n(x) - v|* dvdoy,)

avec i = 1 (méme si F = 0!), ce qui serait ’espace souhaité (par exemple, pour écrire une ”formule
de dualité” ou de Green). Ceci constitue I'une des difficultés majeures pour développer une théorie
d’existence et d’unicité pour les équations cinétiques (mémes linéaires) avec conditions aux limites
de réflexions.

Rappelons dans le cas simple suivant sans dépendance en temps et ot E = E(z) € W1(Q)
les différentes notions de trace, ou valeurs au bord, d’une fonction g € WP(Q), c’est-a-dire, d’une
solution de I’équation

(B.15) 9,G € L*(0), a(y)-Vy9=G dans D'(0),
avec la notation y = (z,v) et a(y) = (v, E(z)).
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a) - Prolongement de I’application restriction.
Définition B.1. On dit que g satisfaisant (B.15) admet une trace 1 g sur ¥ si pour toute suite
(gn) telle que

(B.16) gn € CHO), gn— g LP(O) et a(y)Vyg, — G LP(O)

on a
gnls — 119 L (X%) avec ¥ =3X\X.

loc

Pour que cette définition ait un sens, on suppose implicitement qu’il exite au moins une suite (g,,)
qui satisfait (B.16), c’est-a~dire qu’on a le résultat de densité: pour tout g vérifiant (B.15) il existe
une suite (g,,) satisfaisant (B.16). Cela repose sur la possibilité de régulariser la fonction g, ce qui
est lié a une certaine régularité du bord X.

b) - Caractéristiques. On définit le flot Y; associé & a par

ay
e a(Y) Y(0)=y.

Alors Y; = Y (t,y) est défini sur un intervalle maximal |7.(y), 7s(y)[ avec
Te(y) == min{r; Y(t,y) € O, Vt € [1,0]}, 7s(y) = max{r; Y(t,y) € O, Vt € [0,7]}.

Définition B.2. On dit que g satisfaisant (B.15) admet une trace sur ¥ s’il existe une fonction
Y2 g mesurable sur X* qui vérifie, pour presque tout y € O tel que T.(y) > —o0

0

(B.17) o) = o @)+ [ A
et presque tout y € O tel que T5(y) < 0o

7s(y)
(B.18) o) = oY (nw)+ [ Gy

On suppose ici implicitement que 'ensemble des y € O tels que la trajectoire Y;(y) rencontre
le bord en un point de ¥ est de mesure nulle dans O. (C’est effectivement le cas, et c’est une
conséquence du théoréeme de Sard). De la sorte, 2 g va bien étre défini (de maniére unique) par
(B.17) et (B.18).

¢) - Formule de Green.

Définition B.3. On dit que g satisfaisant (B.15) admet une trace sur ¥ s’il existe v3 g € L}, (%)
satisfaisant

[ o064 Go)dy= [ mgev nla)dudo,  ¥6 € DO\S).
O b

Quelques remarques.

- On écrit le plus souvent la définition B.1 dans un langage d’analyse fonctionnelle et sous la
forme d’un théoreme d’existence d’un opérateur trace défini sur W?(QO) et prolongeant 'opérateur
restriction défini dans C1(O).
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- C’est la définition B.2 qui est habituellement utilisée dans le cadre des solutions renormalisées
de I’équation de Boltzmann ou 'on a pas G € Lj,, mais seulement G(Y (¢,v)) € L' (J7e(y), 7s(y)[)
pour presque tout y € O, voir [19] et les références citées. A noter également qu’une théorie de
trace adapté aux problemes spécifiques de ’équation de Boltzmann & été développée par [138], [56],

- La trace définie au sens de la définition B.3 est la notion de trace la plus faible, celle qui
nécessite le moins de régularité sur E (par exemple, E € L suffit). C’est aussi la seule possible
pour ’équation de Vlasov-Maxwell [135], [207].

d) - Formule de Green renormalisée.

Revenons au cadre annoncé au début de cette section. Nous allons définir une quatrieme
notion de trace, définie a I’aide d’une formule de Green renormalisée, qui généralise les définitions
1 et 2 au cas ou le champ E posséde une régularité de Sobolev et ou ’équation (B.14) est satisfaite
au sens des distributions ou au sens renormalisé. Ce résultat est bien adapté au cadre de la théorie
de DiPerna-Lions, en particulier a I’équation de Vlasov-Poisson (pour laquelle le champ électrique a
un régularité Sobolev, mais en général on ne sait pas montrer mieux) et a I’équation de Boltzmann.
Théoréme B.4 (Cas p = ). Supposons g € L>=((0,T) x O), E = E(t,z) € L*(0,T; W11(Q)),
G € LY(0,T) x O), v = 0 et (B.14) est satisfait au sens des distributions. Alors g admet une
trace vg € L>=((0,T) x X) définie a l'aide de la formule de Green

(B.19) /0 T/ /O (8(9) Apo + §'(9) G ) dvdadt = /0 T/ /E B(v9) 6 nlx) - v dvda,dt,

pour tout B € I/Vlzo’coo (R) et toute fonction test ¢ € D([0,T] x O).

Ce théoreme implique, en particulier, que pour tout

(B.20) vB(g) = B(v9),

des que cela a un sens. On peut donc le considérer comme une extension ”jusqu’au bord” des
résultats de régularité (A.20) et de renormalisation (A.21) ”a l'intérieur” de DiPerna et Lions
[100]. Voici une premiere extension de ce résultat.

Théoreme B.5 (Cas p € [1,00)). Supposons g € L®(0,T;LP(0)), E € LY(0,T; W' (Q)),
G € L'Y((0,T) x O), v = 0 et (B.14) est satisfait au sens des distributions. Alors g admet une
trace vg définie sur (0,T) x X telle que

(B.21) vg € LY((0,T) x 02 x Bg, (n(x) -v)? dvdo,dt) VR >0

et satisfait la formule de Green (B.20).

Soulignons a nouveau qu’en général il est faux que
vg € L*((0,T) x 9Q x B, |n(x) - v|dvdo,dt) ¥R >0,

voir [27] pour la construction d’un contre-exemple. Cependant on peut montrer (B.21) dans certains
cas, par exemple, si ) est le complémentaire d’un convexe et £ = 0. On peut quelque-fois améliorer
(B.21) en introduisant la mesure |n(z) - v|7g(x,v) dvdo,dt ou Tg(x,v) represente le temps de vie
dans €2 d’une caractéristique issue de (z,v) € X*; toutefois (B.21) est optimal lorsque € est un
convexe. Nous renvoyons & [4], [72], [265] pour toutes ces questions.

Il semble que la question de 'optimisation de ’espace d’arrivée dans les Théoremes de trace n’a
pas d’importance quant aux applications aux problemes d’existence et d’unicité pour les équations
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cinétiques avec conditions de réflexion car, souvent, de meilleures bornes sur la trace que celles
données par le Théoreme de trace sont accessibles grace a des bornes a priori.

La relation (B.20) permet d’étendre les résultats de trace & un cadre des solutions renormalisées
de (B.14). Voici un énoncé possible, bien adapté aux équations de Boltzmann et Vlasov-Poisson.
Théoréme B.6. Supposons 0 < g € L*>(0,T;L*(0)), E € L'(0,T; WhH1(Q)) N L2((0,T) x ),
G/V/T+ge€ LY(0,T) x O), v =0 et (B.14) est satisfait au sens renormalisé suivant

B(s)

(B.22) A B(g) = B (9)G dans D'((0,T) x O) pour tout 3 € C*(R), s

€ L (R).

Alors g admet une trace g définie sur (0,T) x 3 telle que

T
(B.23) / / V9 (n(x) - v)*dvdo,dt < oo YR >0
0 Joo)Bg

et satisfait la formule de Green (B.20).

Terminons cette section en donnant une idée de la preuve du Théoreme B.4; les Théoremes B2.2
et B2.3 se déduisent du Théoreme B.4 en utilisant la propriété (B.20). A noter que contrairement
aux résultats antérieurs ([231], [27], [72], [4]) la preuve ici n’utilise pas les caractéristiques.

- D’une part, on choisit ¢ = n(x) - vx(v) avec x € D(R3) convenable et 3(s) = |s| dans la
formule de Green (B.19) et on étalit la borne a priori

T
(B.24) / /8 D/B gl (n() - v)? dvdoydt < Cr [(1+ [ E]l12) gl + 1G]],

- D’autre part, on régularise g grace a un noyau de convolution p,,. On définit ainsi une suite
(gn) qui converge vers g et on vérifie que g,, est solution de I’équation (B.14) avec second membre
G, qui converge vers G dans L', c’est ici que I'on a besoin de régularité Sobolev sur le champ
E. Grace a (B.24) on montre que la suite (yg,) des traces des solutions régularisées (qui elles
sont définies par application d'un théoreme de trace standard dans les espaces de Sobolev) est de
Cauchy et donc converge vers une limite que I'on note ~vg. On vérifie sans peine que ~yg satisfait
les conclusions du Théoreme B.4.

B.3. Unicité et Semi-groupe pour I’équation de Vlasov linéaire

Il n’existe pas, & ma connaissance, de résultat général d’existence d’une unique solution pour
I’équation linéaire

_9f _
V-f=Ky+f

avec E = E(z) € L>®(Q) N WhHY(Q) et K satisfaisant (HO0), (H1) (et éventuellement (H2)). On
pourra consulter [27], [231] ainsi que [240], [29], [133], [204] pour des résultats d’existence et
d’unicité concernant les équations de transport linéaire avec condition de réflexion sur le bord du
domaine. Bien évidemment, si f € L>(R,;L'(O)) est une solution de (B.25) telle que

(B.26) vf € LY(0,T) x %, |n(z) - v| dvdo,dt)
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alors, en utilisant juste (HO), (H1), il vient

//Olf(t,.)|dvd1:://O|f(0,.)|dvdx+/0t/E|ryf|v.n(x)dvd%dt
(B.27) < / /O 1£(0,.)] dvde,

ce qui démontre 'unicité dans cette classe de fonctions. Cependant, on ne sait pas en général
justifier (B.26) et donc ce calcul reste formel. On peut néanmoins montrer 'existence et 'unicité
d’une solution & (B.25) dans les trois exemples d’opérateurs de réflexions présentés dans la section 1.

Pour démontrer I'existence on peut utiliser 'argument élémentaire suivant. On définit une
suite (f,) par récurrence en posant

(B.28) Apfn=0, fu(0,.)=¢, 7-fo=0, Y—fon=Kysfn1sin>1

Si 0 < ¢ € LY(O) on montre sans peine que f,, € C([0,00); L'(O)), vfn € L'((0,T) x %, |n(x) -
v| dvdo,dt), que (f,) et (vfn) sont des suites croissantes et que || f,(t,.)|[z1(0) < [l¢llz1(0) pour
tout t > 0 et n € N, voir [231]. Par le Théoréme de convergence monotone, il s’ensuit que f,, et
v frn convergent respectivement vers une fonction f et sa trace yf. De plus, f est solution de (B.25)
associée a la donnée initiale . Pour démontrer I'unicité il nous faut distinguer plusieurs cas.

Opérateur de réflexion locale [265]. On suppose de plus que K s’écrit
(B.29) K ¢(t,x,v) = ¢(t,x, Ly v) avec |Lpv|=|v|.

Etant données deux solutions f1 et fo de méme condition initiale, on introduit la fonction g :=
B(f2 — f1) x([v|/R) avec g € WL>°(R), 8(s) > B(0) = 0 pour tout s # 0 et 0 < x € D([0,00)).
Cette fois, grace aux théoremes de trace, g satisfait (B.25) et (B.26) et le calcul (B.27) (qui est
maintenant licite) conduit & g = 0, ce qui prouve bien 1'unicité de la solution f € L>(0,T; L*(O))
de (B.25), (B.29).

Opérateur de réflexion diffuse. On suppose que K vérifie (HO), (H1) et la condition
(B.30) kg >0, Vo, €X_ / k(x,v,0") (n(z) - v)*dv > kKo
n(z)-v>0,|v|<1

qui est bien satisfaite pour 'opérateur de réflexion de Maxwell. Dans ce cas, les théoremes de trace,
et en particulier (B.21), impliquent que la suite (f,) construite pour montrer I'existence satisfait

T T
Ko / / / Yo fiv' - n(x) dv'dogdt < / / / K~y fr (v-n(x))? dvdo,dt < C(T, p).
0 JoQ Jn(x)v'>0 0 JoQ Jn(x)v<0,lv|<1

Il s’ensuit que v f satisfait (B.26) et I'unicité en découle.

Opérateur de réflexion diffuse-élastique [277]. On suppose enfin que K est de la forme
K ¢(t,x,|v|w) = / ko(x,|v],w,w") ¢(t, z, |v|w") W', -n(z) do'’
"n(z)>0

que k(z,v,v") = 0|73 6w = kolx, |v],v/|v|,v"/|V]) satisfait (HO), (H1) et que pour tout U =
[ug, u1] C (0,00) on ait

(B.31) Jky Vo € 00,u € Uw € §? / ko(x,u,w,w') (w-n(z))*dw > ky.
n(x)<0
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On vérifie alors que pour toute fonction de 'énergie M (v) = M (|v|) la condition (H2) est satifsaite.
D’une part, pour ¢ € L*(O)NL%(0), on démontre sans difficulté que la suite (f,,) construite a I'aide
de (B.28) converge vers une solution f de (B.25) telle que ||f|| Lr(0) < [l Lr(0) pPour p = 1,2 et
vf =f(t,x,v) € LY((0,T) x 92 x [0, R] x S?;u|n(x) -w| dwdudo,dt) avec la décomposition u = |v],
w = v/|v| et que cette borne suffit pour justifier le calcul (B.27) pour la fonction g = f x(|v|/R).
On obtient alors 'unicité dans la classe de solutions satisfaisant ces bornes. En d’autres termes,
on a défini un semi-groupe S(t) : X — X avec X = L*(O)N L?(O) tel que pour tout ¢ la fonction
f(t,.) = S(t) o est solution de (B.25). On prolonge par continuité-densité ce semi-groupe a L(O)
et on vérifie, grace a ’hypothese (B.31), que la condition au limite est bien satisfaite par la solution
définie de la sorte.

B.4. Convergence renormalisée et stabilité faible.

Lorsque l'on s’intéresse au probleme de Cauchy (B.5)—(B.8) on voit apparaitre une seconde
difficulté liée au manque d’estimation a priori sur la trace v f. En effet, si on considere une suite
de solutions (f,) de I’équation de Boltzmann (ou d’un probleme régularisé) qui est bornée dans
l’espace ”physique”, on est capable de montrer que (& extraction d’une sous-suite) f,, converge vers
une fonction f, et que f est une solution renormalisée de I’équation (c’est la théorie de DiPerna-
Lions). La trace v f est alors, par exemple, définie grace a la formule de Green (B.19). Par contre,
on est incapable de démontrer que 7 f,, converge vers vf faiblement dans L', et il s’ensuit que I’on
a des difficultés pour passer a la limite dans (B.6) lorsque a # 0 (la réflexion n’est pas purement
locale) et pour démontrer que ~yf satisfait (B.6). Cependant Hamdache, Cercignani, Arkeryd,
Maslova, Goudon [138], [68], [19], [69], [128] ont démontré, pour différentes conditions aux limites,
que la trace v f satisfait la condition aux limites relaxée

(B.32) v—f > R(y+f) sur (0,00) x X_.

Signalons aussi que la théorie des solutions fortes de Shinbrot & al permet d’obtenir I’égalité
dans (B.32) pour des solutions locales, voir [128], mais ne permet pas de démontrer l’existence de
solutions globales dans le cas d’un domaine borné. En effet, cette théorie s’appuie sur une propriété
de dispersion des particules qui devient caduque en domaine borné.

Dans cette section nous présentons un théoreme de stabilité abstrait pour une suite de solutions
de ’équation de Vlasov et nous en déduisons un théoreme d’existence pour les équations de Vlasov-
Poisson et de Boltzmann avec condition de réflexion générale, pour laquelle cependant la condition
aux limites n’est satisfaite que sous la forme relaxée (B.32). Commengons par définir la convergence
au sens renormalisée qui est la notion de convergence pertinente pour les traces de solutions d’une
équation cinétique. Pour Y un espace topologique, on note L = L (Y') 'ensemble des fonctions
positives mesurables sur Y et L° = L3 (Y) I'ensemble des fonctions positives mesurables finies
presque partout.

Définition B.7 Pour M € N on pose Th(s) == s AN M = min(s, M). On dit qu’une suite (¢,,) de

L converge au sens renormalisée vers ¢ € L, et on écrit ¢, L ou ¢ =r —limey, s’il existe une
suite (Tpr) de L™ telle que

Ta(bn) — Ty oL, LY % et Tap /& pop.

A noter que c’est un sens tres faible de convergence (plus faible, par exemple, que la conver-
gence faible L! et la convergence presque partout) pour laquelle on peut néanmoins montrer le
résultat suivant (dont la preuve est élémentaire).
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Lemme B.8 Soit (¢,,) une suite de L, (Y) et S un opérateur positif, borné de L'.
(i) Si ¢p — ¢ faiblement dans L' alors ¢, — ¢ au sens renormalisé.

X (ii) Réciproquement, si ¢, — ¢ iLu sens renormalisé et (¢y,) appartient a un compact faible de
L' alors ¢, — ¢ faiblement dans L".

fe . T - s . . \ - sz -
(iii) Si ¢, — ¢ au sens renormalisé alors S ¢ < r —liminf S¢,, ot ce dernier terme désigne la
limite inférieure au sens de la convergence renormalisée.

La preuve de (i) et (ii) se trouve dans [25] (dans un cadre plus général) et la propriété (iii)
était connue pour la convergence au sens biting-L! faible, voir [2].

Voici maintenant un résultat de convergence générale.
Théoréme B.9. Soient des suites (gy,,), (En) et (Gy) telles que

gn — g  faiblement dans L>(0,T : L'(0)),

bornée dans L'(0,T; WH(Q)) N L*((0,T) x Q),
{ (14+6g,) G, —~Gs faiblement dans L'((0,T) x O),

Gs /' G pp., avec G/\/1+g€ L' ((0,T)x 0O),

{ E, — E  fortement dans L*((0,T) x Q),

et telles que g, est solution de l’équation de Vlasov au sens renormalisée (B.22). Alors la fonction
g € L>*(0,T; L*(0)) est solution de I’équation de Vlasov au sens renormalisée (B.22) et les traces
Ygn et vg définies grice au Théoréme B.6 satisfont

T .,
YGn —7Y9 au sens renormalisé.

En particulier, si g, satisfait la condition de réflexion (B.6) alors, d’apres le Théoreme B.9
et le Lemme B.8, g satisfait la condition relaxée v_f > K~y f p.p. sur ¥_. On en déduit le
Théoreme d’existence suivant.

Théoréme B.10. On suppose que l'opérateur de réflexion satisfait (HO)-(H2) avec M, une
Mazwellienne. Pour l’équation de Vlasov-Poisson, de Boltzmann et de Fokker-Planck (et pour
toute combinaison convexe) il existe une solution qui satisfait les bornes naturelles, I’équation au
sens renormalisée et la condition a la frontiére sous forme relaxée (B.32).

Une question fondamentale est donc de savoir si on peut établir que la solution satisfasse (B.6)
au lieu de la condition relaxée (B.32). Il n’y a pas, a notre connaissance, une réponse générale
valable pour tout opérateur de réflexion K satisfaisant (HO)—(H2). Cependant, dans certain cas
on est capable de montrer qu’une telle condition est réalisée, par exemple, si A € [0,1) (absorption
partielle par la paroi [Hambache92]), K = L (réflexion purement locale) (cf. la section précédente)
et si K est la réflexion de Maxwell, c’est I'objet de la prochaine section. Au vu des techniques
que nous présentons ici, il parait clair que les résultats d’existence valables pour la condition de
réflexion de Maxwell le restent pour la condition de réflexion élastique-diffuse.
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B.5. La condition de réflexion de Maxwell.

Nous démontrons dans [268] le résultat d’existence suivant.

Théoreme B.11. On suppose que l'opérateur de réflexion K est l'opérateur de Mazwell. Pour
l’équation de Viasov-Poisson, l’équation de Boltzmann et ’équation de Fokker-Planck (et pour
toute combinaison convezxe de ces trois équations) il existe une solution renormalisée satisfant les
bornes naturelles et dont la trace vy f réalise la condition a la limite (B.6).

Nous allons expliquer dans le cas de I’équation de Boltzmann et de I’équation de Vlasov-Poisson
les principaux arguments de la preuve.

1. Equation de Boltzmann. Le multiplicateur n(x)-v est un invariant collisionnel pour 'opérateur
de collision (A.5) et on en déduit grace a la forme de l'opérateur de réflexion de Maxwell (voir
section B3) la borne a priori supplémentaire

T
(B.33) / //2 vf (L+|v]?) [n(=) - v|dva,dt < Cy,, 7.
0

De plus, la fonctionnelle £ définie par (B.9) s’écrit ici

o (5 o050,

avec h(s) = s logs — s+ 1 et les notations introduites en (B.3) et (B.4). Le résultat clef est alors
le suivant:

Théoréme B.12. Si dans le Théoréme B.9 la suite (vgy) satisfait de plus les bornes (B.33) et
(B.11) uniformément en n, alors il existe une sous-suite (vg,) et une suite croissante d’ensembles

(Ag) tel que mes((0,T) x O\ Ag) < 1/k et

con)= |

n

(B.34) YiGn — Y+g faiblement L*(Aj x R?).

Il est alors évident que 7, g, — ;g faiblement dans L'(Ay) pour tout k > 1 et que si
g satisfait la condition aux limites (B.6) on peut passer a la limite dans celle-ci de sorte que
v_g = M (v)v1g dans L*(Ay) pour tout k > 1 et donc g satisfait encore la condition de réflexion
(B.6). Le Théoreme B.12 suffit donc pour prouver un résultat de stabilité pour 1’équation de
Boltzmann pourvue de la condition de réflexion de Maxwell, et le Théoreme B.11 en découle par la
procédure habituelle de régularisation (voir la partie A pour la philosophie générale de la théorie
de stabilité/existence de DiPerna-Lions).

Quelques mots sur la preuve du Théoreme B.12. Commengons par rappeler la notion de
convergence au sens biting L'-faible et le résultat fondamental qu’est le biting-Lemma de Kadec,
Pelzynski, Gaposkhin, Rosenthal, Chacon. Nous renvoyons a [25], [47], [64], [120], [145] pour une
démonstration de ce dernier.

Définition B.13 Soit Y un espace compact. On dit qu’une suite (1,,) de L(Y) converge au sens

du biting L'-faible vers 1, on note 1y, lqb ou P = b—lim,, sl existe une suite Yy telle que
mes(Y\Yy) < 1/k et
Y, — b faiblement dans L*(Y3) Vk > 1.

A noter que cela implique, en particulier, que ¢ € L°.
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Théoréme B.14 (biting-Lemma). Soient Y un espace compact et (¢,,) une suite bornée dans
LY(Y). Alors il existe 1 € LY(Y) et une sous-suite (1) telles que

Y iqb au sens du biting L-faible.

Par (B.33) la suite (7,9g,) est bornée dans L([0,7] x 0€) et on déduit du biting-Lemma
(Théoreme B.14) qu'il existe une sous suite (71gn/) et une suite (Ay) telle que mes((0,7") X
OO\ Ay) < 1/k et (y1gn') converge faiblement dans L'(Ay). Grace au Lemme de Dunford-Pettis,
on en déduit I'existence d’une fonction ® convexe, positive, croissante, surlinéaire telle que

(B.35) sup/ D (V4 Gn) dopdt < o0.
Ag

n/

De plus, & peut étre choisie tel que s +— h(s) — ®(s) est convexe, de sorte que 'inégalité de
Darrozes-Guiraud implique £ < &,. On obtient donc

(B.36) / k [ o) duoydoar < | RT) + )] dos.

En conclusion, on déduit la convergence (B.34) de (B.36), (B.35), des bornes uniformes (B.33) et
(B.11) et du Lemme B.8 pour identifier la limite.

2. Equation de Vlasov-Poisson. La méthode utilisée est valable dans de nombreuses autres sit-
uations (équations de Vlasov-Poisson, Fokker-Planck-Vlasov-Poisson, ...) pour lesquelles aucun
résultat d’existence (méme avec conditions aux limites relaxées) n’était connu dans le cas d’une
réflexion partiellement diffuse (i.e. a # 0). La difficulté supplémentaire pour ces équations provient
du fait que les bornes physiques conduisent & une estimation L'/2 de trace vf (c’est (B.22)). La
seule maniere de donner un sens & la trace semble donc étre le sens renormalisé introduit dans [266]
et [268], i.e. la trace est définie grace a la formule de Green (B.19).

On peut en fait se passer de la borne (B.33) dans le Théoreme B.12. En effet, le Théoreme
B.9 dit que v4g, —74+g au sens renormalisée d’ott on déduit aisément que, & extraction d’une
sous-suite, Y4 g, — 1 au sens renormalisée pour un certain ¢ < 4;g. Or, il est possible d’établir
une borne a priori un peu plus faible que (B.33) en combinant (B.23) et (B.30), a savoir

T
/ V ’me’Idt S C(finaT)a
0 o

ce qui implique ¢ € L°.

On utilise ensuite I'extension suivante du biting Lemma: la convergence au sens renormalisée
implique, a extraction d’une sous-suite, la convergence au sens du biting Lemma. L’implication
inverse avait été démontrée par Ball et Murat [25]. Précisément, on a:

Théoreéme B.15. Soient Y un espace compact et (1) une suite de L(Y). A extraction d’une
sous-suite, les deux assertions suivantes sont équivalentes:

U i1/1 au sens biting L*-faible (et donc ) € L°)

p — 1) au sens renormalisé et 1 € L°
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Par conséquent, en utilisant ce théoreme avec v, = 71 g5, on obtient que (vyyg,) converge au sens
biting L!-faible, d’ott on déduit (B.35) et la fin de la preuve de (B.34) reste inchangée.

Pour terminer cette partie, citons quelques problémes ouverts qui semblent intéressants.

- Est-il possible d’étendre a des ouverts peu régulier (par exemple, dans le cadre des domaines
considérés dans [4], [18] pour la théorie de trace de l'opérateur de transport libre) la théorie de
trace pour des champs de régularité Sobolev développée dans [265], [266], [268] pour des ouverts
réguliers?

- Est-il possible d’obtenir la condition de réflexion de Maxwell (ou la condition de réflexion
pour opérateur K général) a partir d’'un modele posé dans tout l'espace ou d’un modele avec
condition de réflexions locales, un peu dans le méme esprit que celui dans lequel nous avons obtenu
dans [265] la condition de réflexion spéculaire comme modele limite d’une famille d’équations de
Vlasov posées dans tout ’espace par une méthode de pénalisation.

- Poursuivre ’analyse de modeles cinétiques avec conditions aux limites non linéaires com-
mencée dans [129].
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- Chapitre C -

Equation de Boltzmann pour un gaz

de particules Quantiques et/ou Relativistes

Ce chapitre est constitué de deux parties. Dans la premiére partie (section C.1) nous décrivons
I’équation de Boltzmann pour un gaz constitué d’un seul type de particules quantiques et/ou rela-
tivistes. Le noyau de collision possede une dépendance cubique en la densité des particules. Nous
présentons ensuite les quelques résultats rigoureux connus a ce jour pour ’équation de Boltzmann
pour les gaz de Bosons: descriptions des états d’équilibres, théorie d’existence et de comportement
en temps grand sous une hypothese de troncature de la section efficace introduite par X. Lu [175].

Dans la seconde partie (section C.2) nous dérivons formellement un modele simplifié décrivant
I’évolution d’un gaz de Bosons en intéraction avec un bain de Fermions au repos. Ce modele est
maintenant quadratique en la densité des particules. Son caractere moins non-linéaire nous permet
d’en faire une analyse plus poussée que celle connue pour le modele cubique de la section C.1. Les
résultats présentés dans cette section constituent l’essentiel des résultats obtenus dans [264], [267],
[271] et [275].

C.1. Gaz constitué d’une seule espéce de particules

Lorsqu’au lieu de considérer un gaz de particules classiques comme dans la premiere partie,
on s’intéresse a ’évolution d'un gaz de particules Quantiques et/ou Relativistes, il convient de
remplacer I’équation de Boltzmann classique par I’équation de Boltzmann suivante sur la densité
f(t,p) > 0 de particules qui possédent I'impulsion p € R? & Iinstant ¢ > 0

©1) G =)= [[[ whe [ £+ 75 (0471 = Fo £ Lt 78 Wt £)] dpudy'

ou 7 = 1 si le gaz est constitué de Bosons (c’est alors 1’équation de Boltzmann-Bose), et 7 = —1
s'il est constitué de Fermions (c’est dans ce cas 1'’équation de Boltzmann-Fermi). Les termes
supplémentaires du type (1 + 7 f) (1 + 7 f,) rendent compte des effets quantiques, cf. ¢). Bien
stir, on retrouve 1’équation de Boltzmann classique en choisissant 7 = 0. Cette équation a été
progressivement proposer autour des années 1930 par [189], [230], [162].

Le caractere relativiste ou non relativiste est pris en compte dans le choix de la variété des
collisions admissibles C. Dans le cas de particules non relativistes, C est toujours défini par (A.3)
et, dans le cas de particules relativistes, C est défini par

p+p. =0+,
(C.2) C:=<(p,pups0l) / ,
E(p) +E(ps) = ) +EML)
2
ol € est Dénergie relativiste définie par £(p) = ymc?, v =1/1+ |2p| 5
cem

Les propriétés fondamentales des solutions sont encore la conservation de la masse, de 'impul-
sion et de ’énergie

1 1
(C.3) ftp) | » |dp= [ fwu® | p | dp,
R E(p) R £(p)
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et la croissance de 'entropie (A.5) avec H(f) définie cette fois-ci par
€4 H@= [ W) b= ()T~

Comme dans le cas de I’équation de Boltzmann classique, on se pose les questions suivantes:
description des états d’équilibres, existence et unicité des solutions, preuve de la conservation de
I’énergie et du Théoreme-H, convergence de la solution vers un état d’équilibre asymptotiquement
en temps grand. Il est naturel de penser que cet état d’équilibre est celui qui réalise le maximum
de lentropie (C.4) sous la contrainte (C.3).

A la lumiere de ces remarques générales, on peut penser que l'analyse des équations de Boltz-
mann Quantiques et Relativistes (C.1), (C.2) est tres semblable a celle de I’équation de Boltzmann
classique (A.1), (A.4). Il n’en est rien. Il s’avere que leur étude en est beaucoup plus difficile pour
au moins deux raisons. D’une part le caractere relativiste (i.e. la variété des collisions C) rend plus
compliqué la paramétrisation du noyau de collision. D’autre part, le caractere quantique modifie le
cadre fonctionnel de maniere importante et le terme de collision devient "hautement” non linéaire.
Une premiere fagon de voir cela est d’observer que la masse, I’énergie et 'entropie d’une fonction
de distribution f sont finies si, et seulement si,

feLlNLlogL dansle cas non quantique,
(C.5) feLNL>® dans le cas de Boltzmann-Fermi,

f €Ll dansle cas de Boltzmann-Bose,

avec s = 2 dans le cas non relativiste et s = 1 dans le cas relativiste.

C.1.1. Maximisation de I’entropie. Pour N, E > 0, P € R? fixé, définissons

1 N
(C.6) X = qg; / gp) | » |dp=1|P
R E(p) E

et considérons le probleme de maximisation de I'entropie

(c) JF € X H(F):mea))éH(g)

Heuristiquement, si F' est solution de ce probleme de maximisation, il existe des multiplicateurs
de Lagrange 1 € R, % € R et 8 € R3 tels que

<VH(F),p > = A3h/(F)¢dp=<605(p)B-pu,<p> Vo,
ce qui implique

m(1+7F)-InF=p8(p)—B8-p—u
et donc

1
el’(p) — T

(C.8) F(p) = avec v(p):=pB"E(p)—B-p—p .

On retrouve que F' est une Maxwellienne lorsque 7 = 0. La fonction F' ainsi définie est appelée
distribution de Bose-Einstein lorsque 7 > 0 et distribution de Fermi-Dirac lorsque 7 < 0. Il s’avere
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qu’on n’obtient pas ainsi toutes les solutions de (C.6), (C.7). Il convient d’y ajouter les états de
Fermi-Dirac ”dégénérés” y et les états de Bose-Einstein ”condensés” B définis par

(09) X = 11/(p)§17 B =

5117
e”—1+a

avec o > 0 et u € R3. Nous renvoyons a la section C.2 pour une explication de ce fait dans un cas
un peu plus simple. Lorsque a > 0 on dit qu’il y a condensation de Bose.

Théoréme C.1 ([275]). Pour tout N,E,P tels que X # () il existe une unique solution au
probléme de maximisation de l’entropie. Lorsque T = —1 cette solution est une distribution de
Fermi-Dirac, et lorsque T = 1 cette solution est une distribution de Bose-FEinstein.

La difficulté ici réside essentiellement dans la construction d’un état de Fermi ou de Bose de
la forme (C.8) ou (C.9) ayant masse, impulsion et énergie prescrites. Pour cela on utilise une
transformation de Lorentz afin de se ramener dans le repere du centre de masse. Dans le cas
relativiste mais non quantique, ce probleme avait été résolu par R.T. Glassey [123].

C.1.2. L’équation de Boltzmann-Fermi non relativiste et de Boltzmann relativiste.

Les problemes d’existence, d’unicité et de convergence en temps grand vers 1’équilibre des
solutions de 1’équation de Boltzmann-Fermi ont été abordés par J. Dolbeault [103] puis par P.-
L. Lions [166]. Dans [275], nous établissons de nouveaux résultats d’existence de solutions pour
I’équation de Boltzmann-Fermi (pour certaines sections efficaces ne vérifiant pas ’hypothese de
cut-off angulaire). Nous étudions aussi le comportement asymptotique en temps grand de ces
solutions. Il semblerait que dans un travail récent, X. Lu [176] traite aussi cette question. Des
équations quadratiques décrivant 1’évolution de gaz de Fermions dans les semi-conducteurs ont
aussi été extrémement étudiés entre autres par ’école frangaise (Degond, Poupaud, Nouri, Ben
Abdahla, ...) et par ’école autrichienne (Markowich, Mauser, ..), nous renvoyons au livre [180]
pour de plus amples détails.

L’étude de I’équation de Boltzmann relativiste a été initiée par Y. Choquet-Bruhat [77] et
reprise plus récemment par Glassey, Strauss, Andréasson [124], [11] auxquels nous renvoyons.
Dans [275] nous écrivons précisément la paramétrisation dans le centre de masse de l'opérateur
de Boltzmann relativiste, ce que nous ne sommes pas arrivés a trouver dans la littérature. Cela
devrait permettre d’aborder des questions telles que 'assymptotique de Landau dans un cadre
relativiste. Nous renvoyons également a [157] pour une premiere étude de 1’équation de Landau
relativiste et de I’équation de Landau pour les Fermions.

C.1.3. L’équation de Boltzmann-Bose non relativiste.

Commencons par quelques considérations naives et tres approximatives concernant les Bosons
(que le lecteur plus savant veuille bien nous en excuser). D’abord qu’est-ce qu'un Boson? On
apprend en mécanique quantique que c’est une particule possédant en spin entier. Ce n’est donc
pas un Fermion, qui par définition, est une particule de spin demi entier. Les électrons, les protons,
les neutrons sont des exemples de Fermions. Les exemples familiers de Bosons sont plus rares, citons
toutefois les photons qui sont des Bosons tres particuliers (de masses nulles), et comme les spins
s’aditionnent, toute paire de Fermions est un Boson (on dit que deux particules forment une paire
si elles se comportent comme si elles ne constituaient qu’une seule particule). Attention cependant,
deux Fermions ne forment pas en général une paire (car un tel couple est en général tres instable),
sauf dans certaines conditions expérimentales trés particulieres (pour une température proche de
0 K) dans lesquelles ce couple devient stable. Un exemple: deux électrons peuvent, soit rester
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deux particules indépendantes (deux Fermions), soit former une paire (d’électrons de Cooper) et
constituer ainsi un Boson.

On sait que les Fermions jouissent de la propriété connue sous le nom de Principe d’exclusion
de Pauli: un Fermion a moins de chance de “basculer” dans 1’état € si cet état est déja occupé par
un autre Fermion. Les Bosons, eux, jouissent de la propriétés inverses: un Boson a d’autant plus
de chance de “basculer” dans ’état € que cet état est déja occupé par un autre Boson. Ces deux
propriétés opposées sont responsables des termes supplémentaires du type 1 + 7 f, 7 = £1, dans
l'opérateur de Boltzmann (C.1).

Signalons encore deux propriétés caractéristiques des Bosons:

- D’une part, Kapitsa et Allen observent en 1937 qu'un fluide d’Helium He3 & tres basse
température (de l'ordre de 2.6 1073 K) commence & avoir un comportement étrange: la viscosité
du fluide devient nulle, il remonte le long des parois, par exemple. Ce phénomene, dit de super-
fluidité, s’expliquerait par le fait que les atomes d’Helium constituant le fluide se regroupent par
paires afin de former des Bosons. De méme, les paires d’électrons de Cooper seraient responsables
de la supra-conductivité (un courant passe sans résistance dans un conducteur (et donc sans perte
d’énergie par effet Joule)) .

- D’autre part, Bose et Einstein en 1924 [42], [110], [111] prédisent que dans certaines conditions
expérimentales (pour un gaz de masse donnée & température suffisamment petite, ou donc, pour un
gaz d’énergie donnée de masse suffisamment grande) une fraction macroscopique d'un gaz de Bosons
se retrouve dans ’état fondamental (de plus basse énergie). On dit alors qu’il y a apparition d’un
condensat de Bose-Einstein. Ce phénomene n’a été observé expérimentalement que tres récemment
(la premiere fois en 1995 par Anderson et Davis).

Le lien entre la condensation de Bose-Einstein et la super-fluidité (et la supra-conductivité)
n’est pas clairement établi a ce jour et suscite de vives discussions. Les condensats de Bose, se
créant au niveau microscopique, expliquent-ils un comportement (macroscopique) tel que la super-
fluidité? Nous n’aborderons ici ni la super-fluidité, ni la supra-conductivité. Notre but, dans la
suite de ce chapitre, est de tenter de comprendre divers modeles mathématiques décrivant un gaz
de Bosons et, lorsque cela est possible, d’analyser I’apparition de condensats de Bose-Einstein.

Revenons maintenant & I’équation de Boltzmann-Bose (C.1). Ici, la situation est beaucoup
plus compliquée que pour I’équation de Boltzmann et de Boltzmann-Fermi. En effet la borne
naturelle (C.5) ne suffit pas pour définir le noyau de collision: il est faux (par exemple lorsque
w=1) que

(C.10) f e L} implique [Q(f)l5: < oc.

Par voie de conséquence, il n’existe a ce jour aucun résultat d’existence pour I’équation de Boltz-
mann-Bose (C.1) sans hypothese simplificatrice (donc méme pour le cas modele w = 1).

Les premier résultats mathématiques concernant 1’équation de Boltzmann-Bose sont dus a X.
Lu [175]. Il introduit deux hypotheses simplificatrices

(1) f est radiale, (2) w < Cmin(lp—p'[,1)

ce qui permet de montrer cette fois-ci que (C.10) est vrai. Sous ces hypotheéses Lu démontre
I'existence de solutions globales L! et étudie leur comportement en temps grand. Si I’hypothese
(1) n’est pas trop restrictive, ’hypothese (2) l'est: aucune section efficace w ”physique” ne la
vérifie. Les résultats obtenus par Lu sont schématiquement les suivants.

Théoréme C.2 ([175]). Sous U'hypothése (A.17) sur B avec v € (—3,1] et la troncature (2),
pour toute domnée initiale f;, radiale de masse, énergie et entropie finie, il existe une solution
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f € C(]0,00), LY (R?)) radiale qui conserve la masse, I’énergie et vérifie le Théoréme-H. De plus,
la solution satisfait: pour toute suite (t,) croissant vers l'infini, il existe une sous-suite (t,,) et
une distribution de Bose-Finstein B réguliere telle que

fltn,,.) 2 B biting— L'(R®) faible.

Si de plus, B est de la forme (A.16) avec v € [0,1], pour toute énergie E il existe une masse
critique M, = M.(E) telle que si M(f;p) < M, et E(fin) = E alors

f(tn,.) = Bin LYR?) faible,

ot By, est la distribution de Bose-Einstein (régquliére) de mémes moments que fi,.

A noter que dans le premier résultat de convergence asymptotique en temps grand on ne sait
pas identifier la distribution B. En particulier, on ne sait pas montrer que c’est la distribution
de Bose-Einstein de mémes moments que f;,. La seule information est M (B) < M(f;n), E(B) <
E(fin). Dans [275] nous reprenons et nous simplifions la preuve de Lu de P'existence de solution de
I’équation de Boltzmann-Bose avec hypothese de troncature, ce qui nous permet aussi d’étendre ces
résultats d’existence a un cadre mesures (qui est un cadre plus naturel au vu des états d’équilibres
(C.9)).

Ces résultats peuvent sembler en contradiction avec la conjecture formulée dans la littérature
physique selon laquelle une solution f de I’équation de Boltzmann-Bose développe une singularité
a lorigine en temps fini, a la suite de quoi un condensat de Bose-Einstein apparait a ’origine
(f = g+ adg avec g réguliere et o > 0). Nous renvoyons a [212], [213], [205], [144] pour des
arguments étayant un tel scénario. En fait, 'hypothese (2) atténue les intéractions entre particules
de basses energies et empéche donc le phénomene de condensation de Bose-Einstein de se produire
(en temps fini).

C.2. Gaz constitué de deux especes de particules dont 'une est a 1’équilibre

Nous présentons dans cette section ’essentiel des résultats obtenus en collaboration avec M.
Escobedo, M. Del Valle et J.J.L. Velazquez dans [264], [267], [271], [275] pour les modeles quadra-
tiques décrivant les gaz de Bosons, et nous commencons par leur déduction a partir de modeles
semblables & ceux considérés jusqu’a maintenant.

C.2.1. Déduction d’'un modéle quadratique pour les Bosons.

Considérons maintenant un gaz formé de deux especes de particules, 'une étant des Fermions,
de densité f(t,p) > 0, et Pautre des Bosons, de densité F'(t,p) > 0. La dynamique du gaz est
donnée par le systeme d’équations

O Qer(f. 1)+ QesFF). £(0.)= fin
(C.11) a
E:QBF(Faf)+QBB(F,F)a F(0,.) = Fip.

Les termes de collisions Q pr et () gp décrivent les collisions entre particules d’une méme espece; les
termes Qrp et Qpr décrivent les intéractions des Bosons avec les Fermions. Le terme Qpr(F, f),
qui va nous intéresser plus particulierement, s’écrit

Qor(Ff) = [[[ wie (P 1+ FY 0= 1) = F L0+ ) (1= 1) dpaai'dy.
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ou I'ensemble I des impulsions compatibles par collision est défini comme dans (A.3) et (C.2),
mais cette fois-ci la conservation de I’énergie s’écrit

Ep(p) + Er(ps) = EB(P) + Er (D)),

les énergies £ et Ep correspondant aux énergies des Bosons et des Fermions.

Faisons les hypotheses simplificatrices suivantes

(C.12) [ est al'état d’équilibre (de Maxwell ou de Fermi),
(C.13) Qpp(F,F) =0,
(C.14) F  est radiale.

Le systéeme (C.11) se réduit donc a une seule équation sur la densité de Bosons F' = F'(t,¢) avec
e = &(p) qui s’écrit

(C.15) %—f = /OOO Bc(jj) [F'(1+ F)e®—F(1+F)e =] de,

ou B dépend de w et de f, et a de 'expression de &.

Deux cas nous intéressent plus particulierement:

1) - F repésente une densité de photons (qui sont des Bosons relativistes, de masse nulle, et
d’énergie £(p) = h|p|) dans un bain d’électrons de densité f. Si la densité initiale f;, est une
Maxwellienne il est raisonnable de considérer que la densité reste une Maxwellienne pour tout
temps (les photons ont peu d’influence sur le gaz d’électrons) ce qui justifie (C.12). La condition
@ pp = 0 est clairement satisfaite puisque les photons n’intéragissent pas ensemble, et enfin (C.14)
est satisfait pourvu que Fj, soit radiale. Dans ce cas w est la section efficace donnée par le
scattering de Thomson et a(e) = 2. On obtient une expression intégrale explicite pour B, voir
[275]. On nommera alors ”équation de Boltzmann-Compton”, I’équation (C.15). Nous renvoyons
aux articles [148], [107], [256], [257], [75] pour des considérations physiques.

2) - F représente une densité de Bosons non relativistes (massique et d’énergie £(p) = |p|?/2m)
et f une densité de Fermions a I’équilibre de Fermi (ou Maxwell). Pour une intéraction a courte
portée il est raisonnable de prendre comme section efficace w = 1. Lorsque f est une Maxwellienne
on obtient a(e) = /¢ et

o0
(C.16) Ble.e) = Clmin(ee)), ()= [ e min(E, Vi) dy.
0
On appelera équation de Boltzmann-Bose quadratique le modele correspondant. La justification
des hypotheses (C.12)—(C.14) est peut-étre moins immédiate dans ce cas que dans le cas précédant,
nous renvoyons le lecteur intéressé a [158], [159], ainsi qu’a [212], [213].

L’intérét de I’équation (C.15) est double. D’une part ce modele intervient dans de nombreuses
situations physiques ot il peut étre considéré comme une bonne approximation du systeme (C.11).
(On le trouve, dans des articles de Kompaneets et Dreicer, appliqué a I’astrophysique). D’autre
part, I’équation de Boltzmann-Bose quadratique est un modele relativement simple pour lequel un
phénomene de condensation (de Bose) peut étre observé: une partie macroscopique de la densité
de particules F'(¢,e) se concentre en une masse de Dirac en l'origine. La condensation de Bose
apparalt ici en temps infini, alors qu’elle est censée se produire en temps fini pour le modele de
Boltzmann-Bose.
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C.2.2. Le probléme stationnaire pour les équations de Boltzmann-Bose quadratiques.

Afin de rendre 'analyse mathématique de (C.15), plus agréable, on fait le changement d’incon-
nue F(e)a(e) — F(e), de sorte que 'équation s’écrit

oF

(C.17) o

:Q(F,F) = /Ooob(E,EI) (FI (a—|-F)6_€ —F(a/—i—F’) e—e') de’

avec b(e,e’) = B(e,&’)/a(e) a(e).

En suivant la méme démarche que dans le premier paragraphe, on s’intéresse aux quantités
conservées, a la croissance d’une entropie, a 'existence de Maximum relatif de I’entropie, ce qui
doit permettre d’obtenir les solutions stationnaires et la dynamique en temps grand des solutions
de I’équation. Pour une distribution F' = g € L(0,00), on définit le nombre de photons M (g) par

M(g) = / g(t,e) de
0
et la densité d’entropie h(g,e) et 'entropie H(g) par

h(g.e) = (a+g) log(a+g)—glogg—alna—eg >0

(C.18) H(F) = /OOO h(g(t,e),e) de.

Grace a 'identité

o0 1 o0 o0
C. v d — _ b XX/ ol ddl
(C19) vg [ Quwa=g [ [ b x) @) dede

avec les notations X = ¢’ (a+g)e %, X' =g(a+¢) e~¢', obtenue simplement en effectuant le
changement de variables € < €', on montre la conservation de la masse (en choisissant ¢ = 1 dans

(C.19))

En faisant maintenant le choix ¥ = In(a 4+ s) — In a — ¢ dans (C.19), on obtient également la

croissance de I’entropie

d 1

SH(g(t.)) = 5D(g(t.) = 0.

ou le terme de dissipation d’entropie est défini par
[e.e] oo
D(F):/ / b j(X,X") dede’.
o Jo

A notre connaissance, la masse est la seule quantité conservée et ’entropie est la seule fonctionnelle
de Lyapunov.

Introduisons maintenant les distributions de Bose-Einstein (cas p > 0) et de Planck (cas
w = 0) définies par
a(e) 130,

bﬂ(g): 65_;'_#717 sl
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et posons M, = M(b,). On vérifie aisément que les b, sont ordonnées (b, < b, siv > u) et b, — 0
lorsque p1 — o0, que ce sont des solutions stationnaires de (C.17) (Q(by,b,) = 0) et que b, est
solution du probleme de maximisation

C.20 H(b,) = ma, H(g).
(C.20) (bu) = Joaxc H(9)

De plus, on constate que by est le maximum global de I’entropie et est de masse finie, i.e.

H(bo) = maXH(g)7 M, = M(bo) _ /Ooo egﬂ

de < o0,
g=>0

puisqu’on ne considere que le cas a(e) = /€ et a(e) = &2.

On peut alors se demander si le probleme de maximisation (C.20) admet encore une solution
pour m > Mjy. En fait, pour résoudre ce probleme il faut étendre la classe des distributions de
particules considérées. On définit, pour une distribution de particules F' de la forme F' = g+ G
avec g appartenant a L1 (g < de) et G une mesure singuliere par rapport & la mesure de Lebesgue
(G L de), la masse et 'entropie en posant

M(F) = / dF(s) et H(F)= H(g)— / cdG(e).
0 0
On définit aussi les distributions de Bose
) by avec p t.q. M(b,) =m sim < My
") by + ady avec oo = m — My si m > M.

11 est clair que Q(F, F') a encore un sens pour une mesure F' bornée positive définie sur [0, +00).
En particulier, 'équation (C.17) s’écrit, dans le cas d’un état F' = g+ G, sous la forme du systeme
sur les parties réguliere et singuliere

P B .
= = Q1(9.G) = (a+g)e ™ L(F) — g L((a+ F)e™),
(C.21) o
T Q2(9,G) =G [L(F)e ® = L((a+ F)e™®)],
avec L(¢) := b(e,e") ¢’ de’. Pour ce systéme, on a encore conservation du nombre de photons

0
et croissance de ’entropie, pour tout ¢ > 0

%M(F) =0, iH(F) = lD(F) > 0,

ou D(F) = D(g) + D1(g,G) + D2(G) est le terme de dissipation d’entropie, et nous ne précisons
pas les expressions des termes de dissipation d’entropie partielle Dy et Ds.
En ce qui concerne le probleme stationnaire, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme C.3 [267]. On suppose b > 0. Pour une distribution F = g+ G de masse M (F) = m,
les différentes assertions suivantes sont équivalentes

(C.22) F =B,

(C.23) F maximise lentropie 4 masse donnée m,
(C.24) Q(F,F) =0,

(C.25) D(F) =0.
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L’équivalence entre (C.22) et (C.23) avait déja été obtenue par Caflisch et Levermore [55] dans
le cas de distributions de la forme F' = g + ad, > 0. Ce résultat montre bien que ’espace naturel
pour les solutions du probleme (C.17) est l'espace des états de la forme F' = g + ad, ou plus
généralement de la forme F' = g + G.

C.2.3. Le probléme de Cauchy pour les équations de Boltzmann-Bose quadratiques.

Nous abordons maintenant le probleme d’évolution pour les deux jeux d’hypotheses suivantes
sur le noyau b et la donnée initiale Fj,:

0 { 0<beL*® ou bdéfini par (C.16),
i

ou

(i)

et 0< Fi, € M{(Ry)

be TFHE) ¢ L% avec  pe(0,1),
et Fy, = gin +aindo avec 0 < gi, < by, ayp > 0.

Théoréme C.4. Sous les hypotheses (i) et (ii), il existe F = g+ G € C([0,00), M) solution du
systeme (C.21) qui satisfait

- M(F(t,.)) = M(F;,) =: m pour tout t > 0,

- 8i Fy, = gin € L' (i.e. Gy =0) alors F(t) = g(t) € L (i.e. G(t) =0) pour tout t > 0,

- F(t,.) = B,, dans o(M*',C,) faiblex lorsque t — co.
De plus, sous Uhypotheése (ii), on a F(t) = g(t) + a(t) 0p avec 0 < g(t) < by pour tout t > 0.

Dans la partie existence de ce résultat, la difficulté provient essentiellement du fait que
lentropie (C.18) ne procure pas I’équi-intégrabilité de la solution comme dans le cas classique
de sorte que les méthodes de stabilité/compacité utilisées habituellement pour les équations de

Boltzmann (voir la partie A) ne fonctionnent pas. Ce manque d’information est normal: il permet
le phénomene de concentration.

Lorsque b € L™ il est possible de faire fonctionner un point fixe de Banach dans l'espace
C([0,T]; M{) pour T > 0 assez petit, et d’en déduire le résultat d’existence globale ci-dessus. Sous
I’hypothese (ii) il est en fait possible, par un principe du maximum, de montrer que 0 < g(¢,.) <
by +adp si 0 < gin < by +adp (disons pour un probleme régularisé) et d’en déduire de la compacité
faible dans L°°, ce qui bien str résout tous nos problemes. Enfin dans le cas, le plus intéressant,
ou b est donné par (C.16), nous arrivons & montrer directement sur une suite d’approximations
bornées b" de b que la suite de solutions F'™ des solutions des problemes approchés est une suite de
Cauchy dans M{. Ceci est rendu possible grace une propriété de type “gain de moments” et une
méthode introduite pour ’équation de Boltzmann dans [263]. A noter que dans ce cas, le terme de
collision n’a pas de sens dans L' (ou M) a priori, & cause de la singularité en 0. Pour lui donner
un sens, on écrit

Q(F,F) = /Ooob(e—e — e ¥ )YFF'de’ (=: Q1(F, F))
—i—/ooob(F'aeE—Fa'eE/)d&?’ (=: Q2(F)).

Le terme Q(F) est défini dans M puisque ¢(z) < C'\/z, de sorte que b(e~¢ —e~¢') est bornée et
continue. Quant au terme linéaire ()5, on le définit au sens faible par

Ve CIR,) < Qu(F)> = /Ow/owba'ea’wwf’deds',
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et encore une fois ba' e~ ()" — 1) est bornée et continue. Ce type de formulation avait été
introduite pour I’équation de Boltzmann dans [13].

La difficulté majeure est de montrer le comportement asymptotique en temps grand. Dans le
cas (ii) et le cas b = 1, un controle de I’équi-intégrabilité de g(¢,.) lorsque ¢ — oo, peut étre obtenu
(au moins en dehors de l'origine). Les techniques classiques de semi-continuité inférieure dans L*
de la dissipation d’entropie g — D(g) permettent de montrer que tout élement g., appartenant
a Pensemble w-limite de g(t) satisfait D(g~) = 0 et possede la méme masse m que la donnée
initiale, c’est donc I'état de Bose-Einstein B,,, voir [264]. Dans le cas général, le controle de
I’équi-intégrabilité de g(t,.) est perdu et le seul controle est une borne uniforme dans M{. On
peut toutefois appliquer la méme stratégie que précédemment si on sait montrer la semi-continuité
inférieure dans M de la dissipation d’entropie g — D(g), et conclure de la méme maniére. A cette
fin, on écrit

D(g) = J(X,X')
ot on définit encore X = ¢’ (a+g)e %, X' =g(a+g)e ° et la fonctionnelle J par

J(A,B):// bj(A, B)dede’,
o Jo

pour toutes fonctions A, B : Ri — Ry. Gréace a la convexité de la fonction j (par rapport aux
deux variables) et en adaptant les résultats sur les fonctionnelles convexes de mesures [87], [224],
[137], [43] nous sommes capables de montrer un tel résultat.

Soulignons deux conséquences de ce résultat. Si 'on part d’'une donnée initiale “réguliere”
F;, = gin € L' la solution reste réguliere pour tout temps: F(t) = g(t) € L' Vt > 0. De plus, si
m = M(F;,) = M(gin) > My alors F(t,.) = g(t,.) — B,, avec B,,, = by + (m — M) dp, i.e. un état
régulier de masse supérieure a My “condense a l'origine” en temps infini.

La condensation en temps infini avait déja été annoncée pour ce modele dans [75], ainsi que
par [55] pour le modele similaire de Kompaneets.

C.2.4. Etude fine du comportement asymptotique en temps grand lorsque b = 1.

Dans [271] nous poursuivons I’étude de I’équation de Boltzmann-Compton (C.17) dans le cas
le plus simple b = 1. 1l s’agit d’analyser précicément le comportement asymptotique en temps
grand des solutions. En particulier, comment apparait le condensat en temps infini lorsque M, =
m > My et quelle est la convergence de la solution F'(t) vers I’état d’équilibre B,,.

On réécrit I’équation (C.17) sous la forme

0 —

5 = @) d(0) = My (1 =c) g, g(0) = gun

da _ da, d(t) = / (1—e) g de, a(0) = aip.
ot ;

En introduisant les nouvelles variables
t t
h:geif() d(S)dS’ )\(t) :d(t) eif() d(S)dS’

la premiere équation du systeme devient une équation linéaire en h

Oh
- = — . 1— —€
a1 bo A(t) — My, (1 —e ) h,
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et on peut résoudre explicitement cette équation en fonction de A. En effectuant une transformée
de Laplace (en temps) on peut pousser encore un peu plus loin 'analyse.

Supposons que M (F;,) > My et pour fixer les idées que g;,(¢) ~ Ae?Y lorsque ¢ — 0 avec
v = 0.
a) - Si a(0) = 0 on montre que
1
(C.26) ity ~ = et g(te) ot opour e~

t—oo t —00

& | =

On observe bien, en particulier, la formation d’une masse de Dirac a 'origine lorsque t — .

b) - Si «(0) > 0 on montre que

I'(3 I'(2
d(t) ~ (3) 5 ( +z) lorsque t — o0,
2M;,t (y+1) M Y 4y
ot +1
— M- __—= 1 1 e
9(t:2) ,~_ (gim(e) + bo(e)) e M D+ O 4 g+ —— 4 &%),

En comparant (4.1) et (C.26) on constate que la vitesse de retour vers I’équilibre (mesurée par la
”distance” d(t)) est plus rapide lorsque 1’état initial est déja en partie condensé (hypotheése b)) que
lorsqu’il n’y a aucun condensat formé initialement (hypotheése a)). De plus, sous ’hypothese b),
toute la partie condensée o = M;,, — My de I'état asymptotique de Bose B,, provient de la partie
déja condensée «(t) et donc il n’y a pas de formation d’une masse de Dirac en temps grand a partir
de la partie réguliere g(t).

Une analyse semblable est faite pour M;,, < M.

C.2.5. L’asymptotique de Kompaneets.

En 1954, Kompaneets dérive par un développement de type Fokker-Planck a partir de I’équa-
tion de Boltzmann-Compton une équation parabolique dégénérée. Il obtient 1’équation (de Kom-
paneets) suivante sur la densité de photons f(t,e) d’énergie € > 0 au temps t > 0:

205 iy D

0
o 35[54(§+f+f2)] pour £,t>0 et =+ f+f>) — O

2
(C 7) 85 e—0, c0

K(f) =
Le noyau B obtenu a partir de la section efficace de Thomson étant tres singulier, cette approx-
imation est censée étre réaliste. Nous renvoyons a [148], [82] pour plus de détails. On renvoie
également a [55], [147] et [114] pour une analyse de ’équation de Kompaneets. Le résultat le plus
frappant obtenu dans ces travaux est peut-étre le suivant.

Théoreme C.5 ([114]). Pour tout instant T, > 0 et toute masse m > 0 il existe une donnée
initiale fi, € D((0,00)) telle que pour la solution f de l’équation de Kompaneets (C.27) associée
a cette condition initiale la conservation de la masse

00 2d _ 0o . 2d
/0 f(t,e)e? de / fin(e) €2 de

cesse d’étre vraie apreés linstant T.

La conservation de la masse est vraie formellement et est équivalente a la condition aux limites
(annulation des flux) dans (C.27). En d’autres termes, le Théoreme dit que la condition aux limites

of
54(§+f+f2);)0
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ne peut étre vrai pour tout temps t > 0. Il convient de souligner que ce comportement des solutions
de I’équation de Kompaneets est tres différent de celui des solutions de ’équation de Boltzmann-
Compton décrit par le Théoreme C.4. La question de la validité de I'asymptotique de Kompaneets
(ou de l'extension du Théoreme C.4 & la section efficace de Thomson) se pose donc.

Une premiére réponse dans cette direction est de justifier rigoureusement (pour certaines
données initiales) I'asymptotique de Kompaneets par une méthode utilisée pour justifier I’équation
de Landau & partir de ’équation de Boltzmann, voir [86], [90], [130], [Villani98].

Théoréme C.6. Pour toute donnée initiale 0 < g, < by on note g, € C([0,+00); L) la solution
de (C.17) correspondant a g;, et a une section efficace b de la forme

by(e,e') =n’ e/ /2 o(n(e' —e)).
Alors pour tout T > 0,
lim ||gn - gHC([O,T};LQ) = O’
o g = 2 f et f est solution de ’équation de Kompaneets Nous dérivons ainsi rigoureusement
I’équation de Kompaneets pour ce type de donnée initiale. La difficulté principale est d’obtenir la

convergence forte de la suite (g,) nécessaire pour passer dans les termes non-linéaires. Cela est
rendu possible par une analyse fine du terme de dissipation d’entropie.

Lemme C.7. Soit (g,,) une suite de fonctions telles que
et
T
/ Dn(gn) <y VT >0,
0

ou D,, désigne le terme de dissipation d’entropie associée au noyau by, alors
(gn) appartient a un compact de LP([0,T] x R;)
pour tout p € [1,00).

Un résultat semblable au Lemme C.7. pour ’équation de Boltzmann classique (qui est donc
beaucoup plus technique!) a été obtenu au méme moment et indépendamment par Alexandre,
Desvillettes, Villani, Wennberg [8], voir également [9].

Terminons par une liste de problemes ouverts concernant les modeles décrivant les gaz de
Bosons:

- Est-il possible d’obtenir un Théoreme d’existence globale pour I’équation de Boltzmann-Bose
(C.1) (avec T = 1) sans les hypotheses simplificatrices (1) et (2) faites au Théoreme C.27 Pour un
tel modele, y a-t-il apparition d’un condensat de Bose-Einstein en temps fini?

- Dans le cadre élaboré par X. Lu, est-il possible d’obtenir, pour toute donnée initiale, un
résultat de convergence en temps grand vers 'unique état de Bose-Einstein associé a la condition
initiale?

- Est-il possible d’étendre le Théoreme C.4 d’existence a ’équation de Boltzmann-Compton
pour la section-efficace de Thomson donnée dans [275]7

- Est-il possible d’étendre 'asymptotique fine lorsque t — oo obtenue dans le cas b = 1 (section
C.2.4.) a des sections efficaces b générales?

- Est-il possible d’étendre ’asymptotique de Kompaneets aux sections efficaces de Thomson?
Quel est I'asymptotique de Kompaneets lorsque g, ne satisfait pas 0 < g;,, < by?
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- Chapitre D -

Equations de Coagulation-Fragmentation

D.1 Présentation des équations

Dans cette partie nous nous intéressons a un systéme d’objets de tailles z € Z variable (on
utilisera désormais le terme d’agglomérat pour désigner ces objets). Ces agglomérats peuvent
correspondre a des particules solides ou liquides en suspension dans un gaz en physique des aérosols
[106] (typiquement des gouttelettes dans un spray), a des suspensions coloidales [216], [217], & des
planetes (ou étoiles, ou astéroides ...) en astrophysique [211], & des polymeres, mais également
a des aggrégats de cellules sanguines en hématologie [199] et & des regroupements d’animaux en
dynamique des populations [190]. La variable de taille correspondra suivant la situation & la mesure
de la masse, du volume, de la longueur, du nombre de ”particules élémentaires” (ou individus) de
lagglomérat. Cette variable pourra donc étre considérée comme discrete (nombre d’individus dans
une population, nombre de monomeres dans un polymere), on prend alors Z = N et on note
z =1 € N*, ou continue (volume ou rayon d’une gouttelette), on prend dans ce cas Z = (0,00) et
on note z =y € (0,00).

On suppose que (sous leffet de certaines forces) ces agglomérats évoluent suivant deux méca-
nismes opposés. Deux agglomérats peuvent se regrouper (s’agglomérer) pour former un agglomérat
de taille plus grande (c’est le processus de coagulation (binaire)). Un agglomérat peut se scinder
en deux parties formant ainsi deux agglomérats de tailles plus petites (c’est le processus de frag-
mentation (binaire)). En désignant par C, une particule de taille z on écrit schématiquement:

a(z,z")

Cz + Cz’ — z+2z" CZ

b(z—2z',2")
—

szz’ + Cz’7

ol a et b désignent les taux (ou vitesses) des processus (ou réactions) de coagulation et fragmenta-
tion. La taille d’un agglomérat peut donc croitre ou décroitre et c’est cette dynamique de croissance
que I'on souhaite principalement décrire.

On considere maintenant un systeme constitué d’un grand nombre d’agglomérats identifiés
par leur taille et soumis au double processus de coagulation et de fragmentation binaires et on
néglige tout autre phénomene tels que la coagulation ou la fragmentation multiple (mettant en
jeu trois ou davantage d’agglomérats), la condensation ou l'influence d’une force extérieure. On
suppose éventuellement, de plus, que ces agglomérats sont confinés dans un domaine Q C R3 et
s’y déplacent suivant une dynamique Brownienne avec un coefficient de diffusion d = d(z) qui ne
dépend que de la taille. On ignore dans cette description ’éventuelle vitesse ou énergie interne des
agglomérats. Un tel systéme est donc convenablement défini par la densité f(¢,x, z) d’agglomérats
de taille z € Z se trouvant a l'instant ¢ > 0 en la position z € Q.

Sous ces conditions, I’équation de coagulation-fragmentation (équation CF) décrivant la dy-
namique de la densité f(¢,.) est

O i) Bl = Q) (12,2) € (0,400) x 2 x Z,

(D.1) % — 0 (t,3,2) € (0,400) x 00 X Z,

f0,2,2) = fin(z,2) (x,2) € QX Z.
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Dans le cas d’un modele de taille continue (Z = (0,00), z = y) le terme Q(f) de réaction s’écrit

1 (Y oo
QUNHwW =5 [ a,y—y) f(z.y) flz,y—y) dy — a(y,y') f(zy) f(z,y) dy'
(D.2) 12 /0 /0

y o0
-1 / by — ) dy' fla,y) + / by.y) flz,y+y) dy.

Dans le cas discret (i € Z = N,) le terme de réaction s’écrit Q(f) = (Q;(f)) avec
1 i—1 [e'S)
=3 > ajiififici =Y aiifi £
j=1 j=1
1 i—1 0o
-3 D biieg fit D bi firse
j=1 j=1

(D.3)

Le sens des différentes contributions au terme de réaction Q(f) est le suivant: le premier terme cor-
respond a la création d’'un agglomérat de taille C', par coagulation de deux plus petits agglomérats
et le second terme correspond a la disparition d’'un agglomérat de taille C, par coagulation de
celui-ci avec un autre agglomérat; le troisieme terme correspond & la perte d’'un agglomérat de
taille C, par fragmentation de celui-ci et le dernier terme correspond au gain d’un agglomérat de
taille C, issu de la fragmentation d’un agglomérat de plus grande taille.

L’équation (D.1) a été introduite en I’absence de fragmentation et dans un cadre homogene en
espace par Smoluchowski en 1916 [216], [217] dans un cadre discret (pour décrire des suspensions
colloidales) et par Miiller [186] dans le cas continu. C’est Melzak [184] qui introduit I’équation
complete.

Le coefficient de diffusion d peut étre constant ou dépendre effectivement de la taille des
agglomérats. Un exemple typique est d(y) = Doy =% avec § € (0,1], Dy > 0, voir [214].

Quelques remarques sur les taux de réactions a et b. Ces taux dépendent de la maniere
dont se produisent, a 1’echelle microscopique des agglomérats, les réactions de coagulation et de
fragmentation, celles-ci résultant de mécanismes complexes ot peuvent rentrer en compte divers
facteurs tels que la vitesse, ’énergie interne, la charge éléctrostatique, la forme précise des ag-
glomérats. Comme a 1’échelle de description qui nous intéresse (mesoscopique ou macroscopique)
on ne veut pas prendre en compte ces divers parametres supplémentaires, les taux de réactions
proviendront de moyénnisations par rapport a ces parametres. Il parait donc clair que si le pro-
cessus de coagulation-fragmentation est relativement universel, les taux de réactions, eux, vont
dépendre fortement du contexte d’application physique et qu’ils seront difficiles a déterminer.
L’expression de ces taux (lorsqu’elle est connue) varie beaucoup selon le domaine d’application et
on trouve dans la littérature ([6]) les exemples suivants de taux de coagulation

a(z,2') = ( /1/3) (2—1/3 o 1/3)’ (Zl/S + 2/1/3)2 (Z—l + 2171)1/2
a(z Z/) _ (Zl /1/3)3 ( 1/3 /1/3)7/3

(D 4) a(z, ZI) _ (21/3 + 2/1/3) |Z/1/3 N Zl/3|, (21/3 + 2/1/3) |Z/2/3 B 22/3|
a(z,2") = (2 —2)* (z+ )71
a(z,2')=(Az+ B)(AZ' + B) (Flory-Stockmayer)
a(z, ZI) ( 1/3 +le/3) (ZZ/)l/Q (Z+Z/)_3/2.
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L’exemple le plus courant de taux de fragmentation est
(D.5) b(z,2)=(z+2) ou (1+2+2)" avec v€R.

En dehors de ces exemples, il est difficile de savoir quelles sont les hypotheses (physiques) impor-
tantes que I'on doit faire sur ces taux. Néanmoins les deux hypotheses suivantes semblent (presque)
faire 'unanimité

(D6) Vz,2'e€Z alz72)=a(?,2), b(z,2'") =b(2, 2) (hypothese de symétrie)
et
(D) V2,2 €Z  0<a(z2),bz2)<Ky(l+2)(1+2) (hypothese de croissance),

et nous les adopterons désormais. L’hypothese (D.4) est systématique et ’hypothese (D.5) est
souvent considérée comme la seule physiquement raisonnable, voir [160]. On trouvera néanmoins
dans [156] des exemples de taux de coagulation ne satisfaisant pas cette condition.

Le taux modele

(D.8) a(z, ) = 222" + 28, a, B €[0,1]

semble donc déja raisonnablement général, il inclut le cas des taux constants a = 1, somme a = 242’
et produit a = z 2z’ (qui ont été les plus étudiés) mais ne recouvre pas, bien sur, la diversité des
taux de la liste (D.4).

Pour éclairer cette discussion signalons, des a présent, qu’il n’existe pas & notre connaissance
de théorie d’existence de solutions valable sous les seules hypotheses (D.6), (D.7) (méme pour
I’équation de coagulation seule (b = 0) dans le cas discret et homogene en espace). Pour developper
une théorie d’existence il conviendra de faire soit une hypothyése de croissance plus restrictive que
(D.7) (on fera I'hypothese (D.19)), soit une hypothese de structure (par exemple (D.8)), cette
derniere permettant d’obtenir davantage de bornes a priori, mais nous y reviendrons. La situation
devient encore plus complexe lorsqu’on s’intéresse aux propriétés qualitatives des solutions de
(D.1) puisque celles-ci dépendent tres fortement des hypotheses faites sur les taux de coagulation
et fragmentation.

Un cas particulier important est celui qui correspond a des particules qui ne peuvent augmenter
et diminuer de taille que par addition et soustraction d’'un monomére (particule de taille i = 1),
c’est-a-dire, en termes de taux de réactions

a;j=b;;=0 lorsque i ou j# 1.

L’équation correspondante est appelée équation de Becker-Déring (équation BD) et s’écrit

(D.9) %fz‘:ai—l fic1 fr = bi fi—(a; fi f1 = big1 fiq1)  Vi>2
%Jﬁ =—(a1 f} = b2 f2) = D> _(a; fj fr — bjs1 fis1)
j=1

apres avoir posé a; = a; 1, bj+1 = b; 1 pour ¢ > 2 et a; = %al,l, by = %bm- On remplace souvent

la derniere équation sur les particules de taille unité par I’équation de la conservation de la masse
totale

(D.10) fi(t) + ij fj(t) = Y1 (= constante) Vit >0.
i=2
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Ce modele a été introduit en 1935 par Becker et Déring [30] pour décrire la condensation de
gouttelettes de liquide & partir d’une vapeur. C’est le modele pour lequel la théorie mathématique
est la plus avancée. Nous renvoyons a l'article fondateur [24] et & [274] et aux références incluses
pour les développements plus récents.

Si 'on part d’une solution liquide constituée de monomeres, 1’équation BD est concidérée
comme pertinente dans une premiere phase (de nucléation ou germination) ou des polymeres de
taille macroscopique sont créés a partir de la phase liquide. L’essentiel du systeme d’agglomérats
est sous forme de monomeres (fr << f; Vk # 1) et le mécanisme prépondérant est donc C+C; =
Ci+1. Dans une seconde partie de cette phase de nucléation, les polymeres peuvent commencer a
réagir un peu ensemble et la modélisation adéquate serait plutot I’équation CF (avec tous les taux
de réactions non nuls), on parlera alors de phase de nucléation secondaire.

Dans une deuxiéme phase (dite de coalescence ou mirissement) ces polymeres se regroupent
pour en former d’autres de plus grandes tailles. La taille moyenne des polymeres est alors suff-
isamment grande pour pouvoir étre traitée comme une variable continue. Pour modéliser ce stade
de la coalescence Lifshitz et Slyozov [163] et Wagner [241] ont proposé en 1961 1’équation suivante
sur la densité des polymeres f(¢,y) > 0 de taille y > 0:

af 0
D.11 — + — ((ku— =0 t>0 0
(D.11) g (hu=q) 1) >0, y € (0,00),
appelée équation de Lifshitz-Slyozov-Wagner (équation LSW) que nous écrivons sans dépendance
en espace pour simplifier. Ici les fonctions k& = k(y), ¢ = q(y) sont données et satisfont 0 <
k(y), q(y) < Ko (1 +y) pour tout y € Ry. Les exemples typiques sont

by1/3
cylP+d

a y2/3

D.11 k(y) = ————
(D.11) ) = g

et q(y) = yeRy,

avec a, b, ¢, d € R, et en particulier k(y) = 3 y'/3, q(y) = 3, voir [241], [163]. La fonction u(t)
représente la densité de monomere et satisfait

Vi>0 U(t)+/0myf(t7y)dy= 1,

dans le modele proposé par Lifshitz et Slyozov, et

(D.13) ViSO u(t) / " h(y) f(t ) dy = / " 4w) £ty dy,

dans celui introduit par Wagner.

Dans tous ces modeles, la propriété microscopique évidente est que la masse totale des ag-
glomérats est conservée au cours des réactions de coagulation et fragmentation. Cette propriété se
traduit au niveau de la densité f des agglomérats par une conservation formelle de la masse totale.
Cette propriété fondamentale est la seule "universelle” (valable pour tous les modeles présentés)
et ce n’est qu'une conservation formelle, nous reviendrons sur ce point dans un instant.

Pour démontrer cette conservation, par exemple pour I’équation CF, on proceéde de la maniere
suivante. Pour f = f(y) et 1) = ¥(y) données on écrit la relation fondamentale

(D.14) | ewnvar=g [ [ @y —prwew —vnayay
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avec les notations ¥ = ¢¥(y), ¥ = (') et V" = ("), v = y + v, que nous adopterons
désormais. Cette identité s’obtient en faisant le changement de variables (y,y') — (z =y — v/, v')
dans le premier et le troisieme terme de Q(f) dans (D.2) et est donc vraie sous certaines hypotheéses
de croissance sur a, b, f et 1. On en déduit immédiatement, si on est autorisé a prendre (y) =y
dans l'identité (D.14), qu'une solution f de (D.1)-(D.2) satisfait

(D.15) /Q/Ooof(t,m,y)ydydx:/Q/Ooofm(m,y)ydydx V> 0.

Les prochaines sections s’organisent de la facon suivante. Dans la section D.2 nous présentons
la théorie d’existence/stabilité pour I’équation CF. Nous commengons par le modéle continu et
homogene en espace. Nous poursuivons par le modele discret et non homogene en espace. Nous
terminons par le modele continu et non homogene en espace. Comme application de ces résultats
de stabilité nous présentons dans la section D.3 une asymptotique qui permet d’obtenir (rigoureuse-
ment) le modele continu & partir du modele discret de I’équation CF ainsi qu’'une asymptotique
qui permet d’obtenir ’équation LSW comme limite du modele de BD. Dans la section D.4 nous
revenons sur la question fondamentale de la conservation de la masse (D.15) et nous établissons
que suivant le choix des taux de réactions la conservation de la masse (D.15) est effective ou, a
I'inverse, cesse d’étre vraie au bout d'un temps fini 7T}, appelé temps de gélification. Enfin, dans
la section D.5 nous abordons rapidemment le probleme du comportement asymptotique en temps
grand des solutions de I’équation CF.

D.2. Théorémes d’existence.
D.2.1 Equations de Coagulation-Fragmentation homogénes.

Les premiers travaux sur l’existence remonte & Melzak [184]. Par des techniques de Point fixe de
Banach ou de transformation de Laplace, des résultats d’existence ont été obtenus par [252], [179],
[5], [23] pour des taux sous-linéaires. On trouvera aussi dans la littérature de physique théorique la
construction de solutions explicites pour I’équation de coagulation seule discrete ou continue pour
des taux particuliers [161], [160], [113]. Plus récemment, afin de traiter des coefficients généraux,
des méthodes de compacité sont introduites par [219], [116] pour 'équation CF discrete et [53],
[118], [220], [109], [150] pour I’équation continue.

Nous présentons tres schématiquement la théorie de 'existence de solution pour I’équation de
CF continue. L’approche est celle de [272] et [273] ainsi qu’une transposition a I’équation continue
de [83] que l'on pourra retrouver dans [278]. Les preuves d’existence reposent sur des résultats de
stabilité. Cette maniere de voir a notre préférence dans la mesure ou elle permet de traiter, dans le
méme temps, des questions de modélisation et de comportement en temps grand: voir les sections
D.3 et D.4. Comme toujours la preuve de I'existence s’effectue selon les étapes suivantes:

1) recherche de bornes a priori;

2) Théoreme de stabilité pour des suites de solutions qui satisfont les bornes 1) uniformément;

3) Adaptation (immédiate!) des deux étapes précédentes pour une famille de solutions d’équa-
tions régularisées pour lesquelles I'existence s’obtient plus aisémment (par exemple, par un point
fixe de Banach).

Sous les conditions (D.6) et (D.7) sur les taux de réactions, une solution f de I’équation de
CF homogene

(D.16) % =Q(f)  (tiy) € (0,+00) x Ry

f(O’y) = fln(y) Y < R+

55



vérifie formellement la conservation de la masse, et donc la borne a priori

(D.17) SUP/O yf(t,y)dyé/o Y fin(y) dy.

t€[0,00)

On montre aussi qu’il existe ® : Ry — R, (dépendant de f;,) vérifiant 1 < ®(s)/s — oo lorsque
s — 00 et telle que

R
(D.18) VT,R>0 sup/ O(f(t,y))dy < Cp,r < 00,
[0,771J0

ou Cr g ne dépend que de f;,, Ky dans (D.7).

i) Un résultat général. On fait I'hypotheése de croissance supplémentaire

! b /
(D.19) Vzo > 0, sup a(z,/z ), sup (Z’/Z )
z€[0,20] z z€[0,20] < 2! =00

Les bornes (D.17) et (D.18) suffisent pour établir un théoréme de stabilité d’ou on déduit le résultat
d’existence suivant.

Théoréme D.1. [272] Supposons que les taux de réactions satisfont (D.6), (D.7) et (D.19). Pour
toute donnée initiale 0 < f;, € LY (R, (1+y) dy) il eziste une fonction 0 < f € C([0,00); LY(R,))
satisfaisant les bornes (D.17), (D.18) et qui est solution (au sens des distributions) de l’équation
CF continue homogene.

Un mot sur la preuve du résultat de stabilité correspondant. Le Lemme de Dunford-Pettis
garantie que, d’une suite de solutions (f") satisfaisant les bornes (D.17), (D.18) uniformément
en n, on puisse extraire une sous-suite (f™ ) qui converge faiblement dans L' vers une fonction
f € C([0,00); L*(R4)). De plus, en utilisant 'équation, on en déduit que pour tout ¢ € Li® (R;)
telle que ¥(y)/y — 0 lorsque y — oo on a

(D.20) / T haty) b dy — / " f () () dy.

Or la condition (D.19) est précisément la condition qui permet de passer a la limite dans les termes
de réactions Q(f,) sachant (D.20) et on en déduit que f est encore solution.

ii) Coagulation faible ou dominée par la fragmentation. On fait 'une des hypothéses supplémen-
taires
a(z,2") < K1 (1+2+2")

ou
(D.21) a(z,2)) < Ky (1420 +(2)Y), b(z,2)>Ks(14+2+2), A—v<2, K3>0.

On montre alors qu’il existe une fonction ¥ : R, — R telle que ¥(y)/y — oo lorsque y — oo telle
qu’une solution f de I’équation CF (D.16) satisfait (au moins formellement)

(D.22) VT >0 sup/ flt,y) ¥(y)dy < Cr < oo.
(0,77 Jo
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iii) Coagulation forte et dominant la fragmentation. On fait ’hypotheése supplémentaire (qui est
lopposée de (D.21))

(D.23) a(z,2') > Ky (1+y*y +y/* %), b(z,2) < K3 (1+24+2)", A>1, A=y >2, Ky >0,

ou 'on note A = a + 8. On montre cette fois-ci que toute solution de ’équation CF satisfait

yN2H1/2 2
(D.24) VT >0 / (/ f(t, ln (CYCEEMIE dy) dt < Cr < oo.

Nous reviendrons sur la preuve de (D.22) et (D.24) dans la section D.4.

Dans les deux cas ii) et iii), la borne supplémentaire (D.22) ou (D.24) permet de montrer
(D.20) pour tout v tel que ¥(y)/(1 4+ y)L>°(R4). Une telle information permet de passer a la
limite dans les termes de réactions Q(f,) sous la seule condition de croissance (D.7) sur les taux
de réactions. On étend donc sans difficulté le Théoreme D.1 d’existence au cas ol les taux de
réactions satisfont (D.6) et (D.7) ainsi que (D.21) ou (D.23).

On voit donc que le controle des moments des solutions de I’équation CF est au coeur des
deux processus (opposés) de coagulation et de fragmentation. A noter enfin la curiosité suivante
pour le cas modele

a(z,2)=y"y +y %y, bz,2)=(1+2+2), ac(0,1], A-y=2.

On ne sait pas démontrer en général I'existence d’une solution: dans ce cas la coagulation est
"forte” et la fragmentation est critique.

D.2.2 Equation de Coagulation-Fragmentation discréte non-homogéne.

Nous présentons dans cette sous-section et la suivante les résultats d’existence globaux en
temps dans un cadre L! pour les équations (D.1)-(D.2) et (D.1)-(D.3) que nous avons obtenu en
collaboration avec Ph. Laurencgot [269], [270]. Ces résultats reposent sur des résultats de stabilité
faible dans 'esprit de la théorie développée pour I’équation de Boltzmann. La difficulté est ici
aussi de controler les termes quadratiques dans I'opérateur de réaction (dis a la coagulation) avec
le peu d’estimations a priori disponibles. On montre qu’il n’est pas nécessaire de renormaliser les
équations car les termes quadratiques (de coagulation) peuvent étre (dans certains cas) estimés
par les termes de fragmentation (qui sont eux linéaires et peuvent donc étre controlés par la borne
a priori sur la masse totale qui est pour l'instant, rappelons le, la seule borne dont on dispose).

Des résultats d’existence pour I’équation CF discrete non-homogene avaient été obtenus dans
[73], [34], [78] suivi de [134], [253], [254], [153], [154]. Dans tous ces travaux, des hypotheses de
structures (coefficients de diffusions constants, équation de coagulation seule, équation de fragmen-
tation seule ou équation de Becker-Déring) ou des hypotheses de croissances tres restrictives sur
les coefficients sont faites, le plus souvent afin de déduire des bornes L> sur f (ce qui permet bien
str de donner un sens & Q(f)). Nous présentons ci-dessous un résultat d’existence général sous des
hypotheses naturelles sur les coefficients de réactions et de diffusion et sur la donnée initiale.

Théoréme D.2. [269] Supposons d; > 0 pour tout i € N* et que les taux de réactions satisfont
(D.6), (D.7), (D.19). Pour toute donnée initiale (f;y) telle que

(D.25) Yi(fin) =Y i /fm )dzx < oo,

i>1
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il existe une fonction f € C([0,00); L1 (Q x N*)) satisfaisant les bornes

(D.26) Vi >0 Yi(f(t,.)) < Yi(fin),
o0 T
(D.27) VT > 0,i € N* ; /0 /Q aij fi(t,x) f;(t, @) dwdt < C; 1,

qui est solution de l’équation de CF discréte non homogéne (D.1),(D.3).

La preuve de ce résultat s’effectue en deux étapes. Premiere étape, établir formellement la
borne (D.27) (en raisonnant par récurrence sur l'indice i € N* de 'équation dans le systeme
d’équations (D.1),(D.3)). Celle-ci permet de définir (comme fonction de L*((0,T) x Q)) les termes

<

de coagulation. A noter que la borne (D.25) suffit pour donner un sens aux termes de fragmenta-
tions. Deuxieme étape, par un argument de Boot Strap, on montre que tous les termes de réaction
appartiennent & des compacts faibles de L*((0,7) x ). On adapte alors aisémment les arguments
présentés dans la section D.1 pour I’équation de CF homogene, et le Théoreme D.2 en découle.

On commence par écrire la premiere équation du systeme d’équations CF

8 o0 o0
(D.28) %*%Axfl:*ﬁ D ari fi+Y bijfi
j=1 j=1

que 'on integre par rapport aux variables ¢ et x. Il vient

/Qfl(T,x)d:v+/0T/Qf1 gam £ d:cdt:/QfL,;n(x)d:ch/oT/Qg;bLj Fra; dedt

d’ou on déduit

T %
/ /f1 > ar; fidedt < (1427 Ko) || finllx
o Ja =

=1

et ce qui prouve (D.27) pour i = 1. On obtient (D.27) en procédant par récurrence et en effectuant
le méme calcul pour les autres équations du systeme.

Pour conclure il suffit maintenant d’établir :

Lemme D.3. Pour tout i € N, et T > 0 il existe un compact K;r de L'((0,T) x Q) et une
fonction w; 1 telle que w; p(r) — 0 lorsque 1 — oo et

(D.29) fi € Kir

T 0o
(D?)O) / / fz 1fi>7' Z (117]‘ fj d:ﬂdt S wLT(’I“) V’I" > 0,
0 JQ =1

ot KC; v et w; T ne dépendent que de f;, et des tauzr de réactions.

Pour prouver (D.29) on peut invoquer, par exemple, les résultats de régularité de [26], [39] qui
dans la situation présente s’écrivent

Vi e N,,VT' >0  V,f; € L*((0,T) x Q).
Or, des bornes (D.26), (D.27) et de I'’équation on déduit aussi
Vie N,VT >0  f; e WHHO, T, W—21H(Q)).
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La compacité (D.29) est alors une conséquence immédiate de ces deux bornes et du Lemme d’Aubin.

En multipliant maintenant I’équation (D.28) par 14 -, et en intégrant comme précédemment
il vient

T o0 T o0
/ / Lysef1 Y an; fidwdt < /(fl,m(ﬂ?) —7r)+dr+ / / Ly Y b1 fryydadt.
0o Jo o 0 0o Jo o

Or d’apres (D.29) (et les bornes (D.19), (D.26)) le terme de droite tend clairement vers 0 lorsque
r — 00, ce qui prouve (D.30) pour i = 1. La suite d’estimations (D.30) s’obtient par récurrence en
raisonnant comme nous venons de le faire pour chaque équation ¢ > 2.

D.2.3 Equation de Coagulation-Fragmentation continue non-homogéne.

La démonstration de 'existence dans le cas de I’équation CF discrete non-homogene que nous
venons de présenter repose clairement sur le caractere discret de cette équation et ne peut donc
pas étre transposée telle quelle au modele continu. Dans [270] nous développons deux cadres dans
lesquels des résultats de stabilité (et d’existence) peuvent étre obtenus pour ’équation CF continue
non-homogene. Ici, en plus de ’hypothese de croissance (D.19), nous sommes amenés a faire des
hypotheses de structure sur les taux de réactions ce qui permet d’obtenir davantage d’estimations
a priori.

Commengons par une définition. On dit que 0 < f € C([0,00); L1(£2 x R)) est solution de
I’équation CF continue non-homogene (D.1),(D.3) si

vizo o N | / " f ey ydyde < Vi(fin)
VT, R feLY(0,T) x (1/R,R); WHH(Q)), Q(f) € L*((0,T) x Q x (0, R))

et satisfait (D.1) au sens des distributions.

Théoréme D.4. [270] On suppose 0 < d € C((0,00)) et (D.6), (D.7), (D.19).
1. On fait Uhypothése supplémentaire, dite d’équilibre en détails,

IM e 'Ry, (1+y)dy) aMM =bM"  Vyy cRy.
Pour toute donnée initiale f;, telle que
(D.31) fin € LY(Q x R, (14 v) dydz),

Al = [ [ (i n L

il existe une solution f a l’équation CF continue non-homogéne.

— 1)+ M]dydr < o0

2. On fait Uhypothése supplémentaire, dite de monotonie,
(D-32) aly',y—y') <aly.y) by y—vy)<Aaly.y)+Bly) Vy=y =0,

avec B € L*(R,), y — yB(y) € L>®(R,). Pour toute donnée initiale f;, satisfaisant (D.31) il
existe une solution f a l’équation CF continue non-homogéne.

Avant de donner une idée de la preuve, remarquons que ’hypotheése d’équilibre en détail est
satisfaite, par exemple, lorsque a = b, il convient alors de prendre M (y) = e~ Y. L’hypothese de
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monotonie est satisfaite pour une bonne moitié des exemples de la liste (D.4) (tous ceux qui n’ont
pas de dépendance en |z¥ — 2'|). Cette hypothese semble avoir été introduite pour la premiere fois
dans [119].

Le Théoreme D.4 est le premier résultat d’existence général d’une solution globale pour ce
modele de Coagulation et Fragmentation. Dans un cadre L°°, des résultats d’existence avait été
obtenus par Burobin [51], [52], pour I’équation de coagulation seule sous I’hypothése de monotonie.
Des résultats d’existence locaux ont été obtenus par Chae, Dubovski [74] pour le modele complet
ainsi que plus récemment par Amann [10]. Dans ce dernier article, des résultats d’existence globaux
sont démontrés dans des cas particuliers, par exemple, lorsque la diffusion est constante (d(y) =
Dy), en absence de coagulation ou en dimension un d’espace (2 C R).

Quelques indications sur la preuve du Théoreme. L’hypothese d’équilibre en détail permet de
montrer (formellement) que l’entropie relative H(f|M) est décroissante (et donc bornée) et que la
dissipation d’entropie

D(f) = /Q /0 /0 (af £ —bf") (n(af f') — In(b 5" dy'dydz > 0,

est aussi bornée dans L1(0,T). Ces bornes permettent de montrer que f et Q(f) appartiennent a
un compact faible de L' (pour estimer les termes de coagulation, on utilise une inégalité du type
(A.35) et la borne sur le terme de dissipation d’entropie). On a également, comme dans la preuve
du Lemme D.3, en utilisant [26], [39] et le Lemme d’Aubin: pour tout ¢» € D(R) il existe un
compact fort Kr . de L((0,T) x Q) tel que

/O T ) o) dy € K.

Ces informations suffisent pour établir un résultat de stabilité en adaptant la théorie de DiPerna-
Lions pour I’équation de Boltzmann [98] et le Théoréeme D.4 s’en déduit.

Lorsqu’on fait I’hypothese de monotonie et si b = 0 on montre sans peine que les quantités

Y(h= [ /ff(t,.)dydx ot o(n)= [ /O°°¢<f<t,.>>dydx,

sont décroissantes et ceci pour une large classe de fonctions ¢ convexes et surlinéaires a I’'infini
(par exemple, pour ¢(s) = sP Vp > 1). Sous la condition de domination de la fragmentation par la
coagulation (D.32), on ne sait plus montrer que Yy (f) et ®(f) sont des fonctionnelles de Lyapunov,
mais on arrive & démontrer que ces fonctionnelles restent bornées ainsi que le terme de “dissipation
d’entropie” Dg associée a I’“entropie” ® si ®(f;,) < co. Grace a (D.31) et au Théoreme de De la
Vallée-Poussin, il est aisé de construire une fonction convexe @ telle que ®(f;,) < oo et rentrant
dans la classe des fonctions pour lesquelles les bornes que nous venons de décrire sont valables. On
obtient encore ainsi des bornes garantissant que f et Q(f) appartiennent a des compacts faibles
de L', et la suite de la preuve se fait comme dans le cas de I'hypothese d’équilibre en détail.

D.3. Liens entre modeéles discrets et continus.

Nous considérons dans cette section le probléeme du passage de I'équation CF discrete a
I’équation CF continue et celui du passage de ’équation BD a l’équation LSW dans un cadre
homogene en espace.

D.3.1 Des équations de Coagulation-Fragmentation discrétes aux équations continues.
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Commencons par le passage de I’équation CF discrete a 1’équation CF continue, que nous
formulons dans les termes suivants: peut-on obtenir les équations CF continues comme limite
d’équations de CF discretes? Nous répondons positivement a cette question, en suivant I’approche
introduite dans [261] (voir partie A.3.) pour I'’équation de Boltzmann. Schématiquement cela se
fait de la maniere suivante:

(1) Etant donnés des taux a(y,y’), b(y,y’) et une donnée initiale f** on définit une famille
(indéxée par ¢ > 0) de taux discrets (a5;), (b5;) et une famille de données initiales (c*™¢) et on
associe (¢°(t)) une famille de solutions associées & ces équations CF discretes.

(2) On construit a partir des ¢® une famille de fonctions f€(¢) qui vérifient une certaine équation
CF continue modifiée et des bornes uniformes en € > 0 (que 'on déduit des bornes obtenues sur

la famille ¢%).

(3) On passe a la limite dans cette équation et on montre qu’il existe une fonction de I’équation
CF continue associée aux taux a et b et a la condition initiale f*", obtenue comme limite des (f¢).

La relation entre les modeles discrets et continus est une question classique qui a été abon-
damment étudiée. Les travaux antérieurs traitent la question soit d’un point de vue formel [106],
[5], soit dans des cas particuliers (équation de coagulation seule [48] ou équation de fragmentation
seule [258]) ou enfin d’un point de vue de I'analyse numérique [46].

Théoréme D.5. Considérons a, b € C(R%) des tauz de réactions satisfaisant (D.6), (D.7),
(D.19) et une donnée initiale continue 0 < f;, € L'(R4, (1 + y)dy). Pour tout € > 0, on définit
des taux de réactions et une donnée initiale discréte par

a;; =ca(ei,ej), by =eblei,ef), fi:= finled),

et on considere (ff); une solution de l’équation CF discréte associée. Alors la fonction
Fly) =) FOX0), X =1ieuno®),
1€EN
converge (a extraction d’une sous-suite) vers une solution f de l’équation CF continue associée
aux taux de réactions a, b et ayant pour condition initiale fi,.

L’idée principale de la démonstration est d’écrire I’équation CF discrete sous la forme faible:
pour toute suite (¢;) de réels (nulle & partir d’un certain rang)

d o 1 o
(D.33) T fEei=5 Y (@l LS b F) (Pivs — 00— 9)),
i=1 i,j=1

et de réinterpréter (D.33) comme une formulation faible d’une équation CF continue “modifiée”.
Pour cela on introduit quelques notations. Pour tout ¢ € (0,1) on définit

o0 o0
Qi b:
ac(y,y') =) ;’ W X5W), be(y,y) =D —;’J X; (W) X5 ().
i,j=1 i,j=1

De plus, pour ¢ € D(R,) fixée, on définit la famille de fonctions (¢.) par

0o 1 (i+1)e
pe(y) =Y eixi(y), = - / w(y) dy.
=1 4

€ Jie
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0
Enfin, pour toute fonction g constante par morceaux g(y) = Z 9i X; (y), g; € R on introduit
i=1

T-(9)(w.y) = Y, 9 i W X50), () €RY,
ij=1

qui doit étre vue comme une approximation de g(y + y’). Avec ces nouvelles notations, 1’équation
(D.33) s’écrits

d o0 1 oo o0 , , ,
031) G| feeear=5 [ [t f b ) () — o~ ) dvay

Il convient alors de collecter suffisamment de bornes sur la suite (f.) pour pouvoir passer a la
limite dans I’équation (D.34) et cela est effectivement possible en adaptant la preuve du résultat
de stabilité présenté dans la section D2.1 (et en montrant, en particulier, que T:(p:) — ¢” et
T.(fe) — f"). On reconnait alors que f est solution faible de ’équation CF continue homogene.

D.3.2 Des équations de Becker-Doring aux équations de Lifshitz-Slyozov-Wagner.

Comme nous ’avons vu en introduction, les équations BD et les équations LSW modélisent
deux phases chronologiquement distinctes de la croissance des agglomérats. Les arguments physi-
ques qui ont permis leur déduction par Becker et Doring d’une part et Lifshitz, Slyozov et Wagner
d’autre part sont de natures différentes. Penrose et al [198] parviennent a dériver formellement
le modele LSW & partir du modele BD, voir aussi les travaux ultérieurs [196], [197]. La premiere
dérivation rigoureuse a été obtenue trés récemment dans [81] (essentiellement dans le cas de coef-
ficients k et ¢ constants) et repose sur des résultats de stabilité pour ’équation LSW. Une théorie
de stabilité et d’existence de solutions pour I’équation LSW avait été entreprise par [80] et [188] et
poursuivie par [151], [152].

En nous appuyant sur les résultats de [151], [152], nous généralisons dans [274] la dérivation
rigoureuse de LSW a partir de BD au cas de coefficients k et ¢ homogenes, i.e.

(D.35) k(y)=ay®, qly)=>by", 0<u<A<l1, a,b>0.

A noter que cela inclut le cas physique E(y) =43, q(y) = 3, cf. (D.11).

Théoréeme D.6. On se donne deux coefficients k et q vérifiant (D.35) et une condition initiale
0< fin € LYRy; (1 +y)dy) N WHYR,) qui n'est pas a support compact. Pour tout € > 0, on
définit les taux de réactions et la donnée initiale

(D.36) a5 =¥ k(1), af = k(i) i>2, b5 =q(i), i>1, f5 . =¢%fin(ci), i>1,

7 [ in,t

et on considére (ff); la solution de l’équation de Becker-Déring associée. Alors la famille de
fonctions (f¢,u®) définie par

(D.37) Fo(t ) = o S fere T X)) = e S (e )

i>2

convergent (a extraction d’une sous-suite) vers une solution (f,u) de l’équation de Lifshitz-Slyozov-
Wagner (D.5), (D.7) associée auz coefficients k et q et ayant pour condition initiale fi,.
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L’idée du passage de I’équation BD a I’équation LSW est la suivante. On part d’une solution
f = (f;) de I'équation BD associée aux taux a; = i*, b; = i*. On écrit les équations (D1.10) sous
la forme

4
dt

On introduit le changement d’échelle en temps g¢ (t) := fi(te*™1) et le systeme d’équations devient

fi= (A (=D ficg = fi) + (@ + D" fir =i fi) Vi > 2.

d ._((i+1)e) gy — (i) gf s r (i) g; = ((i—1) )* g5y

Egl N 9 ! 9

Vi > 2,
que l'on complete avec la conservation de la masse (D.10)

00 e
L0
gi(t) +D_je* % =1(0).
=

En introduisant alors le changement d’échelle en taille et distribution

_ 95 (1)
V(1) =" gi(t), gt (ty) = 2 “o5 Lie<y<i+ne

le systeme précédant se traduit pour e tendant vers 0 (de sorte que y ~ ie peut étre considérée
comme une variable continue) par

0 0 0 >
D.38 —¢° ~ —(y"¢°) —v° — (" ¢°), 5A_“5t+/ (t,y) dy = Y1(0).
( ) 519 ay(yg) vay(y q°) v (t) Oyg(y)y 1(0)

Si on sait montrer que
(D.39) (v, g°) appartient & un compact faible de L°°(0,T) x L>(0,T; L' (R,))

alors, (v°,¢°) converge (& extraction d’une sous-suite) vers un couple de fonctions (v, g) qui est
solution de

0 0 0

0= —(v"aq) — v — (> - —Y-
5= ) =0 00 [ ety =vi0)

ce qui est précisément dire que (v, g) est solution de I’équation LSW (D.11), (D.13).

La construction de (u®, f¢) grace a (D.36), (D.37) permet de justifier (D.39). Remarquons
qu'une borne de g¢ dans L*°(0,T; L' (R, (1+y) dy)) se déduit immédiatement de (D.38) et que la
compacité faible s’obtient aisément. Par contre, la borne L* sur (u®) n’est pas une conséquence
immédiate de (D.38) et demande un peu plus de travail.

D.4. Conservation de la masse et phénomeéne de gélification.

Dans cette section nous présentons les principaux résultats établis dans [272], [273] et dans le
travail en préparation [278]. Nous nous posons la question suivante: les solutions de I’équation CF
homogene continu (pour simplifier, nous ne considérons que ce modele) conservent-elles la masse
totale

Ya(t) = /Ooo () ydy =¥i(0) Vi >0
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ou, a l'opposé, existe-t-il un instant T, > 0 (appelé temps de gélification) a partir duquel de la
masse est perdue
Yi(t) < Y1(0) Vit > T,7?

L’interprétation de ce phénomene est que le processus de coagulation, formant des agglomérats de
tailles de plus en plus grosses, “s’emballe” et qu’en un temps fini des particules de taille infinie
(appélées gel) sont créées. A noter qu’il n’est pas clair que le modele CF reste pertinent apres ce
temps de gélification, en particulier, parce que la masse du systeme qui se trouve sous forme de gel
n’est plus prise en compte. Lorsque ce phénomene se produit, il décrit une transition de phase du
systeme.

Théoréme D.7. Supposons (pour simplifier) que les taux de réactions sont

(D.40) aly,y) =2y’ +47 ¢, by = (A+y+y),

et soit fi, € L'(Ry; (14 y)dy).

1. Si A:=a+ 08 <1 ousivy>A—2 il existe une solution de l’équation CF qui conserve la
masse.

2. SiA>1 ety < \—2il existe Y* tel que si Y1(fin) > Y™ pour toute solution de l’équation
CF il y a gélification.

3. S5tA>1etb=0ousi A\=2ety < —1 pour toute solution de l’équation CF il y a
gélification (sans condition sur Y1(fin)) et Y1(t) — 0 lorsque t — oo.

La question de la conservation de la masse totale a été abondamment étudiée et nous renvoyons
a [252], [104], [23], [221], [109], [83] ainsi qu’a [272], [278].

A partir de la fin des années 70, Ziff et Lushnikov conjecturent I'existence du phénomene de
gélification pour les équations de Coagulation seule. Une preuve rigoureuse est donnée dans le cas
a;; = ij par Leyvraz et Tschudi [161], des solutions explicites qui gelent sont aussi construites
dans des cas particuliers [160], [139] et de nombreux arguments formels sont avancés [139], [113],
[104], [50]. Récemment, Jeon parvient & montrer I’existence (par une méthode probabiliste) d’une
solution qui gele pour toute donnée initiale de masse finie et pour un taux de coagulation satisfaisant
k(ij)* <a;; < K(ij), a € (1/2,1] et lima;;/ij = 0 lorsque i + j — oo, voir [143], le cas du
modele CF avec fragmentation faible est aussi étudié. Enfin, Laurengot obtient une vitesse de
décroissance de la masse totale vers 0 dans la cas du taux produit de coagulation, [150].

Le résultat que nous proposons ici généralise un peu le résultat de Jeon et simplifie con-
sidérablement la démonstration, qui s’adapte aisément a un modele non-homogene en espace. De
plus, nous mettons en évidence I'existence d’un exposant critique v* = A—2 pour la fragmentation,
au dessus duquel la masse est conservée et en dessous duquel la gélification peut se produire. La
philosophie de la preuve repose sur des estimations de moments d’une solution f de I’équation de
Coagulation-Fragmentation.

Conservation de la masse. Pour montrer la conservation de la masse on démontre qu'un certain
moment

Ya(t) = / " fty) () dy

est borné avec ® surlinéaire (®(y)/y — oo lorsque y — o0). Cela permet de montrer que si pour
une solution régularisée on a Y1 (f™) = Y1(f™) et f™ — f, alors on peut passer a la limite dans
la conservation de la masse et I'obtenir sur la solution limite. Donnons la démonstration dans le
cas A € (1,2] et v > A — 2 d’un controle du moment Y5, nous renvoyons a [272] pour le cas (plus
simple) A € [0,1]. L’identité fondamentale (D.14) avec 1 (y) = y* implique immédiatement

d B

1
EYQ < §Y1+a Yigp — 5 Y3t
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1.1 1
Utilisant les inégalité d’'Holder Y7, < Yll_o‘ Yitet Yo <Y, 7 ng_*y” il vient

d 1
2V, < =
dt 2= 2

B

Y127)\ YQ)\ . 5 Yl—l—'y Y22+'y‘

11 suffit alors d’utiliser I'inégalité de Young pour obtenir

d B_ __
%}/2 + ZYI ! ’YY22+’Y S C(Yla)‘/-Y)

Cette inégalité différentielle donne une estimation a priori du type Y5(t) < C't~ avec C,v > 0 ne
dépendant que de Y1(0), A et v et donc une borne pour le moment Y5 (¢) pour tout ¢ > 0.

Gélification. Pour montrer la gélification, on démontre que Y; € L?(R,) et donc que Y; ne peut
rester constant. Lorsque a(y,y’) = yy', b < B € Ry il suffit de choisir ¢y = 1 dans l'identité
fondamentale (D.14) ce qui donne

d 1 B
Y, < —ZY2 4Ly,
gles it g h

En intégrant en temps cette inégalité différentielle il vient

T T
| vwizmo+s [ v,
0 0
et en utilisant 'inégalité de Young pour estimer le dernier terme, on obtient finalement
T
VT >0 / Y2(t)dt <4Y1(0) + B*T.
0

On voit donc qu’on ne peut avoir Y;(t) = Y7(0) > B (puisque sinon on aurait Yy(¢) < 0 en temps

fini, ce qui est absurde) et cela prouve le Théoreme D.7 dans ce cas particulier.

Dans le cas du taux de coagualtion donné par (D.40), la méme preuve conduit a
T
(D.41) VT >0 /0 Ydo(t)dt <4Y1(0) + BT,

mais il est clair que cela ne suffit plus pour conclure a la gélification lorsque A € (1,2). L’idée est
de choisir ¢(y) = min(y, A) pour A > 0 fixé dans l'identité fondamentale (D.14), il vient

00 ) 2 T foo
%/0 A </A f(t,y)y/\/Qdy> dtSY1(0)+§/O /A f(t,2) Az (1 + 2)7 dzdt.

En majorant le dernier terme grace a 'inégalité de Young on obtient

2
/2 1
(D.42) VA>0 /0 (/A fty)y dy> dt<s — =+ omi

avec A—2y—2> A—~—2> 0. Pour une fonction ® : R — R continue telle que ®(0) = 0 on note
o0
Ch = / P'(A) A* dk
0
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et on calcule, en utilisant successivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le Théoreme de Fubini et
la borne (D.42),

[/ ressrsoa) s [ (["vin [ s’
< /OT </OOO P'(4) Ade> (/OOO P'(A) AF (/A” (b 2 dy>2 dA) »

o) T ') 2
<C_ P'(A) A < t, Wd) dt dA
< k/g (4) /0 /A F(ty) v dy

< C_jy [4Y1(0) Ch—1+ B*T Cryosay—»]-

Si on prend ®(y) = (y — 1)};/\/2 et k=1—)\/2+ ¢, on remarque que

< dA * dA > A
Ck’ :/1 F, lek :/1 m7 Ck)+2+2'77k :/1 A1+2 (A=y—2)—¢

sont finis pour € > 0 assez petit, ce qui prouve que pour deux constante K; et Ko (ne dépendant
que de v, A et B) on a

oo e’} 2
(D.43) VT >0 / (/ f(t,y) ydt> dt < K, Y1(0) + Ko T.
0 2

Regroupant (D.41) et (D.43) on a démontré

[e%¢) e’} 2
VT > 0 / </ f(t,y)ydt) dt < K V,(0) + KL T,
0 0

et on conclut encore qu’on ne peut avoir Y7 (t) = Y1(0) > K.

Enfin, au moment de la gélification, il est conjecturé lorsque a est donné par (D.19) et b =0
(sur la base d’arguments formels et de solutions explicites) que

1

(D.44) FToy) ~ ST

voir [139], [113], [105], [140], [161], [160]. Nous démontrons dans [273] le premier résultat rigoureux
établissant (D.22) sous une forme sensiblement plus faible. Plus précisément, nous bornons supéri-
eurement et inférieurement des quantités de type normes de Morrey-Campanato.

Théoreme D.8. Soit f une solution de I’équation de coagulation associée a un taux a de la forme
(D.40) avec A € (1,2]. Supposons que pour Ty < Ty on ait

AYl = YI(TO) — Yl(Tl) > 0.

Alors pour tout T > 0 il existe C; telle que quelque soit R > 0:

2
T S
! 1
/ (sup —/ YN 22T f(g ) dy) dt > C. AY;
0

To S>R ST
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et
T 1 R 2
| | fens e ay) a<ov),
0

To
Si l'on fait I'hypothese (que 1'on ne sait malheureusement pas vérifier) que f(T,,y) ~ y? lorsque
y — oo on déduit du Théoreme que § = —v — 3/2, et on retrouve donc la conjecture (D.44).
D.5. Comportement asymptotique en temps grand.

Une voudrions juste évoquer maintenant le probléeme fondamental qu’est la description du
comportement d’un solution f(t,.) de ’équation de coagulation-fragmentation lorsque le temps ¢
tend vers 'infini. Nous renvoyons a [108] et [6] pour une discution plus détaillé de cette question.
Il convient de distinguer trois cas.

D.5.1 Fragmentation seule. Lorsque a = 0, les agglomérats ne sont soumis qu’au seul processus
de fragmentation qui tend a les casser en morceaux de plus en plus petits. Si f est solution de
I’équation de fragmenatation seule on s’attend donc a ce que

fi(t) — Opourtout i >2 et fi(t) — Y1(0)
dans le cas discret et
f(ty) — Y1(0)do
dans le cas continu. De tels résultats sont établis dans [115], [119], [155].

D.5.2 Coagulation seule. A I'opposé, lorsque b = 0, les agglomérats ne sont soumis qu’au seul
processus de coagulation qui tend a les regrouper en des aggrégats de tailles de plus en plus
grandes. Si f est solution de I’équation de coagulation seule on s’attend donc a ce que

f(t,z) — 0 pour tout z € Z,

voir [178], [62], [153].

Méme pour ces deux modeles tres simples la question de la rapidité de convergence vers 1’état
final, et la description de I’éventuel profil de la solution pour les temps grands reste essentiellement
un probléme ouvert, voir [105] pour des arguments formels.

D.5.3 Hypothése d’équilibre en détails. Nous supposons maintenant que les deux taux de coag-
ulation et de fragmentation sont non nuls, et de plus, qu’ils satisfont 'hypothese d’équilibre en
détails

(D.45) IM e L' a(z, 2 YM((z) M(2) =b(z, 2 YM(z+2")  Vz,2' € Z

Cette hypothese d’équilibre en détails est toujours satisfaite pour le modele de Becker-Doring, voir
[24]. Pour des taux arbitraires a et b, un tel équilibre n’existe pas, en général. L’hypothese (D.45)
impose donc une certaine relation entre les taux de coagulation et de fragmentation. On remarque
d’une part

VaeR M, (z) = M(z) e*~* satisfait aussi (D.45),

et d’autre part si M, € Li alors I’entropie relative

H(f|M,) = /OOO <f <ln Mia—1> +Ma> dz
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satisfait

d 1
%H(f‘Ma) =-3 D(f) <0

ou le taux de dissipation d’entropie est défini par
D(f):= / / (afff=bf"Y(maff —Inbf")dzd.
o Jo

Lorsque la conservation de la masse a lieu on s’attend donc a ce que
(D.46) f(t,.) — M,,, lorsque t— oo

ou M,,, est’état d’équilibre de méme masse que f;,, pour autant qu’un tel état d’équilibre existe!

On est amené a introduire
o, = sup{a € R; M, € L1} € [0, +-o<]
de sorte que M, € L} pour tout a < ay et
ps = sup{Y1(M,); o € (—o0,as)}

de sorte qu’il existe a;, € R tel que Y1(M,,,) = Y1(fin) st Yi(fin) < ps- A noter que lorsque
as = +00, alors on a toujours ps = +00, mais que lorsque oy < 00; on peut avoir p, < 00
ou p, = oo suivant les valeurs de la fonction M. Un exemple: lorsque a = b on peut prendre
M(z) = e % et on trouve ag = 1 et py = +00.

Le résultat attendu est le suivant.

Théoreme D.9. Cas 1. Si ps = +00 alors pour toute donnée initiale f;, il existe ay, € R tel que
Yi(M,,, ) = Yi(fin) et Uon a le retour vers I’équilibre (D.46).

Cas 2. Si ps < 400, alors pour toute donnée initiale f;,, telle que Y1(fin) < ps alors il existe
ain € R tel que Y1(M,,, ) = Yi(fin) et Uon a le retour vers ’équilibre (D.46), et pour toute toute
donnée initiale f;y, telle que Y1(fin) > ps on a

ft,.) — M,, lorsque t — oo.

Ce théoreme a été démontré pour le modele BD homogene en espace, voir [24]. Pour des
résultats partiels dans cette direction pour les équations CF discretes et continues nous renvoyons
a [22] [5], [79], [154], [222], [215], [270].

Concluons par quelques remarques sur les problemes ouverts pour les modeles de coagula-
tion et fragmentation.

La théorie d’existence est aujourd’hui bien avancé (toutefois, les hypotheses faites pour le
modele CFC non homogeéne demanderaient éventuellement & étre mieux comprises), et le Théoréme
D.7 et son analogue pour I’équation BD (cf. [24]) répondent déja de maniere assez satisfaisante a
la question de la conservation de la masse et de sa non conservation (phénomeéne de gélification).
La question de I'unicité est quant & elle moins avancée, comme souvent en théorie cinétique. Il
serait intéressant de comprendre si les conditions sur les taux de réactions faites dans les théoréemes
d’unicité sont d’ordre technique ou sont essentielles.
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Il semble particulierement pertinent d’approfondir l'analyse des équation de coagulation-
fragmentation selon les deux axes suivants (déja pour les modeles CF homogene en espace):
e Comportement qualitatif des solutions au moment de la gélification.
- Le phénomene de gélification est-il un phénomene continu (la masse M (t) est-elle continue)?
- Au temps de gélification T}, le profil de f est-il exactement celui donné par (D.44)?
- Le temps de gélification T}, correspond-il exactement au temps d’explosion du moment M7 ~?

Nous renvoyons a [273] pour une liste plus complete de problemes autour de cette question.

e Précision du comportement asymptotique en temps grand.

- Le Théoreme D.9 est-il vrai pour un modele de coagulation-fragmentation plus général que
le modele BD?

- Sous les hypotheses D.5.1, D.5.2 et D.5.3, peut-on estimer la vitesse de retour vers ’état

final, et peut-on préciser au second ordre le comportement de la solution (profil de la solution,
passage de BD a LS)?

- Sans I'hypothese d’équilibre en détails (D.45), peut-on trouver des taux pour lesquels des
solutions stationnaires ou périodiques existent, et ces états sont-ils encore des attracteurs des
solutions?

Enfin, il serait intéressant d’analyser des modeles plus complexes, prenant en compte d’autres
phénomenes (évaporation, sédimentation, ...), non homogenes en espace, introduisant une variable
additionnelle (de vitesse pour une particule, de charge parasitaire pour une cellule).
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