
❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉

❏❛s♠✐♥ ❈✳ ❇❧❛♥❝❤❡tt❡

■♥r✐❛ ◆❛♥❝② ✫ ▲❖❘■❆✱ ❋r❛♥❝❡

❈❡③❛r② ❑❛❧✐s③②❦

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ■♥♥s❜r✉❝❦✱ ❆✉str✐❛

▲❛✇r❡♥❝❡ ❈✳ P❛✉❧s♦♥

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❑

❛♥❞

❏♦s❡❢ ❯r❜❛♥

❘❛❞❜♦✉❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ◆✐❥♠❡❣❡♥✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s

❚❤✐s ♣❛♣❡r s✉r✈❡②s t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛✉t♦♠❛t❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✇✐t❤ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛♠♠❡rs✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❢♦r♠❛❧
♣r♦♦❢s ❛ str♦♥❣ ✏♦♥❡✲str♦❦❡✑ t♦♦❧ ❢♦r ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t ❧❡♠♠❛s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝❛r❡❢✉❧ ❛♥❞
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❛♥✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦❢ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs t❤❛t ❝❛♥
❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❛①✐♦♠s✱ s✉✐t❛❜❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✬s ❧♦❣✐❝ t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤❡
❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦✈❡rs✱ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t s❡❧❡❝t r❡❧❡✈❛♥t ❢❛❝ts ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✱
❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ♣r♦♦❢s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳

❲❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ s❤♦✇
t❤❡✐r str❡♥❣t❤ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❛r❣❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ t❤❡
◗❊❉ ▼❛♥✐❢❡st♦ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ◗❊❉✲❧✐❦❡ ❡✛♦rts✳

✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

■♥ ✶✾✾✸✱ t❤❡ ◗❊❉ ▼❛♥✐❢❡st♦ ❬✶❪ s♣❡❧❧❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❣r❡❛t ✈✐s✐♦♥ ♦❢
♠❛❝❤✐♥❡✲✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ s❝✐❡♥❝❡✳ ◗❊❉ ❞✐✛❡r❡❞ ❢r♦♠
❡❛r❧✐❡r ❞r❡❛♠s ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ✷✺ ②❡❛rs ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡
♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ✭❆❚P✮ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❆■✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ■t ✇❛s ♥♦t ❥✉st
❛ ✈✐s✐♦♥✱ ❜✉t ❛♥ ❛tt❡♠♣t ❛t ❛ ♣❧❛♥ ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✐t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛♥✐❢❡st♦ ✇❛s ❬✶✱ ♣✳ ✷✸✽❪ ✏t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠
t❤❛t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s . . .
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ str✐❝t ❢♦r♠❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❤❡❝❦ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛❧❧ ❡♥tr✐❡s ✐♥
t❤❡ s②st❡♠✳✑

❆ ♠❛❥♦r t♦♣✐❝ ✐♥ ◗❊❉ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❛s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r
❛ss✐st❛♥❝❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ◗❊❉ t♦♣✐❝s ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉s ✇❡r❡✿

◗✶ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ♥❡❝❡ss❛r②
♦r ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ◗❊❉✲❧✐❦❡ ♣r♦❥❡❝ts❄

◗✷ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ❞♦ t❤❡ ◗❊❉✲❧✐❦❡ ♣r♦❥❡❝ts ✐♥ t✉r♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞②
♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❆❚P ❛♥❞ ❆■ s②st❡♠s❄

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻ P❛❣❡s ✶✵✶✕✶✹✽✳



✶✵✷ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

◗✸ ❍♦✇ ❞♦ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♣❡r❤❛♣s ♠♦st ❞✐s❝✉ss❡❞ ◗❊❉
t♦♣✐❝✿ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦❄

❚❤❡ ◗❊❉ ❞r❡❛♠ ❤❛s ♥♦t ②❡t ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②
s✉♣♣♦rt❡❞ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✲❧✐❦❡ s②st❡♠ ❛♥❞ r❡♣♦s✐t♦r②✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❧❛r❣❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s
❛♥❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❆❜♦✉t t❡♥ ②❡❛rs ❛❢t❡r ◗❊❉✱ s②st❡♠s t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ❧❛r❣❡
❧✐❜r❛r✐❡s st❛rt❡❞ t♦ ❡♠❡r❣❡✱ ♠❛✐♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② q✉❡st✐♦♥s ◗✶ ❛♥❞ ◗✷✱ ❜✉t ❛❧s♦
❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❛❣♠❛t✐❝ ❛♥s✇❡rs t♦ ◗✸✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ s②st❡♠s ❤❛♠♠❡rs✱ ❛❢t❡r
t❤❡ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r t♦♦❧ t❤❛t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦♦❧ ❍❖▲②❍❛♠♠❡r ❢♦r ❍❖▲ ▲✐❣❤t✳
❍❛♠♠❡rs ❛r❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ t♦❞❛② ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s ❛ s❡♠✐✲✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡
t♦♦❧ t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❧❡♠♠❛ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ■♥ ❤✐s r❡♣♦rt ♦♥ ❢♦r♠❛❧
♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❇♦✉r❜❛❦✐ ❙❡♠✐♥❛r✱ ❍❛❧❡s ✇r✐t❡s ❬✻✺✱ ♣✳ ✶✷❪✿

❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡rs ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ✈✐s✐❜❧❡ s✉❝✲
❝❡ss✳ ❋✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ✹✵✪ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ✐♥ t❤❡
▼✐③❛r ♠❛t❤ ❧✐❜r❛r②✱ ✹✼✪ ♦❢ t❤❡ ❍❖▲ ▲✐❣❤t✴❋❧②s♣❡❝❦ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡ r❛t❡s ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ r❛t❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s
s❛✈✐♥❣s ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦r✳

❆ ❢✉❧❧✲✢❡❞❣❡❞ ❤❛♠♠❡r t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ s✉❝❝❡ss✐♦♥✿

✭✶✮ ❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✮ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ t❤❡♦r❡♠s ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❣♦❛❧✳

✭✷✮ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮ ❝♦♥str✉❝ts ❛♥ ❆❚P ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ s❡✲
❧❡❝t❡❞ ♣r❡♠✐s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧✱ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✬s r✐❝❤
❧♦❣✐❝ t♦ t❤❡ ❆❚P✬s ❧♦❣✐❝✱ ♦❢t❡♥ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✭❋❖▲✮✳

✭✸✮ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ ♣r♦❝❡ss❡s ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♥ ❆❚P
s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳

◆♦t ❛❧❧ ❤❛♠♠❡rs ♦r ❤❛♠♠❡r✲❧✐❦❡ s②st❡♠s ❢❡❛t✉r❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡
❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡s✳ ❙♦♠❡ ❛❞✈✐s♦r s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼✐③❛r Pr♦♦❢
❆❞✈✐s♦r ❬✶✸✶❪✱ ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧✐❜r❛r② s❡❛r❝❤ t♦♦❧s t❤❛t ❤❡❧♣ ✉s❡rs ✜♥❞
✉s❡❢✉❧ ❧❡♠♠❛s✱ ♦r t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❛t✲
t❡♠♣t ❛ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦♦❢ ❬✶✸✵✱✶✸✸❪✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❧❡♠♠❛s ✐♥ ❛ ❤✉❣❡ ❧✐❜r❛r② ✐s ❛
t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝❤♦r❡❀ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❛r❝❤ s❡r✈✐❝❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❆❚P ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ st✐❧❧ ✇❡❛❦ ♦r ✉♥❞❡r❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✱
s✉❝❤ ❛s ❆❣❞❛✱ ❈♦q✱ ❛♥❞ ▼❛t✐t❛✱ ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r
t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❧❡♠♠❛ s❡❛r❝❤✳ ✏❘❡❝♦♠✲
♠❡♥❞❡r s②st❡♠s✑ ❛♥❞ ♦t❤❡r s❡❛r❝❤✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥❞✉str②✳
❖t❤❡r s②st❡♠s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ♥❡❛r❧② tr✐✈✐❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♣❡s ✇✐t❤ ❛

❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❛r❣❡t ❧♦❣✐❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣r♦♦❢
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ✐s r❡❛❞② t♦ tr✉st t❤❡ ❤❛♠♠❡r✬s tr❛♥s❧❛t✐♦♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✵✸

♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❤❛♠♠❡rs ✉s❡ ✉♥s♦✉♥❞ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥s❀ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆❚P ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ♠♦r❡ ❡♠♣❤❛s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
t❤❛♥ ♦♥ s♦✉♥❞♥❡ss✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❤❛♠♠❡rs ❜✉t ❤❛✈❡ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡✳ ❙♦♠❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ▼❛▲❆❘❡❛✱ t❤❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥❡r ❢♦r ❆✉t♦♠❛t❡❞
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❬✽✷❪✱ ❢♦❝✉s ♦♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❧❛r❣❡✲t❤❡♦r② ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥
❛ ❣❧♦❜❛❧ t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt
t✐♠❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r s✉❝❤ t♦♦❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❤❛♠♠❡rs ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❍❛♠♠❡r✲❧✐❦❡ ❧✐♥❦✉♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❆❚P✲❜❛s❡❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼✐③❛r ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢s ❬✶✹✵❪
❛♥❞ ❢♦r ❆❚P✲❜❛s❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s ❬✶✹✸❪✳
❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥② ❛tt❡♠♣ts ❛t ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❆❚Ps ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s②st❡♠s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❛r❣❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ❜❛s❡❞
♦♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡s
✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦
❤❛♠♠❡rs ✭❙❡❝t✐♦♥ ✼✮✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦✉r ♦✇♥ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡
♠❛✐♥ ♦♥❡s ✐♥ ✉s❡ t♦❞❛②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣t t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜r♦❛❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✽✮✳
❍❛♠♠❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ◗❊❉ ♠❛♥✐❢❡st♦✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡

❤❛♠♠❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦✇❛r❞s q❡❞ ✭t❤❡ ❡♥❞✲♦❢✲♣r♦♦❢ ♠❛r❦❡r ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡✮✱ ♥♦t
◗❊❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛♠♠❡rs ❛♥❞ ◗❊❉✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡ str♦♥❣❡r ❛s t❤❡ ❤❛♠♠❡rs t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡❝♦♠❡ str♦♥❣❡r✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❤❛♠♠❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s r❡❧❛t❡ t♦ ◗❊❉ ❛♥❞
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ◗❊❉ ♣♦✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳

❆ ◆♦t❡ ♦♥ ❚❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳ ❍❛♠♠❡rs ♣♦s❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
♦♣❡r❛t❡ ❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s✿ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ✭■❚P✮✳ ❋♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦✈❡rs✱ t❤❡ ❞❡ ❢❛❝t♦ st❛♥❞❛r❞
❚P❚P ✭❚❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ Pr♦❜❧❡♠s ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈❡rs✮ ❬✶✷✼❪ s✉♣♣❧✐❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ t❡r✲
♠✐♥♦❧♦❣②✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✇♦r❧❞✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❢r❛❣♠❡♥t❡❞✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ♣r♦♠♦t✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ❥❛r❣♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ❛♣♣❧② ❛ ✉♥✐❢♦r♠
t❡r♠✐♥♦❧♦❣② t♦ s✉❝❤ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s②st❡♠s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ■❚P
❛♥❞ ❆❚P t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳
■♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦✈✐♥❣✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✜❧❡s✖❜✉t

❆❈▲✷ ❝❛❧❧s t❤❡♠ ✏❜♦♦❦s✱✑ ❈♦q ❝❛❧❧s t❤❡♠ ✏♠♦❞✉❧❡s✱✑ ■s❛❜❡❧❧❡ ❝❛❧❧s t❤❡♠ ✏t❤❡♦✲
r✐❡s✱✑ ❛♥❞ ▼✐③❛r ❝❛❧❧s t❤❡♠ ✏❛rt✐❝❧❡s✳✑ ❚❤❡s❡ ✜❧❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ♥❛♠❡❞ ✭♦r ♥✉♠❜❡r❡❞✮
t❤❡♦r❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❦✐♥❞s✱ ♥♦t❛❜❧② ❛①✐♦♠s✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭❛ st②❧✐③❡❞✱
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛①✐♦♠s✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ✇♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ❧❡♠♠❛s✱
t❤❡♦r❡♠s✱ ❛♥❞ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡ ❛ ❝❧❛s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡♠ ❛s ✉♥❞❡rst♦♦❞
❜② ❧♦❣✐❝✐❛♥s ✭❛s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ ❛ t❤❡♦r②✮ ❛♥❞ ❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ✭❛s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t✮✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② ✏❧❡♠♠❛✑ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡r♠✱ s✐♥❝❡ ❧❡♠♠❛s ❛r❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧❧② t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡♦r❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✏❧❡♠♠❛ ❧✐❜r❛r②✑ ♠❛②
✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ♠❛❥♦r r❡s✉❧ts ✭t❤❡♦r❡♠s✮✱ ❛♥❞ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s✳ ■♥ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ❢❛❝t ✐s t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ t❡r♠ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❡♠♠❛ ♦r ❛ s♠❛❧❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ❧❡♠♠❛s✳ ■♥ ♠♦st
♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✱ ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ✐s tr②✐♥❣
t♦ ♣r♦✈❡ ✐s ❛ ❣♦❛❧ ♦r ❛ s✉❜❣♦❛❧✳
■♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦✈✐♥❣✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ✜❧❡ t❤❛t s♣❡❝✐✲

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳
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✜❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣❛ss❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❛ ♣r♦✈❡r✳
❚❤❡ ❚P❚P ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❢♦r♠✉❧❛s ❢✉rt❤❡r✱ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✏❢♦r♠✉❧❛ r♦❧❡s✑ ❢♦r
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡♦r❡♠s✱ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❡t❝✳✱ ❜✉t t♦❞❛②✬s ♣r♦✈❡rs ♠♦st❧② ✐❣♥♦r❡ t❤✐s ♠❡t❛✲
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❡❛t ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❆♥❞
s✐♥❝❡ ♠♦st ♣r♦✈❡rs ❛r❡ r❡❢✉t❛t✐♦♥❛❧✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜② t❛❦✲
✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ❛s ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤❛♠♠❡rs✱ t❤❡ ■❚P ❣♦❛❧ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ❆❚P ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❀ ❛

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❚P ❢❛❝ts ✭❛①✐♦♠s✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❡♠♠❛s✱ t❤❡♦r❡♠s✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞
❛s ❛①✐♦♠s t♦ t❤❡ ❆❚P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ■❚P
❢❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❆❚P ❛①✐♦♠s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❆❚P ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ axioms ⊢ conjecture✱ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛r❡
s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t
❛①✐♦♠s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✖❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s②♥♦♥②♠s ❛①✐♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛❝t
s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤r❛s❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞✳
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❇② ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❢♦r♠❛❧ ❧✐❜r❛r②
t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❛ ❤✐❣❤ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡✳ ❍❛✈✐♥❣ ✉s❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ ❧❛r❣❡ t❤❡♦r✐❡s ✭❆❘▲❚✮ ❬✽✺✱✶✷✽❪ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤❛♠♠❡rs✳
❇② t❤❡ t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❧❧❡♥♥✐✉♠✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ s♦♠❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ s✉❝❝❡ss❡s ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝

t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦st ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜❜✐♥s
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❜② ❲✐❧❧✐❛♠ ▼❝❈✉♥❡✬s ❊◗P s②st❡♠ ✐♥ ✶✾✾✻ ❬✾✵❪✳ ❆❚Ps ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞
s♦♠❡ ♦♣❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✖❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ q✉❛s✐❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❧♦♦♣
t❤❡♦r② ❬✶✵✽❪✖✜♥❞✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳ ▲✐♥❦✐♥❣ s✉❝❤
str♦♥❣ ❆❚P ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t♦♦❧s t♦ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ ❡✈❡♥
❜❡❢♦r❡ ✷✵✵✵✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r② ✇❛s ✉s✉❛❧❧② ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❡♥❡♠② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡❧❡❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤✐s t❤✐♥❦✐♥❣ ❤❛❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ◗❊❉ q✉❡st✐♦♥ ◗✶ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ▼❛♥✐❢❡st♦ st❛t❡s✿✶

■t ✐s t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ ✉s t❤❛t ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡❛s✐❧②
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ◗❊❉ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐str❛❝t❡❞ ❛✇❛② ❜② t❤❡ ❡♥t✐❝✐♥❣
❧✉r❡ ♦❢ ❆■ ♦r ❆❘✳

❆❘▲❚ ❛♥❞ ❤❛♠♠❡rs ❤❛✈❡ ❜r♦✉❣❤t ✇✐t❤ t❤❡♠ ❛ ♥❡✇ ✈✐❡✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ s❡❡✐♥❣
t❤❡♠ ❛s ❛ ❜♦❞② ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❝❛♥ s❛✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ✇❤❡♥ ♠❛♥❛❣❡❞
❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❢t❡r ❛ ❞❡❝❛❞❡ ♦❢ ❆❘▲❚ r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❛ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❜❡❛t ❤✉♠❛♥s ❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❧❡♠♠❛s ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r②✳
❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
❚❤✐s ♥❡✇❡r✱ ♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r✐❡s s❡❡s t❤❡♠ ❛s ❛ r✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ❛♥❞ r❡✉s❡ ✐♥ s✐♠✐❧❛r
❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❛♥ ❡①♣❡❝t✐♥❣ ❆❚P ❛✉t❤♦rs t♦ ❡①✲
t❡♥❞ t❤❡✐r t♦♦❧s ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡
■❚P ❧✐❜r❛r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐t❤❡rt♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❆■✲♦r✐❡♥t❡❞ r❡✲
s❡❛r❝❤ ✐♥ ❆❚P✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡❛r❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❆❚P

1❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❜❥♦♥❡s✳❝♦♠✴r❜❥♣✉❜✴❧♦❣✐❝✴q❡❞r❡s✵✹✳❤t♠

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳

http://www.rbjones.com/rbjpub/logic/qedres04.htm


❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✵✺

s❡❛r❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❊ ♣r♦✈❡r ❜② ❙t❡♣❤❛♥ ❙❝❤✉❧③ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬✺✸✱✶✶✽❪✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r st✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ✉♥❡①♣❧♦r❡❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣r❡♠✐s❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ❆❚P ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛
❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❛♥s✇❡r t♦ ◗❊❉ ♣♦✐♥t ◗✷✿ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❆■✲❧✐❦❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❛♥❞ s②st❡♠s ❥✉st ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦✈❡r ◗❊❉✲❧✐❦❡
❝♦r♣♦r❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✮ s❤♦✇ t❤❛t ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞s st✐❧❧
❧❛❣ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✳
❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❜❛s❡❞ ♦♥ s②♥t❛❝t✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ✉s✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❧♦♦❦ ❛t ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢s✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳ ❈r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s✖❢❡❛t✉r❡s✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✖♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s
♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♦♣❡r❛t❡✳ ❆ ✜rst ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❧✐❜r❛r②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ ❛ ❧♦t ❛❜♦✉t ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s r❡❧❛t❡ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ s❡❧❡❝t n ♣r❡♠✐s❡s✱ ♠♦st ❛❧s♦ r❛♥❦

t❤❡♠ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❧✐❦❡❧② r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛s ❛ s✐❞❡ ❡✛❡❝t✳ ❙♦♠❡ ❆❚Ps ✭♥♦t❛❜❧②
❙P❆❙❙ ❬✷✹❪✮ ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s ♠❡t❛✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✳

✷✳✶ ◆♦♥✲▲❡❛r♥✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s

❚❤❡ ♠❛✐♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❧❛r❣❡❧② r❡❧② ♦♥ ❤✉♠❛♥✲❝♦♥str✉❝t❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s
❛♥❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡② st❛rt ✇✐t❤ t❤❡
❣♦❛❧ ❛♥❞ ❛❞❞ ♠♦r❡ ♣r❡♠✐s❡s ❜② s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳

▼❡P♦✳ ❚❤❡ ▼❡P♦ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✜❧t❡r✱ ❜② ❏✐❛▼❡♥❣ ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡ P❛✉❧s♦♥ ❬✾✼❪✱ ❦❡❡♣s
tr❛❝❦ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t s②♠❜♦❧s✱ ♦r r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥s✐st✲
✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣♦❛❧✬s s②♠❜♦❧s✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱ ✉♥t✐❧ n ❢❛❝ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✿ ✭✐✮ ❈♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ ❢❛❝t✬s s❝♦r❡✱ ❛s r♦✉❣❤❧② ❣✐✈❡♥ ❜② r/(r + i)✱
✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t s②♠❜♦❧s ❛♥❞ i t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥t s②♠❜♦❧s
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t✳ ✭✐✐✮ ❙❡❧❡❝t ❛❧❧ ❢❛❝ts ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t s❝♦r❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t♦♣✲s❝♦r✐♥❣ ❢❛❝ts✱ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛❧❧ t❤❡✐r s②♠❜♦❧s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
s②♠❜♦❧s✳
▼❡P♦✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ ✇♦r❦s ♦♥ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢♦r✲

♠✉❧❛s ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡✐r r✐❝❤ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts t♦
♣r♦✈❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦♥ ❧✐sts ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♣✐❝❦ ✉♣ ❧❡♠♠❛s ❛❜♦✉t ❧✐sts ♦✈❡r α✱
✇❤❡r❡ α ✐s ❛ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡❀ ❜✉t ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts t♦ ♣r♦✈❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ❣❡♥❡r❛❧
❧✐sts ♦❢ α✱ ✐t ✇✐❧❧ r✐❣❤t❧② ✐❣♥♦r❡ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t ❧✐sts ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✳ ■s❛❜❡❧❧❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ▼❡P♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❨✉r✐ P✉③✐s
✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ●❡♦✛ ❙✉t❝❧✐✛❡✬s ❣r♦✉♣ ✐♥ ▼✐❛♠✐ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵✻ ♦r ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❆❘▲❚
s②st❡♠s ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❛r❣❡✲❚❤❡♦r② ❇❛t❝❤ ✭▲❚❇✮ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❈❆❉❊✬s ❆❚P
❙②st❡♠s ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳✷

❙■♥❊✳ ❚❤❡ ❙■♥❊ ✭❙❯▼❖ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❊♥❣✐♥❡✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❑r②➨t♦❢ ❍♦❞❡r ❬✻✼❪ ❛♥❞
✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❊ ❜② ❙t❡♣❤❛♥ ❙❝❤✉❧③ ❬✶✷✵❪ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ▼❡P♦✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s

2❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳♠✐❛♠✐✳❡❞✉✴⑦t♣t♣✴❈❆❙❈✴❏✹✴❉❡s✐❣♥✳❤t♠❧

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳
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✶✵✻ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

t♦ ✉s❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ s②♠❜♦❧s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❣❧♦❜❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛
r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❉✲r❡❧❛t✐♦♥✱ ❧✐♥❦✐♥❣ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ s ✇✐t❤ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s φ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s ❤❛s
t❤❡ ❧♦✇❡st ❣❧♦❜❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦❢ φ✳ ■♥ ❝♦♠♠♦♥✲s❡♥s❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✱
s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡♠✳ Pr❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❞♦♥❡ ❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❉✲r❡❧❛t✐♦♥✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥❥❡❝t✉r❡✬s s②♠❜♦❧s✳ ❱❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞r❛st✐❝❛❧❧②
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❤❡❧♣s ❢♦r t❤❡ ▼✐③❛r ❧✐❜r❛r② ❬✶✸✽❪✱ ❛♥❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♣✉s ❛s t❤❡✐r ✇❡✐❣❤ts

✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ■❉❋ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✭■❉❋✮ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❬✼✶❪✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱
❙■♥❊ ❝❛♥ ❜❡ t❤✉s s❡❡♥ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢❡❛t✉r❡✲♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✐♥❞❡❡❞ ✉s❡ ■❉❋ ❛♥❞ ✐ts ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳

❆P❘■▲❙✳ ❚❤❡ ❆✉t♦♠❛t❡❞ Pr♦♣❤❡s✐❡r ♦❢ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ▲❛t❡♥t ❙❡♠❛♥✲
t✐❝s ❬✶✶✺❪ ✐s ❛ s✐❣♥❛t✉r❡✲❜❛s❡❞ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❧❛t❡♥t s❡♠❛♥✲
t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❬✺✷❪ t♦ ❞❡✜♥❡ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ ♣r❡♠✐s❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ▲❛t❡♥t s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❛
♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ◆❡t✲
✢✐① Pr✐③❡ ❛♥❞ ✐♥ ✇❡❜ s❡❛r❝❤✳ ■ts ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝✑
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇♦r❞s ✭s✉❝❤ ❛s ✏❝❛r✱✑ ✏✈❡❤✐❝❧❡✱✑ ❛♥❞ ✏❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✑✮ ❢r♦♠ t❤❡✐r
❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧ ✇♦r❞s✳ ■♥ ❆P❘■▲❙✱ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♦✈❡r t❤❡ s②♠❜♦❧s✬ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ r❡❧✲
❡✈❛♥❝❡ ✐s ✐ts ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ▲❛t❡♥t s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❛❧s♦ ♣❛rt ♦❢ P❛✉❧
❈❛✐r♥s✬s ❆❧❝♦r s②st❡♠ ❬✸✼❪ ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❞✈✐❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ▼✐③❛r ❧✐❜r❛r②✳
▲❛t❡♥t s❡♠❛♥t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s s✉✐t❛❜❧❡ ❢❡❛✲
t✉r❡s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ❛♥❞
♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ s♦♠❡ r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ▼❛▲❆❘❡❛ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ▼✐③❛r ❧✐❜r❛r② ❬✼✻❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❡♥s✐♠ t♦♦❧❦✐t ❬✶✶✹❪✳

❙❘❆❙❙✳ ❙❡♠❛♥t✐❝s ✭✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s❡✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❢♦r ❣✉✐❞✐♥❣
t❤❡ ❆❚P ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆♥ ♦❧❞❡r s②st❡♠ ✐s ❏♦❤♥ ❙❧❛♥❡②✬s ❙❈❖❚❚ ❬✶✷✸❪✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥str❛✐♥s ❖tt❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❜② ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✈✐✈❡❞
❛r♦✉♥❞ ✷✵✵✹ ❜② ❏✐➦í ❱②s❦♦↔✐❧ ❛t t❤❡ Pr❛❣✉❡ ❆❚P s❡♠✐♥❛r✿ ❍✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s
t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❥❡❝t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s q✉✐❝❦❧② ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✐♥t✉✐t✐✈❡
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ P❡tr P✉❞❧á❦✬s s❡♠❛♥t✐❝ ❛①✐♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ❧❛r❣❡
t❤❡♦r✐❡s ❬✶✶✷❪✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧❛t❡r ❛❧s♦ ❜② ●❡♦✛ ❙✉t❝❧✐✛❡ ❛s ❙❘❆❙❙✱ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝
❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ❆①✐♦♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ✜♥❞❡rs
s✉❝❤ ❛s ▼❆❈❊ ❬✾✶❪ ❛♥❞ P❛r❛❞♦① ❬✹✷❪ t♦ ✜♥❞ ❝♦✉♥t❡r♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ❛♥❞
❣r❛❞✉❛❧❧② s❡❧❡❝t ❛①✐♦♠s t❤❛t ❡①❝❧✉❞❡ s✉❝❤ ❝♦✉♥t❡r♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝
s②♠❜♦❧✐❝ ♠❡❛♥s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼❛▲❆❘❡❛ ❬✶✹✷❪✱
❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s s♦❧✈❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞
♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ❛s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✵✼

✷✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣✲❇❛s❡❞ ▼❡t❤♦❞s

❙♦♠❡ s②st❡♠s ✉s❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢s ❢♦r ❣✉✐❞✐♥❣ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r
♥❡✇ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ✭s②♠❜♦❧✐❝✱
s❡♠❛♥t✐❝✱ str✉❝t✉r❛❧✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ✉s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦♦❢s t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r❡♠✐s❡s✳
❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r r❛♥❦✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞

❛ t❡st✐♥❣ ✭♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡② t②♣✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡✐r ❞❛t❛ ❛s ♣♦✐♥ts ✐♥
♣r❡s❡❧❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧❡❛r♥ ✭s❡❛r❝❤
❢♦r✮ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❜❡st ❡①♣❧❛✐♥s ✭✜ts✮ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❧❡❛r♥❡❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡✱ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
✉♥s❡❡♥ t❡st✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ◗❊❉✲❧✐❦❡ ❧✐❜r❛r②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇♦✉❧❞ tr❛✐♥ ♦♥ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♠♦st
s✉✐t❛❜❧❡ ♣r❡♠✐s❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❣♦❛❧ t❤❛t ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ✇❛♥ts t♦ ♣r♦✈❡✳ ❚❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t✿ ◆❡✇ ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ t❤❡✐r
♣r♦♦❢s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ s❤♦rt t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭♠✐♥✉t❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t
❧❡♠♠❛ ✐s ♦❢t❡♥ str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❤❛♠♠❡r
t❤❛t ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡s❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✇♦✉❧❞ ♦❢t❡♥ r❡s✉❧t ✐♥ ♣♦♦r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✳

◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❛②❡s✬s t❤❡✲
♦r❡♠ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ✭♥❛✐✈❡✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ c ❛♥❞ ❛
❢❛❝t f ✱ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t f ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ c✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
♣r❡✈✐♦✉s ✉s❡s ♦❢ f ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ c✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s F( f ) ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ f ✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ s❛②s t❤❛t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥②
♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝t f ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s F( f ) ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P( f ✐s r❡❧❡✈❛♥t | F(c))✳
❚❤❡ ✜rst ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✸✱✶✸✶✱✶✸✺❪ ✉s❡❞ t❤❡ s♣❛rs❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❙◆♦❲ ✭❙♣❛rs❡ ◆ ❡t✇♦r❦ ♦❢ ❲ ✐♥♥♦✇s✮ ❬✸✽❪ ❧✐♥❣✉✐st✐❝✲♦r✐❡♥t❡❞
t♦♦❧❦✐t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐♦✉s❧② ❝✉st♦♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ ❈✰✰✱ ❖❈❛♠❧✱ P②t❤♦♥✱ ❛♥❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼▲ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts ❛♥❞ s②st❡♠s ❬✼✷✱ ✼✹✱ ✼✻✱ ✽✷✱ ✽✸❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s
♦✈❡r ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ✐ts s♣❡❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r ♠❛♥②
❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛♠♠❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s
❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ s❡❝♦♥❞s ❬✼✻✱✽✸❪✳

❦ ◆❡❛r❡st ◆❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ k ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭k✲◆◆✮ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❝♦♠♣✉t❡s ❢♦r ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❡ k ♥❡❛r❡st ✭✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ❞✐st❛♥❝❡✮ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①✲
❛♠♣❧❡s ✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡♦r❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦♦❢s✮ ❛♥❞ r❛♥❦s ♣r❡♠✐s❡s ❜② t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥
t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ♣r❡♠✐s❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♣r♦♦❢s ♦❢ ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r✲
❡st t❤❡♦r❡♠s ❣❡ts r❛♥❦❡❞ ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢❛st ✭✏❧❛③②✑ ❛♥❞
tr✐✈✐❛❧❧② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✮✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❜❡❤❛✈❡s ❞✐✛❡r✲
❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❧❡❛r♥❡r✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ k✲◆◆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r
♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡❧② ♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❬✺✹❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ k ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡✲❜❛s❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡♠✐s❡s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✵✽ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ s✉♠✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✬ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡s❡ k ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ k✲◆◆ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr✐❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ✭♣♦ss✐❜❧② r❡❝✉rs✐✈❡✮ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✬ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❖♥❡ ✈❡rs✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s✉♠✮ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ♦✈❡r
t❤❡ ❣✐✈❡♥ k ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❆♥♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ r❡❝✉rs❡s ✐♥t♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜② F recursion❴level × distance(N)
✭✇❤❡r❡ F ∈ (0, 1)✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ s✉❝❤ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡
k✲◆◆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♣r♦♣❡r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ■❉❋✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❤❛s ♠❛❞❡ k✲◆◆ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❡st t♦❞❛②✬s
s❝❛❧❛❜❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❬✼✽❪✳

❑❡r♥❡❧✲❇❛s❡❞ ❘❛♥❦❡rs✳ ❑❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ✏❦❡r♥❡❧✑ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✱
✇❤❡r❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❆♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛②
❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✮ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ❜② ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s✱
❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ❜② ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❑❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭✏❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✑✮
♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣ ♣r❡✈❡♥ts ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
❧❡❛❞s t♦ ♥♦t❛❜❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✉♥r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳
❋♦r ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❖❘ ❬✸❪ ✭♠✉❧t✐✲♦✉t♣✉t

r❛♥❦✐♥❣✮ ❛♥❞ ▼❖❘✲❈● ❬✽✺❪ ✭♠✉❧t✐✲♦✉t♣✉t r❛♥❦✐♥❣ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❜② t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ✭●❛✉ss✐❛♥ ♦r ❧✐♥❡❛r✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❢❛st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✲❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ▼❖❘✲❈● t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♠♦st
❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡♠✐s❡ p✱ ▼❖❘
♦r ▼❖❘✲❈● tr✐❡s t♦ ✜♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Cp s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ c✱ Cp(c) = 1
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ p ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ c✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ c✱ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Cp ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ c✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ Cp(c) t❤❡ ♠♦r❡
r❡❧❡✈❛♥t p ✐s t♦ ♣r♦✈❡ c✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ♦♥ s♠❛❧❧❡r ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❬✸✱✽✺❪❀
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② st✐❧❧ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ s❝❛❧❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦r♣♦r❛ t❤❛t ❛r❡ r♦✉t✐♥❡❧②
♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♠♠❡rs✳

❇✐▲✐✳ ❇✐▲✐ ✭❇✐ ✲▲✐♥❡❛r✮ ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ✈❛♥ ▲❛❛r❤♦✈❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜✐❧✐♥✲
❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❲❡✐ ❈❤✉ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣✲❚❛❡❦
P❛r❦ ❬✹✵❪✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ r❛♥❦❡rs✱ ❇✐▲✐ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡✳ ■♥ ▼❖❘ ❛♥❞
▼❖❘✲❈●✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥❧② t❛❦❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❇✐▲✐✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s
❛♥❞ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❚❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥s ❛ ✇❡✐❣❤t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣r❡♠✐s❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ■♥ ❛♥ ❡❛r❧②
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✽✺❪✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱
❜✉t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✷✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❡t❤♦❞s

❆ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ✐ss✉❡ ✐♥ ❧❛r❣❡✲t❤❡♦r② r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣r♦♦❢s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ♣❡r❤❛♣s ♥♦t

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✵✾

❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ✇✐t❤
♠❛♥② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡❛s ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❛❝❡s ❛♥❞ ♥♦r♠s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ♦r ✇♦rs❡ ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢
t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤♦s❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳
❲✐t❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ tr② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝t♦rs✳ ❚❤✐s

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡rts✱ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❦✐❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❬✶✶✶❪ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r✱ ✇❤✐❧❡ ❉❛✈✐❞
❙❝✉❧❧❡② ❬✶✷✶❪ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ r❛♥❦❡rs✳
❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✖▼❖❘✲❈● ✭❦❡r♥❡❧✲

❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ❙■♥❊ ✭♥♦♥✲❧❡❛r♥✐♥❣✮✖t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ ✜✲
♥❛❧ r❛♥❦✐♥❣ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛♥❦✐♥❣s✱ t❡st✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❣r✐❞ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1)✖❡✳❣✳✱
0.5 × ❈● + 0.5 × ❙■♥❊✳ ❊✈❡♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ♣❡❛❦
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s s♦❧✈❡❞✮ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❡st s✐♥❣❧❡
♠❡t❤♦❞ ✭▼❖❘✲❈●✮ ❜② ✶✵✪✳ ■♥ ❧❛t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✼✻❪✱ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts s♦ ❢❛r✳
❙✉❝❤ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✐♠❡ s❧✐❝✐♥❣✱

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡
❆❚Ps ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡ts t❤❛t ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❆❚Ps t❤❛t r✉♥ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❤❛♠♠❡rs ❞♦
✉s❡ t✐♠❡ s❧✐❝✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❢❡❛t✉r❡s✱ r❛♥❦❡rs✱ ❆❚Ps✱ ❡t❝✳✮✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❤❛♠♠❡rs ❢♦r ▼✐③❛r ❛♥❞ ❍❖▲ ▲✐❣❤t ❬✼✻✱ ✽✵❪ ✉s❡ ✶✹
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡t❤♦❞s r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❛ s❡r✈❡r ✇✐t❤ ♠❛♥② ❈P❯s✳

✷✳✹ ❋❡❛t✉r❡s ❛♥❞ Pr♦♦❢s ❢♦r Pr❡♠✐s❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ c✱ ❤♦✇ ❞♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ c❄ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ c ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉✐t❛❜❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡s
t♦ ✉s❡ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r c✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ ❧❛r❣❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ t❤❡✐r s②♠❜♦❧s ❬✻✼✱✾✼✱✶✸✵❪✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛♠♠❡rs ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✿

❼ t②♣❡s✱ ✐✳❡✳✱ t②♣❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ❛♥❞ t②♣❡ ❝❧❛ss❡s ❬✼✾❪❀
❼ t❡r♠ ✇❛❧❦s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷ ❬✽✸❪❀
❼ s✉❜t❡r♠s ❬✶✹✷❪❀
❼ ✈❛❧✐❞✐t② ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧s ❬✶✹✷❪❀
❼ ♠❡t❛✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♥❛♠❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛❜❛s❡s ❬✽✸❪✳

❙❡✈❡r❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❡r♠ ❛♥❞ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr✐❡❞✿

❼ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② t❤❡✐r ✭✈❛r✐❛❜❧❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ t②♣❡s ❬✼✾❪❀
❼ ✉s✐♥❣ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✐♥❞✐❝❡s ❬✶✹✷❪❀
❼ r❡♥❛♠✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬✶✹✷❪❀

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✶✵ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

❼ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✮✳

❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✏✈❛❧✐❞✐t② ✐♥ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧s✑ r❡q✉✐r❡s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❞✐✈❡rs❡ s❡t ♦❢
♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✈❡r② ✇❡❧❧✱ ✐t ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛✈♦✐❞❡❞
✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❤❛♠♠❡r s❡t✉♣s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞
❢❡❛t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r✉♥ ♦♥ t❤❡ ❍❖▲ ▲✐❣❤t t❤❡♦r❡♠ ❉■❙❈❘❊❚❊❴■▼P❴✲

❈▲❖❙❊❉✿✸

∀s ⊆ R
N ∀ǫ ∈ R

+(∀x, y ∈ s |y − x| < ǫ → y = x) → s ✐s ❝❧♦s❡❞

✇❤♦s❡ ❡①❛❝t ❍❖▲ ▲✐❣❤t ✇♦r❞✐♥❣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∀s ✿ r❡❛❧❫◆ → ❜♦♦❧✳ ∀❡ ✿ r❡❛❧✳

✫✵ < ❡ ∧ ( ∀① ②✳ ① ■◆ s ∧ ② ■◆ s ∧ ♥♦r♠(② − ①) < ❡ =⇒ ② = ①)
=⇒ ❝❧♦s❡❞ s

❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✿

r❡❛❧✱ ♥✉♠✱ ❢✉♥✱ ❝❛rt✱ ❜♦♦❧✱ ✈❡❝t♦r❴s✉❜✱ ✈❡❝t♦r❴♥♦r♠✱
r❡❛❧❴♦❢❴♥✉♠✱ r❡❛❧❴❧t✱ ❝❧♦s❡❞✱ ❴✵✱ ◆❯▼❊❘❆▲✱ ■◆✱ ❂✱ ✫✵✱
✫✵ ❁ ❆r❡❛❧✱ ✵✱ ❆r❡❛❧✱ ❆r❡❛❧❫❆✱ ❆r❡❛❧❫❆ ✲ ❆r❡❛❧❫❆✱
❆r❡❛❧❫❆ ■◆ ❆r❡❛❧❫❆✲❃❜♦♦❧✱ ❆r❡❛❧❫❆✲❃❜♦♦❧✱ ❴✵✱
❝❧♦s❡❞ ❆r❡❛❧❫❆✲❃❜♦♦❧✱ ♥♦r♠ ✭❆r❡❛❧❫❆ ✲ ❆r❡❛❧❫❆✮✱
♥♦r♠ ✭❆r❡❛❧❫❆ ✲ ❆r❡❛❧❫❆✮ ❁ ❆r❡❛❧

❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✭✶✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡ ❛❧❧ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❥✉st ♦♥❡✱ ❆✳
✭✷✮ ❘❡♣❧❛❝❡ ❛❧❧ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t②♣❡✳
✭✸✮ ❈♦❧❧❡❝t ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥t t②♣❡s r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳
✭✹✮ ❈♦❧❧❡❝t ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❡r♠s r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳
✭✺✮ ■♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ♥♦♥❧♦❣✐❝❛❧ t❡r♠s ❛♥❞ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❛❧ ✐s ❛ t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ■◆ ✐s ❛ t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t♦r✱ ❆r❡❛❧❫❆✲❃
❜♦♦❧ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t②♣❡✱ ❆r❡❛❧❫❆ ✐s ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t t②♣❡✱ ♥♦r♠ ✭❆r❡❛❧❫❆ ✲

❆r❡❛❧❫❆✮ ❁ ❆r❡❛❧ ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❆r❡❛❧❫❆ ✲ ❆r❡❛❧❫❆ ✐s ✐ts ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
s✉❜t❡r♠✳

❋❡❛t✉r❡ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❛♥❞ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✈❛r✐✲
♦✉s s❡ts ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡r❡ s✐♠♣❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥❡rs
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡♠✱ ♣♦ss✐❜❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜❡tt❡r ♦r ✇♦rs❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✶✹✷❪✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❧✐tt❧❡ ❤❛r♠ ✇✐t❤ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② r♦❜✉st ✐♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ k✲◆◆ ❧❡❛r♥❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢
t❤❡✐r ✭s♣❛rs❡✮ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s k✲◆◆ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❢❡❛t✉r❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❬✹✸❪✳

3❤tt♣✿✴✴♠✇s✳❝s✳r✉✳♥❧✴⑦♠♣t♣✴❤♦❧✲❢❧②s♣❡❝❦✴tr✉♥❦✴▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡✴t♦♣♦❧♦❣②✳❤t♠❧★❉■❙❈❘❊❚❊❴

■▼P❴❈▲❖❙❊❉

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳
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❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✶✶

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s②♠❜♦❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
✇❡✐❣❤t ❛s t❤❡ r❛r❡st s②♠❜♦❧✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛rr✐❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ✇❡✐❣❤t ❇♦♦❧❡❛♥ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❡①t r❡tr✐❡✈❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✭■❉❋✮ s❝❤❡♠❡ ❬✼✶❪✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡
✇❡✐❣❤ts ❛ t❡r♠ ✭✇♦r❞✮ t ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts D ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✬s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✿

IDF(t,D) = log
|D|

|{d ∈ D : t ∈ d}|
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ t❡r♠ ✭s②♠❜♦❧✮ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ♦♥❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭❢♦r♠✉❧❛✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
✇❡✐❣❤t log |D|✱ ❛ t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✇❡✐❣❤t log 1 = 0✱ ❛♥❞ ❛ t❡r♠
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✇❡✐❣❤t log 2 = 1✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ■❉❋
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✐♥ k✲◆◆ ❝♦sts ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✱ ❜✉t ✐t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ s❝❛❧❛❜❧❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡ ■❉❋✲✇❡✐❣❤t❡❞ k✲◆◆
s✉❞❞❡♥❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜❡st ♣r❡✈✐♦✉s s❝❛❧❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✭♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s✮ ♦✈❡r t❤❡
❋❧②s♣❡❝❦ ❝♦r♣✉s ❜② ✸✵✪ ❬✼✽❪✳ ■t s❡❡♠s t♦ s❤♦✇ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ❤✉♠❛♥✲✇r✐tt❡♥ ❢♦r♠❛❧
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥✲✇r✐tt❡♥ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❝♦r♣♦r❛✳
❋r♦♠ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛t❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s

❜❡❡♥ tr✐❡❞ s♦ ❢❛r✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ s✉❝❝❡ss❡s ❬✼✻✱ ✽✷❪✳ ▼❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥s ❬✺✵❪✱ ❧❛t❡♥t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❬✷✼❪✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♥t ❲♦r❞✷❱❡❝ ♠♦❞❡❧ ❬✾✾❪ ❛r❡
st✐❧❧ ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ t❤❡♦r✐❡s✳

▼♦r❡ ❛♥❞ ❇❡tt❡r Pr♦♦❢s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣❡tt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛
t❤❡ ♠♦st ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ■❚P ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✭❆◆❉❴❉❊❋✮ ✐♥ ❋❧②s♣❡❝❦ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡
✶✹ ✶✷✷ t❤❡♦r❡♠s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡ ♣r♦♦❢s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱
✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ✜rst ❛♣♣❧② s♦♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② s♦♠❡ ❧❡♠♠❛s✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡♠♠❛s✳
❖❢t❡♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞✳
❙♦♠❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ✉♥❤❡❧♣❢✉❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ♠❛♥✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ s✐♠✲

✐❧❛r t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ❜❧❛❝❦❧✐st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♥♦♥✲
❧❡❛r♥✐♥❣ s❡❧❡❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ■s❛❜❡❧❧❡✬s ▼❡P♦✳ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ■❚P✲❜❛s❡❞
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ▼✐③❛r ❬✸❪✱ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
♦❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ r❡❢❛❝t♦r✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢r❛❣✐❧❡
❛♥❞ ▼✐③❛r✲s♣❡❝✐✜❝✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✭❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡
❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✐t ❢❛st❡r ❬✺✱ ➓✻✳✹❪✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ r❡✲♣r♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❆❚Ps t❤❡ ▼P❚P✷✵✼✽ ♣r♦❜❧❡♠s
✇❛s ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✹✪✱ ❛♥❞ ❆❚Ps t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r✲
♠✉❧❛s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ▼✐③❛r ❬✹❪✳ ■t ✐s t❤✉s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❧❛r❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❆❚P ♣r♦♦❢s ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ■❚P ♣r♦♦❢s ❬✼✾✱✽✺❪✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❆❚Ps ❝❛♥ t♦❞❛② r❡✲♣r♦✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ✭✹✵✪✕✺✵✪✮ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s

❢r♦♠ t❤❡✐r ✭s✉❜♦♣t✐♠❛❧✮ ■❚P ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❛ s✐♠♣❧❡r ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❣♦♦❞ ♣r♦♦❢
❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦✈❡r ❋❧②s♣❡❝❦ ❛♥❞ ▼▼▲✱ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
▼❛▲❆❘❡❛✲st②❧❡ ❬✶✸✺✱✶✹✷❪ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst s❡t ♦❢
♣r♦♦❢s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❆❚Ps ♦♥ t❤❡ r❡✲♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✭s✉❜♦♣✲

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✶✷ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

t✐♠❛❧✮ ■❚P ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡♥ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ♦♥ t❤❛t s❡t ❛♥❞ ❆❚Ps
❛r❡ r✉♥ ❛❣❛✐♥ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡✲♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ❛❞❞s
❛❜♦✉t ✻✪ ♦❢ ♣r♦♦❢s ❢♦r ▼▼▲✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛ss❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣r✉♥❡ t❤❡ r❡✲♣r♦✈✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t ❥✉st ✉s❡ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛ss❡s t♦ s✉❣✲
❣❡st t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣r❡♠✐s❡s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❋♦✉r
s✉❝❤ ♣❛ss❡s ❛❞❞ ❛❜♦✉t ✶✻✪ ♦❢ ♣r♦♦❢s ❢♦r ▼▼▲ ❬✼✻❪✳
❚❤❡s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣
r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ♥❛♠✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❬✶✸✻❪ t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❛t❛ r♦✲
❜✉st ❛❣❛✐♥st r❡♥❛♠✐♥❣s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❬✽✵❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❡t ♦❢
♠❡t❤♦❞s ❤❡❛❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✭❡✳❣✳✱ st❛t✐st✐❝❛❧✮ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛t✲
t❡♠♣t t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐❜r❛r✐❡s ❬✻✵❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❡①♣❡♥s✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❆❚P ❞❛t❛
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❜② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✳

✸✳ ❚❘❆◆❙▲❆❚■❖◆

❆ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♠♦st ❤❛♠♠❡r s②st❡♠s ✐s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤
❡♥❝♦❞❡s ❢♦r♠✉❧❛s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✬s ❧♦❣✐❝ ✐♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❆❚P✬s ❧♦❣✐❝✳ ❙✐♥❝❡
❞✐✛❡r❡♥t ❆❚Ps ♠❛② s✉♣♣♦rt ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❣✐❝s✱ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❜❛❝❦❡♥❞s✳ ❋♦r ❍❖▲ ▲✐❣❤t ❛♥❞ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛s✲
s✐st❛♥t✬s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s✳ ❋♦r ▼✐③❛r✱
t❤✐s ✐s s❡t t❤❡♦r② ✇✐t❤ s♦♠❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❢t t②♣❡s ✭♣r❡❞✐✲
❝❛t❡s ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥s ❬✶✸✷❪ ❛tt❛❝❤❡❞✮ ✇✐t❤ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❧♦❣✐❝ t②♣✐❝❛❧❧②
♣r♦✈✐❞❡s ❛t ♠♦st ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s ✭✐❢ ❛♥②✮✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❆❚Ps ✭♥♦t❛❜❧②✱
❙P❆❙❙✮ ♠❛② tr② t♦ r❡❝♦✈❡r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t②♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛✉✲
t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❬✶✹✽❪✳

✸✳✶ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❍❖▲✲❇❛s❡❞ ❙②st❡♠s

❆❜str❛❝t❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ❛♥❞ ❍❖▲②❍❛♠♠❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡ss✿

✭✶✮ ❊❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r
♣r♦❜❧❡♠✳

✭✷✮ ❊♥❝♦❞❡ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❧♦❣✐❝✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ t✇♦ st❡♣s ❛r❡ ✐♥t❡rt✇✐♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s
❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❋❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛r❡
❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤✳

✭✶✮ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✿ ∀x. ∃ f . f x = x❀
✭✷✮ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛r❣✉♠❡♥ts✿ ♠❛♣ f [x, y] = [ f x, f y]❀
✭✸✮ P❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ f = g −→ f x = g x❀
✭✹✮ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s✿ (λx y. y + x) = (λx y. x + y)❀
✭✺✮ ❋♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤✐♥ t❡r♠s✿ ♣ (x = x) −→ ♣ ❚r✉❡❀
✭✻✮ ❚❡r♠s ❛s ❢♦r♠✉❧❛s✿ ❤❞ [❚r✉❡]✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✶✸

❊❛r❧② ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ♣r♦t♦t②♣❡s ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ♣✉r❡❧② ✜rst✲♦r❞❡r ♦r
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛♥❞ tr❡❛t❡❞ t❤❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥str✉❝t ✇❛s ❡♥♦✉❣❤ t♦ tr✐❣❣❡r ❛ ❤❡❛✈②✱ s②st❡♠❛t✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❛✉t❤♦r r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ s♠♦♦t❤
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ✜rst✲♦r❞❡r t♦ ❤❡❛✈✐❧② ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ✢❛✈♦r
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ s✐① ❡①❛♠♣❧❡s ❛❜♦✈❡ ❛❢t❡r t❤❡✐r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢❡❛t✉r❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❚P❚P✲❧✐❦❡ s②♥t❛①✿

✭✶✮ ∀X : α. ∃F : (α, α) fun . ❛♣♣(F, X) = X

✭✷✮ ♠❛♣(F, ❝♦♥s(X, ♥✐❧)) = ❝♦♥s(❛♣♣(F, X), ♥✐❧)

✭✸✮ F = G −→ ❛♣♣(F, X) = ❛♣♣(G, X)

✭✹✮ ❈(♣❧✉s) = ♣❧✉s

✭✺✮ ♣(❡q✉❛❧(X, X)) −→ ♣(tr✉❡)

✭✻✮ ❜♦♦❧✐❢②(❤❞(❝♦♥s(tr✉❡, ♥✐❧)))

❚❤❡ s②♠❜♦❧s ❛♣♣✱ ❜♦♦❧✐❢②✱ ❈✱ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ tr✉❡ ❛r❡ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ s②♠❜♦❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛✉①✐❧✐❛r② ❛①✐♦♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❡q✉❛❧(X, X) =
tr✉❡ ❛♥❞ ❛♣♣(❛♣♣(❈(F), X), Y) = ❛♣♣(❛♣♣(F, Y), X)✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❆❚Ps
t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r r❡❛s♦♥✐♥❣✳
▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r✲

❛t♦r✳ ■t t❛❦❡s ❛ ✭❝✉rr✐❡❞✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥ t❤❡
❧❛tt❡r✳ ■t ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ■❢ F ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ F(0) ✐s ✐❧❧❡❣❛❧ ✐♥
✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✱ ❜✉t ❛♣♣(F, 0) ✐s ❧❡❣❛❧✳ ■t ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛ss ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s
♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜♦♦❧✐❢② s②♠❜♦❧ ✐s ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s tr✉❡ ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ❇♦♦❧❡❛♥ t❡r♠ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s tr✉❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❜♦♦❧✐❢②(t) ✐s t❤❡ s❛♠❡
❛s t = tr✉❡✱ ✇❤❡r❡ tr✉❡ ✐s t❤❡ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴
❍❖▲ ❝♦♥st❛♥t ❚r✉❡✳
❚❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ s②♠❜♦❧s ❛♣♣ ❛♥❞ ❜♦♦❧✐❢② ❝❛♥ ❤✉❣❡❧② ❜✉r❞❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐❢ ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ❝❧✉tt❡r✱ ❙❧❡❞❣❡✲
❤❛♠♠❡r ❛♥❞ ❍❖▲②❍❛♠♠❡r ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r✐t② n ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧
❛♥❞ ♣❛ss t❤❡ ✜rst n ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✐r❡❝t❧②✱ ❢❛❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ ♦♥ ❛♣♣ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉✲
♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❜✉t ✐t s♦♠❡t✐♠❡s ♠❛❦❡s ♣r♦❜❧❡♠s
✉♥♣r♦✈❛❜❧❡✳

❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❚②♣❡s✳ ❆❢t❡r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❛✇❛② t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❜✲
❧❡♠✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s ✭❛♥❞✱ ✐♥
❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r✬s ❝❛s❡✱ t②♣❡ ❝❧❛ss❡s✮ ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✳ ❱❛r✐♦✉s t②♣❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s
❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡s r❡q✉✐r❡ ❜✉r❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ s♦
♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❆❚Ps ❛❧♠♦st ❣r✐♥❞ t♦ ❛ ❤❛❧t✳ ❯♥t✐❧ ✷✵✶✶✱ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❜✉t ✉♥s♦✉♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦♦❢s ♥❡❡❞ t♦
❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥②✇❛②✱ ❛ ♠✐❧❞❧② ✉♥s♦✉♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡
s✉❝❝❡ss✱ ❜✉t t❤✐s ✇❛s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② s❛t✐s❢❛❝t♦r②✿

✭✶✮ ❋✐♥✐t❡ ❡①❤❛✉st✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ X = ❝1 ∨ · · · ∨ X = ❝n ♠✉st ❜❡ ❧❡❢t ♦✉t
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ ✉♥s♦✉♥❞ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s ❬✾✻✱
➓✷✳✽❪✳ ❚❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥❝♦❞❡ s✉❝❤ r✉❧❡s ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♣r♦♦❢s ❜②
❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ✜♥✐t❡ t②♣❡s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳
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✭✷✮ ❙♣✉r✐♦✉s ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❞✐str❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦♥❝❡❛❧ s♦✉♥❞ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ s❡❛✲
s♦♥❡❞ ✉s❡r ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛r♥s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❢❛❝ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ✉♥s♦✉♥❞ r❡❛s♦♥✐♥❣
❛♥❞ ♠❛r❦ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✜❧t❡r✱ ❜✉t t❤✐s r❡♠❛✐♥s ❛ st✉♠❜❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❢♦r t❤❡ ♥♦✈✐❝❡✳

✭✸✮ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡r r✉♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❧❡t t❤❡ ❆❚Ps t❤❡♠s❡❧✈❡s ♣❡r❢♦r♠ r❡❧✲
❡✈❛♥❝❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ♦r ❡✈❡♥ ✉s❡ ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱
s✉❝❤ ❛s ▼❛▲❆❘❡❛✱ ✇❤❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣r♦♦❢s ❣✉✐❞❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐❢ ✉♥s♦✉♥❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❡♥❞ t♦ q✉✐❝❦❧② ❞✐s❝♦✈❡r ❛♥❞
❡①♣❧♦✐t ❛♥② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❛①✐♦♠ s❡t✳

❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥❝♦❞❡ t②♣❡s✱ ❛s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❆❚Ps ✐s ❛ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ ♦♥❡✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ❡❛❝❤ t②♣❡ ✐♥st❛♥❝❡
♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ▼❊❙❖◆ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❍❖▲②❍❛♠♠❡r✳ ❆ r❡❝❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❤❛♠♠❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s
t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s ✐♥ ❛ s♦✉♥❞✱ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t
♠❛♥♥❡r✳ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ✇❤♦❧❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❡♥❝♦❞✐♥❣s t❤❛t
❡①♣❧♦✐t ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt② ❝❛❧❧❡❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② t♦ s❛❢❡❧② r❡♠♦✈❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t②♣❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❧✉tt❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✷✷✱ ✷✸✱ ✹✶❪✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
t②♣❡s ❛r❡ t②♣❡s ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❙✉❝❤ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ❜② s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡✐r ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s✳ ◆♦♥✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❜② ❡♥❝♦❞✐♥❣ s♦♠❡ t②♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❢♦r♠✉❧❛s✿

◆✐❧ 6= ❈♦♥s x xs

❤❞ (❈♦♥s x xs) = x

t❧ (❈♦♥s x xs) = xs

❚❤❡ ✉♥s♦✉♥❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✉s❡❞ ❜② ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ✇♦✉❧❞ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡
✐♠♣❧✐❝✐t t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ α ❛s ❛ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ A✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞
t②♣❡ ❝❧❛ss❡s ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❜✉t ✐t ❞✐❞ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ r❡str✐❝t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✿

♥✐❧(A) 6= ❝♦♥s(A, X , Xs)

❤❞(A, ❝♦♥s(A, X , Xs)) = X

t❧(A, ❝♦♥s(A, X , Xs)) = Xs

❚♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡✈❡♥t ✐❧❧✲t②♣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t②♣❡(X , A) t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t X ❤❛s
t②♣❡ A✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

t②♣❡(X , A) ∧ t②♣❡(Xs , ❧✐st(A)) −→ ♥✐❧(A) 6= ❝♦♥s(A, X , Xs)

t②♣❡(X , A) ∧ t②♣❡(Xs , ❧✐st(A)) −→ ❤❞(A, ❝♦♥s(A, X , Xs)) = X

t②♣❡(X , A) ∧ t②♣❡(Xs , ❧✐st(A)) −→ t❧(A, ❝♦♥s(A, X , Xs)) = Xs

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✶✺

❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t②♣✐♥❣ ❛①✐♦♠s ❢♦r ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❤❡ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

t②♣❡(♥✐❧(A), ❧✐st(A))

t②♣❡(X , A) ∧ t②♣❡(Xs , ❧✐st(A)) −→ t②♣❡(❝♦♥s(A, X , Xs), ❧✐st(A))

t②♣❡(Xs , ❧✐st(A)) −→ t②♣❡(❤❞(A, Xs), A)

t②♣❡(Xs , ❧✐st(A)) −→ t②♣❡(t❧(A, Xs), ❧✐st(A))

❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t②♣❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ✐t ❢♦r❝❡s t❤❡
♣r♦✈❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t②♣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡r❡❜② s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥
♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ❦❡❡♣s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s s✐♠♣❧❡r ❜✉t ❜✉r❞❡♥s
t❤❡ t❡r♠s ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐st t②♣❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♠♦r❡

s✐♠♣❧② ❛s

♥✐❧(A) 6= ❝♦♥s(A, X , Xs)

t②♣❡(X , A) −→ ❤❞(A, ❝♦♥s(A, X , Xs)) = X

t❧(A, ❝♦♥s(A, X , Xs)) = Xs

✇✐t❤ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❛①✐♦♠s

t②♣❡(X, ❧✐st(A))

t②♣❡(❤❞(A, Xs), A)

▼♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ✭❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡❧②✮ ✐♥st❛♥t✐✲
❛t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❆❚P✬s s✉♣♣♦rt ❢♦r
♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s✱ ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ♠♦st ♣r♦✈❡rs ❤❛❞ ♥♦ ♥❛t✐✈❡
s✉♣♣♦rt ❢♦r t②♣❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❙▼❚ ✭s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧♦
t❤❡♦r✐❡s✮ s♦❧✈❡rs✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ❊ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❆❚P t❤❛t ❤❛s ♥♦ t②♣❡ s✉♣♣♦rt✳

✸✳✷ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐③❛r

▼✐③❛r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ♣❧✉s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❛①✐♦♠s ♦❢ ❚❛rs❦✐✕
●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ s❡t t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② s❡❡♥ ❛s ❤❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ❤✐❣❤❡r✲
♦r❞❡r ❛♥❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦✈❡r ▼✐③❛r ✐♥ ✷✵✵✸ ❬✶✸✵❪✱ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ▼✐③❛r ✇❡r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥
❛ s✐♠♣❧✐st✐❝ ❛♥❞ ✐♥❝♦rr❡❝t ✇❛②✳ ❚❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♥❢✉s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t✐st✐❝s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❆❚Ps ♦♥ t❤❡
▼✐③❛r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ◆♦ s✉❝❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ st❛t✐st✐❝s ❡①✐st❡❞ ♣r✐♦r t♦ t❤❡s❡ ✜rst ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❧♦✇✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✜rst s♦♠❡✇❤❛t ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❆❚P
st❛t✐st✐❝s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛ ♣r♦♣❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ▼✐③❛r ❢❡❛✲
t✉r❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r♦♦❢s✮ ✇❛s st❛rt❡❞✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ r❡✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ▼✐③❛r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❬✶✸✹❪✳
❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❬✶✸✵✱ ✶✸✸✱ ✶✹✵❪ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✜rst ❜② ❡①♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ▼✐③❛r

✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❛t❤❡r ❢❛✐t❤❢✉❧❧② t♦ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❚P❚P✲❧✐❦❡ Pr♦❧♦❣ s②♥t❛①✱
❛♥❞ t❤❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❚P❚P s②♥t❛① ✐♥t♦ ❚P❚P ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳ ❚❤✐s Pr♦❧♦❣ ♠♦❞✉❧❡ ✜rst t❛r❣❡t❡❞ ✈❛r✐♦✉s ❜❛t❝❤✲st②❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✶✻ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❚P ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡
▼▼▲✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❢❛st tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞
❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ▼✐③AR ❤❛♠♠❡r✲❧✐❦❡ s②st❡♠ ❬✶✸✾✱ ✶✹✶❪✳ ❚❤❡ ▼✐③❛r ❢❡❛t✉r❡s
❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❚P ♣r♦❜❧❡♠✲❝r❡❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡

✭✶✮ t❤❡ ▼✐③❛r s♦❢t t②♣❡ s②st❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❡r♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ s✉❜t②♣✐♥❣✱ ❛♥❞
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t②♣❡s❀

✭✷✮ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥str✉❝ts s✉❝❤ ❛s ❛❜str❛❝t ✭❋r❛❡♥❦❡❧✮ t❡r♠s ✭❝♦♠♣r❡✲
❤❡♥s✐♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt ❝❤♦✐❝❡ ♦♣❡r❛t♦r❀

✭✸✮ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❤❡♦r❡♠ s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ■♥❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s❀
✭✹✮ t❤❡ ▼✐③❛r ❛❜str❛❝t str✉❝t✉r❡ t②♣❡s❀
✭✺✮ s❛❢❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐③❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

✐♠♣❧✐❝✐t❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ t②♣❡s❀
✭✻✮ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛➧❦♦✇s❦✐✲st②❧❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢s ✐♥t♦ ❡①t❡♥❞❡❞

❛ss✉♠♣t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❚❙❚P ♣r♦♦❢s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✈❡r✐✜❡❞✳

❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❋❡❛t✉r❡s✳ ❆❜str❛❝t t❡r♠s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❋r❛❡♥❦❡❧ t❡r♠s
✭❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥s✮✱ ❛r❡ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡❝ts ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
❜② t❤❡ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❩❡r♠❡❧♦✕❋r❛❡♥❦❡❧ s❡t t❤❡♦r②✳
❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ▼✐③❛r s②♥t❛①✿

④ ◆ ❫ ▼ ✇❤❡r❡ ▼✱ ◆ ✐s ■♥t❡❣❡r ✿ ◆ ❞✐✈✐❞❡s ▼ ⑥

❚❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❚P❚P s②♥t❛① ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❛❧❧✭❬▼ ✿ ✐♥t❡❣❡r✱ ◆ ✿ ✐♥t❡❣❡r❪✱ ❞✐✈✐❞❡s✭◆✱ ▼✮✱ ♣♦✇❡r✭◆✱ ▼✮✮

❆❜str❛❝t t❡r♠s ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t♦r s②♠❜♦❧✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❛❜str❛❝t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

✦❬❳❪✿ ✭✐♥✭❳✱ ❛❧❧❴✵❴①①✮ ❁❂❃

❄❬◆ ✿ ✐♥t❡❣❡r✱ ▼ ✿ ✐♥t❡❣❡r❪✿ ✭❳ ❂ ♣♦✇❡r✭◆✱ ▼✮ ✫ ❞✐✈✐❞❡s✭◆✱ ▼✮✮✮✳

✇❤❡r❡ ❛❧❧❴✵❴①① ✐s t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❋r❛❡♥❦❡❧ ❢✉♥❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❛❜str❛❝t t❡r♠
❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❋r❛❡♥❦❡❧ ❢✉♥❝t♦rs ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ❛r✐t② ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐❢ t❤❡✐r ❝♦♥t❡①t ✐♥❝❧✉❞❡s
q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥ ❡❛s② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❛❜str❛❝t t❡r♠s ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢✲❧♦❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❡r♠s
❜❡❢♦r❡ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❋r❛❡♥❦❡❧ ❢✉♥❝t♦rs✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❛
✇❤♦❧❡ ▼✐③❛r ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋r❛❡♥❦❡❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱
s♦♠❡t✐♠❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✵ ♦r ❡✈❡♥ ✷✵✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❢✉♥❝t♦rs ❜❡❝♦♠❡s
✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛①✐♦♠✳
❚❤❡ ❋❖▲ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t t❡r♠s✿ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧② ❞❡t❡❝ts ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③❡s ❛❧❧ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ▼▼▲✳ ❚❤✐s ✐s
s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ✜rst✲♦r❞❡r r❡✲♣r♦✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
❜♦❞② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❧✐❦❡ ▼▼▲ ✭❛♥❞ t❤✉s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② ✜rst✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ✐♥✲
st❛♥❝❡s✮✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ ♥❡✇ t❤✐♥❣s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡t❤♦❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✇❤❡♥ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs s✉❝❤ ❛s ▲❊❖✲■■ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ❙❛t❛❧❧❛① ❬✸✺❪ st❛rt❡❞ t♦ s❤♦✇ s♦♠❡
♣r♦♠✐s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❧s♦ t♦ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r s②♥t❛① ✭❚P❚P
❚❍❋✮✳ ❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✶✼

♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡s ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✴❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮✱ s✇✐t❝❤✲
✐♥❣ t♦ ◆❡✉♠❛♥♥✕❇❡r♥❛②s✕●ö❞❡❧ s❡t t❤❡♦r② ❛s ✉s❡❞ ❜② ❆rt ◗✉❛✐❢❡ ❬✶✶✸❪✱ ♦r ❛❞♦♣t✐♥❣
❛ ❞❡❡♣ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❩❡r♠❡❧♦✕❋r❛❡♥❦❡❧ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥ ❋❖▲ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❞♦♥❡
❜② t❤❡ ▼❡t❛▼❛t❤ s②st❡♠ ❬✾✹❪ ♦r ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t♦rs
❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✳

❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❚②♣❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❡r♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✉♠❛♥✲❢r✐❡♥❞❧② ▼✐③❛r
s②♥t❛①✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❚P❚P s②♥t❛①✱ ✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ▼✐③❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✦❬❑ ✿ ♥❛t✉r❛❧✱ ❆ ✿ ♠❛tr✐①✭❑✮✱ ❇ ✿ ♠❛tr✐①✭❑✮❪✿

s♦rt✭♠❛tr✐①❴♠✉❧t✐♣❧②✭❑✱ ❆✱ ❇✮✱ ♠❛tr✐①✭❑✮✮✳

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ st❛t❡s t❤❛t ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t✇♦ sq✉❛r❡
♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ K✱ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧t ✐s ❛❧s♦ ❛ K✲♠❛tr✐①✳ ❙❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ▼✐③❛r
t②♣❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② ✜rst✲♦r❞❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ tr❛♥s❧❛t❡s n✲❛r② t②♣❡ ✭s♦rt✮ s②♠❜♦❧s ✐♥t♦ (n + 1)✲❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧s
❛♥❞ r❡❧❛t✐✈✐③❡s ❜② s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭✐✳❡✳✱ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡①✐st❡♥t✐❛❧✮✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✭✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❚P❚P
♥♦t❛t✐♦♥✮ ✐s

✦❬❑✱ ❆✱ ❇❪✿ ✭♥❛t✉r❛❧✭❑✮ ✫ ♠❛tr✐①✭❑✱ ❆✮ ✫ ♠❛tr✐①✭❑✱ ❇✮✮ ❂❃

♠❛tr✐①✭❑✱ ♠❛tr✐①❴♠✉❧t✐♣❧②✭❑✱ ❆✱ ❇✮✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ s♦rt❡❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡s ❢✐♥✐t❡ ❛♥❞ ❣r❛♣❤ ✐s

✦❬● ✿ ✭⑦ ❢✐♥✐t❡ ✫ ❣r❛♣❤✮✱ ❲✶ ✿ ✇❛❧❦✭●✮✱ ❲✷ ✿ s✉❜✇❛❧❦✭●✱ ❲✶✮❪✿ ✳✳✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❚P❚P r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼✐③❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦✈❡r ✐♥✜♥✐t❡ ❣r❛♣❤s✱ ✇❛❧❦s ♦♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜✇❛❧❦s✿

❢♦r ● ❜❡✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ ●r❛♣❤✱ ❲✶ ❜❡✐♥❣ ❲❛❧❦ ♦❢ ●✱
❲✷ ❜❡✐♥❣ ❙✉❜✇❛❧❦ ♦❢ ❲✶ ❤♦❧❞s ✳✳✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❚P❚P ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✦❬●✱ ❲✶✱ ❲✷❪✿ ✭⑦ ❢✐♥✐t❡✭●✮ ✫ ❣r❛♣❤✭●✮ ✫ ✇❛❧❦✭●✱ ❲✶✮

✫ s✉❜✇❛❧❦✭●✱ ❲✶✱ ❲✷✮✮ ❂❃ ✳✳✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝r❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ tr✐❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② t②♣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t t②♣❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❝❧✉✲
s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❬✹✾❪ ♠❛② str✉❣❣❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✕❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ▼✐③❛r✬s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t②♣❡s✳ ✭■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤♦✉❧❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥❝♦❞✲
✐♥❣ ❜❡ ⑦ ❢✐♥✐t❡✭❣r❛♣❤✭●✮✮ ♦r ❣r❛♣❤✭⑦ ❢✐♥✐t❡✭●✮✮❄✮ ❆♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✉t r❡❧❛t✐✈❡❧②
❡✣❝✐❡♥t ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼✐③❛r t②♣❡ s②st❡♠ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼♦▼▼ s②s✲
t❡♠ ❬✶✸✷❪ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❊ ♣r♦✈❡r✬s t❡r♠ ❛♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣r✐♦r✐t✐③✐♥❣
t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ▼✐③❛r t②♣❡s ❞✉r✐♥❣ ❝❧❛✉s❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛❞
❤♦❝ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✐❣❤t ❜r✐♥❣ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥❝② t♦ ❆❚Ps ✭❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡
s♦❢t✲t②♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❙P❆❙❙✮ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ▼✐③❛r t②♣❡ s②st❡♠✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✶✽ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

✹✳ P❘❖❖❋ ❘❊❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆

❙♦♠❡ ❤❛♠♠❡r s②st❡♠s ♠❡r❡❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❆❚Ps ❛s ♦r❛❝❧❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♥s✇❡r
♦❢ t❤❡ ❆❚P ✐s tr✉st❡❞ ❛♥❞ ♥♦t r❡❝❤❡❝❦❡❞✳ ❖r❛❝❧❡s ❜②♣❛ss t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✬s
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ s②st❡♠✬s tr✉st✇♦rt❤✐♥❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡r
♠✉st ❛❧s♦ tr✉st t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦✈❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❆❚P✬s ❧♦❣✐❝✳
❚❤✐s ✐s ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥② ✉s❡rs ♦❢ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✱ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❤❡♦r❡♠
♣r♦✈❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❡rt✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✐st❛♥t✬s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❦❡r♥❡❧✳
❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♦r❛❝❧❡s ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❆❚P

♣r♦♦❢s t♦ ❦❡r♥❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✿

✭✶✮ ❘❡♣❧❛② t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❜② P❘♦❝❍ ❬✼✼❪✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t♦r ❢♦r ❍❖▲②❍❛♠♠❡r✱
❜② t❤❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞s ♠❡t✐s ❬✶✵✺❪ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❡t✐s ♣r♦✈❡r✮ ❛♥❞
s♠t ❬✸✵❪ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❩✸✮✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❙▼❚ ❜r✐❞❣❡ ❢♦r ❍❖▲✹ ❬✸✵❪✳ ■♥t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✭s✉❝❤
❛s t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❛r✐t❤♠❡t✐❝✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠✉st ❜❡ r❡❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ✉s❡r✬s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞✱
t❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❆❚P t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r✬s ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r r❡♣❧❛②✐♥❣ ✭♦r ❛
❤✐❣❤❧② r❡❧✐❛❜❧❡ s❡r✈❡r ❛♥❞ ■♥t❡r♥❡t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✮✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t♦ st♦r❡ t❤❡ r❛✇ ♣r♦♦❢s ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣❧❛② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❆❚P❀
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛✇ ♣r♦♦❢s ♠✉st ❜❡ r❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❝❤❛♥❣❡✳

✭✷✮ ❈❤❡❝❦ t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢s ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r✐✜❡❞ ❝❤❡❝❦❡r✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
t♦ ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ r❡♣❧❛②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ❝❤❡❝❦❡r r✉♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r❡♠ t❤❡r❡ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ❬✸✷❪✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙▼❚ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
✐♥ ❈♦q ❬✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ❲❛❧❞♠❡✐st❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❣❞❛ ❬✺✽❪✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❆❚P t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❛✇ ♣r♦♦❢s✳

✭✸✮ ❚r❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✬s s♦✉r❝❡ ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ❬✶✵✺❪✳ ❱❛r✐♦✉s ♣♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♦❢s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♠♦r❡ ♣❛❧❛t❛❜❧❡ ❬✷✵✱✷✶✱✶✵✾✱✶✶✵✱
✶✷✺❪✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♥❡❡❞ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢s✳ ■♥ ❛♥
❡①tr❡♠❡ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
✭♦r ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝♦r❡✮ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♦♥❡✲❧✐♥❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✱
t②♣✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤ ❛s ❜② ✐♥ ▼✐③❛r✱ ♠❡t✐s ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴
❍❖▲✱ ❛♥❞ ▼❊❙❖◆ ✐♥ ❍❖▲ ▲✐❣❤t✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦✈❡r ❤❛s
✐ts ♦✇♥ ✭♦❢t❡♥ ✉♥❞♦❝✉♠❡♥t❡❞✮ ♣r♦♦❢ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❧❛r❣❡❧②
❡❧✐♠✐♥❛t❡ s❡❛r❝❤✳ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❤✐❣❤ ✇✐t❤ ❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢s❀ t❡①t✉❛❧ ♣r♦♦❢s ✭❛♣♣r♦❛❝❤ ✸✮✱ ✐♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤♠❡t✐s ✭❛♣♣r♦❛❝❤ ✶✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r ■s❛❜❡❧❧❡ t❛❝t✐❝s✱ ②✐❡❧❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s✉❝❝❡ss r❛t❡s ❛❜♦✈❡ ✾✾✪ ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❬✷✶❪✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡t✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢

♠✉st ❜❡ r❡❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ■s❛❜❡❧❧❡ t❤❡♦r② t❡①t ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞❀ t❤❡ ❆❚Ps ❛r❡
✉s❡❞ ♠❡r❡❧② ❛s ❤✐❣❤❧② ♣r❡❝✐s❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✜❧t❡rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s♦♠❡t✐♠❡s ❢❛✐❧s ❢♦r
❞✐✣❝✉❧t ♣r♦♦❢s t❤❛t ♠❡t✐s ❝❛♥♥♦t ✜♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✶✾

s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦ ❛♥s✇❡r t♦ ✉s❡rs ✇❤♦ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❇✉t ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♠❡t✐s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r
♠❡t❤♦❞s s✉♣♣♦rt ♥♦ t❤❡♦r✐❡s ❜❡②♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❛s
❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦✈❡rs ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡♦r② r❡❛s♦♥✐♥❣✳
❚❤❡ ❩✸✲❜❛s❡❞ s♠t ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐st❡❞

❛❜♦✈❡✱ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♠❡t✐s✱ ❜✉t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❩✸ ♦♥ t❤❡ ✉s❡r✬s ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r ♣r♦♦❢ r❡♣❧❛② ✭♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st♦r❡❞ r❛✇ ❩✸ ♣r♦♦❢s✮✱
✇❤✐❝❤ ❤✐♥❞❡rs ✐ts ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ✉s❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐ts ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ q✉❛♥t✐✜❡r
❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❡❛♥s ✐t ❝❛♥ ❢❛✐❧ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈❡r✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❜♦t❤ ♠❡t✐s ❛♥❞ s♠t ✐s t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢s ✐♥t♦ str✉❝✲

t✉r❡❞✱ ♠✉❧t✐✲❧✐♥❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ♣r♦♦❢s✳ ❊❛❝❤ st❡♣ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♦❢ ✐s ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ❜② ❛ s✉✐t✲
❛❜❧❡ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ st❡♣s ♦❢ ❛♥ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs ❛r❡
r❡♣❧❛②❡❞ ✉s✐♥❣ ■s❛❜❡❧❧❡✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ■s❛❜❡❧❧❡✬s t❡①t✉❛❧ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠♦❞✉❧❡ ❬✷✶❪ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥② s②st❡♠s ✭❊✱ ▲❊❖✲■■✱ ❙❛t❛❧❧❛①✱ ❙P❆❙❙✱ ❱❛♠✲
♣✐r❡✱ ✈❡r✐❚✱ ❲❛❧❞♠❡✐st❡r✱ ❛♥❞ ❩✸✮✳ Pr♦♦❢s ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ t✉r♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✐♥t♦
❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥
❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ❆r❝❤✐✈❡ ♦❢ ❋♦r♠❛❧ Pr♦♦❢s ❬✺✾❪ ❛❜♦✉t r❡❣✉❧❛r ❛❧❣❡❜r❛s✳ ❚❤❡ ✉s❡rs ✇r♦t❡
t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡t✐s ❝❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢✕q❡❞
❜❧♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r✿

❧❡♠♠❛ ♣♦✇s✉♠❴✉❜✿ i ≤ n =⇒ x i ≤ xn
0

♣r♦♦❢ ✭✐♥❞✉❝t n✮
❝❛s❡ 0 s❤♦✇ case

❜② ✭♠❡t✐s ✭❤✐❞❡❴❧❛♠s✱ ♠♦♥♦❴t❛❣s✮ ✵✳♣r❡♠s ❡q❴✐✛ ❧❡❴✵❴❡q ♣♦✇❡r❴✵
♣♦✇s✉♠❴✵✵ ✮

♥❡①t

❝❛s❡ ✭❙✉❝ n✮ s❤♦✇ case

♣r♦♦❢ −
{ ❛ss✉♠❡ ❛❛✶ ✿ ❙✉❝ n 6= i

❤❛✈❡ ✛✶ ✿ x❙✉❝ n
0 ≤ x❙✉❝ n

0 ∧ ❙✉❝ n 6= i

✉s✐♥❣ ❛❛✶ ❜② ❢❛st❢♦r❝❡
❤❛✈❡ ✛✷ ✿ ∃a. xn

0 + a ≤ x❙✉❝ n
0 ∧ ❙✉❝ n 6= i

✉s✐♥❣ ✛✶ ♣♦✇s✉♠✷ ❜② ❛✉t♦
❤❛✈❡ x i ≤ x❙✉❝ n

0

✉s✐♥❣ ✛✷
❜② ✭♠❡t✐s ❙✉❝✳❤②♣s ❙✉❝✳♣r❡♠s ❛❞❞❴❧✉❜ ❧❡❴❙✉❝❊ ❧❡ss❴❡q❴❞❡❢ ✮ }

t❤✉s x i ≤ x❙✉❝ n
0

✉s✐♥❣ ❧❡ss❴❡q❴❞❡❢ ♣♦✇s✉♠❴s♣❧✐t❴✈❛r✷ ❜② ❛✉t♦
q❡❞

q❡❞

✭❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ xn
0 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r s✉♠ x0 + · · ·+ xn✳✮

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❜♦❞② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛❜♦✉t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❆❚P ♣r♦♦❢s✳ ❊❛r❧② ✇♦r❦
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♦❢s ✐♥t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ❬✶✵✵✱ ✶✵✼❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❛r❣✉❛❜❧② ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡✱ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ♦♣❡r❛t❡ ❛t t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s ❤✉♠❛♥s r❡❛s♦♥ ♠♦st❧② ❛t t❤❡ ✏❛ss❡rt✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱✑ ✐♥✈♦❦✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❧❡♠♠❛s ✇✐t❤♦✉t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢s ✐♥t♦ ❛ss❡rt✐♦♥✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢s ❬✾✱✻✽❪✱ ❝✉❧♠✐♥❛t✐♥❣

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✷✵ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠s ❚r❛♠♣ ❬✾✺❪ ❛♥❞ ❖tt❡r✜❡r ❬✶✺✵❪✳ ▼♦r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜✈✐♦✉s ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❬✺✶✱ ✶✶✻❪✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❊◗P✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜❜✐♥s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ■▲❋ ❬✹✼❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❚P❚P✲❜❛s❡❞ t♦♦❧s t♦ ♣r❡s❡♥t ▼✐③❛r ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✹✸❪✳
P❡r❤❛♣s t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♠♦❞✲

❡r♥ ❤❛♠♠❡rs ✐s t❤❛t ✐t t❛r❣❡ts ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❆❚Ps ❛♥❞ ✐s r❛t❤❡r ❛❞ ❤♦❝✱ ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣
❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❝❧♦s❡❧② r❡❝♦♥✲
str✉❝t t❤❡ ❆❚Ps✬ ❡✈❡r ❡✈♦❧✈✐♥❣✱ ♦❢t❡♥ ✉♥❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❝❛❧❝✉❧✐✳

✺✳ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❉❆❚❆

❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❤❛♠♠❡rs ✐s ❧❛r❣❡❧② ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝✐❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s②st❡♠s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❣✐❝s ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❡t❛✐❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s②st❡♠s ❞✐r❡❝t❧②✳

✺✳✶ Pr♦✈✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠s ❢r♦♠ ❚❤❡✐r ❖r✐❣✐♥❛❧ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❆❚Ps ♦✈❡r ◗❊❉✲❧✐❦❡ ❝♦r♣♦r❛ ✐s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
t❤❡♦r❡♠s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❡①❛❝t ♣r♦♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳
❙✉❝❤ ■❚P ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♠❛② ❜❡ q✉✐t❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝ts ❛♥
❆❚P ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ s✉❝❤
✐♥✐t✐❛❧ ■❚P✲❜❛s❡❞ ♣r♦♦❢ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❆❚Ps
♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s ❛♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜② ■❚P✲✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s✉❝❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳

▼✐③❛r✳ ❚❤❡ ✜rst ❆❚P ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▼▼▲✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✷✵✵✸✱ ❝♦♥✲
s✐st❡❞ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ▼✐③❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❤❡ ✷✼ ✹✹✾ ▼▼▲ ✭✈❡r✲
s✐♦♥ ✸✳✹✹✳✼✻✸✮ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ✇❡r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼P❚P tr❛♥s✲
❧❛t♦r ❬✶✸✵❪✳ ❙P❆❙❙ ✷✳✶ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✸✵✵ s t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✼✵✵ ▼❍③
■♥t❡❧ P❡♥t✐✉♠ ■■■ ❈P❯s ✇✐t❤ ✷✵✵ ▼❇ ❘❆▼✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦♦❦ ✼✵ ❈P❯✕❞❛②s✳
✶✶ ✷✷✷ ✭✹✶✪✮ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ♣r♦✈❡❞✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✾✵✪ ♦❢ t❤❡s❡ ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥
✹✵ s✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✇❛s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❤✐❣❤✱ ❜✉t s✉❜❥❡❝t t♦ s♦♠❡ ❞♦✉❜ts ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ▼P❚P tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❙P❆❙❙ ❢♦✉♥❞ ✻✷✺ ❝♦✉♥t❡rs❛t✐s✜❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼P❚P ✵✳✷ ✐♥ ✷✵✵✺✱ ✇✐t❤ ✶✷ ✺✷✾ ▼▼▲ ✭✈❡r✲

s✐♦♥ ✹✳✹✽✳✾✸✵✮ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ ▼✐③❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s ❬✶✸✸❪✳ ▲❛❝❦ ♦❢
❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼✐③❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s ✇❛s t❤❡ ❧❛st ✭❦♥♦✇♥✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡
♦❢ ❆❚P ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ▼P❚P ✵✳✷✳ ❊ ✵✳✾ ❛♥❞ ❙P❆❙❙ ✷✳✶ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❛ ✷✵ s t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❞✉❛❧ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥s ✸✳✵✻ ●❍③ ✇✐t❤ ✷
●❇ ❘❆▼ ❡❛❝❤✳ ❊ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✹✸✵✾ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡❛s ❙P❆❙❙ ♣r♦✈❡❞
✸✽✺✵✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡② r❡❛❝❤❡❞ ✹✽✺✹ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✸✾✪✮✳ ◆♦ ❝♦✉♥t❡rs❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✇❛s
❞❡t❡❝t❡❞✳
■♥ ✷✵✶✵✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ▼▼▲ ✭✈❡rs✐♦♥ ✹✳✶✵✵✳✶✵✶✶✮ ♦♥ ✺✶ ✹✷✹ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❛s

❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❑r②➨t♦❢ ❍♦❞❡r ❛♥❞ ❆♥❞r❡✐ ❱♦r♦♥❦♦✈ ❬✶✸✽❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♥❡✇❧② ♦✈❡r❤❛✉❧❡❞
❱❛♠♣✐r❡ ✭✇❤♦s❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ❝♦♥❢✉s✐♥❣❧② r❡st❛rt❡❞ ❛t ✵ ❛t t❤❡ t✐♠❡✮ ❛♥❞
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ ▼▼▲✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐③❛r

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✷✶

❛r✐t❤♠❡t✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❛② ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❜② ▼P❚P t❤❡♥✳ ❚❤❡
t✐♠❡ ❧✐♠✐t ✇❛s ✸✵ s✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡✐❣❤t✲❝♦r❡ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✺✷✵ ✷✳✷✼ ●❍③ ✇✐t❤ ✽ ●❇ ❘❆▼
❛♥❞ ✽ ▼❇ ❈P❯ ❝❛❝❤❡ ✇❛s ✉s❡❞✳ ◆♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇❛s ✉s❡❞✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧✇❛②s
r✉♥ ❜② ♦♥❡ ❈P❯✳ ❚❛❜❧❡ ■ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❆❚Ps s♦❧✈❡❞ ✹✹✪
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ▼▼▲ ♣r♦❜❧❡♠s❀ ❱❛♠♣✐r❡ ❛❧♦♥❡ s♦❧✈❡❞ ✸✾✪✳ ❚❤❡ ▼▼▲ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ s❡❡♠s
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r❞❡r t❤❛♥ ❥✉st ✐ts ♥♦♥❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦
❧❛t❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ▼▼▲ t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♣r♦✈❡❞ ❜② ♠♦r❡
❛❞✈❛♥❝❡❞ ■❚P t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❚❛❜❧❡ ■✿ ❊✱ ❙P❆❙❙✱ ❛♥❞ ❱❛♠♣✐r❡ ♦♥ ❛❧❧ ▼▼▲ ✭✈❡rs✐♦♥ ✹✳✶✵✵✳✶✵✶✶✮ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ■❚P ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
r✉♥ ❢♦r ✸✵ s ✐♥ ✷✵✶✵ ✭✺✶ ✹✷✹ ♣r♦❜❧❡♠s✮

❆❚P Pr♦✈❡❞ ✭✪✮ ❈♦✉♥t❡rs❛t✳

❊ ✶✳✶✲✵✵✹ ✶✻ ✶✾✶ ✭✸✶✳✺✪✮ ✹

❙P❆❙❙ ✸✳✼ ✶✼ ✺✺✵ ✭✸✹✳✶✪✮ ✶✷

❱❛♠♣✐r❡ ✵✳✻ ✷✵ ✶✵✾ ✭✸✾✳✶✪✮ ✵

❈♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ✷✷ ✻✵✼ ✭✹✹✳✵✪✮ ✶✷

❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t s✉❝❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ▼▼▲ ✭✈❡rs✐♦♥ ✹✳✶✽✶✳✶✶✹✼✮ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥
✷✵✶✸ ❬✼✻❪✱ ✉s✐♥❣ ❱❛♠♣✐r❡ ✸✳✵ ✇✐t❤ ✸✵✵ s ♦♥ ✹✽✲❝♦r❡ ❆▼❉ ❖♣t❡r♦♥ ✻✶✼✹ ✷✳✷ ●❍③ ✇✐t❤
✸✷✵ ●❇ ❘❆▼✳ ❖✉t ♦❢ ❛❧❧ ✺✼ ✽✾✼ t♦♣✲❧❡✈❡❧ t❤❡♦r❡♠s✱ ❱❛♠♣✐r❡ ♣r♦✈❡❞ ✷✼ ✽✹✷ ✭✹✽✪✮✳
❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❆❚P ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛♥ ♦✈❡r❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✇❛s
❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❜② ▼✐③❛r✱ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❛s t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✷✼ ✽✹✷ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥❡❞ s❡❧❡❝t♦rs t♦ r❡♦r❞❡r
t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ ❛♥❞
t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❧✐❝❡s✳ ❊✱ ❱❛♠♣✐r❡✱ ❛♥❞ ❩✸ ✇❡r❡ t❤❡♥ r✉♥ ❢♦r ✶✷✵ s ♦♥ t❤❡s❡ s❧✐❝❡s✱
❛❞❞✐♥❣ ✶✻✼✼ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♦❢ s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ✷✾ ✺✶✾ ✭✺✶✪✮✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛❧r❡❛❞② r❡❧② ♦♥ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞
♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡s❡ t❤❡♦r❡♠s ✐♥ ▼✐③❛r ✐s

♦♥❧② ❛❜♦✉t ✷✸✪ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❛❧❧ ▼✐③❛r t❤❡♦r❡♠s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❆❚Ps ❛r❡ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t♦♣✲❧❡✈❡❧ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt ▼✐③❛r
♣r♦♦❢✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ♠❡tr✐❝ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ ❛ ❧♦t ✐❢ ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦♦❢✲❧♦❝❛❧
❧❡♠♠❛s ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ s✉❝❤ ❧❡♠♠❛s ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s✳

❍❖▲ ▲✐❣❤t✳ ❚❛❜❧❡ ■■ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❱❛♠♣✐r❡ ✷✳✻✱ ❊♣❛r ✭❊ ✶✳✻ ✇✐t❤
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥❡✇ ❧❛r❣❡✲t❤❡♦r② str❛t❡❣✐❡s ❬✶✸✼❪✮✱ ❩✸ ✹✳✵✱ ❛♥❞ P❛r❛❞♦①
✹✳✵ ♦♥ ✶✹ ✶✽✺ ❋❧②s♣❡❝❦ t♦♣✲❧❡✈❡❧ t❤❡♦r❡♠s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❍❖▲ ▲✐❣❤t ♣r♦♦❢
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❬✼✾❪✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❢♦r ❊♣❛r✱ ❱❛♠♣✐r❡✱ ❛♥❞ ❩✸ ✇❛s ✾✵✵ s✳ P❛r❛❞♦①
✇❛s r✉♥ ❢♦r ✸✵ s t♦ ❣❡t s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞
❢♦r ❍❖▲ ▲✐❣❤t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✇❛s ❛❣❛✐♥ ❛ ✹✽✲❝♦r❡ ❆▼❉ ❖♣t❡r♦♥
✻✶✼✹ s❡r✈❡r ❛t ✷✳✷ ●❍③ ✇✐t❤ ✸✷✵ ●❇ ❘❆▼✳ ❚❤❡ s②st❡♠s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■■ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
♦r❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❝♦✈❡r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t st❛rts ✇✐t❤ t❤❡
❜❡st s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥❡①t s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ❣r❡❡❞✐❧② ❛❞❞s
♠♦st s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✷✷ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

❚❤❡ ❥♦✐♥t s✉❝❝❡ss r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ t✇♦ s②st❡♠s ✐s ✺✾✹✾ ✭✹✷✪✮✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ♣r♦✈❡
✻✶✹✷ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✹✸✪✮✳ ❚❤❡ ✏❯♥✐q✉❡✑ ❝♦❧✉♠♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡♦r❡♠s ♣r♦✈❡❞
♦♥❧② ❜② t❤❡ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠✳

❚❛❜❧❡ ■■✿ ❊♣❛r✱ ❱❛♠♣✐r❡✱ ❛♥❞ ❩✸ r❡✲♣r♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ✾✵✵ s ❛♥❞ P❛r❛❞♦① ✇✐t❤ ✸✵ s ✭✶✹ ✶✽✺ ♣r♦❜❧❡♠s✮

❆❚P Pr♦✈❡❞ ❯♥✐q✉❡ ❈♦✉♥t❡rs❛t✳ ●r❡❡❞②

❱❛♠♣✐r❡ ✺✻✹✶ ✷✶✽ ✵ ✺✻✹✶

❊♣❛r ✺✺✾✺ ✶✾✹ ✵ ✺✾✹✾

❩✸ ✹✸✼✺ ✶✾✸ ✷ ✻✶✹✷

P❛r❛❞♦① ✺ ✵ ✷✻✶✹ ✻✶✹✷

❈♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ✻✶✹✷ ✷✻✶✹

✺✳✷ Pr♦✈✐♥❣ ▲❛r❣❡ Pr♦❜❧❡♠s ✇✐t❤♦✉t Pr❡♠✐s❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❍♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♣r❡♠✐s❡s❄ ■♥ t❤❡
✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✷✵✵✸✱ t❤✐s ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r♦♦❢ ❛tt❡♠♣t✱ ❙P❆❙❙
✷✳✶ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❛s ♣r❡♠✐s❡s ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❆❚Ps ❧✐❦❡ ❙P❆❙❙ ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ▼P❚P tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ✷✵✶✵✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ♦♥ ✶✵✵✵ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ▼▼▲ ✭✈❡rs✐♦♥

✶✵✶✶✮ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✉s✐♥❣ ❛ s♦✉♥❞ ▼P❚P tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ■■■ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❊ ✶✳✶ ❛♥❞ ❱❛♠♣✐r❡ ✵✳✻ r✉♥ ✇✐t❤ ✸✵ s ♦♥ ■♥t❡❧ ❊✼✸✵✵ ✷✳✻✻ ●❍③
✇✐t❤ ✶ ●❇ ❘❆▼✳ ❲❤✐❧❡ ❱❛♠♣✐r❡ ✐♥ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ st❛rt❡❞ t♦ ✉s❡ ❙■♥❊ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❊ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❙■♥❊ ❜✉✐❧t✲✐♥ ②❡t ❛♥❞ ✇❛s ✐♥st❡❛❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
❍♦❞❡r✬s ✜rst st❛♥❞❛❧♦♥❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✹✵ ✽✾✽ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❙■♥❊ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦♦❦ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✹ s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❛✇ ❊ ✇❛s ♦♥❧② ✷✪✱
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t♦ ✶✹✕✶✺✪ ✉s✐♥❣ t❤❡ str✐❝t❡st ✈❡rs✐♦♥ ✭✲❞✶✮ ♦❢ t❤❡ ❙■♥❊ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦r✳

❚❛❜❧❡ ■■■✿ ❊ ❛♥❞ ❱❛♠♣✐r❡ ✇✐t❤ ❙■♥❊ ✭✲❞✶✮ ♦♥ ✶✵✵✵ ❧❛r❣❡ ▼▼▲ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✸✵ s

❱❛♠♣✐r❡✰❙■♥❊ ❱❛♠♣✐r❡✰❙■♥❊✭✲❞✶✮ ❊ ❊✰❙■♥❊ ❊✰❙■♥❊✭✲❞✶✮

✽✹ ✶✹✶ ✷✶ ✻✹ ✶✺✸

✺✳✸ Pr♦✈✐♥❣ ▲❛r❣❡ Pr♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ Pr❡♠✐s❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s
t♦ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❝♦✉❧❞ r❛✐s❡ t❤❡ ❆❚P✬s ❝❤❛♥❝❡s ❢r♦♠ ✷✪ t♦ ✹✵✪✕✺✵✪ ♦♥ t❤❡ t♦♣✲
❧❡✈❡❧ ■❚P ❧❡♠♠❛s✳ ❚❤✐s ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡s❡❛r❝❤ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✱
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡❧♦✇✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲
❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❥✉st s❡❧❡❝t ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❢❛❝ts✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♠♠❛
❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t②✖✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r ❧❡♠♠❛s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡♠♠❛
✐s st❛t❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐t ✐ts ♣r♦♦❢❄ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ ❝②❝❧✐❝

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✷✸

♣r♦♦❢s ♦r ♣r♦♦❢s ❛❞✈✐s❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢✉t✉r❡ ❝♦✉s✐♥s✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ✉s✉❛❧❧②
❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts ♦✈❡r t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♦rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✳

▼✐③❛r✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✷✵✵✸✱ ❛ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❧❡❛r♥❡r ✭❢r♦♠ t❤❡ ❙◆♦❲
t♦♦❧❦✐t✮ ✇❛s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♦rt❡❞ tr❛✐♥✲
✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼▼▲✳ ❊❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✬s
s②♠❜♦❧s ❛s ✐ts ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✬s ♥❛♠❡ ❛♥❞ ✐ts ❡①♣❧✐❝✐t ▼✐③❛r ♣r♦♦❢ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ❛s ❧❛❜❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦♥❡✲❧✐♥❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❘❊▲❆❚❴✶✿✽✹ st❛t✐♥❣
t❤❛t ❡✈❡r② r❡❧❛t✐♦♥ R ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ R ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ r❛♥❣❡ ♦❢ R✿

t❤❡♦r❡♠ ❘❊▲❆❚❴✶✿✽
❢♦r ❘ ❜❡✐♥❣ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❘ ∧ ❬✿✭❞♦♠ ❘✮✱✭r♥❣ ❘✮✿❪ ❂ ❘
❜② ❘❊▲❆❚❴✶✿✼✱❳❇❖❖▲❊❴✶✿✷✽❀

✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿

❘❡❧❛t✐♦♥✱ ✴❭✱ ❬✿✿❪✱ ❞♦♠✱ r♥❣✱ ❂

❘❊▲❆❚❴✶✿✽✱ ❘❊▲❆❚❴✶✿✼✱ ❳❇❖❖▲❊❴✶✿✷✽

❚❤✐s ✐♥❢♦r♠s t❤❡ ❧❡❛r♥❡r t❤❛t ✇❤❡♥ ✐t s❡❡s t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣✴
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙◆♦❲ ❡st✐♠❛t❡s ✐ts ❧❛❜❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❧❡❛r♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❛❜❡❧s ✐♥ t❤❛t ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋♦r
❡❛❝❤ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ✸✵ ❤✐❣❤❡st✲r❛♥❦❡❞ ❧❛❜❡❧s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❙P❆❙❙ ❛s ❛①✐♦♠s✱ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ▼P❚P✲❡st✐♠❛t❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② t②♣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✇❛s
✶✹✪✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❝❝❡ss❡s ✇❡r❡ ❛❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❤ s♣✉r✐♦✉s ♣r♦♦❢s ❞✐❞ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
■♥ ✷✵✵✺✱ t❤✐s ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼P❚P ✵✳✷ ♦✈❡r t❤❡ ✶✷ ✺✷✾ ▼▼▲ ✭✈❡rs✐♦♥ ✹✳✹✽✳✾✸✵✮

♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ ▼✐③❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s✳ ❊ ✵✳✾ ❛♥❞ ❙P❆❙❙ ✷✳✶ ✇❡r❡
✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ✷✵ s t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❞✉❛❧ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥s ✸✳✵✻ ●❍③ ✇✐t❤ ✷ ●❇
❘❆▼ ❡❛❝❤✳ ❙♦♠❡ ✶✼✪ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ❊✱ ✶✷✪ ❜② ❙P❆❙❙✱ ❛♥❞ ✶✾✪
❜② ❡✐t❤❡r ❬✶✸✸❪✳
❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ✸✷✾ ♦❢ t❤❡s❡ ✷✹✵✽ ❆❚P ♣r♦♦❢s ✉s❡❞ ❢❡✇❡r ▼✐③❛r r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛♥ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ▼✐③❛r ♣r♦♦❢s✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♦❢s ✇❡r❡ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r✳ ◆♦
s♣✉r✐♦✉s ♣r♦♦❢s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛ ♠❛♥✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆❚P ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ♣r♦♦❢s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ✷✵✶✶ ❬✹❪❀ ❛ ❢❡✇
❡①❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳
❚❤❡ ❧❛t❡st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ▼▼▲✱ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✷✵✶✸✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇

♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ❢♦r
✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✜rst ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦♥
❛ s♠❛❧❧❡r r❛♥❞♦♠ s✉❜s❡t ♦❢ ✶✾✸✵ t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ✺✼ ✽✾✼ t♦♣✲❧❡✈❡❧
t❤❡♦r❡♠s✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✸✵ s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ✹✽✲❝♦r❡ ❆▼❉ ❖♣t❡r♦♥
✻✶✼✹ ✷✳✷ ●❍③ ✇✐t❤ ✸✷✵ ●❇ ❘❆▼✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✶✹ ♠♦st ✉s❡❢✉❧ ♠❡t❤♦❞s ✭✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❥♦✐♥t❧②✮ ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■❱✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ t❤❡r❡ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❜② t❤❡✐r
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❝♦✈❡r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▼▼▲✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❛②s t❤❛t

4❤tt♣✿✴✴♠✐③❛r✳❝s✳✉❛❧❜❡rt❛✳❝❛✴⑦♠♣t♣✴✽✳✶✳✵✸❴✺✳✷✾✳✶✷✷✼✴❤t♠❧✴r❡❧❛t❴✶✳❤t♠❧★❚✽

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳

http://mizar.cs.ualberta.ca/~mptp/8.1.03_5.29.1227/html/relat_1.html#T8


✶✷✹ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

r✉♥♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❢♦✉rt❡❡♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢♦r ✸✵ s ❣✐✈❡s ❛ ✹✶✪ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣
❛♥ ▼▼▲ t❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞ ❛❧♦♥❡✖❛ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ k✲◆◆ ❛♥❞ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r ♠✐♥✐♠❛❧
r❛♥❦✖✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✪ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ♦♥ s②♠❜♦❧✲♦♥❧②
❢❡❛t✉r❡s✳

❚❛❜❧❡ ■❱✿ ✶✹ ♠♦st ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▼▼▲✱ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❣r❡❡❞② ❝♦✈❡r❛❣❡

▼❡t❤♦❞ P❛r❛♠❡t❡rs Pr❡♠✐s❡s ❆❚P Pr♦✈❡❞ ●r❡❡❞②

❝♦♠❜ ♠✐♥❴✷❦❴✷✵❴✷✵ ✶✷✽ ❊♣❛r ✶✺ ✼✽✾ ✶✺ ✼✽✾

❧s✐ ✸✷✵✵t✐❴✽❴✽✵ ✶✷✽ ❊♣❛r ✶✺ ✺✻✶ ✶✼ ✾✽✺

❝♦♠❜ q✉❛❴✷❦❴❦✷✵✵❴✸✸❴✸✸ ✺✶✷ ❊♣❛r ✶✸ ✾✵✼ ✶✾ ✸✷✸

❦♥♥ ✐s❴✹✵ ✾✻ ❩✸ ✶✶ ✻✺✵ ✷✵ ✸✽✽

♥❜ ✐❞❢✵✶✵ ✶✷✽ ❊♣❛r ✶✹ ✵✵✹ ✷✶ ✵✺✼

❦♥♥ ✐s❴✽✵ ✶✵✷✹ ❱❛♠♣✐r❡ ✶✷ ✷✼✼ ✷✶ ✺✻✶

❣❡♦ r❴✾✾ ✻✹ ❱❛♠♣✐r❡ ✶✶ ✺✼✽ ✷✷ ✵✵✻

❝♦♠❜ ❣❡♦❴✷❦❴✺✵❴✺✵ ✻✹ ❊♣❛r ✶✹ ✸✸✺ ✷✷ ✸✺✾

❝♦♠❜ ❣❡♦❴✷❦❴✻✵❴✷✵ ✶✵✷✹ ❱❛♠♣✐r❡ ✶✷ ✸✽✷ ✷✷ ✻✺✷

❝♦♠❜ ❤❛r❴✷❦❴❦✷✵✵❴✸✸❴✸✸ ✷✺✻ ❊♣❛r ✶✺ ✹✶✵ ✷✷ ✾✶✵

❣❡♦ r❴✾✵ ✷✺✻ ❱❛♠♣✐r❡ ✶✸ ✽✺✵ ✷✸ ✶✵✼

❧s✐ ✸✷✵✵t✐❴✽❴✽✵ ✶✷✽ ❱❛♠♣✐r❡ ✶✹ ✼✽✸ ✷✸ ✷✺✾

❝♦♠❜ ❣❡♦❴✷❦❴✺✵❴✵✵ ✾✻ ❱❛♠♣✐r❡ ✶✺ ✶✸✾ ✷✸ ✸✾✸

❣❡♦ r❴✾✵ ✷✺✻ ❊♣❛r ✶✹ ✵✾✸ ✷✸ ✹✼✽

❍❖▲ ▲✐❣❤t✳ ❚❛❜❧❡ ❱ s❤♦✇s s✐♠✐❧❛r st❛t✐st✐❝s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✶✹ ✶✽✺ ❋❧②s♣❡❝❦ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✐♥ ✷✵✶✷ ❬✼✾❪✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✇❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ▼✐③❛r ✭✹✽✲❝♦r❡ ❆▼❉ ❖♣t❡r♦♥
✻✶✼✹ ✷✳✷ ●❍③ ✇✐t❤ ✸✷✵ ●❇ ❘❆▼✮✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ❆❚P ✇❛s r✉♥ ❢♦r ✸✵✵ s✳ ❙✐♥❝❡ k✲◆◆
❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ■❉❋ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ②❡t ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❡✐t❤❡r✱
♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ✇❛s ❜② ❢❛r t❤❡ str♦♥❣❡st ♠❡t❤♦❞✱ s♦❧✈✐♥❣ ✷✼✪ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥
✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ♣r❡♠✐s❡s ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜❡st ✶✹ ♠❡t❤♦❞s s♦❧✈❡❞ ✸✾✪ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ✸✵✵ s✱ ❛♥❞ ♥❡❛r❧② ❛s ♠✉❝❤ ✇❤❡♥
❣✐✈❡♥ ♦♥❧② ✸✵ s✳ ❚❤✐s ❢❛st ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❆❚Ps
❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛♥② t✐♠❡s✱ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ♦♥ str❛t❡❣② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✐♥ ●❛♥❞❛❧❢ ❬✶✷✾❪✳ ■t ✐s t❤✉s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ✏♠❡t❛✲♠❡t❤♦❞✑ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❧❛r❣❡✲t❤❡♦r② r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs✱ t❛❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♣r❡♠✐s❡s✱ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❆❚P str❛t❡❣✐❡s ♦♥ t❤❡♠✳

■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✳
❊❛r❧✐❡r ♣❛♣❡rs ❜② t❤❡ t❤✐r❞ ❛✉t❤♦r ❛♥❞ ❤✐s ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛t ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✉s❡❞ ❛ ❤❛♥❞✲
❝r❛❢t❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
❛♥❞ ❢♦r t✉♥✐♥❣ t❤❡ ▼❡P♦ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✜❧t❡r✳
■♥ ❧❛t❡ ✷✵✵✾✱ ❚♦❜✐❛s ◆✐♣❦♦✇ ❛♥❞ ❙❛s❝❤❛ ❇ö❤♠❡ ❬✷✾❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✜rst ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r✳ ❚❤❡② s❡❧❡❝t❡❞ s❡✈❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✿

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✷✺

❚❛❜❧❡ ❱✿ ✶✹ ♠♦st ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❋❧②s♣❡❝❦✱ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❣r❡❡❞② ❝♦✈❡r❛❣❡

▼❡t❤♦❞ P❛r❛♠❡t❡rs Pr❡♠✐s❡s ❆❚P Pr♦✈❡❞ ●r❡❡❞②

♥❜ s②♠st✰♠✶✵✉✷✰❛t♣♦♥❧② ✶✺✹ ❊♣❛r ✸✽✶✵ ✸✽✶✵

♥❜ s②♠st✰♠✶✵✉✷✰❛t♣♦♥❧② ✶✵✷✹ ❊♣❛r ✸✷✽✵ ✹✷✼✸

♥❜ s②♠st✰♠✶✵✉✷✰❛t♣♦♥❧② ✾✷ ❱❛♠♣✐r❡ ✸✼✹✵ ✹✻✽✻

❦♥♥✹✵ s②♠st✰♠✶✵✉✰❛t♣♦♥❧② ✸✷ ❊♣❛r ✷✹✶✼ ✹✾✸✽

♥❜ s②♠s✵✰tr✐✈ ✺✶✷ ❊♣❛r ✸✷✸✾ ✺✶✹✽

♥❜ ❛❧❧✵✵✵✵✵✶✰♦❧❞✰tr✐✈ ✶✷✽ ❱❛♠♣✐r❡ ✷✹✼✺ ✺✷✹✼

♥❜ s②♠st✰♠✶✵✉✰❛t♣♦♥❧② ✸✷ ❩✸ ✷✶✾✶ ✺✸✸✷

✇✐♥♥♦✇ s②♠st ✶✷✽ ❊♣❛r ✶✼✵✹ ✺✹✶✶

❦♥♥✶✻✵ s②♠st✰♠✶✵✉✰❛t♣♦♥❧② ✺✶✷ ❩✸ ✶✽✼✷ ✺✹✺✹

♥❜ ✈❴♣r❡❢✰tr✐✈ ✶✷✽ ❊♣❛r ✷✽✶✹ ✺✹✾✷

♥❜ s②♠st✰♠✶✵✰✈❴♣r❡❢✰❛t♣♦♥❧② ✶✷✽ ❩✸ ✷✷✺✼ ✺✺✷✽

♥❜ s②♠st✰♠✶✵✉✷✰❛t♣♦♥❧② ✶✷✽ ❊♣❛r ✸✼✾✾ ✺✺✺✸

♥❜ s②♠st ✸✷ ❩✸ ✶✹✵✽ ✺✺✼✶

✇✐♥♥♦✇ s②♠st ✸✷ ❩✸ ✼✶✶ ✺✺✽✵

❆rr♦✇ ❆rr♦✇✬s ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡♠
◆❙ ◆❡❡❞❤❛♠✕❙❝❤r♦❡❞❡r s❤❛r❡❞✲❦❡② ♣r♦t♦❝♦❧
❍♦❛r❡ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❍♦❛r❡ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❏✐♥❥❛ ❚②♣❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❏❛✈❛
❙◆ ❙tr♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✐♥❞✐❝❡s
❋❚❆ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛
❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❚❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❤❛♠♠❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✶✷✹✵ ❣♦❛❧s t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✉❜❣♦❛❧s✳ ❚❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✉✐t❡ ❝❛♠❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❏✉❞❣✲
♠❡♥t ❉❛②✱ ❛❢t❡r t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✳ ❲❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ❊ ✶✳✵✱ ❙P❆❙❙ ✸✳✺✱ ❛♥❞
❱❛♠♣✐r❡ ✾✳✵ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢♦r ✶✷✵ s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ▼❡t✐s ✇✐t❤ ❛ ✸✵ s t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡②
❢♦✉♥❞ t❤❛t ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ ✹✽✪ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧s✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ✐♥ ▼✉♥✐❝❤ ❬✶✵✹❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t♦♦❧ ♥♦✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤
❆❚Ps ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r♠✱ ❛❞❞❡❞ ❊✲❙■♥❊ ✵✳✹ t♦ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❆❚Ps✱ ❛♥❞ ✉♣❣r❛❞❡❞ t♦ ❙P❆❙❙ ✸✳✼ ❛♥❞ ❱❛♠♣✐r❡ ✶✳✵✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❱■✱ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ❜② t❤❡♦r②✳
■♥ ✷✵✶✶✱ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❛s ❜❛❝❦❡♥❞s t♦ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s♦❧✈❡rs ❈❱❈✸ ✷✳✷✱ ❨✐❝❡s ✶✳✵✳✷✽✱ ❛♥❞ ❩✸ ✷✳✶✺ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❊ ✶✳✷✱ ❊✲❙■♥❊ ✵✳✹✱ ❙P❆❙❙ ✸✳✼✱ ❛♥❞ ❱❛♠♣✐r❡ ✶✳✵✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ✇❛s
❧♦✇❡r❡❞ t♦ ✸✵ s✱ t♦ r❡✢❡❝t ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r✬s ❞❡❢❛✉❧t✳ ✭❊❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✻✵ s ❧✐♠✐t✱ ❜✉t t❤✐s ✇❛s ❧♦✇❡r❡❞ t♦ ✸✵ s ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❛r❡❧② ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ♣r♦♦❢s✳✮ ❚♦ ❡①❡r❝✐s❡ t❤❡ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✬ s✉♣♣♦rt
❢♦r ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✿

◗❊ ❉◆❋✲❜❛s❡❞ q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❙✷❙ ❙✉♠ ♦❢ t✇♦ sq✉❛r❡s

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✷✻ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

❚❛❜❧❡ ❱■✿ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡ ♦❢ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ♦♥ ✶✷✹✵ ❣♦❛❧s ✐♥ ✶✷✵ s ✭✷✵✶✵✮

❆rr♦✇ ◆❙ ❍♦❛r❡ ❏✐♥❥❛ ❙◆ ❋❚❆ ❋❋❚ ∅

❊ ✶✾✪ ✸✾✪ ✹✺✪ ✸✸✪ ✻✻✪ ✺✼✪ ✶✼✪ ✹✹✪

❊✲❙■♥❊ ✶✽✪ ✷✷✪ ✹✸✪ ✸✶✪ ✻✶✪ ✺✸✪ ✶✼✪ ✹✵✪

❙P❆❙❙ ✸✵✪ ✸✺✪ ✹✸✪ ✸✷✪ ✺✾✪ ✺✽✪ ✶✼✪ ✹✹✪

❱❛♠♣✐r❡ ✸✻✪ ✹✵✪ ✺✵✪ ✸✺✪ ✻✸✪ ✻✵✪ ✶✼✪ ✹✼✪

❈♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ✹✸✪ ✹✺✪ ✺✹✪ ✹✶✪ ✻✽✪ ✻✺✪ ✷✻✪ ✺✷✪

❚❛❜❧❡ ❱■■ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs ✇❡r❡ s❧✐❣❤t❧②
❛❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧✱ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❆❚Ps ❊✱ ❙P❆❙❙✱ ❛♥❞ ❱❛♠♣✐r❡✳ ❚❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ s✉♣♣♦rt ❢♦r t②♣❡s ✭s♦rts✮ ❛♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐s ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s✳

❚❛❜❧❡ ❱■■✿ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡ ♦❢ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ♦♥ ✶✺✾✶ ❣♦❛❧s ✐♥ ✸✵ s ✭✷✵✶✶✮

❆rr♦✇ ❋❋❚ ❋❚❆ ❍♦❛r❡ ❏✐♥❥❛ ◆❙ ◗❊ ❙✷❙ ❙◆ ∅

❊ ✷✹✪ ✶✺✪ ✻✵✪ ✹✷✪ ✸✶✪ ✸✶✪ ✷✺✪ ✸✾✪ ✻✵✪ ✹✵✪

❙P❆❙❙ ✸✹✪ ✶✹✪ ✺✼✪ ✺✶✪ ✸✷✪ ✸✹✪ ✷✽✪ ✸✾✪ ✻✵✪ ✹✷✪

❱❛♠♣✐r❡ ✸✶✪ ✶✾✪ ✻✷✪ ✹✾✪ ✸✺✪ ✹✹✪ ✷✸✪ ✹✽✪ ✻✵✪ ✹✹✪

❙■♥❊ ✷✸✪ ✶✻✪ ✺✺✪ ✹✵✪ ✸✶✪ ✷✽✪ ✷✵✪ ✸✾✪ ✻✸✪ ✸✽✪

❈❱❈✸ ✸✻✪ ✶✽✪ ✺✸✪ ✺✶✪ ✸✼✪ ✷✾✪ ✷✶✪ ✺✼✪ ✺✺✪ ✹✷✪

❨✐❝❡s ✷✾✪ ✶✽✪ ✺✶✪ ✺✶✪ ✸✼✪ ✸✶✪ ✷✸✪ ✺✾✪ ✺✾✪ ✹✷✪

❩✸ ✹✽✪ ✶✽✪ ✻✷✪ ✺✹✪ ✹✼✪ ✹✷✪ ✷✺✪ ✺✽✪ ✻✷✪ ✹✾✪

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✹✵✪ ✷✶✪ ✻✼✪ ✺✺✪ ✸✼✪ ✹✺✪ ✸✶✪ ✺✺✪ ✼✵✪ ✺✵✪

❙▼❚ ✺✵✪ ✷✸✪ ✻✻✪ ✻✺✪ ✹✽✪ ✹✷✪ ✷✼✪ ✻✻✪ ✻✸✪ ✺✷✪

❆❧❧ ❆❚Ps ✺✺✪ ✷✽✪ ✼✸✪ ✻✼✪ ✹✽✪ ✺✶✪ ✹✶✪ ✼✸✪ ✼✷✪ ✺✾✪

❖♥ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣r♦✈❡r ❢r♦♥t✱ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛✉t❤♦r ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❈❤r✐st♦♣❤ ❲❡✐❞❡♥❜❛❝❤✬s ❣r♦✉♣ ✐♥ ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❙P❆❙❙ t❤❛t ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦✈❡rs ♦♥ t❤❡ ❏✉❞❣♠❡♥t ❉❛② s✉✐t❡ ❬✷✹❪ ❛t
t❤❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ t②♣❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐ss✉❡s t❤❛t ❛✛❡❝t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠♦st❧②
r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇❡r✱ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❬✷✷❪ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s t♦ ❙P❆❙❙ ❛♥❞ ❱❛♠♣✐r❡✳
■♥ ✷✵✶✸✱ ❛ ♥❡✇ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✜❧t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❝❛❧❧❡❞ ▼❛❙❤ ❬✽✸❪✱ ✇❛s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ▼❡P♦✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❜♦t❤ ✜❧t❡rs ✐s ❝❛❧❧❡❞ ▼❡❙❤✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❏✉❞❣♠❡♥t ❉❛② ✇✐t❤ ❊ ✶✳✻✱ ❙P❆❙❙
✸✳✽❞s✱ ❱❛♠♣✐r❡ ✷✳✻✱ ❛♥❞ ❩✸ ✸✳✷ ❢♦✉♥❞ ❛ t♦t❛❧ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ♦❢ ✼✵✪✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦✉r
❆❚Ps ❛r❡ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢♦r ✉♣ t♦ ✻✵ s✳

✺✳✹ ❆❚P✲❇❛s❡❞ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡t❡ Pr♦♦❢s

❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ ❆❚Ps ♦✈❡r ▼✐③❛r ❬✶✸✵✱ ✶✸✸❪ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ❛♥
♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❜②✮ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ▼▼▲ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✇❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✾✪ ♦❢ t❤❡ ✶✽ ✹✷✾
❛t♦♠✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✹✽ ✐♥✐t✐❛❧ ▼✐③❛r ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✸✸❪✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✷✼

❚❛❜❧❡ ❱■■■✿ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡ ♦❢ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ♦♥ ✶✷✻✽ ❣♦❛❧s ✐♥ ✻✵ s ✭✷✵✶✸✮

▼❡P♦ ▼❛❙❤ ▼❡❙❤

❊ ✺✺✪ ✺✵✪ ✺✼✪

❙P❆❙❙ ✺✼✪ ✹✾✪ ✺✽✪

❱❛♠♣✐r❡ ✺✺✪ ✺✵✪ ✺✻✪

❩✸ ✺✸✪ ✺✷✪ ✻✶✪

❈♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ✻✻✪ ✻✸✪ ✼✵✪

❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s t♦ ❆❚P✲❜❛s❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t✐r❡ ▼✐③❛r ♣r♦♦❢s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ t❛r❣❡t ♦❢ ❆❚P✲❜❛s❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▼▼▲✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡
▼✐③❛r ✐s ❧❡ss s❡❝✉r❡ t❤❛♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✱ ✇❤♦s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s r❡❧② ♦♥
❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❦❡r♥❡❧✳
❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ t❤❡ ▼P❚P tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡

❛❧s♦ ✇❤♦❧❡ ▼✐③❛r ♣r♦♦❢s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❚P❚P ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❆❚Ps ❧✐❦❡ ❱❛♠♣✐r❡ ❛♥❞ ❊ ❬✶✹✵❪✳ ❚❤❡ ❚P❚P ❢♦r♠❛t ✇❛s ❡♥r✐❝❤❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❬✶✹✸❪✳ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ●❡♦✛ ❙✉t❝❧✐✛❡✬s ●❉❱ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❬✶✷✻❪✳
❚✇♦ ❧❛r❣❡r s✉❜s❡ts ♦❢ ▼▼▲ ✇❡r❡ ❡①♣♦rt❡❞ ✐♥t♦ s✉❝❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ❚P❚P ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●❉❱✳ ●❉❱ ✜rst ❞♦❡s str✉❝t✉r❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s✱
s✉❝❤ ❛s ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡❞✳ ❚❤❡♥
✐t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ✐ts
♣❛r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❆❚P ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ tr✉st❡❞ ❆❚P s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✷✺✷ ▼P❚P ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥
✻✼✻✺ ❆❚P ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❊ ❛♥❞ ▼❛▲❆❘❡❛ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ❛❧❧ ❜✉t ✶✼✳
❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✶✼ s♣❡❝✐♠❡♥s✱ ✶✹ ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❊ ❛❢t❡r ♠❛♥✉❛❧ ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s✱
❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✸ ✉♥s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❡①♣♦s❡❞ ❛ r❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❜✉❣ ✐♥ t❤❡
▼P❚P ❆❚P ♣r♦❜❧❡♠✲❝r❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳
■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛r❞ ❢♦r ♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❍❖▲ ▲✐❣❤t ❛♥❞

■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ t♦ ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ▼✐③❛r ♣r♦♦❢s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡s❡ s②st❡♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞
❜② t❤❡ ❆❚P s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❝r♦ss✲✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦r ❡✈❡♥ ✉s❡ t❤❡✐r r❡❝❡♥t str♦♥❣❡r
♣r♦♦❢✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ ❢♦r t❤✐s t❛s❦✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t
t❤❡ ❤❛♠♠❡rs ❤❛✈❡ ✉♥✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤
❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■❚P s②st❡♠s✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ ◗❊❉ ♣♦✐♥t ◗✸ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ❥✉st
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉♥t②♣❡❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✳

✻✳ ❊❳❆▼P▲❊❙

❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦✈❡r ❡♥t✐r❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛❧❧♦✇ r✐❣♦r♦✉s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤
❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❛♠♠❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ s❡❡ s♦♠❡ ❝♦♥✲
❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❞♦✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst
❣✐✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦r s✉r♣r✐s✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
❤❛♠♠❡rs✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛ s❤♦rt ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✷✽ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

✻✳✶ ❘❡♠❛r❦❛❜❧❡ ▼❛❝❤✐♥❡✲●❡♥❡r❛t❡❞ Pr♦♦❢s

❙♦♠❡t✐♠❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❛t t❤❡✐r ♦✇♥ ❣❛♠❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
t❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❋❆❈❊❴❖❋❴P❖▲❨❍❊❉❘❖◆❴P❖▲❨❍❊❉❘❖◆ t❤❡♦r❡♠ ❢r♦♠ ❋❧②s♣❡❝❦✱
❢♦✉♥❞ ❜② ❍❖▲②❍❛♠♠❡r✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✭❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❍❖▲ ▲✐❣❤t ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s✮ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✿

∀s ✿ r❡❛❧❫◆ → ❜♦♦❧✳ ∀❝ ✿ r❡❛❧❫◆ → ❜♦♦❧✳

♣♦❧②❤❡❞r♦♥ s ∧ ❝ ❢❛❝❡❴♦❢ s =⇒ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❝

❚❤❡ ❍❖▲ ▲✐❣❤t ♣r♦♦❢✺ t❛❦❡s ✷✸ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡✲♣❧❛②❡❞ ❜② ❆❚Ps ❢r♦♠ t❤❡
■❚P ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❜✉t ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ♣r❡♠✐s❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❆❚Ps✱ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❋❆❈❊❴❖❋❴❙❚■▲▲❈❖◆❱❊❳ t❤❡♦r❡♠✿ ❆ ❢❛❝❡ t

♦❢ ❛♥② ❝♦♥✈❡① s❡t s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✣♥❡ ❤✉❧❧ ♦❢ t✳ ❚♦ ✜♥✐s❤
t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❥✉st t❤r❡❡ ❢❛❝ts t❤❛t ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✿ ❊✈❡r②
♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡① ✭P❖▲❨❍❊❉❘❖◆❴■▼P❴❈❖◆❱❊❳✮✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦❧②❤❡❞r❛
✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✭P❖▲❨❍❊❉❘❖◆❴■◆❚❊❘✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛✣♥❡ ❤✉❧❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♣♦❧②❤❡✲
❞r♦♥ ✭P❖▲❨❍❊❉❘❖◆❴❆❋❋■◆❊❴❍❯▲▲✮✿✻

❋❆❈❊❴❖❋❴❙❚■▲▲❈❖◆❱❊❳✿

∀s t ✿ r❡❛❧❫◆ → ❜♦♦❧✳ ❝♦♥✈❡① s =⇒
(t ❢❛❝❡❴♦❢ s ⇐⇒ t ❙❯❇❙❊❚ s ∧ ❝♦♥✈❡① (s ❉■❋❋ t) ∧

t = (❛❢❢✐♥❡ ❤✉❧❧ t) ■◆❚❊❘ s)

P❖▲❨❍❊❉❘❖◆❴■▼P❴❈❖◆❱❊❳✿ ∀s✿r❡❛❧❫◆→❜♦♦❧✳ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ s =⇒ ❝♦♥✈❡① s

P❖▲❨❍❊❉❘❖◆❴■◆❚❊❘✿

∀s t✿r❡❛❧❫◆→❜♦♦❧✳ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ s ∧ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ t =⇒ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ (s ■◆❚❊❘ t)

P❖▲❨❍❊❉❘❖◆❴❆❋❋■◆❊❴❍❯▲▲✿ ∀s✳ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ (❛❢❢✐♥❡ ❤✉❧❧ s)

❆♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ str✐❦✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts ♦✈❡r ▼▼▲ ❬✼✻❪✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❤❛♠♠❡r✲❜❛s❡❞ ♣r♦♦❢ s❤♦rt❡♥✐♥❣
♦❝❝✉rr❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❘❊❆❘❘❆◆✶✿✷✹✼ ❛❜♦✉t r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ✜♥✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✺✸✹✲❧✐♥❡s ❧♦♥❣ ▼✐③❛r ♣r♦♦❢✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❆❚P ♣r♦♦❢ ❢♦✉♥❞ ❤❛s
♦♥❧② ✺ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s s❤♦rt❡♥✐♥❣ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❡♦r❡♠ ❘❊❆❘❘❆◆✶✿✶✼✽✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ q✉✐t❡ q✉✐❝❦❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts✬ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▼✐③❛r ♣r♦♦❢ ✐♥st❡❛❞
♣r♦❝❡❡❞s ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✐t ❛t ❛♣♣r♦♣r✐✲
❛t❡ ♣❧❛❝❡s t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❚❤❡ ❆■✴❆❚P s②st❡♠ ❤❛s ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❤❡♦r❡♠s ✐♥ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✇❛②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❤✉♠❛♥
❛✉t❤♦rs ❢❛✐❧❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② s♦ s✉❝❝✐♥❝t❧②✳ ■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ t❤❡ ❆■✴❆❚P
s②st❡♠ ❤❛s t❤✉s ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr✐❝❦✳
❙♦♠❡t✐♠❡s✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦♦❢ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❚❤❡ ❋❧②s♣❡❝❦ t❤❡♦r❡♠ ❇❖❯◆❉❊❉❴❈▲❖❙❯❘❊❴❊◗✾ st❛t❡s t❤❛t ❛ s❡t ✐♥ R
n ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❤❛r❞❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

5❤tt♣✿✴✴♠✇s✳❝s✳r✉✳♥❧✴⑦♠♣t♣✴❝❣✐✲❜✐♥✴❜r♦✇s❡♣r♦♦❢s✳❝❣✐❄r❡❢s❂❋❆❈❊❴❖❋❴P❖▲❨❍❊❉❘❖◆❴

P❖▲❨❍❊❉❘❖◆
6❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♥ ❆❚P✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍❖▲ ▲✐❣❤t st❛t❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡✐r ❚P❚P tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳
7❤tt♣✿✴✴♠✐③❛r✳❝s✳✉❛❧❜❡rt❛✳❝❛✴⑦♠♣t♣✴♠♠❧✹✳✶✽✶✳✶✶✹✼✴❤t♠❧✴r❡❛rr❛♥✶✳❤t♠❧★❚✷✹
8❤tt♣✿✴✴♠✐③❛r✳❝s✳✉❛❧❜❡rt❛✳❝❛✴⑦♠♣t♣✴♠♠❧✹✳✶✽✶✳✶✶✹✼✴❤t♠❧✴r❡❛rr❛♥✶✳❤t♠❧★❚✶✼
9❤tt♣✿✴✴♠✇s✳❝s✳r✉✳♥❧✴⑦♠♣t♣✴❝❣✐✲❜✐♥✴❜r♦✇s❡♣r♦♦❢s✳❝❣✐❄r❡❢s❂❇❖❯◆❉❊❉❴❈▲❖❙❯❘❊❴❊◗

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳

http://mws.cs.ru.nl/~mptp/cgi-bin/browseproofs.cgi?refs=FACE_OF_POLYHEDRON_POLYHEDRON
http://mws.cs.ru.nl/~mptp/cgi-bin/browseproofs.cgi?refs=FACE_OF_POLYHEDRON_POLYHEDRON
http://mizar.cs.ualberta.ca/~mptp/mml4.181.1147/html/rearran1.html#T24
http://mizar.cs.ualberta.ca/~mptp/mml4.181.1147/html/rearran1.html#T17
http://mws.cs.ru.nl/~mptp/cgi-bin/browseproofs.cgi?refs=BOUNDED_CLOSURE_EQ


❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✷✾

✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s t❤❡♦r❡♠ ❇❖❯◆❉❊❉❴❈▲❖❙❯❘❊ ❛♥❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❜② t❤❡
❍❖▲ ▲✐❣❤t ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡❛s✐❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✐♥ ❍❖▲ ▲✐❣❤t ♣r♦✈❡❞
❜② t❤❡♦r❡♠s ❈▲❖❙❯❘❊❴❙❯❇❙❊❚ ❛♥❞ ❇❖❯◆❉❊❉❴❙❯❇❙❊❚✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡ t❤❛t ❛♥② s❡t ✐s ❛
s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢
✇❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦♥❣❡r ♣❛t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡♦r❡♠s ❈▲❖❙❯❘❊❴❆PP❘❖❆❈❍❆❇▲❊✱ ■◆❴❇❆▲▲✱
❛♥❞ ❈❊◆❚❘❊❴■◆❴❇❆▲▲ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛ s❡t ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ✐ts ❝❧♦s✉r❡✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ✉♥❢♦❧❞❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠s
♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t✳

❧❡t ❇❖❯◆❉❊❉❴❈▲❖❙❯❘❊❴❊◗ = ♣r♦✈❡

(❵∀s✿r❡❛❧❫◆→❜♦♦❧✳ ❜♦✉♥❞❡❞(❝❧♦s✉r❡ s) ⇐⇒ ❜♦✉♥❞❡❞ s❵✱

●❊◆❴❚❆❈ ❚❍❊◆ ❊◗❴❚❆❈ ❚❍❊◆ ❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈❬❇❖❯◆❉❊❉❴❈▲❖❙❯❘❊❪ ❚❍❊◆

▼❊❙❖◆❴❚❆❈❬❇❖❯◆❉❊❉❴❙❯❇❙❊❚❀ ❈▲❖❙❯❘❊❴❙❯❇❙❊❚❪)❀❀

❇❖❯◆❉❊❉❴❈▲❖❙❯❘❊✿ ∀s✿r❡❛❧❫◆→❜♦♦❧✳ ❜♦✉♥❞❡❞ s =⇒ ❜♦✉♥❞❡❞(❝❧♦s✉r❡ s)
❇❖❯◆❉❊❉❴❙❯❇❙❊❚✿ ∀s t✳ ❜♦✉♥❞❡❞ t ∧ s ❙❯❇❙❊❚ t =⇒ ❜♦✉♥❞❡❞ s

❈▲❖❙❯❘❊❴❙❯❇❙❊❚✿ ∀s✳ s ❙❯❇❙❊❚ (❝❧♦s✉r❡ s)
❈▲❖❙❯❘❊❴❆PP❘❖❆❈❍❆❇▲❊✿

∀① s✳ ① ■◆ ❝❧♦s✉r❡(s) ⇐⇒ ∀❡✳ ✫✵ < ❡ =⇒ ∃②✳ ② ■◆ s ∧ ❞✐st(②✱①) < ❡

■◆❴❇❆▲▲✿ ∀① ② ❡✳ ② ■◆ ❜❛❧❧(①✱❡) ⇐⇒ ❞✐st(①✱②) < ❡

❈❊◆❚❘❊❴■◆❴❇❆▲▲✿ ∀① ❡✳ ① ■◆ ❜❛❧❧(①✱❡) ⇐⇒ ✫✵ < ❡

❜♦✉♥❞❡❞✿ ❜♦✉♥❞❡❞ s ⇐⇒ ∃❛✳ ∀①✿r❡❛❧❫◆✳ ① ■◆ s =⇒ ♥♦r♠(①) ≤ ❛

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❆❚P ♣r♦♦❢ ❢♦✉♥❞ ❜② ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧❡♠♠❛ ❛❜♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡✐♥❣ ❇♦r❡❧ s❡ts✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❧❡♠♠❛ ❣r❡❛t❡r❚❤❛♥❆t▼♦st❴❜♦r❡❧ ✿ {a < . . b} ∈ s❡ts ❜♦r❡❧
✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❣r❡❛t❡r❚❤❛♥❆t▼♦st❴❞❡❢ ❛t▲❡❛st▲❡ss❚❤❛♥❴❞❡❢
❜② ✭❜❧❛st ✐♥tr♦✿ ❜♦r❡❧❴♦♣❡♥ ❜♦r❡❧❴❝❧♦s❡❞ ♦♣❡♥❴❧❡ss❚❤❛♥

♦♣❡♥❴❣r❡❛t❡r❚❤❛♥ ♦♣❡♥❴❣r❡❛t❡r❚❤❛♥▲❡ss❚❤❛♥
❝❧♦s❡❞❴❛t▼♦st ❝❧♦s❡❞❴❛t▲❡❛st ❝❧♦s❡❞❴❛t▲❡❛st❆t▼♦st✮✰

❚❤❡ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ♣r♦♦❢ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■s❛❜❡❧❧❡ t❤❡♦r❡♠s✿

❙❡t✳s❡t❴❡q❴s✉❜s❡t✱ ❇♦r❡❧❴❙♣❛❝❡✳❣r❡❛t❡r❚❤❛♥▲❡ss❚❤❛♥❴❜♦r❡❧✱
❇♦r❡❧❴❙♣❛❝❡✳❛t▲❡❛st❆t▼♦st❴❜♦r❡❧✱ ❙❡t❴■♥t❡r✈❛❧✳✐✈❧❴❞✐s❥❴✐♥t❴♦♥❡✭✸✮✱
❙❡t❴■♥t❡r✈❛❧✳♦r❞❡r❴❝❧❛ss✳❣r❡❛t❡r❚❤❛♥❆t▼♦st❴❡♠♣t②❴✐✛✱
❙❡t❴■♥t❡r✈❛❧✳♦r❞❴❝❧❛ss✳❣r❡❛t❡r❚❤❛♥❆t▼♦st❴✐✛✱
❙❡t❴■♥t❡r✈❛❧✳♦r❞❡r❴❝❧❛ss✳❣r❡❛t❡r❚❤❛♥❆t▼♦st❴❡♠♣t②✱
❙❡t❴■♥t❡r✈❛❧✳❧✐♥♦r❞❡r❴❝❧❛ss✳■♦❝❴s✉❜s❡t❴✐✛✱
❙❡t❴■♥t❡r✈❛❧✳❧✐♥♦r❞❡r❴❝❧❛ss✳■♦❝❴✐♥❥✱ ❙❡t❴■♥t❡r✈❛❧✳✐✈❧❴❞✐s❥❴✉♥✭✶✾✮✱
❙✐❣♠❛❴❆❧❣❡❜r❛✳s❡ts✳❡♠♣t②❴s❡ts✱ ❙✐❣♠❛❴❆❧❣❡❜r❛✳s❡ts✳❯♥

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ ❆❚Ps✱ ❜✉t s♦ ❢❛r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❤❛♠♠❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs✱ ✐s t❤❡ ✸✵ ❧✐♥❡s ❧♦♥❣ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❛❣r❛♥❣❡✬s t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ▼✐③❛r✿✶✵

t❤❡♦r❡♠ ●❘❖❯P❴✷✿✶✼✼
❢♦r ● ❜❡✐♥❣ ✜♥✐t❡ ●r♦✉♣
❢♦r ❍ ❜❡✐♥❣ ❙✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ ● ❤♦❧❞s ❝❛r❞ ● ❂ ✭❝❛r❞ ❍✮ ✯ ✭✐♥❞❡① ❍✮

10❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t♣t♣✳♦r❣✴▼✐③❛r❚P❚P✴❆rt✐❝❧❡s✴❣r♦✉♣❴✷✳❤t♠❧★❚✶✼✼

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳

http://www.tptp.org/MizarTPTP/Articles/group_2.html#T177


✶✸✵ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

❙P❆❙❙ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✷✺ ♥❡❡❞❡❞ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧✲
r❡❛❞② t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ▼P❚P ♣r♦❜❧❡♠✲❝r❡❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥♦t❤❡r ✶✸✺ ✭t②♣✐♥❣✮
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥t♦ t❤❡ ❆❚P ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✲♣r♦✈❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ s✉❝❤ ❛ ✜♥❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳
❙✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② s❡r✈❡ ❛s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs✱ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡
❆❚P t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ♣r❡♠✐s❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐ss✉❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣
❢✉rt❤❡r ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡♠✐s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s
s♦❧✈❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r ♠❛♥✉❛❧ ❡✛♦rt ❜② t❤❡ ❧❛st ❛✉t❤♦r tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢r♦♠
❉❛✈✐❞ ❙t❛♥♦✈s❦ý✖❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐st ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r♦♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞
✭❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥✮✱ ❛❧❜❡✐t ♣❡r❤❛♣s ❧❡ss s♣❡❝t❛❝✉❧❛r✱ ✇❛② ✉s❡❞ t♦❞❛② ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r st✉❞② ✐s t♦ r✉♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs ✇✐t❤ ♠❛♥②
♠♦r❡ ♦♣t✐♦♥s ❛♥❞ s❧✐❝❡s ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦♦❢s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st✱ ♦r t❤♦s❡ ✉s✐♥❣ ♠❛♥② ❛①✐♦♠s✮ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✻✳✷ ❆ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ Pr♦❜❧❡♠

❱❛r✐♦✉s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ♣❡♦♣❧❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ◗❊❉ ❛♥❞
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ✶✾✾✺ ◗❊❉ ✇♦r❦s❤♦♣✱ ❏♦❤♥ ▼❝❈❛rt❤② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝
♠✉t✐❧❛t❡❞ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✽✾❪ ❛s ❛ t❡st s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❢❛r ✇❡ ❛r❡ ❢r♦♠ ✏❤❡❛✈②✲
❞✉t② s❡t t❤❡♦r②✱✑ ✐✳❡✳✱ ❛♥ ■❚P t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ st❡♣s
t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s✳ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦❧✲
❧♦✇❡❞ ✐♥ ▼✐③❛r ❬✶✶❪✱ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❬✶✵✸❪✱ ❛♥❞ Pr♦♦❢P♦✇❡r✳✶✶ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✐rr❛t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢

√
2✱ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜② ❋r❡❡❦ ❲✐❡❞✐❥❦ ❬✶✹✾❪ t♦ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ✏s❡✈❡♥t❡❡♥ ♣r♦✈❡rs ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳✑ ■♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✹✱ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉r✲
r✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♠❛✐❧✐♥❣ ❧✐st✱
♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ▲❛ss❡ ❘❡♠♣❡✲●✐❧❧❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✿✶✷

■t ✐s ❤❛r❞ ❢♦r ♠❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t t❤❡ ❬❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥❪ ♦✈❡r❤❡❛❞
✐s✱ ✇✐t❤♦✉t ❣❡tt✐♥❣ ♠② ❤❛♥❞s ❞✐rt② ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦✐♥❣ ✐t✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r②
s✐♠♣❧❡ st❛t❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ■ ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡ t♦ st✉❞❡♥ts ❛s ❛ ✜rst ❡①❡r❝✐s❡ ✐♥
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r♠❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

▲❡t f ❜❡ ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡✱ s✉❝❤ t❤❛t f (x) > x ❢♦r
❛❧❧ x✳ ▲❡t x0 ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ xn r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜②
xn+1 := f (xn)✳ ❚❤❡♥ xn ❞✐✈❡r❣❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

❆ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♦❢ ♠✐❣❤t ❣♦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿ ✶✮ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❀ ✷✮ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❡✐t❤❡r ❞✐✈❡r❣❡s
t♦ ✐♥✜♥✐t② ♦r ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t❀ ✸✮ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❛♥② ✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ f ✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r✳

❲❤❛t ❡✛♦rt ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ st❛t❡♠❡♥t ✉s✐♥❣
❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣②❄

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s q✉✐❝❦❧② ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✭❜② ❏♦❛❝❤✐♠ ❇r❡✐t♥❡r✮✱
▼✐③❛r ✭❜② ❏♦s❡❢ ❯r❜❛♥✮✱ ❛♥❞ ❍❖▲ ▲✐❣❤t ✭❜② ❋r❡❡❦ ❲✐❡❞✐❥❦✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ st②❧❡✱ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

11❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧❡♠♠❛✲♦♥❡✳❝♦♠✴Pr♦♦❢P♦✇❡r✴❡①❛♠♣❧❡s✴✇r❦✵✼✶✳♣❞❢
12❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳♥②✉✳❡❞✉✴♣✐♣❡r♠❛✐❧✴❢♦♠✴✷✵✶✹✲❖❝t♦❜❡r✴✵✶✽✷✹✸✳❤t♠❧

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳

http://www.lemma-one.com/ProofPower/examples/wrk071.pdf
http://www.cs.nyu.edu/pipermail/fom/2014-October/018243.html


❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✸✶

❇❡❧♦✇ ✇❡ s❤♦✇ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ s✉❜❣♦❛❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❛♠♠❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ t❤❡ ❤❛♠♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤ r✉♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✉r❝❡ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ♦✈❡r q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❜✉t r❛t❤❡r t♦ s❤♦✇ ♦♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❤♦✇ ✉s❡❢✉❧ t❤❡ ❤❛♠♠❡rs
t♦❞❛② ❛r❡✳ ❚❤❡ s✉❜❣♦❛❧s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♠♠❡rs ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤
✏s✉❝❝❡ss✑ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛♠♠❡rs ❢❛✐❧ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ✏❢❛✐❧✉r❡✳✑ ■♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s✱
♦♥❡✲❧✐♥❡ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛♠♠❡rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ s✉❜♣r♦♦❢✳ ❆❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s q✉✐❝❦❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛❧ st❛t❡♠❡♥t ❜② ❘❡♠♣❡✲●✐❧❧❡♥ ♠✐ss❡s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
■s❛❜❡❧❧❡ ✇✐t❤ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r✿

❧❡♠♠❛ ❧❛ss❡✿

✜①❡s ❢ ✿✿ ✧r❡❛❧ ⇒ r❡❛❧✧

❛ss✉♠❡s ✧❝♦♥t✐♥✉♦✉s❴♦♥ ❯◆■❱ ❢✧

❛ss✉♠❡s ✧∀ ①✳ ❢ ① ❃ ①✧

s❤♦✇s ✧✭λ♥✳ ❡r❡❛❧ ✭✭❢❫❫♥✮ ①0✮✮ ✲✲✲✲❃ ∞✧

♣r♦♦❢ ✲

❤❛✈❡ ✧✐♥❝s❡q ✭λ♥✳ ✭❢❫❫♥✮ ①0✮✧ ✖ ❢❛✐❧✉r❡

♣r♦♦❢

✜① ♥ ♠ ✿✿ ♥❛t ❛ss✉♠❡ ✧♥ ❁❂ ♠✧

t❤✉s ✧✭❢ ❫❫ ♥✮ ①0 ❁❂ ✭❢ ❫❫ ♠✮ ①0✧ ✖ ❢❛✐❧✉r❡

♣r♦♦❢ ✭✐♥❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✿ ❞❡❝❴✐♥❞✉❝t✮

s❤♦✇ ✧✭❢ ❫❫ ♥✮ ①0 ❁❂ ✭❢ ❫❫ ♥✮ ①0✧ ✖ s✉❝❝❡ss

♥❡①t

✜① ♥✬

❛ss✉♠❡ ✧✭❢ ❫❫ ♥✮ ①0 ❁❂ ✭❢ ❫❫ ♥✬✮ ①0✧

❤❛✈❡ ✧✭❢ ❫❫ ♥✬✮ ①0 ❁ ❢ ✭✭❢ ❫❫ ♥✬✮ ①0✮✧ ✖ s✉❝❝❡ss

❤❛✈❡ ✧✭❢ ❫❫ ♥✬✮ ①0 ❁❂ ✭❢ ❫❫ ❙✉❝ ♥✬✮ ①0✧ ✖ s✉❝❝❡ss

s❤♦✇ ✧✭❢ ❫❫ ♥✮ ①0 ❁❂ ✭❢ ❫❫ ❙✉❝ ♥✬✮ ①0✧ ✖ s✉❝❝❡ss

q❡❞

q❡❞

s❤♦✇ ✧✭λ♥✳ ❡r❡❛❧ ✭✭❢❫❫♥✮ ①0✮✮ ✲✲✲✲❃ ∞✧ ✖ ❢❛✐❧✉r❡

♣r♦♦❢ ✭r✉❧❡ ❝❝♦♥tr✮

❛ss✉♠❡ ✧¬ ❄t❤❡s✐s✧

♦❜t❛✐♥ ❇ ✇❤❡r❡ ✧∀ ◆✳ ∃ ♥ ≥ ◆✳ ✭✭❢❫❫♥✮ ①0✮ ≤ ❇✧ ✖ ❢❛✐❧✉r❡

❤❛✈❡ ✧∀ ♥✳ ✭✭❢❫❫♥✮ ①0✮ ≤ ❇✧ ✖ s✉❝❝❡ss

♦❜t❛✐♥ ▲ ✇❤❡r❡ ✧✭λ♥✳ ✭❢❫❫♥✮ ①0✮ ✲✲✲✲❃ ▲✧ ✖ s✉❝❝❡ss

❤❛✈❡ ✧✭λ♥✳ ❢ ✭✭❢❫❫♥✮ ①0✮✮ ✲✲✲✲❃ ❢ ▲✧ ✖ ❢❛✐❧✉r❡

❤❛✈❡ ✧✭λ♥✳ ✭❢❫❫❙✉❝ ♥✮ ①0✮ ✲✲✲✲❃ ❢ ▲✧ ✖ s✉❝❝❡ss

❤❛✈❡ ✧✭λ♥✳ ✭❢❫❫♥✮ ①0✮ ✲✲✲✲❃ ❢ ▲✧ ✖ s✉❝❝❡ss

❤❛✈❡ ✧▲ ❂ ❢ ▲✧ ✖ s✉❝❝❡ss

❤❛✈❡ ✧❢ ▲ ❃ ▲✧ ✖ s✉❝❝❡ss

s❤♦✇ ❋❛❧s❡ ✖ s✉❝❝❡ss

q❡❞

q❡❞

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✸✷ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

▼✐③❛r ✇✐t❤ ▼✐③AR✿

r❡s❡r✈❡ ♥ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r❀
r❡s❡r✈❡ r ❢♦r r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r❀
r❡s❡r✈❡ ♠ ❢♦r ❊❧❡♠❡♥t ♦❢ ◆❆❚❀

♥♦✇

❧❡t ❢ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❊❆▲✱ ❘❊❆▲ s✉❝❤ t❤❛t ❆✶✿ ❢✳r ❃ r ❀
❧❡t ① ❜❡ ❊❧❡♠❡♥t ♦❢ ❘❊❆▲❀
❞❡✛✉♥❝ ❋✭s❡t✱s❡t✮ ❂ ❢✳✩✷❀
❝♦♥s✐❞❡r s ❜❡✐♥❣ ❘❡❛❧❴❙❡q✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t

s✳✵ ❂ ① ❛♥❞ ❆✹✿ s✳✭♥✰✶✮ ❂ ❋✭♥✱s✳♥✮ ❢r♦♠ ◆❆❚❴✶✿s❝❤ ✶✷❀ ✿✿ ❢❛✐❧✉r❡
s✳♠ ❁ s✳✭♠✰✶✮ ✿✿ s✉❝❝❡ss
♣r♦♦❢

s✳♠ ❁ ❢✳✭s✳♠✮ ❜② ❆✶❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss
❤❡♥❝❡ s✳♠ ❁ s✳✭♠✰✶✮ ❜② ❆✹❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss

❡♥❞❀
t❤❡♥ ❆✼✿ s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜② ❙❊◗▼❴✸✿❞❡❢ ✻❀ ✿✿ ❢❛✐❧✉r❡
♥♦✇

❛ss✉♠❡ s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞❴❛❜♦✈❡❀
t❤❡♥ ❆✾✿ s ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❜② ❆✼❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss
❆✷✿ ❞♦♠ ❢ ❂ ❘❊❆▲ ❜② P❆❘❚❋❯◆✶✿❞❡❢ ✷❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss
t❤❡♥ ❇✾✿ ❢ ✐s❴❝♦♥t✐♥✉♦✉s❴✐♥ ❧✐♠ s ❜② ❋❈❖◆❚❴✶✿❞❡❢ ✷❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss
❆✶✶✿ r♥❣ s ❝❂ ❞♦♠ ❢ ❜② ❘❊▲❆❚❴✶✿❞❡❢ ✶✾✱ ❆✷❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss
t❤❡♥ ❆✶✷✿ ❢ ✴✯ s ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✫ ❢ ✳ ✭❧✐♠ s✮ ❂ ❧✐♠ ✭❢ ✴✯ s✮
❜② ❆✾✱❇✾✱❋❈❖◆❚❴✶✿❞❡❢ ✶❀ ✿✿ ❢❛✐❧✉r❡

✭❢ ✴✯ s✮ ✳ ♥ ❂ s✳✭♥✰✶✮ ✿✿ ❢❛✐❧✉r❡
♣r♦♦❢

r❡❝♦♥s✐❞❡r ♥ ❛s ❊❧❡♠❡♥t ♦❢ ◆❆❚ ❜② ❖❘❉■◆❆▲✶✿❞❡❢ ✶✷❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss
✭❢ ✴✯ s✮ ✳ ♥ ❂ ❢✳✭s✳♥✮ ❜② ❆✶✶✱❋❯◆❈❚❴✷✿✶✵✽ ✿✿ ❢❛✐❧✉r❡
✳❂ s✳✭♥✰✶✮ ❜② ❆✹❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss
❤❡♥❝❡ t❤❡s✐s❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss

❡♥❞❀
t❤❡♥ ❆✶✸✿ ❢ ✴✯ s ❂ s ❫❭ ✶ ❜② ◆❆❚❴✶✿❞❡❢ ✸❀ ✿✿ ❢❛✐❧✉r❡
t❤❡♥ ❢ ✳ ✭❧✐♠ s✮ ❂ ❧✐♠ ✭❢ ✴✯ s✮ ❜② ❆✶✷ ✿✿ s✉❝❝❡ss

✳❂ ❧✐♠ ✭s ❫❭ ✶✮ ❜② ❆✶✸ ✿✿ ❢❛✐❧✉r❡
✳❂ ❧✐♠ s ❜② ❆✾✱❙❊◗❴✹✿✷✷❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss

❤❡♥❝❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜② ❆✶❀ ✿✿ ❢❛✐❧✉r❡
❡♥❞❀
t❤❡♥ s ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t❴t♦✰✐♥❢t② ❜② ❆✼✱▲■▼❋❯◆❈✶✿✸✶❀ ✿✿ s✉❝❝❡ss

❡♥❞❀

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✸✸

❍❖▲ ▲✐❣❤t ✇✐t❤ ❍❖▲②❍❛♠♠❡r✿

❣ ❵∀①✳ ❢ ❝♦♥t❧ ①) ∧ ∀①✳ ❢ ① > ①) ∧ ∀♥✳ ① (♥ ✰ ✶) = ❢ (① ♥)) =⇒
∀②✳ ∃♥✳ ① ♥ > ②❵❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈ ❬r❡❛❧❴❣t❪)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❙❚❘■P❴❚❆❈)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❙❯❇●❖❆▲❴❚❍❊◆ ❵♠♦♥♦ ①❵ ❆❙❙❯▼❊❴❚❆❈)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✶ ✯✯✯ ✯) s✉❝❝❡ss

❡ (❆❙▼❴❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈ ❬▼❖◆❖❴❙❯❈❀ ❆❉❉✶❀ r❡❛❧❴❣❡❀ ❘❊❆▲❴▲❊❴▲❚❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷ ✯✯✯ ✯) ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❆❙▼❴❈❆❙❊❙❴❚❆❈ ❵❝♦♥✈❡r❣❡♥t ①❵)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✶ ✯✯✯ ✯) ❢❛✐❧✉r❡

❡ (P❖P❴❆❙❙❯▼ ▼P❴❚❆❈)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈ ❬❝♦♥✈❡r❣❡♥t❪)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❙❚❘■P❴❚❆❈)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❙❯❇●❖❆▲❴❚❍❊◆ ❵(λ ♥✳ ① ♥) t❡♥❞s❴♥✉♠❴r❡❛❧ (❢✿r❡❛❧→r❡❛❧) ❧❵

(❆❙❙❯▼❊❴❚❆❈ ♦ ❘❊❲❘■❚❊❴❘❯▲❊ ❬❊❚❆❴❆❳❪))❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✶✳✶ ✯✯✯ ✯) ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❖◆❈❊❴❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈ ❬❙❊◗❴❙❯❈❪)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❆❙▼❴❙■▼P❴❚❆❈ ❬❆❉❉✶❀ ❈❖◆❚▲❴❙❊◗❪)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✶✳✷ ✯✯✯ ✯) s✉❝❝❡ss

❡ (❆❙▼❴▼❊❙❖◆❴❚❆❈ ❬❙❊◗❴❯◆■◗❀ ❘❊❆▲❴▲❚❴❘❊❋▲❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷ ✯✯✯ ✯) ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❙❯❇●❖❆▲❴❚❍❊◆ ❵¬❜♦✉♥❞❡❞ (♠r✶✱(≥)) (①✿♥✉♠→r❡❛❧)❵ ❆❙❙❯▼❊❴❚❆❈)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✶ ✯✯✯ ✯) s✉❝❝❡ss

❡ (❆❙▼❴▼❊❙❖◆❴❚❆❈ ❬❙❊◗❴❇❈❖◆❱❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷ ✯✯✯ ✯) ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❙❯❇●❖❆▲❴❚❍❊◆ ❵∀② ②′✳ ∃♥✳ ¬(② ≤ (①✿♥✉♠→r❡❛❧) ♥) ∨ ¬(① ♥ ≤ ②′)❵

(❆❙❙❯▼❊❴❚❆❈ ♦ ❘❊❲❘■❚❊❴❘❯▲❊ ❬❘❊❆▲❴◆❖❚❴▲❊❪))❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷✳✶ ✯✯✯ ✯) s✉❝❝❡ss

❡ (❆❙▼❴▼❊❙❖◆❴❚❆❈ ❬❙❊◗❴❇❖❯◆❉❊❉❴✷❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷✳✷ ✯✯✯ ✯) ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈ ❬❋❖❘❆▲▲❴◆❖❚❴❚❍▼❀ ❊❳■❙❚❙❴◆❖❚❴❚❍▼❪)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❙❯❇●❖❆▲❴❚❍❊◆ ❵¬ ∃②✳ ∀♥✳ ¬(② < (①✿♥✉♠→r❡❛❧) ♥)❵
(❢✉♥ t❤ → ▼❊❙❖◆❴❚❆❈ ❬t❤❪))❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❉■❙❈❍❴❚❍❊◆ (❈❍❖❖❙❊❴❚❍❊◆ ❆❙❙❯▼❊❴❚❆❈))❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❙❯❇●❖❆▲❴❚❍❊◆ ❵∀♥✳ ① ✵ ≤ ① ♥❵ ❆❙❙❯▼❊❴❚❆❈)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷✳✷✳✶ ✯✯✯ ✯) ❢❛✐❧✉r❡

❡ (■◆❉❯❈❚❴❚❆❈)❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷✳✷✳✶✳✶ ✯✯✯ ✯) s✉❝❝❡ss

❡ (❆❘■❚❍❴❚❆❈)❀❀ s✉❝❝❡ss

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷✳✷✳✶✳✷ ✯✯✯ ✯) s✉❝❝❡ss

❡ (❆❙▼❴❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈ ❬❆❉❉✶❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

❡ (❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈ ❬❘❊❆▲❴▲❊❴▲❚❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

❡ (❉■❙❏✶❴❚❆❈)❀❀ s✉❝❝❡ss

❡ (▼❆❚❈❍❴▼P❴❚❆❈ ❘❊❆▲❴▲❊❚❴❚❘❆◆❙)❀❀ s✉❝❝❡ss

❡ (❊❳■❙❚❙❴❚❆❈ ❵① (♥✿♥✉♠)✿r❡❛❧❵)❀❀ s✉❝❝❡ss

❡ (❆❙▼❴❘❊❲❘■❚❊❴❚❆❈ ❬❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷✳✷✳✷ ✯✯✯ ✯) ❢❛✐❧✉r❡

❡ (❋■❘❙❚❴❆❙❙❯▼ (❙❚❘■P❴❆❙❙❯▼❊❴❚❆❈ ♦ ❙P❊❈▲ ❬❵① ✵✿r❡❛❧❵❀ ❵②✿r❡❛❧❵❪))❀❀ ❢❛✐❧✉r❡

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷✳✷✳✷✳✶ ✯✯✯ ✯) s✉❝❝❡ss

❡ (❆❙▼❴▼❊❙❖◆❴❚❆❈ ❬r❡❛❧❴❧❡❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

(✯ ✯✯✯ ❇r❛♥❝❤ ✷✳✷✳✷✳✷✳✷✳✷ ✯✯✯ ✯) s✉❝❝❡ss

❡ (❆❙▼❴▼❊❙❖◆❴❚❆❈ ❬❪)❀❀ s✉❝❝❡ss

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✸✹ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

✼✳ ❋❯❘❚❍❊❘ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❚❖P■❈❙

❍❛♠♠❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✳ ▼♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡
❤❛♠♠❡rs t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦✈❡rs t♦✇❛r❞s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss
r❛t❡ ❛♥❞ s♣❛r❡ ✉s❡rs s♦♠❡ ❡✛♦rt✳

✼✳✶ ❋✉rt❤❡r ■ss✉❡s ✐♥ Pr❡♠✐s❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t
❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② r❡s❡❛r❝❤❡❞ ②❡t✳ ❖♥❡ s✉❝❤ t♦♣✐❝ ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡♠✐s❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❋♦r ❤✉♠❛♥s✱ t❤❡ ♠♦st ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ✉♥✐ts ❛r❡ t❤❡
■❚P t❤❡♦r❡♠s ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❋♦r ❆❚Ps✱ ✐t ❛❧r❡❛❞② ♣❛②s ♦✛ t♦ s♣❧✐t
❧❛r❣❡r ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ tr❡❛t t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝ts ❛s s❡♣❛r❛t❡ t❤❡♦r❡♠s✱ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡✐r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s s❡♣❛r❛t❡❧② ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ▼✐③❛r✱ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠
❜❡✐♥❣ ❞♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t♦ ❋❖▲✱ ✇❤❡r❡ ▼✐③❛r✬s r✐❝❤ t②♣❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s
❡①♣❧✐❝✐t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s♦♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡ ❛♥❞ ❍❖▲
▲✐❣❤t ❛r❡ ❜❡st ❞♦♥❡ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
❍❖▲ ❧❡✈❡❧✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s t♦♣✐❝ ❡✈❡♥ ♠❡rr✐❡r✱ s♦♠❡ r❡❝❡♥t ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇✐t❤ t❤❡ ❊✳❚✳ s②st❡♠ ❬✼✺❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❝❧❛✉s✐✜❝❛t✐♦♥
❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ ♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❋❖▲ ❧❡✈❡❧✳ ❆♥❞ ❛
✈❡r② ❧❛r❣❡ t♦♣✐❝ ♦♣❡♥s ✇❤❡♥ ♦♥❡ st❛rts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r r❡✉s❡ ♥♦t ❥✉st t❤❡ t♦♣✲❧❡✈❡❧
■❚P t❤❡♦r❡♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦r ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❧❡♠♠❛s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈❡❞
❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ■❚P ♦r ❆❚P ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❬✽✶✱✶✸✷❪✳
❚❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ r❡s❡❛r❝❤ ②❡t ✐♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❧✐❝❡s

✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤✉♠❜ s✉❝❤ ❛s ❞♦✉❜❧✐♥❣
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t s❧✐❝❡✱ tr②✐♥❣ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✛ t❤❡ ❆❚P s❡❛r❝❤ ❢♦r ❞❡❡♣
♣r♦♦❢s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❛①✐♦♠s ✇✐t❤ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ♣r♦♦❢s
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ t♦♦ ❣♦♦❞✱ ♦r ❥✉st ❢♦r t❤❡ ♦❞❞
❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦♦❢✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ r❡❧② ♦♥ tr❛✐♥❡❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❣❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ✭♣♦ss✐❜❧② ♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s t♦
❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣r❡♠✐s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❆ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛❧s♦ ✇❛✐ts ❢♦r
♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ▼❡P♦ ❛♥❞
❙❘❆❙❙ ❞♦✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❡♠✐s❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣
t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡♠✐s❡s✖❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❛✈♦✐❞ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❧❡♠♠❛✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❞❡❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ▼❛r❦♦✈
♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇✐t❤ ❙❘❆❙❙✲❧✐❦❡ ✐❞❡❛s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ t♦♣✐❝ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ s♦ ❢❛r ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

s❡❧❡❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs ❛♥❞ ♦t❤❡r ❧❛r❣❡✲t❤❡♦r② t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥s✐❞❡ ♠♦❞❡r♥ ❆❚Ps✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦♥
❣r♦✇✐♥❣ str♦♥❣ ❧❛r❣❡✲t❤❡♦r② ❙■♥❊ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❝❧❛✉s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❊
♣r♦✈❡r ❬✼✽✱✶✸✼❪ ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❊✬s ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❛①✐♦♠s✳
❚❤✐s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❣❛✐♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t♦rs ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧②
♦♣t✐♠✐③❡❞✳

✼✳✷ ■♥t❡r♥❛❧ ●✉✐❞❛♥❝❡ ✐♥ ❆❚Ps

❚❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦ ❢❛r ✉s❡ ❡①✐st✐♥❣ ❆❚P s②st❡♠s
❛s ❜❧❛❝❦ ❜♦①❡s✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣✉✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss ♦♥❝❡ t❤❡
❛①✐♦♠s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❲✐t❤♦✉t s✉❝❤ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢t❡♥ ♣r❡✈❡♥ts
✜♥❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦♦❢s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✸✺

♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✶✵✵✪ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆❚P✲✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♦❢✲
❣✉✐❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛r❡ ♥♦t ②❡t ✈❡r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
●✐✈❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥
tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❆❚P ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ s✉❝❤ s♠❛rt❡r ❆❚P✲✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥t❡r♥❛❧✲❣✉✐❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡

✏❤✐♥ts✑ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✹✻❪ ❜② ❇♦❜ ❱❡r♦✛ ✭❛ ❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❞♦♥❡ ❛❧s♦ ❜② ❙t❡♣❤❛♥ ❙❝❤✉❧③✮✱
t❤❛t ❞✐r❡❝ts t❤❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡♠♠❛s ✭❤✐♥ts✮ t❤❛t ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✉s❡❢✉❧
✐♥ ♣r♦♦❢s ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ t❤❡♦✲
r✐❡s ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ♠❛♥✉❛❧❧② t✇❡❛❦❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ❜❡tt❡r ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ t♦
❧❛r❣❡ t❤❡♦r✐❡s s❡❡♠s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❤✐♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛r❡ ❙t❡♣❤❛♥ ❙❝❤✉❧③✬s
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❙②♠❜♦❧ ❲❡✐❣❤t ❝❧❛✉s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ ❊ ♣r♦✈❡r ❬✶✶✾❪✱ ❣✐✈✐♥❣ ❧♦✇❡r
✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ t❤✉s ♣r❡❢❡rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ st❡♣s t❤❡ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ s✉❝❤
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❤❡✉r✐st✐❝s ❧✐❦❡ ▼❡P♦✱ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❣✉✐❞❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠
❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ s♦ ❢❛r tr✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛▲❡❈♦P
✭▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ Pr♦✈❡r✮ ♣r♦t♦t②♣❡ ❬✶✹✹❪✱ ❛❞✈✐s✐♥❣ ❧❡❛♥❈♦P✬s ❬✶✵✶❪
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❜② ❛ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❧❡❛r♥❡r✳ ▼❛▲❡❈♦P ❤❛s s❤♦✇♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✉♥✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✵✱ ❜✉t ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦s❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✖✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞
❛❞✈✐s✐♥❣ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s t♦ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉s❡❢✉❧✳
❆♥ ✐♥t❡r♥❛❧✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇♦r❦s ♦♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✐s ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡

s❡ts ♦❢ ❆❚P str❛t❡❣✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✮ t❤❡
❆❚P s❡❛r❝❤✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ str❛t❡❣②✲✐♥✈❡♥t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❇❧✐♥❞ ❙tr❛t❡❣②✲
♠❛❦❡r ❬✶✸✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦✲❡✈♦❧✈❡s ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❆❚P str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❛❜❧❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡
❣♦❛❧ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t t♦❣❡t❤❡r s♦❧✈❡ ❛s ♠❛♥②
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ s✉❝❤ str❛t❡❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❊✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▼✐③❛r ❛♥❞ ❋❧②s♣❡❝❦ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ✷✺✪✳ ❆
r❡❧❛t❡❞ t♦♣✐❝ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ❆❚P str❛t❡❣✐❡s ♦r ♣♦rt❢♦❧✐♦s ♦❢ s✉❝❤
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ✭❢❡❛t✉r❡s✮ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s k ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✱ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s✱
❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s t❛s❦ ❬✸✹✱✽✹❪✳

✼✳✸ ❯♣❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❍❛♠♠❡rs

Pr♦✈✐❞✐♥❣ ❤❛♠♠❡rs ❢♦r ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ♦r ♦♥ ✜rst✲♦r❞❡r
❧♦❣✐❝ ❛♥❞ s❡t t❤❡♦r② s❡❡♠s r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦❞❛②✳ ❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ r❡✉s❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ■❚P✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
t❛s❦s ❛r❡ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡①♣♦rt ♦❢ ♣r♦♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ♦r t❤❡✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧❧ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡r✇❛② ❢♦r t❤❡
❍❖▲✹ s②t❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❬✻✶❪ ♦♥ ✾✹✸✹ t❤❡♦r❡♠s ❣✐✈❡s ✹✾✪ s✉❝❝❡ss ✐♥
r❡✲♣r♦✈✐♥❣✳ ■♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st❛rt❡❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❆❈▲✷ ❬✼✷❪ ❛♥❞ ❛r❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ t♦ st❛rt s♦♦♥ ✇✐t❤ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡t t❤❡♦r② t❤❛t ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❧✐❜r❛r✐❡s s✉❝❤ ❛s ▼❡t❛▼❛t❤ ❛♥❞ ■s❛❜❡❧❧❡✴❩❋✳ ❲✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲♠❡r❣✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ❬✻✵❪✱ ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✏♠❡t❛✲❤❛♠♠❡rs✑ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡♠❡r❣❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ♠❛♥② ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❛❧s♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦✈✲

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✸✻ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ◗❊❉ ❞r❡❛♠ ✇✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✉t✐❧✐t②✲♠♦t✐✈❛t❡❞ ✇❛②✱ ❜② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜r✐❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥
❛❧❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❧✐❜r❛r✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤✐s
✈✐s✐♦♥ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ❲✐❧❧✐❛♠ ▼❝❈✉♥❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐s ◗❊❉✲❧✐st ♣♦st✐♥❣s✿✶✸

■ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ◗❊❉✱
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ✭❛t s♦♠❡ ❧❡✈❡❧✮ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❢♦r♠✉❧❛s✱ ♣r♦♦❢s✱ ❡t❝✳✱ ❜✉t
t❤❛t s❡❡♠s ❧✐❦❡ ❛ s♠❛❧❧ ✐ss✉❡ ♦♥❝❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❧♦❣✐❝ ✐s ✜①❡❞✳

❋♦r s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✱ s✉❝❤ ❛s ❈♦q✱ t❤❡ ✜rst ✐ss✉❡ ✐s ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❤❛t
❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞✈✐❝❡ ❛ ❤❛♠♠❡r ❝❛♥ ❣✐✈❡✳ ❙♦ ❢❛r ♦♥❧② ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❈♦q ❬✼✹❪✱ s❤♦✇✐♥❣ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦✈❡r t❤❡ ❈♦❘◆ ❬✹✻❪ ❧✐❜r❛r② ❛s ♦✈❡r ♦t❤❡r s②st❡♠s✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ❤♦✇
♠✉❝❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❈♦q s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
♦❞❞ ♦r❞❡r t❤❡♦r❡♠ ❬✻✸❪ ♥❡❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ r❡❧② ♦♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ ❈♦q ❧♦❣✐❝ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈✉rr②✕❍♦✇❛r❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛❞✉❛t❡
t❡①t❜♦♦❦s ❛r❡ ♥♦t ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ s✉❝❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ♠❛♥②
♦❢ t❤❡ t❡①t❜♦♦❦ ❧❡♠♠❛s ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛ ❤❛♠♠❡r✳

✽✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑ ❆◆❉ ❍■❙❚❖❘❨

❚❤❡ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ ❆❚P ❛♥❞ ■❚P ❛r❡ s♦ ❝❧♦s❡ t❤❛t t❤❡② s♦♠❡t✐♠❡s ❧❡❛❞ t♦ t❡r♠✐✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❢✉s✐♦♥s✳ ❙②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ◆◗❚❍▼ ❛♥❞ ❆❈▲✷ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦♠❡t✐♠❡s
❝❛❧❧❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ✭❛♥❞ ◆◗❚❍▼ ✐♥❞❡❡❞ st❛rt❡❞ ❛s ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝✮✱
✇❤✐❧❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❖tt❡r✱ ❡✳❣✳✱
❜② ❆rt ◗✉❛✐❢❡ ❬✶✶✸❪ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ◗❊❉ ♠❛♥✐❢❡st♦✱ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s
❜② ▼✐❝❤❛❡❧ ❇❡❡s♦♥ ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❲♦s ❬✶✸✱✶✹❪ ❛♥❞ ❜② ❏♦❤❛♥ ❇❡❧✐♥❢❛♥t❡ ❬✶✺❪✳
❖tt❡r ❛♥❞ ❆❈▲✷ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ■✈② ❜r✐❞❣❡ ❬✾✷❪✱

❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ❡❛r❧✐❡st s✉❝❤ ❆❚P✴■❚P ❜r✐❞❣❡ ✇❛s t❤❡ ✶✾✾✶ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✭❝✉st♦♠✮ ❋❛✉st ♣r♦✈❡r ✇✐t❤ ❍❖▲ ❬✽✻❪✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ s✉❝❤ ❡❛r❧② ❜r✐❞❣❡s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤
❝✉st♦♠ ❆❚Ps ❛♥❞ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❆❚Ps ✐s q✉✐t❡ ❧♦♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼❊❙❖◆ ✐♥
❍❖▲ ▲✐❣❤t ❬✻✻❪✱ ❉■❙❈❖❯◆❚✱ ❙❊❚❍❊❖✱ ❛♥❞ ❙P❆❙❙ ✐♥ ■▲❋ ❬✹✽❪✱ ❖tt❡r✱ P❘❖✲
❚❊■◆✱ ❙❊❚❍❊❖✱ ❙P❆❙❙✱ ❛♥❞ 3❚❆P ✐♥ ❑■❱ ❬✷❪✱ ❈▲❆▼ ✐♥ ❍❖▲ ❬✶✷✹❪✱ ❧❡❛♥❚❆P
✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡ ❬✶✵✷❪✱ ●❛♥❞❛❧❢ ❛♥❞ ▼❡t✐s ✐♥ ❍❖▲ ❬✻✾✱ ✼✵❪✱ ❇❧✐❦s❡♠✱ ❊◗P✱ ▲❊❖✱ ❖tt❡r✱
P❘❖❚❊■◆✱ ❙P❆❙❙✱ ❚P❙✱ ❛♥❞ ❲❛❧❞♠❡✐st❡r ✐♥ Ω♠❡❣❛ ❬✾✺✱ ✶✷✷❪✱ ❛♥❞ ❇❧✐❦s❡♠ ✐♥
❈♦q ❬✶✼❪✳
▼♦st ♦❢ s✉❝❤ ❡❛r❧② ❆❚P✴■❚P ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❤♦✇❡✈❡r ✉s❡❞ ❆❚Ps ♦♥ ✉s❡r✲r❡str✐❝t❡❞

s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ♦❢ ❆rt ◗✉❛✐❢❡ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥
❇❡❧✐♥❢❛♥t❡✳ ■♥ ✷✵✵✷✱ ❆♥❞r❡✐ ❱♦r♦♥❦♦✈ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❘✐❛③❛♥♦✈ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❱❛♠♣✐r❡
t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡r✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❙❯▼❖ ♦♥t♦❧♦❣② ❬✶✵✻❪✱ ❛♥❞ ❏♦s❡❢ ❯r❜❛♥ ✇r♦t❡ t❤❡
▼♦▼▼ ✭♠♦❞✐✜❡❞ ❊✮ ❛✉t❤♦r✐♥❣ t♦♦❧ ❬✶✸✷❪ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ▼▼▲ ❧❡♠♠❛s ❢♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✲
t②♣❡❞ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ▼✐③❛r ❣♦❛❧s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❤❛♠♠❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ❆♥❞r❡✐ P❛s❦❡✈✐❝❤ ❤❛s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❆❚Ps ❬✶✹✺❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❆❉✴
❋♦r❚❤❡▲ s②st❡♠ ❬✽✼❪✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ◆❛♣r♦❝❤❡ s②st❡♠ ❬✹✹❪
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r❡♠✐s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✹✺❪✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❜r✐❞❣❡s

13❤tt♣✿✴✴t❤❡♦r②✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉✴⑦✉r✐❜❡✴♠❛✐❧✴q❡❞✳♠❡ss❛❣❡s✴✷✳❤t♠❧

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳

http://theory.stanford.edu/~uribe/mail/qed.messages/2.html


❍❛♠♠❡r✐♥❣ t♦✇❛r❞s ◗❊❉ · ✶✸✼

❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❆❚Ps ❛s ♦r❛❝❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❆❚P ♣r♦♦❢ ✐s tr✉st❡❞ ❛♥❞ ♥♦t r❡❝❤❡❝❦❡❞✳
❙✐♠✐❧❛r r❡❝❡♥t ❤❛♠♠❡r✲❧✐❦❡ s②st❡♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ✭s♦❢t✇❛r❡✮ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
✐♥❝❧✉❞❡ ❲❤②✸ ❬✺✻❪✱ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❩❡♥♦♥ ❛♥❞ ❙▼❚s ✇✐t❤ ❚▲❆✰ ❬✸✾✱✾✽❪✳
❙❡✈❡r❛❧ s✉❝❤ ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ✇✐t❤ ❙▼❚

s♦❧✈❡rs✱ ❡✐t❤❡r ❛s ♦r❛❝❧❡s ♦r ✇✐t❤ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆❈▲✷ ❛♥❞ P❱❙ ❡♠♣❧♦②
❯❈▲■❉ ❛♥❞ ❨✐❝❡s ❛s ♦r❛❝❧❡s ❬✽✽✱ ✶✶✼❪✳ ❍❖▲ ▲✐❣❤t ✐♥t❡❣r❛t❡s ❈❱❈ ▲✐t❡ ❛♥❞ r❡✲
❝♦♥str✉❝ts ✐ts ♣r♦♦❢s ❬✾✸❪✳ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡♥❥♦②s t✇♦ ♦r❛❝❧❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❬✶✷✱ ✺✺❪ ❛♥❞
t✇♦ t❛❝t✐❝s ✇✐t❤ ♣r♦♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬✷✽✱ ✸✵✱ ✺✼❪✳ ❍❖▲✹ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❙▼❚ t❛❝✲
t✐❝ ❬✷✽✱✸✵✱✶✹✼❪✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r✐❚ ✐♥ ❈♦q✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙▼❚ ♣r♦♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱
✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ❬✻❪✳
❆ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t s❡t ♦❢ ❜r✐❞❣❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❚P❚P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✶✷✼❪

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜② ●❡♦✛ ❙✉t❝❧✐✛❡ ♦r ❧✐♥❦✐♥❣ ❆❚P ✭❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛❧s♦ ■❚P✮
s②st❡♠s ❛♥❞ t♦♦❧s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❚Ps✳ ❙✐♥❝❡ ✷✵✵✽✱ ❙✉t❝❧✐✛❡ ❤❛s ♦r❣❛✲
♥✐③❡❞ t❤❡ ▲❛r❣❡ ❚❤❡♦r② ❇❛t❝❤ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t❤❡ ❈❆❙❈ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣
❆❚Ps ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ▼✐③❛r✱ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ❍❖▲ ▲✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❛❧s♦
❢r♦♠ ❙❯▼❖ ❛♥❞ ❈②❝✳

✾✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❘❊▲❆❚■❖◆ ❚❖ ◗❊❉

❲❡ ❤♦♣❡ t♦ ❤❛✈❡ ♣❡rs✉❛❞❡❞ t❤❡ r❡❛❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❤❛♠♠❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇♦r❦s ❛♥❞ ✐s
❣❡tt✐♥❣ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❤❛♠♠❡rs ❝❛♥ t♦❞❛② ♣r♦✈❡ ❛❜♦✉t
✹✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦♣✲❧❡✈❡❧ ▼✐③❛r ❛♥❞ ❋❧②s♣❡❝❦ ❧❡♠♠❛s✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✼✵✪ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧s ✐♥
t❤❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ❏✉❞❣♠❡♥t ❉❛② ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦✈❡r ✶✵✵ ✵✵✵
t♦♣✲❧❡✈❡❧ ❢❛❝ts✳ ▼❡t❤♦❞s t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❧❡♠♠❛s ✐♥
t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♠❛♥② ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢✉rt❤❡r✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❤❛♠♠❡r✲r❡❧❛t❡❞

◗❊❉ q✉❡st✐♦♥ ♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿

◗✶ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ♥❡❝❡ss❛r②
♦r ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ◗❊❉✲❧✐❦❡ ♣r♦❥❡❝ts❄

◗✷ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ❞♦ t❤❡ ◗❊❉✲❧✐❦❡ ♣r♦❥❡❝ts ✐♥ t✉r♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞②
♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❆❚P ❛♥❞ ❆■ s②st❡♠s❄

◗✸ ❍♦✇ ❞♦ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♣❡r❤❛♣s ♠♦st ❞✐s❝✉ss❡❞ ◗❊❉
t♦♣✐❝✿ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦❄

❋♦r ◗✶✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t str♦♥❣ ❆❘ ❛♥❞ ❆■ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡
❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ◗❊❉ ❣♦❛❧s✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ ◗✷ ✐s t♦❞❛② ♣❡r❤❛♣s ♦❜✈✐♦✉s✿ ◗❊❉✲
❧✐❦❡ ❝♦r♣♦r❛ ❞♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❆❘ ❛♥❞
❆■ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆♥❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ ◗✸ ✐s t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ❣♦♦❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s t♦ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❧♦❣✐❝ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ s♦ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✳

✶✵✳ ❆❈❑◆❖❲▲❊❉●▼❊◆❚❙

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✱ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧✲
❧❛❜♦r❛t❡❞ ♦♥ ❤❛♠♠❡r✲r❡❧❛t❡❞ r❡s❡❛r❝❤✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♣r♦✈❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤✐s ✇♦r❦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✿ ▼❛r❦ ❆❞❛♠s✱ ❏❡ss❡

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳



✶✸✽ · ❇❧❛♥❝❤❡tt❡✱ ❑❛❧✐s③②❦✱ P❛✉❧s♦♥✱ ❯r❜❛♥

❆❧❛♠❛✱ ●r③❡❣♦r③ ❇❛♥❝❡r❡❦✱ ❈❤r✐st♦♣❤ ❇❡♥③♠ü❧❧❡r✱ ◆✐❦♦❧❛❥ ❇❥ør♥❡r✱ ❙❛s❝❤❛ ❇ö❤♠❡✱
❈❤❛❞ ❇r♦✇♥✱ ❈③❡s➟❛✇ ❇②❧✐➠s❦✐✱ ■♥❣♦ ❉❛❤♥✱ ❉❛✈✐❞ ❉❡s❤❛r❜❡✱ ▼❛t❤✐❛s ❋❧❡✉r②✱ P❛s✲
❝❛❧ ❋♦♥t❛✐♥❡✱ ❚❤✐❜❛✉❧t ●❛✉t❤✐❡r✱ ❍❡r♠❛♥ ●❡✉✈❡rs✱ ❚♦♠ ❍❛❧❡s✱ ❏♦❤♥ ❍❛rr✐s♦♥✱
❚♦♠ ❍❡s❦❡s✱ ❚❤♦♠❛s ❍✐❧❧❡♥❜r❛♥❞✱ ❑r②➨t♦❢ ❍♦❞❡r✱ ❏♦❡ ❍✉r❞✱ ❙❡❜❛st✐❛❛♥ ❏♦♦st❡♥✱
❉❛♥✐❡❧ ❑ü❤❧✇❡✐♥✱ ❚✇❛♥ ✈❛♥ ▲❛❛r❤♦✈❡♥✱ ▲✐♦♥❡❧ ▼❛♠❛♥❡✱ ❇✐❧❧ ▼❝❈✉♥❡✱ ❏✐❛ ▼❡♥❣✱
▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❡ ▼♦✉r❛✱ ❚♦❜✐❛s ◆✐♣❦♦✇✱ ❏❡♥s ❖tt❡♥✱ ❆♥❞r❡✐ P❛s❦❡✈✐❝❤✱ ❑❛r♦❧ P→❦✱
❆♥❞r❡✐ P♦♣❡s❝✉✱ P❡tr P✉❞❧á❦✱ ❉❛♥ ❘♦t❤✱ P✐♦tr ❘✉❞♥✐❝❦✐✱ ❙t❡♣❤❛♥ ❙❝❤✉❧③✱ ◆✐❝❤♦❧❛s
❙♠❛❧❧❜♦♥❡✱ ❙t❡✛❡♥ ❙♠♦❧❦❛✱ ❆❧❜❡rt ❙t❡❝❦❡r♠❡✐❡r✱ ◆✐❦ ❙✉❧t❛♥❛✱ ❑♦♥❣ ❲♦❡✐ ❙✉✲
s❛♥t♦✱ ●❡♦✛ ❙✉t❝❧✐✛❡✱ P❡tr ➆t➙♣á♥❡❦✱ ❊✈❣❡♥✐ ❚s✐✈ts✐✈❛❞③❡✱ ❆♥❞r❡✐ ❱♦r♦♥❦♦✈✱ ❏✐➦í
❱②s❦♦↔✐❧✱ ❉❛♥✐❡❧ ❲❛♥❞✱ ❚❥❛r❦ ❲❡❜❡r✱ ❈❤r✐st♦♣❤ ❲❡✐❞❡♥❜❛❝❤✱ ▼❛❦❛r✐✉s ❲❡♥③❡❧✱
❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤ ❲❡r♥❤❛r❞✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡✈✐❡✇❡rs ❢♦r
t❤❡✐r ♠❛♥② s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts✳
❇❧❛♥❝❤❡tt❡✬s ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✲

❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ♣r♦❥❡❝ts ◗✉✐s ❈✉st♦❞✐❡t ✭❣r❛♥ts ◆■ ✹✾✶✴✶✶✲✶ ❛♥❞ ◆■ ✹✾✶✴✶✶✲✷✮ ❛♥❞
❍❛r❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠♠❡r ✭❣r❛♥t ◆■ ✹✾✶✴✶✹✲✶✮✳ ❑❛❧✐s③②❦ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆✉str✐❛♥
❙❝✐❡♥❝❡ ❋✉♥❞ ✭❋❲❋✮ ❣r❛♥t P✷✻✷✵✶✳ ❙❧❡❞❣❡❤❛♠♠❡r ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡
❯❑✬s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ✭❣r❛♥t ●❘✴❙✺✼✶✾✽✴✵✶✮✳
❯r❜❛♥✬s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛r✐❡✲❈✉r✐❡ ❖✉t❣♦✐♥❣ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❋❡❧❧♦✇s❤✐♣
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