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HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DES ALGÈBRES DE LIE;

PA.R M. JEAN-LOUIS KOSZUL.

INTRODUCTION.

Les questions traitées dans ce travail tirent leur origine des Mémoires de
M. Élie Cartan sur la topologie des espaces de groupes et des espaces homo-
gènes [1] (*). En s'appuyant sur des théorèmes établis par M. de Rham,
M. E. Cartan y a montré notamment que les nombres de Betti d'un espace homo-
gène compact peuvent, en principe, se calculer directement à partir des algèbres
de Lie du groupe transitif et du sous-groupe laissant un point invariant. Ces
résultats ouvraient une voie d'accès purement algébrique aux invariants d'homo-
logie des espaces homogènes, et en particulier aux nombres de Betti des groupes
compacts.

En fait, les progrès considérables qui furent accomplis depuis dans ce domaine,
principalement par MM. Hopf[2], Samelson [3] et Leray [4] (**), reposent sur des
démonstrations essentiellement topologiques qui débordent souvent largement le
cadre des espaces homogènes. Cependant, les travaux de MM. Eilenberg et
Hochschild montraient plus récemment l'intérêt des théories cohomologiques que
l'on peut greffer sur certaines structures algébriques. Dans cette direction, les
résultats de M. E. Cartan conduisent à attacher à une algèbre de Lie quelconque
des êtres algébriques de nature cohoniologique qui, dans le cas d'une algèbre
de Lie de groupe compact, coïncident avec les invariants de cohomologie topolo-
gique. Dans une publication de 1948, MM. Chevallej et Eilenberg ont développé
celle théorie et ont montré ses applications à l'étude des représentations linéaires.
Mon travail reprend certaines parties de leur Mémoire pour en donner un déve-
loppement autonome. J'ai cherché en particulier à obtenir des résultats qui,
appliqués au cas compact, redonnent les principaux théorèmes de Hopf et de
Samelson. On verra qu'à cet égard, mes démonstrations se réduisent le plus sou-
vent à reconstituer par des moyens algébriques une situation à laquelle condui-
saient des considérations topologiques et à en tirer les conséquences en suivant
de très près les voies tracées (§ 10, 13 et 17). Si cet objectif n'a pas été entière-

(*) On renvoie aux paragraphes du texte par des numéros entre parenthèses ( ) et à la biblio-
graphie qui suit cette introduction par des numéros entre crochets [ "|.

( * * ) Pour s'en tenir aux travaux les plus généraux
LXXVIÏI. 5
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ment atteint, j'ai par contre obtenu avec ces procédés algébriques d'autres résul-
tats qui Savaient pas été obtenus dans le cas compact par des méthodes topolo-
giqucs(§ 11 et 18).

J'utilise presque exclusivement les tenseurs antisymétriques des algèbres de Lie
et certaines propriétés des algèbres extérieures (§ 2) sont constamment appliquées
au cours des démonstrations. Néanmoins, les formes quadratiques invariantes
interviennent dans l'étude des classes de cohomologie de degré 3 d'une algèbre
de Lie simple (§ 11). Le point de vue de la cohomologie a du être complété par
celui de Phomologie qui, dans ces questions, dépasse de beaucoup le simple point
de vue dual, du fait que l'espace des chaînes d'une algèbre de Lie possède une
structure multiplicative (§ A et 8). Je montre du reste (§ 13) que dans le cas
compact, cette structure multiplicative se rattache au produit de Pontrjagin dont
on connaît le rôle dans l'élude topologique de ces problèmes. Pour tirer parti de
cette structure, on est conduit à faire certaines restrictions quant à la nature des
algèbres de Lie étudiées. Ainsi, les théorèmes de Hopfet de Samelson supposent
vérifiées certaines conditions de semi-simplicité (§ 10).

La donnée d'une sous-algèbre b dans une algèbre de Lie ((conduit à définir une
« algèbre de cohomologie relative » qui, dans le cas compact, est celle d'un espace
homogène (§ 12) (*). J'étudie en particulier l'interdépendance de l'algèbre de
cohomologie relative et des algèbres de cohomologie de d et de b. Ce problème,
semblable à celui que l'on rencontre dans l'étude des espaces fibres, est abordé
ici par un procédé analogue à celui qu'a introduit M. Leray dans sa Théorie de
Vanneau d^homologie d'une application [4]. Il consiste à définir une suite
d'algèbres qui, au départ, ne dépendent que de la cohomologie relative et de la
cohomologie de b et qui aboutissent par étapes à la cohomologie de (X (§ 14; et 15).
Cette méthode est pleinement efficace lorsque la sous-algèbre b est « non-homo-
logue à zéro » et permet de retrouver les théorèmes de M. Samelson qui corres-
pondent à ce cas (§ 17). Lorsqu'il n'en est plus ainsi, les résultats que l'on
obtient (§18) permettent de déduire de la « position homologique de b dans a »
l'existence de certains générateurs de degré pair dans l'algèbre de cohomologie
relative. Ces propriétés sont étroitement liées aux notionâ que Pon rencontre dans
les travaux de M. Hirsch [6].

Une des imperfections de la théorie telle que je la présente est son impuissance
à aborder les propriétés homologiques liées aux questions de rang. En particulier,
il y aurait intérêt à obtenir une démonstration purement algébrique de l'égalité
du rang et du nombre des classes de cohomologie primitives linéairement indé-
pendantes qui a été démontrée pour les algèbres de Lie de groupes compacts.

J'exprime ma très grande reconnaissance à M. H. Cartan qui a présidé à l'éla-
boration de ce travail et en a revu les rédactions avec une inlassable patience. Sur
bien des points, je lui suis redevable de fructueuses améliorations et si j^ai pu
parfois échapper à des complications inutiles, c'est aussi à lui que le dois.

(*) On trouvera une récapitulation des propriétés homologiques des espaces homogènes obtenues
antérieurement à ig4o dans H. HOPF et H. SAMELSON, Ein Sais liber die Wirkungsraiime gesclilos-
sener Liescher Gruppen (Comm. Math. Helv.^ t. 13, 1940, r? 24o-a5r).
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«Tai de plus bénéficié des conseils (et de l'exemple) de M. C. Chevalley qui m^a
beaucoup aidé à situer ce travail dans le cadre algébrique où je l'expose ici. Je lui
en exprime ma gratitude et remercie également MM. A. Denjoy, J. Leray et
P. Dubreil qui ont bien voulu se joindre à M. Gartan pour constituer le jury
auquel je soumets cette Thèse.
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CHAPITRE I.

NOMENCLATURE ET NOTIONS PRÉLIMINAIRES.

Notations. — Soient V et V7 des espaces vectoriels sur un corps K. (1) et Y une
application linéaire de V dans V7. On désignera par y.e l'image par y d^un élé-
ment e€ V. Si U est un sous-espace de V, Y.U désignera son image par Y dansV.

( 1 ) On n'envisagera que des espaces vectoriels de dimension finie. Sauf restriction explicite, le
corps de base sera un corps commutatif dont on suppose seulement la caractéristique ^ 2.
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Soit Y' une application linéaire de V dans un espace vectoriel V"; on désignera
par y'y Papplicadon linéaire composée de y et de ^ qui applique un élément e € V
en Y'Y.e==Y'.(Y.e)€V / / .

1. Dérivations, antidérivations et algèbres graduées. — Soit A une algèbre et
soit û>) un automorphisme involutif de A.

Une dérivation 9 de A (relativement à û>)) est un endomorphisme linéaire de A
tel que

6 ( o — a ) 6 = = = o et 6 . (a6)==(6.a)6-h.a(6.&),

quels que soient a, b e A.

Une antidérivation 9 de A (relativement à ûo) est un endomorphisme linéaire
de A tel que

6co -4 -œ6 =o et 6.(a6)= (6. a) 6 -t- (co.a) (6.6),

quels que soient a, b e A.
Si A possède une unité e, on remarque (en posant a = b == e) que e est un zéro

de toutes les dérivations et antidérivations de A. On vérifie par ailleurs que

(1 .1) si 61 et 63 sont des dérivations de A, leur crochet [61, 62] =6162— 6261 est encore

une dérivation;

(1.2) le crochet d^une dérivation et d'une antidérivation de A est une antidérivation;

(4.3) si 61 et 62 sont des antidérivations de A, alors 61624- 6q6i est une dérivation;

(1.4) si 6 est une antidérivation, alors 6 = 6 6 est une dérivation.

Structure d^ algèbre graduée (2) . —Une algèbre graduée est une algèbre A
où Pon a défini une famille de sous-espaces AP (Findice p prenant toutes les
valeurs entières ̂  o et ̂  o) vérifiant les conditions : i° l'espace de A est somme
directe des sous-espaces A^; 2° le produit d'un élément de AP par un élément
de A^ est dans A^^. Un élément de A^ sera dit de degré p ; on dira qu'il est
homogène si l'on veut exprimer qu'il appartient à l'un des sous-espaces A^ sans
préciser lequel.

Les algèbres graduées qui interviendront dans la suite vérifieront généralement
la loi de commutation
(1.5) ab == (—î)P9ba

pour a et b de degrés respectifs p et q. Par aillears, on sera toujours dans le cas
où A^== { o } pour tout p << o.

Soient A et B deux algèbres sur un même corps R graduées respectivement par
des sous-espaces AP et BP. Leur produit tensoriel A(g)B est Palgèbre graduée
obtenue en adoptant dans l'espace produit tensoriel ( 3 ) de A et de B.

(2) La notion d'algèbre graduée et différentes autres notions algébriques adaptées à fétude de
riiomologie ont été utilisées ces dernières années par MM. J. Leray, H. Cartan et nous même. On
s'efforcera ici de respecter la nomenclature indiquée par H. CABTAN, Sur la cohomologie des
espaces ou, opère un groupe. Notions algébriques préliminaires ( C. /?. Acad. Sc.^ t. 226, 1948.
p. i48-i5o).
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i° le produit que définit la condition

(1.6) (a (g) b)(a' <g) 6') =(- i)^(aa' (g) 66'),

pour a e A, a' e A^, 6 € B^ et V e B ;
2° la structure graduée que définissent les sous-espaces

p-t-q=r

C^== V A/^BycA^B.

Grâce à ces conventions, si deux algèbres graduées vérifient la condition (1.5),
leur produit tensoriel la vérifie aussi.

Lorsqu'il sera question de dérivations ou d'antidérivations d'une algèbre
graduée A, il s'agira, sauf mention contraire, de dérivations ou d'antidérivations
relatives à l'automorphisme involutif &) de A, tel que Ct ) .^==(— \YU pour tout
élément u de degré p. On notera 'u V image de u par co.

2. Quelques propriétés des algèbres extérieures. — Soit E un espace vectoriel.
On désigne par A(E) son algèbre extérieure et par A^(E) le sous-espace de ses
^-vecteurs ( 4 ) ; on pose /\P(E)=\o} pour p<o. Les A^(E) définissent
dans A(E) une structure d'algèbre graduée vérifiant la condition (1.5); le pro-
duit extérieur aura pour symbole A. On désigne par E* l'espace dual de E.

L'usage des algèbres extérieures conduit à faire un certain nombre (^identifi-
cations que l'on'explicitera ici et qui resteront implicites dans la suite.

(2.1) On identifie AKB) avec E et A°(E) ^vec le corps de base K dont Punité devient
ainsi Punité de Palgèbré A(E) et sera notée I. Les éléments de /\°(E) seront appelés les
scalaires de A(E).

(2.2) L'espace de A(E*) s'identifie au dual de P espace de A ( E ) ( s); ^ fonction
bilinéaire de dualité se définit par la condition

<^A.. .^'A.. .XP, /i A.. ./M.. .f.P / == det I I <^, fi > ||,

lorsque a?1. ..., x^ ..., XP € E et /1, . . . , //, ..., fP e E*.

Soient E| et Ea deux espaces vectoriels sur un corps K. Toute application
linéaire y : Ei—>-Ea se prolonge d'une manière et d'une seule en un homomor-
phisme de l'algèbre A(Ei) dans l'algèbre A(Ë2). Cet homomorphisme que l'on
désignera encore par v conserve les degrés (on dira en ce sens que c'est un homo-
morphisme d'algèbres graduées). Si y : Ei-^Ea est un isomorphisme, alors son
prolongement est aussi un isomorphisme. Par suite de l'identification (2.2),

(2.3) Inapplication linéaire transposée du prolongement de y à A(Ei) est le prolon-
gement à A ( ES ) de l'application linéaire ̂  : E^ ->• E^ transposée dé y : Ei ->• Es.

( 3 ) Cf. N. BOURBAKI [6]. p. 3-5.
( 4 ) Pour tout ce qui concerne les algèbres extérieures, on se reportera à POuvrage de

N. Bourbaki [6] dont on respectera ici les notations.
(») ' Cf. BOUBBAKI [6], P. 101.
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Soit E un espace vectoriel somme directe de deux sous-espaces Ei et E... Les
isomorphismes identiques de Ei et Ey dans E se prolongent en des isomor-
phismes vi : A(Ei ) -^A(E) et ^ : A(Ea) ->A(E) . L'application linéaire du pro-
duit tensoriel A(E^ )(g)A(Ë2) dans A(E) qui transforme un élément

M(g)peA(Ei)(g)A(E2) en ( v i . î< )A(v2 .^ )

est un isomorphisme de ralgèbre graduée A(Ei ) (g)A(Ea) sur Palgèbre gra-
duée A(E), grâce auquel

(^-^ A(Ei4-E2) s'identifie à A(Ei)(g) A(Ë2).

De même,

(2-^) A(Eî-r-Eî)^^<?^^à A(Eî ) (g)A(E$) .

Compte tenu de (2.2), on peut définir une relation de dualité entre les
espaces A (Ei)(g)A(E2) et A(E^)(g)A(E;) en posant

<M(g)p ,a (g )6>==<M,CT><p ,^>

pour i^eA(Ei) , p e A ( E 2 ) , aeA(E; ) et 6€A(E:) . La dualité des espaces
A(Ei-t-E2) et A(E^*+E^) qu^on obtient ainsi est celle qui résulte par ailleurs
de (2.2) et de l'identification évidente de E^4-E^ avec (Ei+Ea)*.

Avec Pidentification (2.4), on a

( î-5) v i . u = ^ ( g ) i pour tout M € A(E l ) •

Par suite, s i a e A ( E ^ ) et 6€A(E ; ) , ona d'après (2.4)

(2-^) ^ i . (a (g)6)=6oa ,

où 60 désigne la composante scalaire de b et ^i le transposé de vi.
On aura par la suite à utiliser une propriété caractéristique de la structure

multiplicative que l'identification (2.2) définit dans l'espace dual d'une algèbre
extérieure :

LEMME. 2 . i . — Soit 9 V isomorphisme de A (E) dans A (E + E) qui prolonge
V isomorphisme de E sur la diagonale de E + E. Son transposé ̂  transforme
un élément aÇ)b de A(E*)(g)A(E*) en ar\b.

Démonstration. — D'après (2.3), ^ : A(E*)(g)A(E*)-.A(E*) est un homo-
morphisme d'algèbres; on a donc

< ® . ( a 0 6 ) = ^ . ( ( a ( g ) I ) A ( I ® ^ ) ) = < ? . ( ( a 0 I ) ) A ( ^ ® . ( I ( g ) 6 ) ) .

En composant 9 avec les projections de E+E sur les sous-espaces composants E,
on obtient l'isomorphisme identique de E. Compte tenu de (2.5), on en déduit
que

^ . ( a ( g ) I ) = = a et ^p.(I (g) 6) == 6.
Par suite, on a bien

^.(a(g) b) = a/\b.

Les dérivations prolongeant des endomorphismes. — Soit y? un endomor-
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phisme de Pespace vectoriel E. Il existe une dérivation et une seule de l'algèbre
graduée A(E) qui coïncide avec ri sur E^A^E). Elle se définit parla formule

i^p

(2.6) T)'.(^IA. . .^'A.. .̂ .) ̂ V^A.. .(^.-cQA.. ,xP,

Ï'==l

lorsque xt^ . . . , a?', . . . , XP eE.
Par suite de l'identification (2. a),

(2.7) V endomorphisme linéaire transposé de la dérivation f\ qui prolonge -^ est la

dérivation de /\(E*) qui prolonge l } endomorphisme ^ de E* transposé de Tp

En effet, si ^, . . ., x1, . . ., x? € E et/S . . . , f1, . .., //? € E*, on a, en dési-
gnant par A^ le mineur relatif à la ligne i et à la colonne j de det |] ̂ x1. f-i )> ||,

<^A.. .^'A. . .xP, \r{).(f^.. ./7A.. .fP) > == <TI'.(^A. . .^'A.. .^), ̂ A.. .//A.. ./^>
^,7 ^7 7

=y<r^S/Q^7==^<.»S ^./7>A<7=^<a;lA...^A...^,/lA....(^./7), .../^>.

Si n est la dimension de E, alors A^E) a pour dimension i.

(2.8) Pour tout uç, ̂ "(E), 01 <ï ̂  .u =\uoù \ désigne la trace de l^ endomorphisme ^

de E.

En effet, si {^} ( I^^7z )es tunebasedeEe t{ /^ ( I^y^n) l a base duale
de E*, c'est-à-dire la base de E* définie par les conditions <(^,/^)> == ô1/ (indice
de Kronecker), on a

< ^IA. . ,^A.. .xn, /IA. . ./7A...//! >= I

et
i== n

<T/.(^A. . .^-A.. ..r71), /IA. . ./7A.. ./^> =^<^A.. .(TI.^)A. . .^S^A.. ./7A.. ./»>

î'=i
i-=.n

=^<^q.^,/l'>=^ac<5 ^"n-
Ï==l

L^ endomorphismes définis par le produit intérieur. — Soit E un espace
vectoriel; on désignera par e(u) Fendomorphisme linéaire de A(E) adjoint à
l'élément ^eA(E) , c^est-à-dire l^endomorphisme qui transforme tout ^ e A ( E )
en s ( ^ ) . p = = ^ A ^ . Le transposé de e(u) qui, d'après (2.2), est un endomor-
phisme linéaire de A(E*) sera désigné par t{u). L'image par i.{u) d'un a€ A(E*)
est le produit intérieur gauche (6) de u et de a. Si u et a sont de degrés respec-
tifs/? et gr, i (^) .a est alors de degré q—p\ en particulier, si/?=y, alors

t(0.a=<^ a>eA°(E) .

Notons que, par suite de Passociativiré du produit extérieur, on a

^^((^^e^A^)

et par conséquent t(^u/\v) = i (P) i (^) quels que soient u, vç. A(E).

(6) Cf. BOURBAKI [6J, p. io5.
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Lorsque ^€E, l'endomorphisme i(^) s'explicite simplement. Supposons
que/1, ...,./7, .. .,/^eE et que y €E. Pour tout élément ^e A^-^E) décom-
posable en ^ === ^A . . .^A . . ..2^, on a, en posant a^^y,

< ̂  ^.(^A.. ./M.. ./^p = det II <^ //> II.

En développant ce déterminant par rapport aux éléments de la ligne /== r, on
obtient ( 7 )

7==^

< ̂  ^)'(f1^' . ./^A. . .//^)> =^(- I)^-1^1, /V > <^ ̂ A. ., fî. . ./^>.

7=1

II en résulte que
î

(2.9) 1(7).O^A.. ./M.. ./^ =^(- I^^y, /Q^A.. .^'A... fP.

Puisque i(y) abaisse le degré d'une unité, on a

l(y)o)-+-(0 i(y)==o;

avec la relation (2,9), ceci prouve que i(y) est une antidérivation de Valgèbre
graduée A(E*).

Soient V* un sous-espace de E* et ^ l'application linéaire de E sûr le dual V
de V* transposée de l'isomorphisme identique y : V*->-E*. Puisque y se prolonge
en un homomorphisme ^y : A (E)-^ A (V), on a, pour tout u ç A(E),

<YE(M)== E(^.Myy

et donc, en passant aux transposés,

i(i^)Y ===Y I(<Y.IA).

Ceci montre que l'image de Phomomorphisme y : A(V*)-^A(E*) est stable par
tous les endomorphismes i(u). Or cette image est la sous-algèbre de A(E*)
engendrée par l'unité et Iç sous-espace V*. On voit donc que :

(2.io) Toute sous-algèbre de A(E*) qui est engendrée par V unité et un sous-
espace V*cE* est stable par les endomorphismes i(u)(uç A(E)); le sous-espace
orthogonal à cette sous-algèbre est F idéal de A(E) engendré par les éléments de E
orthogonaux à V*.

Réciproquement,

LEMME 2.2. — Si €L est une sous-algèbre de A(E*) différente de {0} et
stable par les endomorphismes i(u) (u e A(E)), elle est engendrée par Vunité
et un sous-espace de E*.

Démonstration. — Soit a^éo un élément d^ CL dont on désignera par Or la
composante de degré r. Soit p l'entier tel que a? 7^ o et ar = o pour r >jo. Il

( 7 ) Le « chapeau w ^ sur/indique que le facteur/doit être omis.
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existe un élément uç. A^(E) tel que <(^, cip^= I- Puisque dl est stable par i(u)
et que i(u).ar est de degré r — p , on a

i(^).a = i(u).ap= <(u, o^eCX;

par conséquent, dt contient Punité.
Posons V*= (Sin A1 (E*), et désignons par (SI' la sous-algèbre A(E*) engendrée

par Funité et le sous-espace V*. On a d/cûL Inversement montrons que tout
élément b de (3L est dans (SU. Dans le cas contraire b posséderait des composantes
homogènes étrangères à W, En supposant rentier q choisi de telle sorte que
la composante br de degré r soit dans OU pour r^q (8) et que bq e ÛU^ on

r^q r<,q

aurait Vé,.et donc, Vi(tt).6r€(9L quel que soit uç A^-^E). Or

iC^^eA7'-^4-1^),

donc i (^) .6r==o pour r < < y — i et i{u).bq-i =<(^, frç-i^>€(St. On aurait donc

iC^.^eanAKE*)^^.
Par suite,

^Uf\X,'bq^ =<;y,l(M).^'> =0

pour tout j? appartenant au sous-espace V de E orthogonal à V*. Ceci prouverait
que bq est orthogonal à Pidéal de A(E) engendré par V, donc, diaprés (2. lo),
que bq € Ct', contrairement à rhypolhèse.

PREMIERE PARTIE.

L'algèbre de cohomologie attachée à une algèbre de Lie.

CHAPITRE II.

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES.

3. Définitions (9). — Soit a une algèbre de Lie sur un corps K de caracté-
ristique différente de 2. On désignera provisoirement par E Fespace vectoriel des
éléments de d et par ad(a?) Pendomorphisme de E adjoint à un élément a?eE qui
transforme toutyçE en ad(.r).y== [x, y]. Soit Q{x) la dérivation de l'algèbre
extérieure A (E) qui prolonge ad (x). On désignera par 6*(a') le transposé de — 0(a*);
c'est une dérivation deA(E*)(2.7).

Soit à Fendomorphisme linéaire de A(E) tel que ( ) . A ^ ( E ) = = { o | pourjo^i
et

K/

(3.1) ^.(^A.. .^'A.. .d?/A.. .xP) == V(— iy-+-7-n[^, .y/jA^A. . .^'A. . .^/'A. . .xP

( 8 ) On a b^.= o .pour r assez grandi
(9) Une algèbre de Lie est une algèbre anticommutative qui vérifie l'identité de Jacobi. La notion

de cohomologie telle qu'elle est définie ici est équivalente à celle qu'ont introduite Chevalley et
Eilenberg 5 .
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lorsque p>i et a?1, .. .,^, .. .,.r/, .. . ,^€E. Le second membre de (3. i) étant
fonction alternée des ^', a*2, . . ., ̂ , il définit bien, pour tout p > i, une appli-
cation linéaire de A/'(E) dans A^-^E) et donc, par linéarité, un endomorphisme
de A(E) qui abaisse le degré d'une unité.

On peut exprimer à au moyen des dérivations 9 (a?). Soient en etïet
j y^ (^==i , 2, .... 7i) une base de E, {n étant la dimension de l'algèbre d)
e\.[gk}{k=ï, 2, . .., 7i) la base duale de E. Si ;r1, ..., x1, . .., x^ ..., ̂ €Ê,
alors, d'après (2.9).

^==71

^6(y<)t(^).(a;i

.<=n i

=^^(-iy+i<^,^
A-==l

.î=7l l</

^ ̂ y5) ̂ ^-^.(^A^A...^)

s=n i

=^^(-J)^4-l<^,^>e(D.(^lA...^A...^)
A-==l

.î==7l l</

= 2V ^(—î)^'4-^^, ^>[7^ ^]Aa? lA.. .^ lA ...^/A...^.

Or,

^<^^>r==^î
^=1

on obtient donc,

,'î=:7l,'î=:7l

^e^)^
A'==l

^ 6 (y9) ^^.(a^A^A. ..xP)= 2^.(.c lA.c2A.. .^).

Tous les éléments de A(E) décomposables en produit d'éléments de E sont donc
s

des zéros de Pendomorphisme 20—^ô(y)i(^). Cet endomorphisme est donc

nul sur tous les sous-espaces A^(E) d'indice p ^> o; comme il est par ailleurs nul
sur A°(E), il en résulte que

.5=: n

(3.2) 2rf==^9(y')t(y).
<<?=!

Soit § le transposé de — à . C'est un endomorphisme linéaire de A(E*) qui
élève le degré d'une unité; par suite

(3.3) ôo) + tx> ô=o.

D'après (3.2), on a, en passant aux transposés

s=n

<3.4) 28=^(^)9*(y<).
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Or, quels que soient a, b € A (E*), g € E* et y e E, on a

£(^)e*(y)•(< ^A6)==^A(e*(y).a)A6+^AaA(6*(y).&)
===^(^)e*(y)^)A6+aA(6(^)0*(y).6),

car 6*(y) est une dérivation. Puisque le corps de base est supposé de caracté-
ristique 7^, il en résulte que

(-3.5) ô . (aA6)=(8 .a)A6-4-aA(ô.6) .

Les relations (3.3) et (3.5) montrent que S est une antidérivation de A(E*).
Par conséquent (1 .4)» à2 est une dérivation de A(E*) qui élève le degré de deux
unités et applique en particulier A^E*) dans A^E*). Supposons .z*1, x12, a^eE
et/eE*; en vertu de (3. i) et de l'identité de Jacobi, on a

^^A^A-z-3, S2 .y)^^2.^1 A a-2 A .y3),/)
= < [|>i, ̂ -], ̂ ] -4- [[^-, x^, x^} + [[x\ ^i], ̂ ], y> = o.

Il en résulte que ôa est nul sur E* et donc, puisque c'est une dérivation, que

(3.6) ^=o.
C

Les relations (3.3), (3.5) et (3.6) prouvent que Talgèbre graduée A(E*)
munie de la loi externe ô est une algèbre différentielle graduée (10) que Fon
désignera par C*(tt); ô en est Y opérateur différentiel. Les éléments de C*(tt)
seront appelés des cochatnes de d et des p-cochatnes s41s sont dans le sous-
espace 0((ï) ===A^(E*). Les zéros de S seront appelés des cocycles de il.
ï^algèbre de cohomologie de C*(a) [quotient de la sous-algèbre des cocycles
par ô.C*(a)] sera appelée Y algèbre de cohomologie de Palgèbre de Lie tt et
notée H* (a). Le produit y aura pour symbole ̂ . Les classes de cohomologie des
jo-cocycles de tt constituent des sous-espaces H^tt) qui définissent dans H*(it)
une structure d'algèbre graduée.

De la même manière, A(E) munie de la loi externe à sera désignée par C(tt) ;
ses éléments seront appelés des chaînes de (l et des p-chatnes s'ils sont
dans C^(tt) == A^(E). Les zéros de à seront appelés des cycles de û. On définit
de la manière habituelle des classes d'homologie dont Pespace sera désigné
par H(tt) et appelé espace d^homologie de tt. On notera que, exception faite de
cas triviaux, Y opérateur différentiel à n^est pas une antidérivation de A ( E) ; la
structure multiplicative de C(û) ne se retrouve donc pas, en général, dans H(a)
(c/. Chap. IV).

La dualité des espaces G((X) et C*((ï) se traduit par la dualité de H((ï) et de
p~^<f

l'espace de H*(a). Le sous-espace Hjo(a)cH(a) orthogonal à V 13^(0) est

constitué par les classes d'homologie des jo-cycles de d; H((ï) est somme directe
des Hjo(tt). On désignera indistinctement par 1 la classe d'homologie ou la classe

(10) Plus précisément, c'est une «algèbre différentielle graduée normale»; cf. H. CARTAN, /oc.
cit., note (2).
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de cohomologic du scalaire unité qui, d'après (2. i), peut être considéré comme
un o-cycle ou comme un o-cocycle de a. La classe de cohomologie l est l'unité de
l'algèbre H* (a).

Si a est l'algèbre de Lie d'un groupe compact connexe G (le corps de base
étant alors celui des réels), on peut identifier C*(a) avec l'algèbre des formes
différentielles extérieures de l'espace G invariantes par les translations à gauche
de G. L'opérateur à coïncide alors avec l'opérateur de différentiation extérieure
et H* (a) est isomorphe à l'anneau de cohomologie à coefficients réels de
l'espace G (11). Dans ce cadre, les dérivations V {x) s'interprètent comme les
transformations infinitésimales du groupe des translations à droite.

Revenant au cas général, on va exprimer les dérivations 9(a?) et6*(.c) au moyen
des opérateurs à et ô. Quel que soit x ç a, on a

(3-7) 6*(.r)== i(^)S-+-oi( .c) .

En effet, l'égalité a lieu sur E*, car, quels que soient y e E et/eE\ on a

<V, l(^)V>=<^Ay,8./>=-<^(.yAy),/>
-<[^y]./>=-<e(^).y,/>=<y,e*(.y)./>,

et par ailleurs,

<y,5i(.r)./>==-<^.y, i(^)./>=o,

puisque à. A^E) == { o } . D'après (2.9), i{x) est une antidérivation de A(E*)
ainsi que à; par suite, (1.3), i(x) ô+ ôi(.r) est une dérivation de A (E*). Puisque
les deux membres de (8.7) sont des dérivations, leur égalité sur E* entraîne bien
leur égalité sur A(E*).

On obtient une expression analogue pour 6(.r) =—<9*(a?) en égalant les
transposés des deux membres de (3.7) :

(3.7') 6(^)=£(.y)^4-^£(a?).

Homomorphismes d'algébres de Lie. — Soient a et b deux algébres de Lie
sur un même corps de base et 9 un homomorphisme de b dans 0. En désignant
encore par 9 l'homomorphisme d'algèbres extérieures qui prolonge ® à C(b)
(c/. § 2), on a, d'après (3. i),

(3.8) 9^^9

et donc, si ^9 : C*((ï)-^C*(b) est l'homomorphisme transposé de 9,

(3.8') ^8=8?<p (i2).

Par suite, 9 ikiduit une application linéaire 9 : H(b)-^H(a) des espaces
d'homologie. L'application linéaire transposée ^9 : H* (a) -> H* (b) est induite par
l'homomorphisme ^9 ; c'est donc un homomorphisme des algébres de cohomologie.

( u ) Pour tout ce qui concerne l'interprétation topologique des résultats dans le. cas où a est
l'algèbre de Lie d'un groupe compact, on se reportera au Mémoire de Chcvalley et Eilenberg [5].

( 1 2 ) On désigne par le même symbole 8 (ou à) les opérateurs différentiels attachés à différentes
algébres de Lie.
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On vérifie enfin aisément que, quel que soityeb.

(3.9) ?e(y)=8(9.y)ç.

A. Éléments invariants. Propriétés de l'opérateur différentiel des chaînes. —
On conserve les notations du paragraphe précédent. Quels que soient x, y e û,
on a>

ad(a?) ad(y) - ad(y) ad(.r) = ad([^, y]),

diaprés l'identité de Jacobi. Par suite, Q(^) Q(y) — ^(y) ^(^) [q111 est une dériva-
tion d'après (1. i)] coïncide sur E, et donc sur A(E), avec la dérivalion6([*r,y] ) :

(i.l) 9(^)9(y)-e(y)9(^)=9([^y]).

On a de même, quels que soient a*, y € a,

(i.i') ô*(^)^(y)-e*(y)6*(^)=6*([^y]).

Les dérivations 9 (a?) et 6*(^) réalisent donc des représentations linéaires de
l'algèbre Lie a dans les espaces C(a) et C*(d).

Définition. — Soit b une sous-algèbre de l'algèbre de Lie û, une chaîne
(respectivement une cochaîne) de û sera dite invariante par b si c'est un zéro de
toutes les dérivations 6 (a*) (9*(;r)) lors4uc x parcourt b. Les chaînes ou cochaînes
invariantes par û (considérée comme sa propre sous-algèbre) seront simplement
qualifiées ^invariantes. On dira qu'un sous-espace de C(û.) [resp. C*(tt)] est
stable par b s'il est stable par toutes les dérivations 6(a?) [6*(.y)] lorsque x
parcourt b.

Les chaînes de û invariantes par b c tt constituent une sous-algèbre de l'algèbre
extérieure C(a) car les Q(.r) sont des dérivations. Cette sous-algèbre est stable
par l'opérateur à car, des relations (3.6) et (3. n ' ) . on déduit que

(4.2) Q(x)à=àQ(x)

quel que soit x e tt (13).
Les sous-espaces de cochaînes de tt invariantes par des sous-algèbres de d

possèdent des propriétés analogues.
De l'expression (3.4) de ô résulte le

THÉORÈME A. i. — Toute cochaîne invariante est un cocycle.

On a observé que à n'était pas une antidérivation de l'algèbre des chaînes.
Vis-à-vis de certains couples de chaînes, cet opérateur se comporte néanmoins
comme une antidérivation :

(1 3) Les dérivations 6(a?) sont donc des « chain transformations » au sens de Eilenberg [cf. Sin-
gular Homol^gy Theory {Ann. of. Math., vol. 45, 19^, p. 4n)]. L'expression^ 3.7') montre qu'elles
sont « chain homotopic » à l'endomorphisme nul.
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LEMME 4 ? . i . — Soient [ x 1 } ^ ^ ! ̂ n) une hase de V algèbre de Lie û et j/1}
la base duale de ses i-cochatnes. Pour toute chaîne u de (X on a

i==n

(4.3) ^ (M)—£( ïZ)^—£(^ .M)—V£( i ( / f ) .M)6(^ )=o .

i=:i

Démonstration. — En désignant par a (u) le premier membre de (4.3) et en
tenant compte de la relation 6(a?) == s(a?) ()+^(.z?), on a

i==/i
a(^A^)+^£(i(/0/(^AM))e(^Q=—E(^)(^6(M)—£(ïZ)^—£(^.M))+e(^)£(^^

f==l

quels que soient x e d et u e C(a). Pour toute valeur de /, t(f1) est une antidéri-
vation et par suite

i( /Q.( . rAM)==<^, /^>M-^A(i( /Q.^)
par ailleurs,

i=n

^<^/^>^=^.

i=l

On obtient donc

a(a-AM) ==-—£(.&•) à(^)-4- 6(a?)£( M) -— i(u) Q(x) — £(8(a?).M).

Or 9(^) est une dérivation; par conséquent, (x(x/\u)=—£(*r)a(u). Puisque
Palgèbre des chaînes de d est engendrée par Punité et les éléments de a, ceci
prouve que Pensemble des chaînes ^telles que a ( ^ ) = = o ; constitue un idéal
de C(tt). Or on a trivialement oc(I) ==o; par suite cet idéal coïncide avec C(d).

De la relation (4.3) résulte immédiatement que

(4.4) Si v est une chaîne invariante de a, alors

^ . (MAP)==(^ .M)Ap-+-MA(^ .p )

pour toute chaîne u de a.

Ceci montre en particulier que la restriction de à à la sous-algèbre des chaînes
invariantes est une antidérivation. On observera que la relation (4.4) reste exacte
si Pon y intervertit les chaînes u et p.

Le Lemme 4. i sera renforcé par le

LEMME 4.2. — Soient b une sous-algèbre de V algèbre de Lie û et 9 l^isomor-
phisme qui prolonge V isomorphisme identique de b dans a. Si [y1'•} (i ̂  i' ̂  m)
est une base de )b et si [ g - 1 } est la base duale de ses i-cochaines, alors, pour
toute c haine v de Jb, on a

i=m

(4.5) ^£(9.^) —£(9.^)^—£(^.^)==^£(oi (^) .p)e (y.^),

1'=:=!

i=m

(4.6) t (y.p)8~Si(9.^) - i(^?.P) ==^ •.(ci(^).p)8*(ç.y;).

i=l
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Démonstration. — Soit [ x 1 ' } (i ̂  i^ n) une base de a telle que .r^cp.y1

pour î^i^m et soit { / A } la base duale des i-cochaînes de tt; on a f(p./(=^l

pour i^i^m et t^.fi=o pour m<,i^n. D'autre part, iC/Oy^y^^./*)
pour tout ;, car ^9 est un homomorphisme. Avec ces bases, et pour iA=:(p.^,ia
relation (4.3) donne donc (4.5). Puisque les 6(<p.y1) sont des dérivations, le
second membre de (4.5) se met sous la forme

i=S7n

^[e(ç.yOs(9i(^).p)-£(e(y.yQçi(^).p)].

i=n

Or, pour tout /,
e(cp.yQe?=99(yO

et d'autre part (3.2),
i=m

^6(yQt(^).p=2^p.

<==!

On obtient donc la relation
<==w

^(ç.p)--£(ç.^)^-^£(^.p)=^e(9.y<)s(çi(^).p),

i'==i

dont on déduit (4.6) en prenant les transposés des deux membres.
Puisque les images des dérivations 9 (9.y1) sont orthogonales à toutes les

cochaînes de tt invariantes par Jb, on voit que, avec les hypothèses du lemme 4 .2y

(4.7) Quelles que soient uçC(a) et peC(b), la chaîne

^. ( (ç .P)AM)—(ç. ï ï )A(^ .M)-+-(^ îp .P)AM

e'st orthogonale aux cochâmes de a invariantes par b

Les propriétés précédentes qui permettent d^exploiter la structure multiplicative
de Fespace des chaînes joueront un rôle essentiel dans la suite.

5. La cohomologie du produit direct de deux algèbres de Lie. — Soient d et b
deux algèbres de Lie sur un même corps de base. On désignera par a x b leur
produit direct, c^est-à-dire Falgèbre de Lie dont Pespace est somme directe des
espaces de a et de b et dont la loi de composition est définie par

[(^ x y), (x1 x y')] = [x, x'\ x [y, r'],

lorsque x, x' ça et y, y'e b. Ainsi qu^on Pa remarqué plus haut (2.4), Palgèbre
extérieure C ( t f x b ) des chaînes de 0 x b s'identifie au produit tensoriel des
algèbres graduées C(a) et C(b). De même, C*(a x b) s'identifie à C*(rt)(g) C*(b).

Soit y. Phomomorphisme de (ï x b sur a tel que [i..{x x y ) = x quel que soit
x xy € tt X b. Il lui correspond un isomorphisme ^JL : C*(a) -> C*(a x b) qui
commute avec o (3.8') et transforme toute cochaîne a de ft en ̂ .a == a0l (2.3).
On a donc

S.(a0I)=(ô.a)(g)I .
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De même.
8.(I (g) 6) =1 (g) (S.6)

pour toute cochaîne b de b. Puisque ô est une antidérivation, il résulte de (1.6)
que

8.(a06)==5.((a(g)I)^(I(g)6))==(S.(a(g)I))^(I06)4-(a^7)^(8.(I(g)6)) .

O r a ( g ) I = = = a 0 Ï ; on a donc

(S-i) 8.(a (g) 6) ==(5.0)06-+-a(g)(8.6) ,

quels que soient aeC*(d) et 6eC*(b).
Par dualité, on exprime de même l'opérateur différentiel des chaînes de 0 x b

au moyen des opérateurs différentiels des chaînes de a et de b :

(^•2) ^.(M(g)P)=(^.M)(g) P-+-M0(<^.P),

quels que soient ^ e C ( a ) e t ^ € C ( b ^ .
Associons à un cocycle a de tt et un cocycle b de b la cochaîne a (g) b de û x b.

La relation (5. i) montre que a 0 b est un cocycle dont la classe de cohomologie
ne dépend que des classes de cohomologie des cocycles a et 6. On définit ainsi
une application linéaire de l'espace H*((l)0H*(b) dans H*(ax b). Cette appli-
cation est visiblement compatible avec les structures d'algèbres graduées de ces
espaces. On vérifie par le même raisonnement que celui qui conduit au classique
théorème de Kiinneth que c'est un isomorphisme de H*(d) (g) H*(b) sur H*(a x b)
grâce auquel on pourra identifier dans la suite ces deux algèbres. Ceci conduit
par dualité à identifier H ( a x b ) et H(a) 0 H(b). La classe d'homologie du
produit tensoriel d'un cycle u de 0 et d'un cycle v de b est ainsi le produit
tensoriel des classes d^homologie de u et de p.

CHAPITRE III.

PROPRIÉTÉS HOMOLOGIQUES DES ALGÈBRES DE LIE UN1MODULAIRES.

6. Le 1-cocycle défini par la trace des endomorphismes adjoints. — Soient d
une algèbre de Lie et J(d) la sous-algèbre de ses chaînes invariantes qui est
graduée par les sous-espaces J(d) n C^(a). D'après (4.5), la restriction de
l'opérateur à à J(a) est une anti-dérivation de cette algèbre. On va expliciter
celte restriction. Les dérivations 0*(y) vérifient la relation de commutation

^(y)£(^-)-£(^)0*(j)=£(9*(j).^),

(où g désigne une cochaîne de a) qui n'est autre que la traduction, en termes
d'endomorphismes, de la définition d'une dérivation. L'expression (3.4) de ô
peut donc se mettre sous la forme

25=:^0*(^)£(^)-^£(6*(^).^),
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les sommations portant sur l'indice s d'une base {^s] de a == Ci(tt) et de la base
s

duale [g5 \ de C^tt). On désignera par/^ la i-cochaîne ^^(y^)-^- En passant
aux transposés, on obtient

s

(6.n ^=^/(r')9(D-t(.A).

Sur J(tt), on a donc là = — i-(fe) (qui est bien une antidérivation cf. § 2).
La i-cochaîne fi ne dépend évidemment pas du choix de la base [ y 5 } ' Pour

tout x € tt, on a

s s s

<^ft>=^<x• ^(y5).^>=-^<e(^).^^>==^<[^y5],^>=^a^ de ad(.r).

Une algèbre de Lie sera dite unimodulaire si ses endomorphismes adjoints sont
de trace o, c^est-à-dire, si/r== o. De la relation (6.1) résulte le

THÉORÈME 6. i. — Si d est une algèbre de Lie unimodulaire^ ses chaînes
invariantes sont des cycles.

Notons que/f est une cochatne invariante. En effet, si x, y e d, on a

<^ 0*(y)..A> = < 1>, Y], ft> = trace de ad([^, y}) = o,
puisque

ad([a7, y]) = ad(a-)ad(y)— ad(y)ad(;y).

D'après le théorème 4. i, fc est donc un cocycle de tt.
Soit n la dimension de tt. Puisque les Q(*r) sont les dérivations de Palgèbre

extérieure C((X) qui prolongent les endomorphismes adjoints, on a [d'après (2.8)],

^{x).u = (trace de ad(a-)).M

pour toute /i-chaîne u de a ( 1 4) . En conséquence,

(6.2) pour qu'une algèbre de Lie de dimension n soit unimodulaire^ il faut et il suffit
que ses n-chaines soient invariantes.

D'après le théorème 6. i , si a est unimodulaire et de dimension n, ses /i-chaînes
sont donc des cycles. Réciproquement, si ft est de dimension n et si ses /i-chaînes
sont des cycles, ce sont des cycles invariants. Pour tout x ç. (X, on a en effet

£(.r).C^(a) c G^+i(a)= [o\

et par suite
0(^).C,,(a)^(£(^4-^£(^)).C/,((i)={ol.

En conséquence,

(6.3) pour quune algèbre de Lie de dimension n soit unimodulaire^ il faut et il suffit
que ses n-chaines soient des cycles.

(u) Les n-chaînes (ainsi que les /i-cochaînes) constituent un sous-espace de dimension i.

LXXVIll. 6
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Les Ti-cycles ne pouvant être homologues à zéro sans être nuls, on voit qu'une
autre condition nécessaire et suffisante pour que û soit unimodulaire estqueH,i((t)
ait pour dimension i.

Puisque les restrictions des 6*("c) à C^Çû) sont les transposées des restrictions
des — Q ( x ) à C/i(a), on déduit de (6.2) que

(6.4) pour qu'une algèbre de Lie de dimension n soit unimodulaire il faut et il suffit
que ses n-cochaines soient invariantes (la).

7. La dualité de Poincaré. — Lorsque tt est l'algèbre de Lie d'un groupe
compact G, le théorème de dualité de Poincaré pour les variétés orientables
supplique à la cohomologie de G et donc à H*(d). On montrera dans la suite que
les propriétés de H*((l) qui en résultent sont encore vérifiées lorsque, plus
généralement, l'algèbre de Lie tt est supposée unimodulaire.

Soit (l une algèbre de Lie de dimension n. On définit un isomorphisme p de
l'espace C*(d) sur l'espace C(û) en choisissant une /i-chaîne w non nulle et en
posant p.a --= i ( a ) .w€ C(il) pour toute cochaîne a de a. L'image par p d'une
p-cochaîne est une {n—/?)-chaîne de d. Puisque 8 est une antidérivation, on a
<Wa)—£(a)ô==£(ô.a) et donc, en passant aux transposés, i(a)à—ài.Ça)=—1(0.a).
Supposons (X unimodulaire, d'après (6.3) on a alors à.w=o et par suite
^(a) .w== i (ô .a ) .w, c'est-à-dire que

(7.i) à^oï = pô.

L'isomorphisme p induit donc un isomorphisme p de l'espace H* (a) sur H(r t )
qui applique la classe de cohomologie d'un^o-cocycle a sur la classe d'homologie
du ( TÎ—-/? )-cycle ^ (a ) .w .

Par ailleurs, tout idéal engendré par un élément de H* (a) différent de o
contient le sous-espace (de dimension i ) HP^a). Supposons en effet que l'idéal à
droite engendré par la classe de cohomologie de a ne contienne pas H^o). Pour
tout (n—7?)-cocycle 6, le /i-cocycle a A b est alors cohomologue à zéro. Or,
0 étant unimodulaire, H^it) ̂  0((ï); par suite a A 6=0. On a donc

<p.a, 6>==<i(a).w, 6>=<w, aA6>==o

pour tout (n—p)-cocycle b. La (n—/?)-chaîne p.a qui, d'après (7 . i ) est un
fn—p)-cycle est donc orthogonale à tous les (n — p)-cocycles, c'est-à-dire qu'elle
est homologue à zéro. La même relation (7.i) montre alors que a est cohomologue
à zéro. On aboutirait à la même conclusion en envisageant des idéaux à gauche et
en partant d'un cocycle a non homogène.

En résumé :

THÉORÈME 7. i. — Se d est une algèbre de Lie unimodulaire de dimension n^
il existe un isomorphisme de l'espace H* (a) sur H (a) qui applique chaque

(1 $) Si a est l'algèbre de Lie cTun groupe compact connexe G, le corps de base étant alors celui
des réels, les n-cochaînes de o s'interprètent comme les mesures de Haar invariantes à gauehe
de G. Dire qu'elles sont invariantes revient donc à dire que les mesures de Haar invariantes à
eauche sont invariantes à droite, c'est-à-dire que le groupe G est unimodulaire.
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sous-espace ?((1) sur le sous-espace Rn-pW' Tout idéal différent de {0}
dans H*(a) contient le sous-espace H^d).

Remarquons enfin que, si ft est unimodulaire, alors

(7.2) 6(^)p=p0*(^)

pour tout x € 0. En effet, pour xçû et a e C* ( d), on a

p6*(a-).a= i(9*(a*).a).w.

Or, 0*(^) étant une dérivation, on a

s^^aQ.^^e^.^sCa)-^^*^)

et donc^ en passant aux transposés

i(0*(^).a)=6(^)t(a)--(a)9(>).

Par conséquent,
p8*(aQ.a=—i(a)e(^).w+6(a')i(â0.w.

Puisque û est unimodulaire, on a 9(^).w== o diaprés (6.2) et par suite

p8*(*r).a = 6(.r) i(a).w === 6(.r)p.a.

Cette relation montre que p applique le sous-espace des /?-cochaînes invariantes
sur le sous-espace des (/i — p ) -chaînes invariantes de tt.

CHAPITRE IV.

PROPRIÉTÉS HOMOLOGIQUES EN RAPPORT AVEC DES HYPOTHÈSES DE SEMI-SIMPLICITÉ.

8. Structure multiplicative d^nsÏ espace d'homologie. — On étudiera dans ce
paragraphe rhomologie des algèbres de Lie satisfaisant à la condition :

(P) Toute classe d^homologie contient au moins un cycle invariant.

Comme on le montrera dans le paragraphe suivant, cette condition est en
particulier satisfaite par les algèbres de Lie semi-simples et les algèbres de Lie des
groupes compacts.

(8.1) Toute algèbre de Lie satisfaisant à la condition^?) est unimodulaire,

En effet, tout i-cycle invariant d^une algèbre de Lie d est un élément du centre
de iT. Il est donc orthogonal au i-cocycle/^ défini par la trace des cndomorphismes
adjoints (c/. § 6). Si donc 0 satisfait à la condition (P), le i-cocycle fs est ortho-
gonal à tous les i-cycles de (X, c^st-à-dire à Ci(a); on a donc /(==o, ce qui
prouve que tt est unimodulaire.

(8.2) Si V algèbre de Lie a satisfait à la condition(P), toute classe de cohomologie de a.
contient au moins un cocycle invariant (16).

(16) Cette propriété est moins restrictive que la propriété exprimée par la condition (P) : si par
exemple a est une algèbre de Lie non unimodulaire de dimension 2, toute classe de cohomo-
logie de a. contient un cocycle invariant.
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En effet, puisque 0 est unimodulaire, risomorphisme p : C*(r t ) -^C(a)
introduit au paragraphe 7 applique [d'après (7. i)] une classe de cohomologie a
de tt sur la classe d'homologie p.a. D'après (7 .2) , l'image inverse d'un cycle
invariant de la classe p. a est un cocycle invariant de la classe a»

LEMME 8. i. — Soit a une algèbre de Lie satisfaisant à la condition (P) et
soient u et v deux classes d^homologie de a. 77 existe des cycles u et v appar-
tenant respectivement aux classes u, v et tels que la chaîne u/\v soit un cycle,
La classe d'homologie de ce cycle ne dépend que- des. classes d\homologie
de u et v.

Démonstration. — Choisissons d'abord pour u et v des cycles invariants. Alors,
d'après (4.4)? u/\v est bien un cycle de d. Soient u' et ^ des cycles homologues
respectivement à u et p, c'est-à-dire de la forme u ==•- u -j- à.u1^ v1=v-\-à.vv.
On a

M'A^'= (M -^-à.u")(v -r- à.v") = u/\v -^-{à.u") ̂ v -4- u' f\(à.v").

D'après le lemme A. i,

à.(uH/\v) =(à.uff)^v-hu"/\(().v)=(().uff)/\v,

car v est un cycle invariant (par a).
Par ailleurs, d'après (4.7), la chaîne

w == à.(u'f\v") -}-((). u')/\v"— u'^Çà.v")

est orthogonale aux cochaînes invariantes de a. Or u1 est, comme y/, un cycle
de û; on a donc

w == <^.(ï7'A^)— u'/\(().v").

On obtient finalement

u'/\ v ' — u /\v — à.(u"^\ v) —à.(u'/\ v " ) ===— w.

Si u1 et ^ ont été choisis de telle sorte que u1 f\v' soit un cycle, la chaîne w est
alors un cycle. Or elle est orthogonale à toutes les cochaînes invariantes :
d'après (8.2) c'est donc un cycle homologue à zéro. Par suite u' A^' est homo-
logue à u/\ P, ce qui achève la démonstration.

Ce résultat permet de définir, lorsque l'algèbre de Lie 0 Satisfait à la con-
dition (P), le produit u^-v de deux classes d^homologie u, V de 0 : c'est la
classe d'homologie du produit de deux cycles u et v appartenant respectivement
aux classes u, v et choisis de telle sorte que u/\v soit un cycle. Ce produit
définit dans l'espace d'homologie H (a) une structure d'algèbre. Cette algèbre
d^homologie que l'on désignera par H^(a) est graduée par les sous-espaces H^,(û)
et vérifie la loi de commutation (1.5). Elle possède une unité qui est la classe
d'homologie du scalaire unité.

On montrera plus loin que, si a est l'algèbre de Lie d'un groupe compact, celte
structure multiplicative de H (û) coïncide avec celle du produit de Pontrjagin
(c/.§43).
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THÉORÈME 8 . 1 . — Soient a et b ûfeî c algèbres de Lie sur un même corps de

base satisfaisant toutes deux à la condition^). Si 9 est un homomorphisme

de b dans d, Inapplication linéaire 9 des espaces d!homologie induite par 9

est un homomorphisme de l'algèbre H^(b) dans l^algèbre H^(d).

Démonstration, — Soient u et v deux classes (Thomologie de b. Choisissons
dans ces classes des cycles u et v tels que u/\v soit encore un cycle. Par définition,
la classe d'homologie de u/\v est alors u^v. Par ailleurs, puisque 9 est un
homomorphisme de C(b) dans C(tt), on a

O . ( M A ^ ) ==(s .^ )A(? .P) .

Diaprés (3.8) les chaînes ^.(u/\v)^ ^.u et 9.? sont des cycles. Elles appartiennent
respectivement aux classes <p. (u^v) , <p.u et o.v. On a donc bien

9.(u—v)=(^.u)-(s.v).

Ce théorème jouera un rôle essentiel dans le paragraphe 10. On aura aussi à
utiliser le

LEMME 8. i. — Soient û et b deux algèbres de Lie sur un même corps de

base satisfaisant toutes deux à la condition (P). Leur produit direct satisfait
encore à la condition (P).

Démonstration. — Soit u®v un élément de H ( a x b ) = = H ( a ) ® H ( b ) ,
(c/. § 3), et soient u et p des cycles invariants appartenant respectivement aux
classes d'homologies u e H(d) et v e H(b). Le produit tensoriel u ® v est un cycle
de it x b diaprés la relation (0.2). C^est même un cycle invariant car, pour tout
xç. it,

0(a?xo) . (^ (g )P)==fO(a ' ) .M) (g)p==o

et de même, pour tout y e b,

6(0 x y}.(^(g)p)= ^(g)(6(y).^)=o.

La classe d^homologie u ® V contient donc un cycle invariant. Il en est de
même de toutes les classes d^homologie de a x b puisque Pespace H ( ( X X b) est
engendré par les éléments de la forme u ® v.

Avec les hypothèses du lemme précédent, les algèbres d^homologie H^(d) ,
H^(b ) et H^(iï x b) sont donc définies. On vérifie que la structure multiplicative
de H^(dx b) est celle qui résulte de son identification avec le produit tensoriel
d'algébres graduées H^(d) ® H^(b) . En effet, si u^ u et p, v' sont respectivement
des cycles invariants de tt et b, v et u' étant de degrés respectifs^? et <y, on a

{u (g) ^)A(M'(g) v') == (— I)WMAî<') (g)(P A^').

Or, d'après (0.2), u (g) ^, u'® v ' et {u ,\u')® {v f\v') sont des cycles. On voit
donc que, si u, u', v et v' désignent respectivement les classes d^homologie de
M, u' (^, v',

(8.t0 (u(g)v)-(u'(g)v')==(-I)Py(u—u')(g)(v—v').
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9. Les algèbres de Lie réductives. — Définitions. — Soit b une sous-algèbre
de l'algèbre de Lie a. Les dérivations ^{x) associées aux .a?€b réalisent une
représentation linéaire de b dans l'espace des chaînes de tt. Si cette représentation
est complètement réductible, on dira que b est une sous-algèbre réductive dans tt.
Une algèbre de Lie tt sera dite réductive si, considérée comme sa propre sous-
algèbre, elle est réductive dans d.

Soient b une sous-algèbre réductive dans a et C une sous-algèbre de tt contenant b.
Le prolongement 9 : C(c)-^C(a) de Pisomorphisme identique de C dans a vérifie
pour tout x e b la relation ( 3.9 )

?e(^)=0(9..z-)?.

Puisque 9 est un isomorphisme, ceci prouve que limage inverse par 9 d'un sous-
espace de chaînes de tt stable par b et irréductible est un sous-espace de chaînes
de C stable par b et irréductible. Il en résulte que b est réductive dans C. En
particulier,

(9.1) Si b est une sous-algèbre réductive dans a, c^est une algèbre réductive.

Soit a l'algèbre de Lie d'un groupe compact, le corps de base étant alors celui
des réels. On sait que û est le produit direct d'une algèbre de Lie abélienne et
d'une algèbre de Lie semi-simple dont la forme bilinéaire fondamentale (— trace
de ad (a?) ad (y)) est définie positive. Il existe donc sur a des produits scalaires
invariants; on en obtient en composant la forme bilinéaire fondamentale de la
composante semi-simple avec un produit scalaire arbitraire de la composante
abélienne. A un tel produit scalaire correspond un isomorphisme de C< (tt)
sur l'espace dual (^(tt) qui se prolonge en un isomorphisme de l'algèbre
extérieure C(tt) sur l'algèbre extérieure duale C*((ï). Ce prolongement définit un
produit scalaire invariant [par les dérivations ô(.y)] dans l'espace des chaînes
de tt. Par conséquent, si V est un sous-espace de C(tt) stable par une sous-
algèbre b, le sous-espace de C(tt) orthogonal à V est un sous-espace supplémen-
taire de V et stable par b. La famille des endomorphismes linéaires Q(a?) (xçb)
est donc complètement réductible. Par suite,

THÉORÈME 9. i. — Si a est l'algèbre de Lie d'un groupe compacta toute sous-
algèbre de tt est réductive dans tt; en particulier, tt est une algèbre réductive.

Si tt est une algèbre de Lie réductive, les endomorphismes ad(a?) qui sont les
restrictions à Ci( t t ) des dérivations 0(^*) réalisent une représentation linéaire
complètement réductible de tt. Les sous-espaces de Ci(tt) stables par tt senties
idéaux de (X. Soit a' l'idéal dérivé de tt ( 1 7 ) . La complète réductibilité de la repré-
sentation a'-^ad(.r) entraîne que a est produit direct de û' et d'un idéal C supplé-
mentaire de tt' qui appartient évidemment au centre de d. Soit f ie radical de tt';
c'est aussi un idéal de (X et il lui correspond donc un idéal supplémentaire dans 0.

(") Par idéal dérivé d'une algèbre de Lie a, on entend l'idéal que constitue le sous-espace
engendré par [a-, y] lorsque x et y parcourent a.
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Par suite Pidéal dérivé f de f est Pintersection de t avec Pidéal û' dérivé de tt.
On a donc t== t, ce qui entraîne f = = { o } puisque fest résoluble. Par conséquent
û' est semi-simple et c est le centre de (ï. Ainsi,

(9.2) toute algèbre de Lie réductive est produit direct d'une algèbre de Lie semi-

simple ̂  est-à-dire de radical \ o ( ) et d^une algèbre de Lie abélienne.

Inversement,

(9.3) si le corps de base est de caractéristique o, une algèbre de Lie qui est produit

direct d^une algèbre semi-simple et d'une algèbre abélienne est une algèbre de Lie

réductive.

En effet, les endomorphismes 0(.z?) réalisent, lorsque x parcourt l'algèbre de
Lie <X, une représentation linéaire de la composante 'semi-simple, car 0 ( rc )==o
lorsque x est dans la composante abélienne. Puisque le corps de base est supposé
de caractéristique o, toute représentation linéaire de cette composante semi-
simple est complètement réductible ( l 8) .

Les propriétés homologiques liées à ces notions d^algèbres et de sous-algèbres
réductives proviennent de ce que, si b est une sous-algèbre réductive dans d, on
peut se limiter aux cochaînes de (ï invariantes par b pour calculer Palgèbre de
cohomologie de tt.

LEMME 9.i. — Si b est une sous-algèbre réductive dans (l : i° l'espace des
cochatnes de (X est somme directe du sous-espace des cochâmes invariantes
par b et du sous-espace engendré par 0*(.r).C*((ï) lorsque x parcourt b;
2° tout cocycle de û invariant par b et cohomologue à zéro est V image par o
d^ une cochatne invariante par b; 3° toute classe de cohomologie de û contient
un cocycle invariant par b ( 1 < > ) .

Démonstration. — Puisque la représentation linéaire x—>^{x) de b dans
Pespace des chaînes de d est complètement réductible, il en est de même de la
représentation réalisée par les endomorphismes 6*(^) = = — ^ { x ) lorsque x
parcourt b. Soit T le sous-espace des cochaînes de û engendré par 0*(.z').C*((ï)
lorsque x parcourt b. C'est un sous-espace stable par b; il existe donc un sous-
espace JcC*((ï) stable par b et supplémentaire de T. Toute cochaîne aeJ est
invariante par b, car, pour tout x e b, on a

()*(^).aeTnJ == { o ;.

Inversement, toute cochaîne invariante par b est dans J. Soit en effet N le sous-
espace des cochaînes appartenant à T et invariantes par b. C^est un sous-espace
stable par b et il possède donc un supplémentaire dans C*(lï) également stable
par b. Puisque N C T, ceci prouve que N est engendré par 0*(.r).N lorsque x

( 1 8 ) Cf. J. H. C. WHITEHEAD, Certain équations in thé algebra of a semi-simple infinitésimal
group {Quart. J. Math., Oxford, ser. 8, 1987, p. 220-237).

( l t ) ) La démonstration de ce lemme est calquée sur celle du théorème 19. ï de Chevalley et
Eilenberg [51.



parcourt b; or on a 0*(.z*).N = ( o} pour tout xçb', par conséquent N = = j o } .
Ainsi, C*(tt) ̂  somme directe de T <?^ ÛÎM sous-espace J ûfey cochatnes inva-
riantes par b. Ces sous-espaces T et J sont stables par ô car 9*(.z')ô ==ô9*(;r)
quel que soit xç tt. Par conséquent, <o^ cocycle dans J cohomologue à zéro est
dans ô.J. Soit par ailleurs D le sous-espace des cocycles appartenant à T. II est
stable par b et il est donc engendré par 0*(;r).D lorsque x parcourt b. Or, pour
tout cocycle a de tt, on a

^{x).a = Ô i(^).a-+- i(a-)S.a===-8 i(.r).a.

Tous les éléments de D sont donc cohomologues à zéro. Puisque T et J sont
stables par ô, les composantes d^un cocycle dans ces deux sous-espaces sont
encore des cocycles. On voit donc que tout cocycle est cohomologue à sa
composante dans J, ce qui achève la démonstration.

Appliqué au cas où b == d, c^est-à-dire au cas où û est une algèbre de Lie
réductive, ce lemme conduit au

THÉORÈME 9.2. — Si tt est une algèbre de Lie réductive^ son algèbre de
cohomologie est isomorphe à la sous-algèbre dé ses cochatnes invariantes.

Puisque toute cochaîne invariante est un cocycle (théorème A. i), le lemme 9. i
montre en effet que toute classe de cohomologie de û contient une cochaîne
invariante et une seule.

Diaprés (9.2), si ft est une algèbre de Lie réductive, c^est une algèbre uni-
modulaire. L'isomorphisme p : C*(a)->C((X) introduit au paragraphe 7 vérifie
donc les relations (7.i) et (7.2). Il en résulte que toute classe d^homologie de û
contient un cycle invariant et un seul. Compte tenu des résultats du paragraphe 8,
on en déduit le

THÉORÈME 9.3. — Si Ci est une algèbre de Lie réductive^ elle satisfait à la
condition (P); son algèbre d^homologie est isomorphe à la sous-algèbre de ses
chaînes invariantes.

Soit œ : C ( b ) — > - C ( ï ï ) risomorphisnie qui prolonge Pisomorphisme identique
de la sous-algèbre b c tt dans d. Lorsque Fon suppose que tt et b sont des algèbres
réductives, le théorème 8.1 montre que 9 : H^(b) -> H^(a) est un homomor-
phisme. Lorsque Pon ne fait plus de restriction sur tt, Palgébre H^((ï) n^est plus
définie; néanmoins on a le

THÉORÈME 9.4- — Si' b est une sous-algèbre réductive dans tt, le sous-espace
des zéros de 9 : H,(b) -> H(d) est un idéal bilatère.

Démonstration. — Soient v e H^(b ) un zéro de ^ et p un cycle dans la classe v;
il existe une chaîne u de rt telle que ^.v=à.u. Soient d'autre part une classe
quelconque v 'eH^(b) et v' un cycle invariant dans la classe v'. Diaprés (4 .4)? la
chaîne v ' / \ v est alors un cycle dans la classe v'^v. On a

S.(^ 'AP) == (ç.p')A(^.K).
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Or, (Taprès (A. 7),

('3.v')f\{à.u) —r}.((^.v')/\u) — (à^,'v')/\u = (ç.^)A(^.M) — ^.((o.^)A^

est orthogonal à toutes les cochâmes de (X invariantes par b. Compte tenu du
lemme9.i, ceci prouve que 9. (^A^) est homologue à zéro etdoncque9.(v^v)==o.
Les zéros de 9 constituent donc un idéal, qui est bilatère car il contient visible-
ment les composantes homogènes de ses éléments.

10. Structure de Palgèbre de cohomologie d'une algèbre de Lie réductive.
On sait que l'anneau de cohomologie à coefficients réels d^un groupe de Lie
compact est isomorphe à Panneau de cohomologie d^un produit direct de sphères
de dimensions impaires (20). Ce théorème de Hopf précise la structure de
Palgèbre de cohomologie d^une algèbre de Lie de groupe compact. Le but de ce
paragraphe est de démontrer que la cohomologie de toute algèbre de Lie réductive
possède une structure analogue, du moins si le corps de base est de caractéris-
tique o. On peut obtenir cette généralisation par un procédé transcendant
utilisant le résultat de Hopf (21). On en donnera ici une démonstration algé-
brique directe. La seule particularité des algèbres de Lie réductives qui inter-
viendra est la propriété (P) (2 2) .

Soit G un groupe de Lie compact et soit q Inapplication continue du produit
direct G x G sur G définie par <y(Ç x ^ ) == ̂  pour Ç, ^ e G. A cette application
correspond un homomorphisme ̂  de Panneau de cohomologie de G dans celui
de G x G dont les propriétés sont à la base de la démonstration de Hopf. On
utilisera dans la suite une situation algébrique analogue obtenue en partant de
Pisomorphisme d^une algèbre de Lie Û sur la diagonale de dx <X; si (lest réductive,
il lui correspond un homomorphisme de V algèbre d'homologie de tt dans
V algèbre d^homologie de d x d qui possède des propriétés semblables à celles
de ̂  et permet d^aboutir par des raisonnements très voisins de ceux de Hopf.

Notion d9 élément primitif (2 3). — Soit d une algèbre de Lie quelconque. On
désignera par D*(d) le sous-espace de H*(d) engendré par les éléments de la
forme a^b, a et b étant des éléments de degré >> o dans H* (a). C^est un idéal
bilatère de H* (a) qui est somme directe des intersections D^((ï) = D*(d) nH^a).
Un élément de Pespace d^homologie H(f t ) sera dit primitif s'il est orthogonal
à D*(d) et au sous-espace H°((l). Les éléments primitifs constituent un sous-
espace P(tt) qui est somme directe des intersections P^y(a) == P(tt) nHç(a) ; on a

P o ( a ) = { o { .

(20) Cf. H. HOPF, [2], Satz I.
(2 1) Cf. CHEVALLEY-EILENBERG [5], theorem 18. i.
(2 2) Les algèbres de Lie satisfaisant à la condition (P) que nous connaissons sont des algèbres de

Lie réductives.
( 2 3 ) Les éléments primitifs définis ici correspondent aux classes d'homologie des cycles minimaux

au sens de H. Hopf ([21, p. 48).
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Si 9 6st un homorphisme de Palgèbre de Lie b dans 0, rhomomorphisme
d'algèbres graduées ^ : H* ( Cl )->- H* (b) applique D*(ff) dans D*(b). Par suite

(10.1) $.P(b)cP(.a).

Envisageons maintenant le produit direct de deux algèbres de Lie tt et b.
Comme on Pa vu au paragraphe 5,

H * ( a x b ) = = H * ( a ) ( g ) H * ( b ) .

Tout élément a (g) b € H* (a) (g) H*(Jb) s'écrivant a (g) b == (a (g) I) — (1 (g) b), on a

v,q>0

V H/^a^Hy^cD^axb).

Plus précisément,
p,7>o

D * ( a x b ) = = V H^(o)(g)Hy(b) -hD*(a) (g) I -»- I (g)D*(b) .

Par conséquent, en identifiant H(d x Jb) et H(f t ) (g) H(b), on a

(10.2) P ( a x b ) = P(a)0I -+- I (g)P(b) .

Soient axa le produit direct de deux algèbres de Lie isomorphes à d et y
risomorphisme de tt sur la diagonale de d x (ï, c^est-à-dire Pisomorphisme qui
transforme un élément x ç û e n ^ x x e û x û . Compte tenu de (10. ï) et (10.2),
on a

^ .u€P( ( i ) (g ) I -+ - I (g )P (a )

pour tout élément primitif ueH(a) . Or, en composant 9 avec la projection
canonique p. de tt x tt sur la première composante de tt x û isomorphe à tt, on
obtient l^isomorphisme identique de ft. Cette projection induit une application
linéaire p. : H(d x tt) ->-H((ï) qui, diaprés (2.5'), transforme un élémçnt
U(g)v'eH((l) (g)H(a) en v^v (v'o désignant la composante de degré o de v').
Puisque Po((ï) === { o } , ceci prouve que la composante de y.u dans P(tt)(g)I
est u(g)I. On démontre de même que sa composante dans I(g)P(tt) est I(g)u.
Ainsi,

LEMME 10. ï . — SiVi est un élément primitif de H(d) , alors

(10.3) 9 .u==u(g) I+ I(g)u.

On en déduit le

THÉORÈME lO.i. — Si tt est une algèbre de Lie réductive sur un corps de
caractéristique o, tout élément primitif homogène de H^(a) est de degré
impair (2 4) .

Démonstration. — D'après le théorème 9.3, V algèbre d'homologie H^(û) est
définie et il en est de même de Palgèbre H^(rt x (l) diaprés le lemme 8.1. Soit u
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un élément primitif homogène de H^(r t) différent de o. Son degré s est ^> o
car Po((ï) == { o }. Puisque H, (rt) == \ o } lorsque r est supérieur à la dimension
de a, il existe un entier p > i tel que (iiy'-^^o et (u)^=o ( 2 y ) . Or le théo-
rème 8.1 a montré que 9 : H^(d) ->H^((l x ft) était un homomorphisme; compte
tenu du lemme 10. i, on a donc

(U(g)Id- I^Uy^^.U)/^ S.(U)^=0.

En particulier la composante de (u ® 14-10 u)^ dans le sous-espace H^((ï)(g5Hç(rt)
est nulle. Or, d'après la formule (8.3), si s était pair, cette composante serait
égale Si p (uy"1 (^ M. Puisque le corps de base est supposé de caractéristique o et
que u^o, il en résulterait que (u)^1 == o contrairement à la définition de p.
Par conséquent s est impair (et donc/? ===2) .

On supposera vérifiées dans la suite les conditions de ce théorème et l'on
•étadiera les propriétés que possèdent les éléments primitifs vis-à-vis de la struc-
ture multiplicative de H^(a) .

LEMME 10.2. — Soit €L une algèbre graduée possédant une unité et vérifiant
la loi de commutation ( 1 . 5 ) . Si y est une application linéaire d^un espace
vectoriel V dans le sous-espace engendré par les éléments de degré impair
de(9L^ ilexiste un homomorphisme^: /\(V)->(9L prolongeante : V^/VOQ --^^*

Démonstration. — Soit T(V) l'algèbre tensorielle de V ( 2 G ) . L'application
linéaire y se prolonge en an homomorphisme Y' : T(V)->(St qui transforme
l'unité de T(V) en l'unité de (9L et un tenseur e1 (g) e2 (g). . .e^(<?1. é?2, . . ., <^eV)
en ( Y . ^ K Y - ^ 2 ) - • . (y.^°)€(X. Puisque/pour tout ô € V , les composantes de
degré pair de Y . Ô sont nulles, la relation (1.5) montre que

Y . ( e Ç^ e ) == ee == — ee = o.

Par suite y' est nul sur l'idéal bilatére N c T(V) qu'engendrent les tenseurs de la
forme eQ)e. Il en résulte que y' induit un homomorphisme y du quotient T(V)/N,
.c»est-à-dire de l'algèbre extérieure /\ (V) , sur la sous-algèbre de 0L engendrée
par y.V et l'unité. La restriction de y à /\ ^V) coïncide avec y.

En appliquant ceci à l'isomorphisme identique o- du sous-espace P(tt) dans
H^((ï) on obtient un homomorphisme o- de A (PW) sur ^a sous-algèbre de H^(a)
engendrée par lî unité et les éléments primitifs.

LEMME 10.3. — U homomorphisme o- : /\ ( P ( û ) ) — ^ H ^ ( a ) est un isomor-
phisme.

Démonstration. — Soit { u 1 ' } ( i ^ i ^ l ) une base de P(a) constituée par des
éléments homogènes (donc de degrés impairs, d'après le théorème 10. i), les

<») On désigne par (u)P le produit u ̂  u ̂ .. .u de p facteurs égaux a u.
< 2 6 ) Cf. BOURBAKI [6], p. 5o.



indices i étant affectés de telle sorte que le degré de u1 ne dépasse pas le deoré
de u'^1. On va démonter que

u1^^ --.. .u^ ^.(uiAu^.. .uQ ̂  o,

ce qui prouvera le lemme puisque tout idéal de l'algèbre exiérieure /\ ( P f f t ) )
contient A^P^)) ou se réduit à ( o j . Par définition, U^o; si donc Pon avait

^^n2^.. .u7^ o,

il existerait un entier s ̂  i et < l tel que

u^ ̂  u^1 ̂ . . . u7 == o et u^1 -̂/ u^2 ̂ . .. u^ 7^ o.

Soit /? le degré de u\ Compte tenu de (10.3) et du fait que y est un homomor-
phisme, en annulant la composante de ^.(u^ir-^1^. . .u1) eH (axa} dans
H^.((ï) 0 H^(iï), on obtiendrait

S(— I )^VLi (g) (U^^U-^I^. . . Û^. . . UQ = 0,

la somme étant étendue aux valeurs de /^^ pour lesquelles u1 est de degré p.
Puisque les u1 sont linéairement indépendants, il en réulterait que

et donc
u^ (g) (u1^ ̂ u^4-2-^... uQ = o

u^ ^u*'4-2 ̂ ^ . . . ̂  = o,

contrairement à Phypothèse.

LEMME 10.4. — L
}
 isomorphisme a applique /\ (P(a)) sur H^((l).

Démonstration. — Soit { a ' ' } une base minimale de générateurs homogènes de
Palgèbre de cohomologie H'(a). Elle comporte pour tout entier p un nombre
^éléments de degré/? égal à la dimension de H^(a)/D^((l) cW-à-dire égal à la dimen-
sion de Py,(d) pour /?>o et égal à i pour /?==o . Diaprés le théorème 10. i, la
base {a.1} ne comporte, en plus de Punité, que des générateurs de degré impair
lesquels engendrent un sous-espace VcH*(il) ayant même dimension que P(d).
On peut donc définir un isomorphisme de P(a) sur V qui, d'après le
lemme 10.2, se prolonge en un homomorphisme de A (P(tt)) sur la sous-algèbre
engendrée par V et Punité de H*(a) c'est-à-dire surW(a). Par suite, la dimension
de H^(r t ) qui est égale à la dimension .deïT(a) n'excède pas celle de A (P(û) ) .
Compte tenu du lemme 10.3, ceci prouve que Pisomorphismeo- applique A (P(a))
sur H^(a) .

Soient P'(iï) l'espace dual de P(d) et ^ Pisomorphisme de l'espace H*(a) sur
V espace A(P*(rt)) transposé de (T.

LEMME 10.5. — Uisomorphisme ̂  est un isomorphisme d'algèbres.

Démonstration. — Soit

y : A ( P ( a ) ) - ^ A ( P ( a ) ) 0 A ( P ( a ; ,
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Pisomorphisme prolongeant Pisomorphisme de P((l) sur la diagonale de

P(a) -4-P(a) .

Soit <7(g) a Pisomorphisme de A (P((ï)) (g) A(P(a)) sur H, (il) (g) H, (d) qui trans-
forme un éléments (g) e' en (o-.<?) (g)(cr.e'). On a, pour l ou te€P(d ) ,

( Œ 0 C T ) Y . e = (<T.c ) (g ) I -+- I(g)(î.e).

9 7 . e = ( ( T . ^ ) ( g ) I - h f ( g ) ( < T . e ) .

D'autre part (10.3),

Il en résulte que (o- (g) o-) y === 90- et donc, en passant aux transposés, ^((70 (7)==^ 5.
Or, si a ,beH*(d), alors

^ (g) a).(a (g) b) = ( < Œ . a ) (g) ( ̂ r.b)

et donc, diaprés le lemme 2. i ,

^(^^.(a^^^Œ^A^o.b).

Par ailleurs, si a et b sont des cocycles appartenant respectivement aux classes a
et b, ^9. (a0b)estla classe du cocycle ̂ . (a (g) 6). Mais <p'est le prolongement de
Pisomorphisme de a sur la diagonale de ft x a. Par conséquent (lemme 2 . i )
^îp. (a (g) 6) = a A fe. On a donc

^ . ( a ^ ^ ^ a — b
et par suite

/ î^.(a—b)=<<T^.(a(g)b)= /Y<(<J07).(a(g)b)==(< î^:a)A( /<T.b),

ce qui prouve le lemme.
En résumé,

THÉORÈME 10.2. — Si Ct est une algèbre de Lie réductive sur un corps de
caractéristique o, Inapplication identique dans H^((X) du sous-espace P (a) des
éléments primitifs de H^(d) se prolonge en un isomorphisme de F algèbre exté-
rieure A ( P ( a ) ) sur H^((l). U application linéaire transposée est un isomor-
phisme de V algèbre H* (a) sur l'algèbre extérieure duale A (P*(d)) (27).

Les éléments primitifs de V algèbre de cohomologie. — SoitD(tt) le sous-
espace de H^(a) engendré par des éléments de la forme u ^ v , u e t v étant de
degré > o dans H*(a). Un élément de H*(a) sera dit primitif s41 est orthogonal
à D( a) et au sous-espace Ho((t). On notera que cette définition repose sur la
structure multiplicative de H^(d) et suppose donc que a vérifie la condition (P).
Avec les hypothèses du théorème précédent, les éléments primitifs de H*(tt)
sont les éléments que Pisomorphisme ̂  applique dans P*((ï). Toute base du sous-
espace des éléments primitifs de H*((ï) constitue donc, avec Punité, une hase

(") Ce résultat, combiné avec le théorème lO.i et appliqué au cas d'une algèbre de Lie de
groupe compact, donne le théorème de Hopf ([2], Satz I). Compte tenu de l'interprétation du pro-
duit de Pontrjagm qui sera donnée au paragraphe 13, il englobe un théorème de Samelson ( f3 ] ,
Satz F).
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minimale de générateurs pour l'algèbre H*(d). On identifiera désormais H^(tt) et
H*(a) avec les algèbres extérieures duales A (P(a)) et A (P*(d)). Ceci revient
à identifier P*(a) avec le sous-espace des éléments primitifs de H*(û).

THÉORÈME 10.3. — Soient 0 et b deux algèbres de Lie réductives sur un
corps de caractéristique o. Si cp est un homomorphisme de b dans tt, F image
de 9 : H^(b) -> H^ (a) est une sous-algèbre engendrée par V unité et un sous-
espace de P(iï); l'image de ̂  : H*(a) -> H*(b) est une sous-algèbre engendrée
par V uni té et un sous-espace de P*(b) (28).

En effet, diaprés (10.i), 9 .P (b )cP (d ) ; puisque H,(b)== A(P(b) ) , ceci
prouve la première partie du théorème. Puisque 9 est le prolongement à A P(b)
de sa restriction à P(b) , on sait diaprés (2.3) que ^9 est le prolongement a
AP*(a) , de sa restriclon à P*(d) c'est-à-dire que ^.P*(a) c P* (b). Puisque
H*((ï) === A (P*(tt)) ceci prouve la seconde partie.

11. Les classes de cohomologie de degré 3. — Soient a une algèbre de Lie et
Q(d) l'espace des formes bilinéaires symétriques et invariantes de 0. On étudiera
dans ce paragraphe les rapports existant entre Q(tt) et le sous-espace H3 (tt) de
l'algèbre de cohomologle de (X. Si la forme bilinéaire q (a*, y ) appartient à Q(n) î
c^est que

yC*^ Y) = y(V, ^) et q( [z, x}, y) -+- q(x, [z, y]) = o,

quels que soient x^ y, z e d. Par conséquent, la fonction q{\x^y^z) est une
fonction linéaire alternée des variables x. y . z e d. Il lui correspond donc une
3-cochaîne c(q) de d bien définie par la condition

(11.1) <a:AyA^, c ( q ) ) > - = = q ( [ x , y ] , z ) ,

quels que soient *r, y, zç. û ( 2 0 ) .
La cochaîne c(q) est invariante car, quels que soient x, y, z^ t € tt, on a

<^x/\y/\z, e*(Q.c(^)>=-<0(^).(^AyA^),c(y)

=-q([[t,^y],z)-q([^[t,Y]],z)-q([^y],[t,z])
=-q([t, [x,y}},z)-q([x,y},[t,z})=^

( 11 .2 ) Pour que Inapplication linéaire q->-c(q) de V espace Q(a) dans V espace des
3-cochaines invariantes soit un isomorphisme, il suffit que H1 (a) == { 0} .

En effet, d'après (3. [ ), pour qu'une i-chaîne de 0 (qui est toujours un cycle)
soit homologue à zéro, il faut et il suffit qu'elle soit dans Pidéal dérivé tt' de tt. Par
conséquent, pour que Hi(d) === { o } , ou encore pour que H1 (a) = (H^a))*:^: { o },
il faut et il suffit que (^=0. Si donc H^O^^o et si c ( < y ) = o , c'est-à-dire
d'après ( 1 1 . i ) si q{[^, y], z)=o quels que soient .z-, y, ^€(T, on a bien
q {x, y ) = = o quels que soient x^y e (X == tf.

(2 8) Cf. H. SAMELSON [3], Satz III.
( 2 9 ) ^f' CHF^VALLEY-EILENBERG [5], ?. I l 3 .
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LEMMEH.I . — Pour que Inapplication linéaire q-^c{q) soit un isomor-
phisme de Q(tt) sur le sous-espace des î-cochatnes invariantes, il suffit que
ïSL2{^=W^)={o}.

Démonstration.— Soit c une 3-cochaîne invariante de tt. Diaprés le théo-
rème A. i, S. c == o donc

§i(a?).c= 8i(a?).c-h i(a?)8.c= 8*(.c).c== o

pour tout o?e(l. Si Fon suppose ïl2(û)={o}^ le 2-cocycle i(x).c est cohomo-
logup à zéro, c'est-à-dire qu'il existe une i-cochaîne/(a*) telle que

ô.f(a:)= i(x).c,

Si Pon suppose de plus que H^d) = = { o j , il n'existe pas de i-cocycle différent deo
et la i-cochaîne/(a?) est alors une fonction linéaire de xçd bien déterminée par
la condition ô. f{x) =i (.r). c. Quels qne soient x^ zça, on a

80*'(^)./(.r)=^6*(^)S./(^)=e*(^)t(a?).c== i(e(^).a').c — i(x)^(z).c,

car 9(^) est une dérivation. Or c est invariante ; on a donc

86^)./(^)=5./([^J).

Puisque tout i-cocycle est nul, il en résulte que

e^)./(^)=/([^]).

Par suite, quels que soient x^ y, z e (l, on a

<8(^).^/(y)>=-<^6*(^)./(^)>=-<^/(e(^).y)>,

ce qui prouve que la fonction bilinéaire q{ x, y) = — <(.r, /(y))> est invariante.
De l'invariance de y (.se, y) résulte que

y<r^ ̂ i-.^^—^^ o-y]^^^ [y, ^])==—^(r^ <!? •s)
=^l^yL ^)=—î r(yJ^, ^])=3r(^ [^ «^]),

quels que soient .r, y, ^e tt. Puisque H1 (d) == o, on a 0= ̂  (idéal dérivé de d)
et ceci prouve donc que q { x ^ y ) est une fonction bilinéaire symétrique. La
3-cochaîne c{q) que la formule (11. i ) lui fait correspondre n'est autre que c; on
a en effet

<.rAyAz,c(^»=y([.r,y],^)=-<[.r,y],/(^)>
=-<S.(^Ay),/(^)>=<^Ay, S./(-s)>=<.yAy, i(<z).c> = <a-AyA^, c>,

quels que soient a?, y, ^ett. On voit donc que toute 3-cochaîne invariante est
l'image d'un élément de Q(d) par l'application linéaire q-^c{q) qui, d'après
(11,2) est un isomorphisme.

On déduit de ce résultat le

THÉORÈME ll.i. — Sid est une algèbre de Lie semi-simple sur un corps de
caractéristique o, la dimension de H3 (a) est égale à la dimension de l'espace
des formes bîlinéaires symétriques invariantes de û.
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Démonstration. — Diaprés (9,3), «X est une algèbre réductive, donc, en vertu
du théorème 9.2, H*((ï) est isomorphe à l'algèbre de ses cochaînes invariantes.
On achèvera donc la démonstration en prouvant que les conditions du lemmell.i
sont satisfaites, c'est-à-dire que

HI( ( I )= WW== { o j .

Puisque tt est semi-simple, elle coïncide avec son idéal dérivé, on a donc
H^tt) == { o}, Par ailleurs, si a est une 2-cochaîne invariante, c'est un cocycle et
l'on a

8i(^).a = 0*(^).a== o

pour tout *r€û. Mais puisque H1 (tt) = { o j, a ne possède pas d'autre i-cocycle
que zéro. On voit donc que i ( x ) . a == o et par suite

<;rAy, a>==<y, i(.z?).a>=o

quels que soient x^ y e û. Ceci prouve que a = o et l'on a donc bien H2 (d) === { o }(:to).
On sait qu^avec les hypothèses du théorème précédent, la trace de l'endomor-

phisme —ad (a?) ad (y) est une forme bilinéaire symétrique invariante et régu-
lière de tf. Par conséquent H^ff) 7^ { o }. On complétera ces résultats par le

THÉORÈME \\. 2. — Si d est une algèbre de Lie simple sur un corps algébri-
quement fermé et de caractéristique o, alors H3 (tt) a pour dimension i. 77 en
est de même lorsque (d) est F algèbre de Lie d^un groupe compact simple.

Démonstration. — Si ft est une algèbre de Lie simple, tout élément q différent
de o dans Q(tt) est une forme régulière car, du fait qu'elle est invariante,
l'ensemble des x e û tels que q (a?, y ) = o pour tout y € d est un idéal de rt qui ne
peut être tt. Si q\x^ y ) est un second élément de Q(<ï), on définit donc un endo-
morphisme cr de l'espace de û par la condition q(a-.x, y ) =q\x^ y ) quels que
soient ;z?,ye(ï. De l'invariance des formes q{x^ y) et </(^, y) résulte que
<7.[j?, y] ==[o-.;r,y] quels que soient x^ y ç. d. Par conséquent, l'ensemble U/ des
vecteurs propres relatifs à un scalaire l, c'est-à-dire l'ensemble des *reft tels que
(7..r == lx est un idéal de û. On a donc soit U^ == { o } soit U/== d. Si le corps de
base est algébriquement fermé, il existe une valeur // de / telle que U/, ~^- [ o }• et
par suite q'{x^ y ) === Vq{x^ y), identiquement. Si Ci est l'algèbre de Lie d'un
groupe compact, on aboutit à une conclusion analogue en supposant que y ( ^,y)
est la forme bilinéaire — (trace de ad(.r) ad(y)); c'est en effet un produit scalaire
de l'espace de û pour lequel <r est self-adjoint du fait de la symétrie de q ' { x ^ y).
Ainsi, dans les deux cas, on voit qu'il ne peut exister dans Q(tt) deux éléments
linéairement indépendants. Puisque H^tt)^ { o }, on achève donc la démonstra-
tion en appliquant le théorème 11. i (31 ).

(3 0) Cf. CHEVALLEY-EILENBERG [5], theorem 21. i.
(3 1) Cf. E. CARTAN [l], n05 59-60. On notera que, si a est l'algèbre de Lie d'un groupe simple

réel non compact dont l'extension complexe n'est pas simple, la dimension de H3^) est supé-
rieure à i.



— 97 --

DEUXIÈME PARTIE.

La cohomologie relative à une sous-algèbre.

CHAPITRE V.

ÉTUDE DIRECTE»

12. Définition. Dualité de Poincaré. — Soient û une algèbre de Lie et b une
sous-algèbre de d. On désignera par N1 (d; b) le sous-espace des i-cochaînes de û,
orthogonales à b et par N*(tt; b) la sous-algèbre de C*(d) engendrée par N4 (d ;b)
et l'unité. Cette sous-algèbre est rimage de l'algèbre extérieure deN^a; b) par
risornorphisme qui prolonge risomorphisme identique de N1 (d; b) dans G* (a).
Elle est graduée par les sous-espaces ?(0; b) == N*(a; b) n C^(d).

(12. i ) Pour qu'une cochatne a de a soit dans N*(a; b), il faut et il suffit que i(x).a == o
pour tout xç. b.

En effet, le sous-espace des chaînes de a orthogonales à N*(a; b) est l'idéal de
G (d) engendré par bc Ci (a).

Puisque les endomorphismesi(a?) sont des antidérivalions, on voit que, si
a e N y ( f f ; b), alors i ( a ? ) £ ( a ) = = ( — I ^ e Ç a ) i(^) pour tout a?eb. Par suite, si
9 : C(b)-^C((ï) est risomorphisme qui prolonge Fisomorphisme identique de b
dans tt, on a

(1-2.2) i ( y^ )5 (a )==( - I ) ^£ (a ) t ( ? . p ) ,

quels que soient peCjo(b) et ^€N^((1$ b).
L'idéal engendré par b étant stable par b, il en est de même de N*(a; b). On

désignera par L* (tt; b) la sous-algèbre des cochaînes de û appartenant à N*((ï; b)
et invariantes par b. Elle est graduée par les sous-espaces LP (d ; b) == L* (a ; b) n Cp((^) ;
c^est donc une sous-algèbre stable par Pautomorphisme a). D^aulre part. si
cçL*(a; b), alors, d'après (12. i),

i(a7)S.c= i(.c)8.c-+-ôi(.c).c== V(x).c^ o

pour tout a-eb, c^est-à-dire que ô .ceN*(a ; b). Or tout cocycle dans N*(a; b)
appartient à L*(a; b), car c'est un zéro de 0*(a?)^= i(.r) ô + ôi(a?) pour tout
xçb. Ainsi ô.L*(d; b )cL*(d ; b). Les restrictions de &) et S à Palgèbre graduée
L*((ï; b) y définissent une structure d'algèbre différentielle dont l'algèbre de
cohomologie est appelée algèbre de cohomologie de û relative à la sous-algèbre b.
Cette algèbre sera désignée par H* (a; b ) $ elle est graduée par les sous-espaces
H^tï; b) que constituent les classes de cohomologie des cocycles homogènes. Le
produit y aura pour symbole —; l'unité de C*C(Ï est un o-cocycle dans L*(a; h)

LXXVIII. 7
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dont la classe de cohomologie est Funité de l'algèbre H*(iï; b) et sera
notée l ( 3 2) .

Soit/TT l'isomorphisme identique de L*(a; b) dans C*((ï). Il lui correspond un
homomorphisme ^TT : H*((ï; b)->-H*((ï) qui transforme la classe de cohomologie
relative d'un cocycle de L*((l; b) en sa classe de cohomologie dans H*(a). Soit TT
l'application linéaire transposée de ^ ; elle applique C(d) sur l'espace L((ï; b)
dual de L*((l; b). Le dual de L^(a; b) s'identifie à L^(a; b) =TC.C^((Ï). Le trans-
posé à de la restriction de — ô à L * ( d ; b ) définit de la manière habituelle un
espace d'homologie relative H (a; b) dual de H*(d; b). On désigne par Hyj(it; b)
le dual de H/'(il; b) identifié à l'espace des classes d'homologie relative de degré p .
L'application TC induit une application linéaire ir : H ( (ï) -^H ( (X ; b ) transposée de ^TT.

Supposons que û soit l'algèbre de Lie d'un groupe compact connexe G et que b
soit la sous-algèbre définie par un sous-groupe fermé connexe UcG. Soit
W==G/U l'espace homogène défini par les classes d'équivalence Ç U ( Ç € G ) .
L'application canonique de G sur W définit un isomorphisme Ç de l'algèbre des
formes différentielles extérieures de W dans celle des formes de G. Les formes de
W invariantes par G (qui opère transitivement sur W) ont pour images des
formes différentielles invariantes à gauche de G. En identifiant C*((ï) avec l'algèbre
des formes invariantes à gauche de G, on identifie L*(t t ;b) avec l'image des formes
invariantes de W. L'isomorphisme Ç permutant avec la différentiation extérieure,
l'anneau de cohomologie à coefficients réels deW, qui peut se calculer en se limi-
tant aux formes invariantes de W, est ainsi isomorphe à H*(a ;b ) . L'homo-
morphisme des anneaux de cohomologie que définit l'application canonique de
G sur W est alors donné par ̂  ( : $ ; î). Puisque l'on suppose U connexe, la variété W
est orientable ( 3 4) et son anneau de cohomologie possède donc les propriétés
de dualité que donne le théorème de Poincaré. On montrera dans ce qui suit
sous quelles hypothèses ces propriétés subsistent lorsque l'on sort du cas
compact.

THÉORÈME 12.i. — Soit b une sous-algèbre réductive dans une algèbre de Lie
unimodulaire (X. Les dimensions de (X et b étant respectivement égales à n et w,
il existe un isomorphisme de l'espace H* (a; b) sur son dual qui applique
chaque sous-espace H^(( l ;b) sur H,i_,,i_^((ï; b). Tout idéal différent de { 0 }
dans H* (d ; b) contient le sous-espace H^^a; b).

Démonstration. — D'après (12. i ) pour qu'une cochaîne c de (X soit dans
L*(d; b), il faut et il suffit que c ainsi que ô.c appartiennent à N*((X; b). Par
suite, si W est le sous-espace des chaînes de d orthogonales à N*(a; b) [c'est-à-dire

( 3 2 ) Si b est un idéal de l'algèbre de Lie a, on vérifie aisément qu'il existe un isomorphisme
naturel de l'algèbre de cohomologie H * ( ( l / b ) du quotient de a par b sur l'algèbre de cohomologie
relative H* (a; b) .

(23) Cf. CHEVALLEY-EILENBERG [5], p. io3 et n4. Cette interprétation de H* ( a ; b) n'a évidemment
plus de sens lorsque le sous-groupe correspondant à b n'est plus un sous groupe fermé.

(3 A) Ç/' l̂ ' CARTAN, La théorie des groupes finis et continus et Uanalysis situs {Mém Soi.
Math., 1929, p. 29).
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Fidéal engendré par b c C i ( i ï ) ] , alors N ^ + ^ . N ^ est le sous-espace des zéros de
7 r : C ( a ) - > L ( n ; b ) .

Soit v limage dans CmÇd) d'une m-chaîne -^- o de b ; les zéros de e ( ^ ) sont les
éléments de N\ Soit w une {n—/7z)-chaîne de (ï telle que vf\w^-Q. Puisque b
est réductive dans il le lemme 9. ï montre que le sous-espace JV+^.IV, qui est le
sous-espace orthogonal à un sous-espace de cochaînes invariantes par b, possède
un supplémentaire dans C(it) constitué par des chaînes invariantes par b. Or si
w' est la composante de w dans W + ^.W, on a

^ A w ' e P A ( ^ . N ' ) ,

c'est-à-dire que v / \ w ' est dans le sous-espace engendré par

£(p)<^).C/,-,,,(a) == s(P)0(.y).C^--^(o) = [0(.r) s(^) - s(0(^).p)].C,,-^(ft)

lorsque x parcourt b. Mais b est unimodulaire ainsi que il; on a donc

Q(x) £(P).C,,-,,,(a)=6(.r).C,,(a) = io! et 0(^).p == o

pour tout x ç. b et par suite v f\ w1 = o. Ceci prouve que Fon peut choisir pour w
une {n — w)-chaîne invariante par b telle que v f\ w -=^- o.

Soit p^: L*(d; b)->L(lT; b') l'application linéaire définie par

(12.3) p \ c = ^ i ( c ) . w ,

quel que soit ceL*( t f ; b). On a visiblement p'.L^rt; b) c L/,_,^_^((ï; b) quel que
soit/?. Par ailleurs, si c€ L/'( 0; b) est un zéro de p\ c^est que la chaîne i (c) .w,
qui est invariante par b, est dans W+^.N'. Du fait que b est réductive dans rt,
N*(a; b) est somme directe de L*(iT; b) et du sous-espace engendré par
0*(a*).N*((ï; b) lorsque x parcourt b (lemme 9. ï ) . Par suite, toute chaîne inva-
riante par b dans W+ ^.IV est dans W. Compte tenu de ( 12.2), on a donc

i ( c ) . ( p A w ) = = ( — I ) / ^ £ ( P ) i ( c ) . w = = o,

ce qui prouve que c ==o. Ainsi, p'est un isomorphisme qui applique L*(d; b) sur
L ( r t ; b ) puisque ces deux espaces ont même dimension. Quel que soit/?, on a
donc
(12.4) p'.L/^a; b ) == I^-,^(a; b).

Puisque ô est une antidérivation, on a

(}i(c).w = '.('c) à .w -h i(ô.^).w

quel que soit c e L^((l; b).
Or

£ ( p ) i ( z - ) ^ . w = = ( — i)/^t((n£(»^.^

et par ailleurs, compte tenu de ( 4 - 5 ) ,

£ ( V ) à . W =. ()£ ( 'V ) . W — £ ( à. V ) . W •==. 0;

car 0 et b sont unimodulaires. On a donc

i(ï5) à. wç. N'
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et par suite
^'.(c).(V = 7T 6^l(c).W = ̂ '.(Ô.ï?).^,

ce qui prouve que
(12.5) ^?'=== p' ôco.

Grâce aux relations (12.3), (12.4) et (12.5), la démonstration s'achève par un
raisonnement identique à celui qui a conduit au théorème 7. i .

13. Propriétés de Phomomorphisme ^ : H*((l; b)-^H*(il). Interprétation du
produit de Pontrjagin. — Soient b une sous-algèbre de l'algèbre de Lie tt et <p :
C(b) -^C(a) risomorphisme qui prolonge Pisomorphisme identique de b dans (t.

THÉORÈME 13.i. — Si b est une sous-algèbre de dimension m réductive dans a
et ^"y .HL(( ï )^{o} , alors ^ est un isomorphisme ( : $ 0 ) .

Démonstration. — Puisque 9 .H,n(d)^{ o}, c'est que y .C,«(b) contient un
cycle p, invariant par b et non homologue à zéro. D'après le lemme 9. i , b étant
réductive dans d, il existe un cocycle & de a invariant par b et tel que ^ r, b\ == I.
Toujours en vertu de ce lemme, si cel>(d; b) est un cocycle cohomologue à
zéro dans C*(a), il existe une {p— \ )-cochaîne a invariante par b telle que ô. a == c.
Compte tenu de (12.2), on a donc

c== £ ( c ) i ( v ) . b ==(— \)P^ i{v)£(c).b = (— \)P^ i ( p ) 8 . ( a A 6 ) .

Or a/\b est invariante par b; d'après (4.6), on a donc

c = = ( — I ) / ^ ô i ( y ) . ( a A & ) .

Mais la cochaîne i ( ^ ) . ( a A 6 ) appartient à L^-1 (a; b). Par conséquente est coho-
mologue à zéro dans L* (a; b). Ceci prouve bien que ^ est uji isomorphisme.

L'application linéaire ^r, transposée de ^ : H*(a; b)-^H*((ï) , applique H((ï)
dans l'espace H(a; b) dual de H*(d; b).

LEMME 13. i . — Si û satisfait à la condition (P) ( 3 U ) , le sous-espace des zéros
de TT est un idéal bilatère de l'algèbre d'homologie H (û ) .

Démonstration. -— Soient u € H^(a) un zéro de TT et u un cycle dans la classe U;
u est orthogonal à tous les cocycles dans L*( f t ; b). En désignant comme plus haut
par IV l'idéal orthogonal à N*(a ;b ) , on voit donc que

^€N'-+-^.N'-1-^.0(0)= N'-+-^.C(a).

Soient par ailleurs une classe V e H^((ï) quelconque et p un cycle invariant dans
la classe v. D'après (4.3), on a

£("P)^— àe(v)= o.

(3â) Inversement, si ^ est un isomorphisme, alors ç est également un isomorphisme; ce résultat,
valable lorsque' b est réductive dans rt résulte du théorème 18.3.

C6) Cf. paragraphe 8.
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Donc v A u est un cycle et il appartient à

t-'AN'-h FA(^ .C(a ) ) cN / -+ -^£ (^ ) .C (a ) .

Par conséquent, la classe v ^ U q u i contient le cycle v /\u est encore un zéro
de TT. Les zéros de r constituent donc un idéal de H ^ ( a ) e t cet idéal est bilatérecar
il contient visiblement les composantes homogènes de ses éléments.

On déduit de ce lemme le

THÉORÈME 13.2. — Soient a une algèbre de Lie réductive sur un corps de
caractéristique o et b une sous-algèbre de (T. V'image de ̂  : H*(ft; b)-> H*(a)
est une sous-algèbre engendrée par V unité et des éléments primitif s de H*((l).

En effet, si P et P* sont les sous-espaces d'éléments primitifs de H (a) et H* (a),
on a, diaprés le théorème 10.2,

H , ( d ) = A ( P ) et H * ( a ) = = A ( P * ) -

Compte tenu du lemme 2.2, ceci prouve que la sous-algèbre ^.H*(a; b) qui esl
orthogonale à un idéal de H^(a) est engendrée par l'unité de H* (a) et un sous-
espace de P*.

Toutes ces propriétés ont été établies, dans le cas compact, par H. Samelson(37).

On étudiera dans la suite la cohomologie relative à la sous-algèbre diago-
nale b de Ualgèbre de Lie a = = b x b . En identifiant C*(rt) et C*(b)(g) C*(b), les
éléments de N^^b) sontles i-cochaînes de la forme/® l — I ®/, où/eC^b).
Soit Y Pautomorphisme involutif de lï tel que y. (j?xy)==(yx.r) pour tout
^•xyebxb. L'automorphisme transposé coïncide avec co s u r N ' ( û ; b). Son pro-
longement ^Y à l'algèbre des cochaînes de d transforme donc toute jy-cochaîne
c €?((1; b) en ^y.c == û û . c ===(—I^c. Par conséquent, si

ceL/^a; o ; cN^(a ; b),
on a

o.ceL/74-1^; l^cN/^o; b)
et par suite

(_ [y'-M s.c =^ ô.c = o^.c = ( — 1)^ ô.c.

Puisque le corps de base est de caractéristique 7^ 2, il en résulte que ô.c = o. On
voit donc que ô est nul sur L*((l; b) qui est ainsi isomorphe à H*(a; b) ( : î8).

A risomorphisrne v de b sur la seconde composante de bxb isomorphe à b,
correspond un homomorphisme ^ de C*(»ï) sur C*(b). L'idéal des zéros de ^ est
engendré par les i-cochaînes/® 1 e C^b)® I; la restriction de/v à N*(d; b) est
donc un isomorphisme qui applique N^tt; b) sur C^b). Par suite ^ applique
N*( t f ; b) sur C*(b). Pour tout a?eb, on a

^(xY\ ==<v0*(v..y)==^0*(oxa;),

( 3 7 ) Cf. [3], Satz V.
(38) On reconnaît ici la méthode utilisée par M. É. Cartan pour démontrer qoe les invariants

intégraux d'un espace-symétrique sont fermés {cf. [1J, n0 10); elle s'applique toutes les fois que b
est la sous-algèbre des éléments invariants dans un automorphisme involutif de l'algèbre de Lie C.
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diaprés (3.9). Par ailleurs, ^ 0*(^xo)== o, car

0(.cxo)v.?( = 0(.yxo).(f(g)M)==(6(^).I)(g) ?< = o'

pour toute chaîne u de b. On a donc

0*(.z-)^ = i^^*{xxo -i- OXA-)== ^(^(.^x^)

quel que soi t^eb. Il en résulte que la restriction de ^à N*(il; b) est un isomor-
phisme qui applique L*(tt; b) ^^^ la sous-algèbre des cochatnes invariantes
de b. En composant Pisomorphisme identique ^ : L*(iï; b)->C*(( ï ) avec ^ on
obtient donc un homomorphisme ^'TT de l'algèbre différentielle L*((ï, b) dans l'al-
gèbre différentielle C*(it) qui induit un isomorphisme ^ ^TT cfe H*(iT; b)^ L*(d; b)
^Mr /a sous-algèbre des classes de cohomologie de b contenant une cocJiatne
invariante.

On supposera dorénavant que b est une algèbre de Lie réductive sur un corps
de caractéristique o. Toute classe de cohomologie de b contient alors une cochaîne
invariante et par suite, ^TT est un isomorphisme de H*(bxh, b) su rH(Jb ) . Par
ailleurs, les algèbres d4iomologie H,(li) et H,(lixb)-== H,(b)(g)H^(Jb) sont
définies et le sous-espace des zéros de TT : H^((l)->H(il; b) est un idéal bilatère
de H^( i î ) (lemme 13. i). .Soit M le sous-espace des U € H ^ ( b ) tels que

7 t . ( I ( g ) U — Û ( g ) I)= 0.

C'est une sous-algèbre de H^(b ) car, si u, v € M, alors

^ . ( î ^ C u — v ) — ( u -•v)(g)ï)
= 7".( 1 (g) U - Û (g) 1)^(1 (g) V)-h ^ . (Û (g) 1)^(1 (g) V - V (g) I )= 0,

c'est-à-dire que U — v e M . Cette sous-algèbre contient visiblement Punilé de
H^(b). Elle contient de plus tous les éléments primitifs. En effet, si U est un
élément primitif homogène de H^(b) , il est de degré impair (théorème 10. i),
donc û = = — U . D'autre part (lemme 10. i), 1 ® U + U ® 1 est Pimage de la
classe d'homologie U de la sous-algèbre diagonale. Par conséquent, la classe
1 ® U + U ® 1 contient un cycle orthogonal à N* ( rt ; b ) 3 L* ( a ; b ) et ceci prouve
quelle est un zéro de TT. Puisque Palgèbrc H^(b) est engendrée par Funité et ses
éléments primitifs (théorème 10. 2), on voit donc que M==H^(b). Par conséquent,
quels que soient U, v € H^ ( b ), on a

;:.(u(g)v)=^.((u(g)I)^(I(g)v))=;ï.((I(g)^)^(I(g)v))=^:,(I(g)(u-v)).

Or il résulte de la relation (2 .5) que

v.(u -^v)== 1 (g)(û ̂  v).

On a donc

(13.i) f ï .Cu^v^îïv^u.^v),

quels que soient U, v € H^(b).
Ce résultat permet d'interpréter dans le cas compact le produit que l'on a

défini au Chapitre IV dans l'espace d'homologie des algèbres de Lie réductives.
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Soit en effet b. l'algèbre de Lie d'un groupe compact connexe G considéré comme
sous-groupe diagonal du groupe GxG. Soit q ' l'application de GxG sur G qui

transforme un point (Çxl;')€GxG en Ç^ 'eG. Les images inverses des points
de G sont les sous-espaces de GxG translatés à gauche de la diagonale. On est
donc conduite identifier l'espace homogène W==(GxG)/G avec l'espace G de
telle sorte qu'en composant l'isomorphisme de G sur la seconde composante de
GxG avec la projection canonique de GxG sur W on obtienne l'isomorphisme
identique de G sur lui-même. Les groupes d'homologie (à coefficients réels) H(G)
et H(W) de G et W étant respectivement isomorphes à H(b) et H(bxb; b), on
voit que cette identification de G et W se traduit par l'identification de H (b) et
H(bxb ; b) pour laquelle l'isomorphisme TTÎ obtenu plus haut devient l'automor-
phisme identique de H(b). La formule (13. i) prouve alors que

(13.2) Le produit u ̂  v de deux classes d^homologie de G considérées comme éléments

de Falgèhre cfhomologie de b est Vimage de

u(g)veH(Gx G)= H(G)(g)H(G)

dans H (G) par homomorphisme qu'induit Inapplication q'.

On mettra ce résultat sous une forme plus simple en appliquant le théorème de
Hopf( 3 9 ) selon lequel l'automorphisme de l'espace G qui transforme chaque élé-
ment de G en son inverse induit un automorphisme de H (G) qui transforme tout
élément u en û>).u==ii. Soit y l'application de GxG sur G qui transforme un
point (Çx^) € GxG en ̂ € G. L'image par q du point Çx^ s'obtient en passant

d'abord de i;X^ à Ç x Ç, puis en prenant l'image de Ç xÇ par </. Compte tenu de
(13.a), on voit donc que cette application q induit un homomorphisme de
H ( b ) ® H ( b ) dans H(b ) qui transforme u ® v en U—v. La classe U^-v estdonc
le produit dit « de Pontrjagin » des classes U et v ( 4 0 ) .

THÉORÈME 13.3. — Si b est V algèbre de Lie d^un groupe compact connexe G,
le produit ̂  défini dans l'espace d^homologie de b coïncide avec le produit de
Pontrjagin défini dans le groupe d^homologie à coefficients réels de G.

CHAPITRE VI.

LES STRUCTURES D^ALGÈBRES DIFFÉRENTIELLES FILTRÉES DÉFINIES

PAR LES SOUS-ALGÊBRES D^UNE ALGÈBRE DE LIE.

Soit b une sous-algèbre de l'algèbre de Lie (ï. On étudiera dans ce Chapitre
l'interdépendance des algèbres de cohomologie H*((l), H*(b), H* (a; b) et des
homomorphismes ^9 : H*(a)-^H*(b), ^ H*(a; b)—H*(a) . La méthode qui sera

(30) Ueber den Rang geschlossener Liescher Gruppen {Comm. Math. Helv.^ t. 13, 1940-1941»
Satz I).

(*®) Cf. PONTRJAGIN, On homologies in compact Lie groups {Recueil Math.^ Moscou, t. 6, igSg).
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utilisée s'inspire des théories de M. Leray^^et repose sur une situation algé-
brique identique à celle que l'on rencontre dans diverses questions de topologie
algébrique (4 2) .

14. Définitions. — Soient 0L une algèbre et { A.P} une famille d'idéaux bilatères
de €i affectés d'un indice/? prenant toutes les valeurs entières. L'algèbre CL est dite
filtrée par les idéaux h? si AP 3 A^1 et si le produit d'un élément de AP par un
élément de A^ est dans A^-*-^, quels que soient p et q. Par exemple, si 0L est
graduée par une famille de sous-espaces d/, elle est filtrée par les idéaux

r>.p

AP==^0i1'. A toute algèbre EL filtrée par j AP}, correspond une algèbre graduée,

dite associée de CL et définie comme suit : son espace est somme directe des sous-
espaces ̂ p= A^/A^-^ qui y définissent les degrés; si aç.hP et h eA^, le produit
de l'image canonique de a dans ̂  par l'image canonique de b dans ̂  se définit
comme l'image canonique dans ^-^ du produit de a par b qui est dans A^-^. Il
est clair que l'algèbre filtrée (SI et son algèbre graduée associée ont mêmes
dimensions.

On montrera dans ce paragraphe comment la donnée d'une sous algèbre b dans
l'algèbre de Lie a permet de définir dans l'algèbre des cochaînes de a une famille
d'idéaux bilatères BP (p entier) tels que

( 1 4 . 1 )

(14.2)

( 1 4 . 3 )

(44.4)

B^B/74-1,

B^AB^cB^+y,

Û.BPCBP,

w.BPcBP,

quels que soient/? et y,

(14.5) BP=Ci'(û) pour p^o et ^B^=(o}.

p

Ces propriétés expriment que les idéaux B^ définissent, avec les opérateurs 8
et &) une structure ^algèbre différentielle filtrée dans l'algèbre des cochaînes
de a ( 4 2 ) .

Définition des idéaux B7'. — On désigne comme précédemment par N*(a; b)
la sous-algèbre de C*((ï) engendrée par l'unité et les i-cochaînes de û orthogonales
à Jb. Pour tout entier /?, BP est l'idéal engendré par les cochaînes de degré ^jp
appartenant à N*( (ï; b). Si/?>>o, BP est donc l'idéal engendré par les cochaînes
de d décomposables en produit dep cochaînes de degré i orthogonales ai) .

Les idéaux B^ sont bilatères et vérifient visiblement les relations (14. i), (14.2),
(14.4) et (14.5). On désignera par n et m les dimensions respectives des

(^.C/. J. LERAY [4].
(4 2) Cf. H. CARTAN, loc. cit.^ note (2).
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algèbres det b. Paisque N*(a; b) est isomorphe à Palgèbre extérieure du sous-
espace N' (tf; b) on a

N ^ ( a ; b ) = = f o j

lorsque p >> n — m, et par suite

(14.6) B^==o pour p >n . — m.

Pour démontrer (14.3), on remarquera que, si 9 : C(b)->-C((ï) est le prolon-
gement de risomorphisme identique de b dans tt, alors

(14..7) BI est l'idéal des zéros de ^;

c'est donc un idéal stable par 8 et Pon a en particulier ô.y'çB1 pour tout
yeN^û^b). Puisque 8 est une antidérivation, ceci prouve la stabilité vis-à-vis de 8
de tous les idéaux B^.

A la structure d'algèbre différentielle filtrée de Palgèbre des cochaînes de tt
correspondent :

i° Une structure d^ algèbre filtrée danslalgèbre de cohomologie de (X. Elle
est définie par une famille d'idéaux 9€P, chaque S^P étant le sous-espace des
classes de cohomologie de C* ( tt) qui contiennent un cocycle dans B^. Les inclusions
qui caractérisent une structure filtrée résultent des inclusions (14. i ) et (14.2).
Compte tenu de (14 .5 ) , (14.6) et (14.7), on voit d'autre part que

(14.8) ^«=H*(a) pour p ^ o, ^P = i o \ pour p > n — m,

(14.9) ^Ci est Pidéal des zéros de <o : H*(a) -> H*(b).

2° Une suite d^ algèbres différentielles graduées Es que Pon définit, pour
chaque entier s^ de la manière suivante. Soit Z^ la sous-algèbre des cochaînes
a e BP telles que ô. a ç B^. On pose

D?= ô.Z?-^.

Pour tout entière, on a

(14.10) . . . 3 Z ? 3 Z^., 3 . . . 3 D ̂ ., D D ̂  3 . . .,

(14.H) Z^/cZ^

quels que soient les entiers s et r. En tant qu'espace vectoriel, E.y est la somme
directe des sous-espaces E^== Z^/(Z^4- D^_i). On désignera par ̂  Papplication
canonique de Z^ sur le quotient E^. Le produit dans E, aura pour symbole ̂  et
sera défini par la condition

( 44 .12 ) (^.a)^(^.b)=^.(a/\b\

lorsque a e Zf et b ç. Z^. Ce produit définit dans E, une structure d'algèbre, graduée
par les sous-espaces E^. On détermine enfin, dans chaque algèbre E^, un opérateur
différentiel A, et un automorphisme involutif^ en posant

(i4.i 3) ^T^-nr'o,
(14.i4) 0,<=<oj



— 406 —

sur chaque sous-espace Z^. Les relations ôô == o et ôco + ̂ o == o se traduisent, dans
chaque E^, par les relations

A,A.,==o et AyQ.ç-4-Q^A.s== o.

De plus, si a e Z? et & e Zj, alors

A..(('n?.a)^(Tl /^^))=A,<r^r' /.(^A^)==-nr' /+•vû.(aA^)
= ^^/+A ' .((ô.a)A^)-^-•n /^ /•T 'A ' .((œ.rt)A(o.6)).

Or, par suite de (14.4), on a (x).aeZ?. D'autre part, ô. a e ô.Z?--= D^'C Z?4-' et
de même ô .frçZf^, les relations de définition (14.12) , ( i 4 . i 3 ) et ( I 4 . i 4 )
permettent donc d'écrire

A.,.((^.a)^(/^.6))=(A,.(-ri?.a))-(^.6)-+-(Q,.(T^.a))^(A..^.6)).

ce qui prouve que A, est une antidérivation de l'algèbre Es relativement à Pauto-
morphisme ̂ . On notera que PopéraleurA^Zè^ le de^ré de s unités. On définit
de la manière habituelle les cocycles, les classes de cohomologie et l'algèbre de
cohomologie de E,.

Une propriété fondamentale de la suite E.y est donnée par le :

LEMME 14?. i . — Chaque algèbre graduée Es^ est isomorphe à l'algèbre de
cohomologie de E^.

Démonstration. — On a vu (14 . io) que Z^_i c Z^. L'image de 7^ par T^
coïncide avec le sous-espace des zéros de A, dans E^. En effet, si a ç. Z^i, alors

ô.aeD^^cZ^-1

et par conséquent,
A.-r^.^^-rir^.a^o.

Inversement, si A^r^.a == o, c'est que

ô.rteZ^r'+D^;

il existe donc une cochaîne b e Z^ c Z^ telle que

g. ( a + b ) e Zgîr1 C B/^+^+i

c'est-à-dire que a+&eZ^. Puisque

•n?.6eTi?.Z^={oi,

ou voit donc que
^.ae<.Z^i.

Par ailleurs, V image par ^ du sous-espace Z^+D^cZ? coïncide avec
A^E^-'En effet,

^.zr'c^.z^^ ;o;

et par conséquent, si a e Z^^-l- D^, alors

•n?. a e -ri?. D? = < 8. Z^ = A, ̂ -s. ZF' == A,. E .̂
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Inversement, si e e A^-.E^, c'est qu'il existe une cochaîne b e Z^"' telle que

<? == •^S.^er^ô.Z^-^ <.D^.

Chaque r^ induit donc un isomorphisme de E7^, == Z^^Z^'-h D^) sur le
quotient de ^espace des zéros de A^ dans E^ par le sous-espace A^.E^"". On en
déduit par linéarité un isomorphisme de E.y-n sur l'espace des classes de cohomo-
logie de l'algèbre différentielle Es. Cet isomorphisme est visiblement compatible
avec les structures d'algèbres graduées de ces deux espaces; il permettra d'iden-
tifier dans la suite l'algèbre de cohomologie du terme Es avec le terme E^+i..

De la stabilité des idéaux B^ par ô résulte que, pour tout s ̂  o,

Z? == BP et Dg_i =; ô. Zgrî-1-1 c B^+i-^ c B/^i ;

on a donc alors E-? == B^/B^-1-1 quel que soit/?. Avec la structure multiplicative
adoptée dans E,, ceci prouve que, pour s ̂  o, l'algèbre Es est V algèbre graduée
associée, à V algèbre C*(d) filtrée par les idéaux B7'.

Pour/? > /i — m, on a B^== j o [et par conséquent E^== { o \ quel que soit .y. 11
en résulte que, pour s ̂ > n — w, on a A^ === o et par suite Es = En-m+i • Soient Z^
le sous-espace des cocycles de (ï appartenant <i B^ etD^ le sous-espace des éléments
de Z^ cohomologues à zéro; on pose

E^Z^/CZ^+D^).

Pour tout s > 7i — w, 07iaE^== E^. Lorsque/? <<o et de même lorsque/? > / î — w ,
on a en effet E^== E^== { o j. Par ailleurs, si /? > o, alors

ô.Z^cB/^= ( o ; et S.Z^1 cB^^-== { o },

ce qui prouve que
Z^=Z/, et Z&^Z^1.

D'autre part, si p ^ n— w, alors p ^_s — i ; compte tenu de ( I A . 1 1 ), on a donc

DiLi= û.Z^r'cô.Z^DS.

Or Df_i3DS,. par conséquent, D?_i==D7^. On a donc également E^==E; pour
o^p^n—m. On désignera par E^ l'algèbre terminale à laquelle toutes les
algébres Es de rang s >> n — m sont identiques.

LEMME 14.2. — L'algèbre terminale E^ de la suite Es est l^ algèbre graduée
associée à l^ algèbre H*(a) filtrée par les idéaux S€P.

Démonstration. — Les éléments de XP sont par définition les classes de coho-
mologie des cocycles appartenant à B^, c'est-à-dire des éléments de Z^. On a donc,
pour chaque valeur de /?, z^= Z^/D^. Or D^1 c D^,, par suite,

S€Pl2€P^ = 2^/(Z^1 -4- D^ ) = E/^,

La structure multiplicative de E^ étant définie par la condition (14.12)
(pour s >> n — m), cette algèbre est bien Passociée de Falgèbre filtrée H* (a).

La structure graduée de C*((ï) qui correspond au degré des cochaînes de a n'a
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joué aucun rôle dans ce qui précède. En en tenant compte, on va définir de nouvelles
graduations dans chaque algèbre de la suite E,. Chaque idéal BÎ, et par suite
chaque sous-espace Z^ ou D^ est somme directe de ses intersections avec les sons-
espaces 0(0). Soit E^ l'image par TQ? des (p + y)-cochaînes de d qui appar-
tiennent à Zy. Chaque E^ est somme directe, par rapport à l'indicé/?, des sous-
espaces E?^. L'espace E, est donc, pour chaque s, la somme directes des E^.

Quels que soient les entiers p , y, p\ q ' , et s on a

car
EP^ ̂  EP'^' c EP+P'^+V'

CP^( a) A O'+y'( a) c CP+V+P'+V'^ a).

On exprimera ces propriétés en disant que les sous-espaces E^ définissent une
structure bigraduée dans l'algèbre E^. Outre les deux graduations qui corres-
pondent aux indices p et q, Ej possède une graduation combinée définie par les

/)+q=r

sous-espaces V E?< On a

iîs.e == (— l)P^/e

pour tout e e E?< D'autre part, quel que soit s

(^.lô) siE^^£{o], c'est que o^p^meto^q^n—m.

En effet, on a déjà remarqué que E^ { 0 } suppose o ̂  q ̂  n — m; par ailleurs^
toute /'-cochaîne est dans B^1-7 et toute r-cochaîne dans BÎ est nulle si r <<y.

Quels que soient^?, q et s on a

(14.16) A.ç.E^cEf-^1^',
car

ô.C/^i^cC^-y-^a) et A^.E^cE^'.

On remarquera enfin que les /?-cochaînes dans B^ sont les éléments de N^( a; b);
les jo-cochaînes dans Z; sont donc les cocycles dans ?(0; b). Or les cocycles
dans ?(0, b) appartiennent à L^(il; b). Il en résulte que

(14.17) les éléments de degré p dans Q€P sont les éléments de ^.H^(a; b).

On en déduit que l'image de Phomomorphisme ^TT est isomorphe à la sous-

algèbre ̂  E^c E,.

Lorsque a est l'algèbre de Lie d'un groupe compact connexe G et que b est la
sous-algèbre correspondant à un sous-groupe fermé connexe UcG, on peut
démontrer Inexistence d'un isomorphisme naturel de l'algèbre Ea sur l'anneau de
cohomologie à coefficients réels de l'application canonique de G sur l'espace
homogène G / U = W ( î : î ) . La « s t ruc tu re» de cet anneau est donnée par les
termes de rang > 2 de la suite { E s ] , L'espace fibre G qui a pour base W et pour
fibres les sous-espaces obtenus par translation à gauche de U, admet le sous-

(4 3) Cf. J. LERAY [4J.
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groupe U comme groupe structural. Puisque U est connexe, ce groupe structural
n'induit que l^automorphisme identique dans l'anneau de cohomologie de la fibre
type. Dans ces conditions, les coefficients étant réels, on sait que Panneau de
cohomologie de Inapplication de G sur W est isomorphe au produit tensoriel des
anneaux de cohomologie de G et W (43). On montrera dans le paragraphe suivant
quelles hypothèses doivent être faites sur la sous-algèbre b pour obtenir un résultat
analogue sur Es lorsque l'on sort du cas compact.

15. Calcul des premiers termes de la suite [ ~ E s ] définie par une sous-algèbre
réductive. — Les notations restant par ailleurs celles du paragraphe précédent,
on posera pour abréger

N*= N*(a; b), Ny=== N.^a; b), L*== L*(a; b) et L<7= L^a; b).

De nouvelles propriétés de stabilité des idéaux BÎ interviendront ici.
Compte tenu de (12.2), on a

(13.1) i ( 9 .p ) . ( aAc)=( i ( ? . ^ ) . a )Ac ,

quels que soient vçC(b), aeC*(a) et ceN*. Ceci prouve que

(15.2) 1 (? .P) .B7CB<7

pour toute chaîne v de Jb et pour chaque valeur de q.
Puisque les idéaux B^ sont stables par ô et que

e*ry .y)=t ( îp .y)5-+-5 i (? .y) ,

on voit que de plus

(15.3) chaque idéal B'7 est stable par b.

Étude de l'algèbre différentielle Eo. — A tout élément b (g) c € C*(Jb) ® N^,
on fait correspondre une cochaîne a (b) A ce B^ obtenue en multipliant extérieu-
rement c par une cochaîne a(b) de d telle que ^.a (6) == b. La cochaîne a (fe)
est définie modulo B* par la donnée de 6, donc a(b)/\c est définie module
B'AB^cB^. Par suite,

•n ï . (a (&)Ac)e E% = B<7/B<7-»-i

ne dépend que de b et c et en dépend linéairement lorsque b et c parcourent
respectivement C*(b) et N^. Ceci permet de définir une application linéaire

a : C*(b)(g)N*-^Eo

par la condition

(45.4) a.(6®c)=^.(aAc),

lorsque b = ̂ . a €C*(b) et c € N^. Les structurée multiplicatives de C*(Jb)<g) N* et
de Eo étant définies par les conditions (1.6) et (14.12), on vérifie aisément que a
est un homomorphisme de ces algèbres. Quels que soient p et ^, on a

a.(0(b)®Ny)cE^;
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en effet, si b® ceC^b) 0N^, on peut choisir pour a(b) une jo-coch aîné de tt et
Fimage de a(b)\c par YÎ^ est alors dans E^<

Inversement, soit e un élément de E^ et soil a (e) une {p + y)-cochaîne de a
dans B^ telle que e = <. a (e). Pour toutes-chaîne p de b, la y-cochaîne i (y.^).a(e)
est dans B'y, d'après (15.2), et par conséquent dans N^; elle ne dépend pas du
choix de a (e), mais seulement de e car, si a' (e) est une autre {p + y)-cochaîne
dans B'/ telle que ri^a'{e) = e, alors a (e) — a ' ( e ) e B^ et par conséquent

i (y .P). (a(e)—a'(<?))eB7+'nCy(r t )= ( o ;

lorsque ^ est de degré/?. Ceci permet de définir, pour tout eçEo, une application
linéaire

P ( < ° ) : C ( b ) - ^ N *
par les conditions :

i 9 P (e) est fonction linéaire de e e Eo,
2° si a est une (p -h y)-cochaîne dans B^ et si e = r^.a, alors

. y ^ . ( p ( e ) . ^ = = i ( î p . P ) . a (lorsque ^ est une /?-chaîne),
^ 1 0 . 3 ) \

{ y ( e ) . v = o (lorsque v est de degré 7^7?).

On désignera par r(ao) Inapplication linéaire de G (b) dans N* qui correspond à
un élément Oo € C*(b) (g) N*. Si

<7o = 6(g)c e G/^b)^^/,
alors, par définition,

t(b^c). P = < ^ 6>c

pour toute chaîne p de Jb. Soit a (6) une p-cochaîne de a telle que ^.a^) == 6.
Compte tenu de ( ! 5.4) et (15. 5), on a

a.a^-=^.(a(b)/\c)

et donc, pour toutes-chaîne v de Jb,

p ( a . r t o ) . ^ = i (9 .P ) . ( ^ (6 )Ac) .

En utilisant la formule (15. i ) on obtient donc

p ( a . 0 o ) . r == ( i ( 9 . ^ ) . a ( 6 ) ) A c == < 9. y, ci (b) >c = <^ v, b > c == T {a^).v.

Cette égalité étant par ailleurs trivialement vérifiée lorsque v est de degré ~^p^ on
voit que

(15.(>) P(^)=T:(^

quel que soit Oo € C*(b) ® N*.
On sait que T (ao) == o entraîne <2o= o? par conséquent a est un isomorphisme.

Les algèbres de Lie (l et b étant de dimensions respectives n et m, C*((l), C*(b) et
N* sont des algèbres extérieures sur des espaces de dimensions respectives n, in
et n — m. Par suite, les espaces C*(rt) et C*(b) ® N* ont tous deux pour dimen-

p
sion 2 / t. Or, Eo^^B^/B^-1-1 a même dimension que C*( a). On a ainsi démontré le
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THÉORÈME 15. i. — L'application linéaire a est un isomorphisme de V algèbre
C*(b)® N* sur l'algèbre Eo compatible avec leurs structures graduées.

Pour étudier la structure différentielle de Eo, on utilisera la représentation
linéaire de Jb dans Eo définie comme suit. Les idéaux B^ étant stables par b (15.3),
on obtient pour tou tyeJb un endomorphisme linéaire ©*(y) de Ey en posant

(^'7) e*(y)^o=<o*(;p.y),

sur chaque sous-espace Z^== B/\ II est clair qucy—^0*(y) est une représenlation
linéaire de b.

La stabilité des idéaux B^ par les endomorphisrnes i (<p.y) permet de définir do
la même manière, pour chaque y € b, un endomorphisme 1 (y) de Eo. La relation

0*(9.y)== i ( 9.7)0 -+- oi ( ( p . y)

se traduit alors dans Eo par

(^•8) ^(y)-!^)^-^^!^),

pour tout y ç b.
On identifiera désormais C*(b)(g)N* et Eo au moyen de Pisomorphisme a.

Si &(g )ceC*(b ) (g )N^ et si a{b) est une cochaîne de il telle que ^.^(6) == 6,
alors, pour t o u t y e b , on a

y(y)•(^®c)=^(y)^.(a(b)^c)=^^(^.y).(a(h)/\c)

=•^.((^(y•y)•û(^))Ac l)4-^.(a(Ô)A((l*(9.J).c•)),

car 0*(9.y) est une dérivation. Du fait que

^O^.y).^)^*^)^.^)^*^).^

résulte donc que

(^•9) ^(y).(^®^)==(e*(y).^)(g)c--4-6(g)(9*(ï).j.).c).

Cette expression montre en particulier que les ©*(y) sont des dérivations de
l'algèbre Eo (relativement à l^automorphisme î2o) qui laissent invariants les sous-
espaces E^. Les éléments de la sous-algèbre des zéros communs aux 6*(y)
lorsque y parcourt b seront dits invariants.

LEMWE 15.i . — Soient [ y 1 \ ( i ̂  i^ m) une base de b et { g-1] la base duale
des i-coc/iaines de b. Quel que soit e € Eo, on a

;'==w

( 1 5 . 1 0 ) P(Ao^)=P(^)<9+^P(e*(7Q.^)t(^).

Démonstration. — On vérifiera cette relation pour un eç.W^. Si a est une
(/?+^)-cochaîne dans B^ telle que r\^.a=e, alors ô.a est une (^ 4-y 4-1)-
cochaîne dans B^ et l'on a, par définition, ^.e=f\\^.a. D'après (15.5), l'appli-
cation (3 (Ao .<? ) transforme donc une (p 4- i)-chaîne v de b en

p(Ao.e).i/ == i(<p.p)ô.^.
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Or, d'après (4.6), on a
i=i=m

-2"
<==!

i ry .^)8—8i(y.(7)- i(^.^)—^i(çi(^).P)6*(y.y<) = o.

Mais la (q— i)-cochaîne 1(9.?). a est dans B^ (15.2); die est donc nulle. On a
d'autre part

i(^;p.P).a==(ç^.P).a == j3(e)<^.p.

Compte tenu de (18.7), on obtient donc
i=m

p(Ao.<0.^ = (î(<?)^ -4-^ p(e*(y0.e) i(^).p

et cette égalité est trivialement vérifiée lorsque v est de degré ^jo+i.
Soit A rendomorphisme de C*(b) ® N* tel que

(13. n) A.(^(g)c)=—(8.6)(g)c,

quel que soit &0 c€C*(b)(g)N*. On a

T(A.(6(g)c))==T(6(g)c)^.

La relation ( 1 5 . 1 0 ) montre donc qu'avec ridentification faite,

(15 .12) Ao.e=A.<?

pour tout élément invariant e € Eo.
On suppose désormais que b est une sous-algèbre réductive dans 0. Les

idéaux B^ étant stables par b (15.3), il existe dans chaque B^ un sous-espace (R.^
stable par b et supplémentaire de B^1, c'est-à-dire un sous-espace que y^ applique
isomorphiquement sur E^. Les restrictions des ô*(y) à E^, qui sont définies
par (15.7), réalisent donc une représentation linéaire de b semblable à celle que
réalisent'les restrictions des ô*(y.y) à d^. Par conséquent, y->^*(y) est une
représentation linéaire complètement réductible de b dans l'espace Eo. Compte
tenu de (15.8), et par un raisonnement identique à celui par lequel on a prouvé
le lemme 9. i, on en déduit que :

( 15 .13 ) Eo est somme directe du sous-espace J de ses éléments invariants et du sous-
espace T engendré par 0*(y).Eo lorsque y parcourt b;

(15.14) toute classe de cohomologie de Eo contient un co cycle invariant ;

(15.15) tout cocycle invariant de Eo cohomologue à zéro est l'image par Ao d^un
élément invariant.

Étude de V algèbre différentielle Ei. — On suppose toujours que b est réduc-
tive dans tt; c'est donc une algèbre réductive (9. i ) et toute classe de cohomologie
de b contient donc un cocycle dans la sous-algèbre J*(b) de ses cochaînes
invariantes. Soit y Pisomorphisme de H* (b) (g) L* sur U = J* (b) (g) L* c G* (b) 0 N*
qui transforme un élément b 0 c e H*(b) 0 L* en le produit tensoriel b 0 c de c
par le cocycle invariant b de la classe b. L'expression (15.9) des ©*(y) montre
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que les éléments de U sont invariants. Ce sont des cocycles car ô . J * ( b ) : = = f o l e t
pa rconséquen t ,Ao .U==A.U==jo} , d'après (13. i r ) et (15.12). Soit

a i :H*(b) (g)L*-^Ei ,

l'hoinomorphisme qui transforme tout élément de H*(b)(g)L* en la classe de
cohomologie de son image par y. C'est un isomorphisme. En effet, si ai e H* (b) (g) L*
et si a i .a i==o, c'est que le cocycle invariant y.Oi est cohomologue à zéro.
D'après (15.15), y. ai est donc dans

Or

Ao.J =A.Jc (ô .C*(b) ) (g )N*.

J * ( b ) n ( ? . C * ( b ) ) = f o { ;

par conséquent y . r t i == o et donc ai == o. On montrera que a^ applique H* (b) (g) L*
sur Eo en prouvant que toute classe de cohomologie de Eo contient un cocycle
invariant dans U. Puisque b est réductive, l'espace C*(b) est somme directe
de J*(b) et du sous-espace T*(b) engendré par 0*(y).C*(b) lorsquey parcourt b
(lemme9. ï).'Donc Eo est somme directe des sous-espaces J*(b)0N* et T*(b) (g) N*.
La relation ( 15.9) montre que ces sous-espaces sont stables par les endomor-
phismes ©*(y); par conséquent, J est somme directe de V == J n (T*(b) (g) N*) et
de Jn( r (b) (g)N*) qui, d'après (15.9), n'est autre que U. Soit donc <?i une
classe de cohomologie de Eo; elle contient, d'après (15 . i 4 ) , un cocycle
invariant <°.

Soit e la composante de e dans V. OnaAo.^= o carAo. U = { o } . On montrera
donc que la classe <?< contient la composante de e dans U en prouvant que

(13 .16 ) tout zéro de Ao dans V est dans Ao.J.

En effet, si e' eV et si Ao.e'==o, alors A.^--=o d'après (15. 12). Mais tout
cocycle de b dans T*(b) est dans ô.C*(b), car b est réductive; on a donce'eA.Eo.
Or, il résulte des relations ( I 5 . n ) et (15.9) que J et T sont stables par A. On
a donc

cfG^.S =Ao.J .

On notera que l'image par ai d'un élément de H^(b)(g)L^ est la classe de
cohomologie d'un cocycle dans C^ ( b ) (g) N^ == E^ ; elle est donc dans E^7. On a
ainsi démontré le

THÉORÈME (15.2). — Si b est une sous-algèbre réductive dans tt, il existe un
isomorphisme naturel de l'algèbre H*(b)(g)L* sur l'algèbre E< compatible
avec leurs structures graduées.

On étudiera maintenant la structure différentielle de E< en identifiant cette
algèbre à H*(b) (g) L* au moyen de l'isomorphismc ai. Soit b le cocycle invariant
d'une classe beH^(b) . Puisque b est supposée réductive dans 0, il existe une
/?-cochaîne a(6) de a invariante par b et telle que ^.a(6) == b. Quelle que soit

LXXVIII. §
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la cochaîne ceL^, Félément ^i==b0c est la classe de cohomologie du cocycle
è = é® c = Y?7. (a(&)Ac) € E^7. On a donc

ei=^.(a(b)/\c)

et Ai .^ ===^Q7+4 â.(a(6)Ac) est alors la classe de cohomologie du cocycle
^^^.(a^A^eE^74-1.

En supposant b ===! (et donc p = o), on obtient

(?'== ̂ -^.(^ I0(Ô.C)

et par conséquent
Ai . ( I®c)=I(g)(S.c) .

Si c ===! (et donc q == o), on voit que Ai. (b 01) est la classe de cohomologie
du cocycle e'^fï'^^S.a^b). Or ô;a(6) est invariante par b et Inapplication
linéaire ^(e1) définie en (18.5) transforme donc, diaprés (A.6), toutes-chaîne v
de Jb en

^(e').v= i(9.^)8.a(6)=8i(o7?).a(6).

Mais i (<p.^) .a(é) est de degré o; par conséquent (3(^').(/==o, et il en est de
même lorsque P est de degré 7^7?. Compte tenu de (18.6), ceci prouve que e' == o
et donc que

Ai . (b (g ) I )==o .

Puisque Ai est une antidérivation de Ei, on a ainsi démontré que

Ai . (b0c)=Ai( (b®I) - ( I®c))=b(g) (8 .c ) ,
quel que soit

b0ceH*(b)(g)L*=Ei .

Cette expression de Ai permet de calculer facilement le terme E_». L^homomor-
phisme de H*(b)0H*(a; b) dans Palgèbre de cohomologie de E< qui transforme
un élément b 0 ceH*(b) (g)H*((ï; b) en la classe de cohomologie du cocjcle
b ® c € Ei obtenu en choisissant un cocjcle c dans la classe c, est un isomorphisme
de Palgèbre H*(b)0H*((l; b) sur l'algèbre E2. II applique chaque sous-espace
H^(b)(g)H^(a; b) surE^'7. Ainsi,

THÉORÈME 18.3. — Si b est une sous-algèbre réductive dans il, il existe un
isomorphisme naturel de l^ algèbre H*(b)(g)H*(a; b) sur l'algèbre E^> compa-
tible avec leurs structures graduées.

16. La cohomologie relative à une représentation linéaire. — Soit y — ^ ^ ( y )
une représentation linéaire d^unc algèbre de Lie b dans un espace vectoriel F et
soit F* Fespace dual de F. On prolonge à Pespace Ci(b)-+-F* la structure
d^algèbre de Lie de b en posant

[op, x'\ = o ( lorsque j?, x ' ç V * ) ^

\Yi x ] = = — i ^ { y ) . x (lors inc^ 'eb et xç. F*).

Soient (l ralgébrc de Lie obtenue et <p I^isomorphisme identique à la sous-
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algèbre b dans il. Avec les notations des paragraphes précédents, F s'identifie
à ?((1; b) et Pon a

(16 . i ) o*(?.r).^=?(y).^

quels que soientyeb e t ^ e N ^ f t ; b). Soit j Ey} la suite d'algèbres différentielles
définie par b C tt. On a va qu'à tout élément e € E^ correspond une application
linéaire (3(^) de l'espace des chaînes de b dans N1 (a; b) == F. On a montré (15. lo)
que si [y^Çi^i^m) est une base de b et si \ g ^ • ] est la base duale de (^(b),
alors

i=m

^.^=^}^-hV3(y"(r^.^t(.3(Ao.^)=?(^)^-h^,3(e*(yQ.^)t(^).

Or, d'après (18.9), on a

?(^(D^)=^(?.r')?(^)-?(^)o(^)
pour chaque y1 et par ailleurs, diaprés (3.2),

i=m

^8(jQi(^)=2^.

z=l

On obtient donc, en tenant compte de (16. i),

i=m

?(Ao^)=-?(e)^+^p(rQ?(^)i(^).
f=:i

Par conséquent, si ^1A. . .-s^A. . .^ est une /^-chaîne de b décomposable en
produit de ^A eb,

^(Ao.e).^^...^7^... ^ )==——J( (? )^ . ( . s iA . . . ; ^A . . . ̂ )

k=p

-h^(—I/-4-1 ?(3 /••) .3(e) . ( .s lA. . . ^ ^ A . . . 5^).
/;=!

Cette expression montre que l'opérateur différentiel de l'espace des appli-
cations linéaires de C(b) dans F qui transforme ^(e) en (3 (Ao.<?) définit des
classes de cohomologie dont l'espace, isomorphe à E{ , n'est autre que le «groupe
de cohomologie de b relatif à la représentation linéaire y->p(y) » au sens de
Chevallcy et Eilenbcrg ( ' • l ) .

Si b est semi-simple et si le corps de base est de caractéristique o, alors b est
réductive dans û et le théorème 15.2 montre que

Ei^HÏb)®!^; b).

On rattache ainsi aux propriétés de Ei le théorème scion lequel le groupe de
cohomologie d'une algèbre de Lie semi-simple b relatif à une représentation

( A < ) L°J» P- I l t ) et theorem 24. T.
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linéaire irréductible est isomorphe à H*(b)ou nul suivant que cette représentation
est triviale ou non.

17. Le cas des sous-algèbres non homologues à zéro. — Définition. — Une
sous-algèbre b de l'algèbre de Liç tt est dite non homologue à zéro (b^o) si
Inapplication y :H(b) ->H( t t ) induite par Pisomorphisme identique de b dans tt
est un isomorphisme ou, ce qui revient au même, si Phomomorphismçt^ applique
H*(a) sur H*(b). Dans le cas contraire, la sous-algèbre b est dite homologue
à zéro,

THÉOBÈME 17.i. — Si b est une sous-algèbre de dimension m réductive
dansû il suffit que y .Hm(b) ̂ é [ o } pour qu'elle soit non homologue à zéro.

Démonstration, — Puisque b est réductive dans ff, elle est réductive (9. i) et
par conséquent unimodulaire. Le sous-espace H^(b) a donc pour dimension i.
L'algèbre d'homologie H^(b) est définie et le sous-espace des zéros de 9 en est un
idéal (théorème 9.4). Or tout idéal dans H^(b) qui ne contient pas Hm(b) est
l'idéal { o j . Ceci se démontre dans le cas général par un procédé analogue à
celui par lequel on a établi le théorème de dualité de Poincaré pour H*(b)
(théorème 7. i). Lorsque Pon suppose que le corps de base est de caractéristique o,
la propriété résulte immédiatement du théorème 10.2; en efiet, d'après ce
théorème, H^(b) est alors isomorphe à l'algèbre extérieure de ses éléments
primitifs.

Ce résultat montre que, dans le cas compact, la notion de sous-algèbre non
homologue à zéro correspond à la notion de sous-groupe non homologue à zéro
telle qu'elle a été définie par H. Samelson (48). Grâce à la simplicité de la suite
{ E , } définie par une sons-algèbre b/^o et réduclive dans û, on étendra sans
difficulté les théorèmes de Samelson qui concernent la cohomplogie des espaces
homogènes obtenus à partir d'un sous-groupe non homologue à zéro.

On remarquera tout d'abord que, d'après le théorème 13. i, si b est non
homologue à zéro et réductive dans a, alors ^ : H*(a; b) -> H*((l) est un
isomorphisme.

LEMME 17. i. — Sib est une sous-algèbre non homologue à zéro et réductive
dans d, alors àf= o pour tout s ̂  2.

Démonstration. — Le quotient E^== a£°/^C1 est isomorphe à l'image de ̂  car
^e°=H*(a) et <%1 est l'idéal des zéros de ^ (14.9). Si ^.H*(a) = H*(b), on
voit donc que E^ a même dimension que H*(b); il a donc même dimension
queE^ qui, d'après le théorème 15.3 est isomorphe à H*(b)(g)I. Or, pour .9^1,
(A^.E,)nE^== { o } , donc E^i est isomorphe au sous-espace des zéros de A,
dans E^°. Il en résulte que A , . E ° = = { o | pour tout ^^2. Par récurrence, on en

(A s ) Cf. [3], Satz VI.
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déduit que Aj==o pour tout ^^2. En effet, si A,.==o pour 2^r-<5, alors,
compte tenu du théorème 18.3,

E,=-E2=E^(S<7E^O.

Or/les relations ( 14. i5)et(14.16) prouvent que

^.E^cE^^^ioj

lorsque ^^2; par conséquent, A,==o sur Ê ° et sur VE^7. Puisque A, est une

aniidérivalion, il en résulte que A^== o.

THÉORÈME 17.2. — Si b est une sous-algèbre non homologue à zéro et
réductive dans d, alors l'algèbre H*(a) filtrée par les idéaux 3^ a pour
algèbre graduée associée l'algèbre H*(b)g)H*(a; Jb). Chaque idéal 3^ est
engendré par les éléments de ̂ . H* ( a ; b ) c H* ( a) dont le degré est ̂  q.

Démonstration.— D'après ce qui précède, l'algèbre E^ qui est l'algèbre
graduée associée à H*(tt) (lemme 14.2) est en effet identique à Ea que le
théorème 15.3 permet d'identifier à H*(b)(g)H*(a; b). On notera que la structure
graduée de H*(b) 0 H*(a; b) qui intervient ici est celle que définissent les sous-
espaces E^=H*(b)(g)H^((ï; b). Soit par ailleurs ^9 l'application de 9€^ sur le
quotient

^/^Cy-n = E^ = H*( b ) ® Hy( a ; b ).
On a

H*(b)(g)I==E^==^o.3e 0 .

D'autre part, l0Hy(a; b)==E^est Pimage par ^ des éléments de degré q
de X^f. lesquels sont ceux de ^Tr.H^a; b) (14.17). Par conséquent,

•n7.^==H*(b)(g)Hy((i; b ) = ( H * ( b ) 0 I ) — ( I<g)H<7(a ; b ) ) = (-n0.^0)— (Ti'7^.Hy(a;b))

Or, si a € aC0 et a' e 9€9, on a

(7^o.a)—(•7i^ .a / )= '^.(a^a')

car E^ est Palgébre graduée associée à H*(a). Par conséquent, quel que soit ç,

^.^^^.[^^(^.H^aîb))],
c'est-à-dire

(17.i) ^e<7c^€<7-+-l+^—(^.^(a; b)).

Puisque, pour q assez grand, ^y== { o }, il en résulte que

r^q

^cVH^a^C^.H^a; b)).
r

II y a égalité car ^.H7 (a; b) c 3^ quel que soit r (14.17).
Lorsque le corps de base est de caractéristique o, la structure très particulière

de H*(b) permet de démontrer, ainsi que l'a fait H. Samelson dans le cas
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compact ( i o ) que l'algèbre filtrée H*(a) est isomorphe à l'algèbre graduée
associée H*(b) (g) H*((ï; Jb).

THÉORÈME 17.3. — Soient a ^/^ algèbre de Lie sur un corps de caractéris-
tique o et b une sous-algèbre non homologue à zéro et réductive dans tt. 77
existe des isomorphismes (non naturels) de V algèbre H*(Jb)(g) H*((ï; b) sur

/?4-y=r

V algèbre H*((ï) qui appliquent chaque sous-espace V H^(b) (g) Hy(a; b)
sur H^il).

Démonstration. —Puisque ^.H^ft) = H*(b), on peut définir un isomor-
phisme ^ du sous-espace Q* des éléments primitifs de H*(b) dans l'algèbre ET((l)
qui conserve les degrés et tel que ^p. soit l'automorphisme identique de Q*. Or
les éléments primitifs homogènes de H*(b) sont de degré impair (théorème 10. i).
Le lemme 10.2 montre donc que p.se prolonge en un homomorphisme dePalgèbre
extérieure A (Q*) dans H*((ï). Mais, d'après le théorème 10.2, H*(b) ==A (Q*) ;
il existe donc un homomorphisme p. : H*(b) -->- H*(ft) qui conserve les degrés et
tel que t^ soit un endomorphisme de Valg'èbreîî*Çb) qui transforme en lui-même
tout élément primitif. Puisque H*(b) est engendrée par ces éléments primitifs
(et l'unité), on voit donc-que t^ est Pautomorphisme identique de H*(b) c'est-à-
dire que p. est un isomorphisme de I1 algèbre H*(b) sur une sous-algèbre de
H* (a) supplémentaire de l'idéal des zéros de ^9.

On définit une application linéaire o- : H*(b) 0 H*(a; b)-^H*(d) en posant

<T.(b(g)c=(^.b)-(^ .c)

pour tout élément b (g) c du produit tensoriel. Grâce à la structure multiplicative
adoptée dans H*(b) (g) H*(a; b) (1 .6) , o- est un homomorphisme d'algèbres.
De plus,

Œ . ( H ^ ( b ) ( g ) H y ( a ; b ) ) c H / ^ - y ( a ) ,

car^. conserve les degrés. Puisque ^.H*(b) est un supplémentaire de 3C1, on a

^o^eo=7^ui.H*(b);

ceci permet de remanier la démonstration de l'inclusion ( I 7 . i ) de manière à
obtenir, pour chaque q.

?/c^/+1-^-(^.H*(b))—( /^:.H'7(a;l1)).

On a donc

^eycîr^H^b^H^aîb))-^^4-! .

II en résulte que l'image de o- coïncide avec H*(û). Or H* (a) a même dimension
que son algèbre graduée associée; compte tenu du théorème 17.2, ceci prouve
que a- est un isomorphisme et achève la démonstration.

On remarquera que les propriétés précédentes caractérisent les sous-algèbres
non homologues à zéro, dans la mesure où la sous-algèbre b est supposée
réductive dans (l.
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(17.2) soit b une sous-algèbre réductive dans a. Si H* (a) a même dimension que
H*(b)0 H*(a; b),'oM, ce qui revient au même, si A^==o pour tout s ̂  2^ a^or^ b ̂  non
homologue à zéro.

Dans les deux cas, en effet, on a E,==Ea. La dimension de ^o.H^a) qui est
celle de <?£o/^€1 == E, est donc égale à la dimension de E;=H*(b)®I == H*(b).

Ces résultats permettent de donner des indications sur Palgèbre de cohomologie
d^une algèbre de Lie sur laquelle on ne fait plus d^hypothèse de réduclivité.

THÉORÈME 17.4. — Soit û une algèbre de Lie sur un corps de caracté-
ristique o et soit t son radical. U algèbre de cohomologie H*(d) est isomorphe
au produit tensoriel de ET(a/f) et d'une sous-algèbre de H*(f).

Démonstration. — On sait [théorème de Lévi (46)] que tt possède une sous-
algèbre semi-simple b telle que d soit somme directe des sous-espaces b et f.
Puisque le corps de base est de caractéristique o, cette sous-algèbre semi-simple
est réductive dans a. Il résulte par ailleurs de P expression (3. i) de à que Pidéal
des chaînes de tt engendré par fest stable par à. Or c^est un supplémentaire de la
sous-algèbre image des chaînes de b par Pisomorphisme qui prolonge Pisomor-
phisme identique de b dans (ï. Par conséquent b est non homologue à zéro.
Compte tenu du théorème 17.3, on a donc

H*(( i )^H*(b)(g)H*(a;b) .

Or b est isomorphe à d/f. On comparera H*((l; b) et H*(f) au moyen de Phomo-
inorphisme ^ de C*(tt) sur C*(f) qui correspond à Pisomorphisme identique de f
dans il. Cet homomorphisme applique isomorphiquement N*(a; b) sur C*(f).
Soit R le sous-espace des cochaînes de d engendré par 0*(a?).C*((ï) lorsque x
parcourt b c lî; puisque b est réductive dans 0, N*(a; b) est somme directe de
L*(a; b) et de RnN*(a ; b). De plus Rest stable par ô. Puisque ^=(^Ç, on voit
donc que C*(f) est somme directe des sous-espaces stables-para, ^.L*(a$ b) et
^Ç.R. La restriction de ^ à L*(a; b) étant un isomorphisme, ceci prouve que ^
induit un isomorphisme de H* (a; b) sur la sous-algèbre des classes de cohomo-
logie de f qui contiennent un cocycle dans ^.L^ft; b).

18. Le cas des sous-algèbres homologues à zéro. — Définition. — Soit b une
sous-algèbre de Palgèhre de Lie Ç. Les notations étant celles des paragraphes
précédents, une classe de cohomologie de b sera dite transgressive si elle contient
un cocycle image par ^<p d'une cochaîne a de (l telle que ô .aeN*(a ; b). Les
classes transgressives constituent un sous-espace de H^(b) qui contient visible-
ment les composantes homogènes de ses éléments.

On désignera par MicH*((X; b) Pidéal bilalère des classes de cohomologie
relative qui contiennent un cocycle dans (à.B1) n L*(a; b). Soi tbeH*(b) une

<46) Cf. J. H. C. WHITEHEAD, On thé décomposition of an infinitésimal group (Proc. o/Camb.
Phil. Soc.^ vol. 36. 1936, p. 229-2.37).
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classe transgressive; les cochâmes a de d telles que 'cp.a soit un cocycle de I»
classe b sont bien définies module B^+^.C^tt) (^7). Par suite, ô.a est défini,
modulo â.B1 par la classe b. Tout cocycle dans N*(d; b) étant dans L*(tt; b). si
le cocycle 3. a est dans N*(tt; b), il appartient à une classe de cohomologie rela-
tive c(b) qui est définie, module Mi, par la classe b. L'image canonique de c(b)
dans le quotient H* (a; b)/Mi ne dépend donc que de bet en dépend linéairement.
On définit ainsi une application linéaire W du sous'espacç des éléments trans-
gressifs de H*(b) dans H*((X; b)/Mi (4 8). Celte application élève le degré d'une
unité en ce sens que, si b est une classe transgressive de degré /?, alors
^F.bçH^^rt; b)/M^S où M^ désigne l'intersection MinH^-^a; b).

Soit Mo l'idéal des zéros de rhomomorphisme ̂  : H* (a; b) -> H* (a), c'est-à-dire
l'idéal des classes de cohomologie relative qui contiennent un cocycle cohomo-
logue à zéro dans C*(tf) ==B0.

THÉORÈME 1 8 . i . — Inapplication W a pour image le quotient

Mo/Mi cH*(a; b)/Mi.

Démonstration. — L'image de ^F est dans Mo/Mi car, pour toute classe trans-
gressive b, W.b s'obtient par passage au quotient à partir de la classe d'un
cocycle de L*(ff; b) de la forme ô.a, c'est-à-dire d'une classe de Mo. Inver-
sement, soit un élément de Mo/Mi image canonique d'une classe C € M o . II existe
une cochaîne a de û telle que ô.a soit un cocycle de la classe c. Puisque la
composante de degré o de ô.a est nulle et que L^(a; b) cB1 pour tout y>>o, on
voit que ^cp.a est un cocycle de b qui appartient à une classe transgressive dont
l'image par W est l'image canonique de c dans Mo/Mi.

THÉORÈME 18.2. — Les images de rhomomorphisme l^ : H*(tt)-^H*(b) sont
transgressées et constituent le sous-espace des zéros de ^V.

Démonstration. — Soient a une classe de cohomologie de tt et a un cocycle
dans la classe a; ̂ .a est la classe du cocycle ^.a deb. Puisque ô.a==o €N*(a ; b),
ceci prouve que ^.a est transgressive et que c'est un zéro de W. Inversement, si
b€H*(b ) est transgressive et si c'est un zéro de y, il existe une cochaîne a de it
telle que t^.a soit un cocycle de la classe b et que ô.a soit un cocycle de L*(û; b)
appartenant à ô.B1. Soit a' une cochaîne dans B1 telle que ô.a'=== ô.a. On a

^.(a—a')--^ ^p.a,

donc b est l'image par ^ de la classe de cohomologie du cocycle a—a' de tt.
Si b est ^ o, l'application W est donc triviale. Les résultats partiels relatifs au cas

où b est homologue à zéro, auxquels aboutira ce paragraphe, reposent sur le

THÉORÈME 18.3. — Si b est une sous-algèbre réductive dans ft, alors tout
élément primitif de H* ( h ) est transgressif ( cf. § 10).

( A 7 ) On rappelle que B1 est l'idéal des zéros de 'ç.
(48) Cette application est essentiellement celle qui a été introduite par M. G. Hirsch sous le nom

d'isomorphisme caractéristique réduit dans l'étude de la cohomologie des espaces fibres; cf. [7J .
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Démonstration. — On établira ce théorème en prouvant, par récurrence sur q^
que, si b est un élément primitif de degré r de H*(b) et si Rentier q est ̂  r4- l y
il existe une r-cochaîne a de (l telle que :

( i ) 9.0 soit un cocycle de la classe b ;
(2) ô . a € B ^ ;
(3) a soit invariante par b;
(4 ) i ( cp .P)ô .a == o pour tout cycle invariant v de degré o dans C(b) .

Puisque toute (r4- Q-cochaîne dans B^1 est dans N*(iX; b), l'existence d'une
cochaîne a vérifiant ces conditions pour q == r + i prouvera bien que b est
transgressive.

La sous-algèbre b étant supposée réductive, il existe un sous-espace F1 de
i-cochaînes de 0, stable par b et supplémentaire de ^(i^b). Soit F* la sous-
algèbre de C*(d) engendrée par l'unité et le sous-espace F1, Elle est stable par b
ainsi que par tout endomorphisme i(u) associé à une chaîne u de b (2 . io) .
Compte tenu de la relation (13. i ), ceci montre que

(18. i) chaque sous-espace FAN7(a; b)cC*(a) est stable par b ainsi que par les endo-

morphismes 1 ( 9 . ^ ) où ^ e G ( b ).

On a par ailleurs B^== B^1 + F* A iN^(a ; b) quel que soit <y, car F* est un
supplémentaire de B4 et B^ === B^-1 -4-C*(a) A ?(0; b). La dimension de
F*A ?(11; b) est au plus égale à celle de C*(b) (g) N^(a; b); or on a vu (théo-
rème 15. i ) que C * ( b ) ® N ^ ( û ; b) est isomorphe à B^/B^1. Par conséquent,

(18.2) chaque idéal B^ est somme directe de Bv-n et de F*ANv(a; b).

On commencera par montrer Inexistence d'une r-cochaîne a satisfaisant aux
quatre conditions précédentes pour q == i. Diaprés (18.2), t^ applique isomor-
phiquement F* sur C*(b). Soit a la r-cochaînc dans F* telle que ^cp.a soit le
cocycle invariant de la classe primitive b. Les conditions ( i ) et (2) sont alors
satisfaites. De plus

<ç6*(ç.y).a = 6*(y)^.a == 6*(y).6 = o,

quel que soityçb. Compte tenu de la stabilité de ¥ * par b(18. i), ceci montre
que la condition (3) est également satisfaite. Soient v et v' des cycles invariants
de degré ^> o dans C(b). Puisque b est primitif, c'est que

^v't i(v).b )> = <( v /\ v', b /> = o.

Or i (^ ) .6 est un cocycle invariant, car les endomorphismes 6 (y) sont des déri-
vations. On voit donc que, pour tout cycle invariant p de degré > o, le cocycle
invariant i (c) .6 est orthogonal à tous les cycles de degré >ode b. Puisque b est
réductive, ceci prouve que i ( t?) . b €C°(b) . Par suite,

^i (s .^ ) .a= ^^s.aeC^b),

c'est-à-dire que i (y .^ ) . aeC°( ( ï )+B 1 . Compte tenu de (18. i), il^en résulte que
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<(y^) .a€C°(a) . Diaprés (4.6), rendomorphisme i((?.^+ (h(o^) est mil
5ur la sous-algèbre des cochâmes de û invariantes par b ; on voit donc que

t (?. ï ï )â.ae8.0(a)=jo} ,

<;'esl-à-dire que la condition (4) est satisfaite.

On supposera maintenant déterminée une /-cochaîne a satisfaisant aux condi-
tions (i), (2), (3) et (4) pour q = k, rentier k étant tel q u e o < Â : < r + i , et
Pon montrera que Pon peut en déduire une r-cochaîne satisfaisant aux mêmes
conditions pour q =./r+i. La cochaîne ô. a est un (r + i)-cocycle dansB^).
En posant

^=r^-8.aeEï-^i.^

on a

Ao. e == Ao -y '̂ S. a = T '̂ oo. a = o

et

y(y).e == 6*(y) r^ ô.a = T^ 0*(ç.r) û.a = '̂ - o0*(ç.r).a == o

quel que soityell (3). Ainsi e est un cocycle invariant de Eo.
La stabilité des idéaux B^ vis-à-vis des endomorphismes i(o.P)(18.2) permet de

-définir, pour chaque chaîne v de b, un endomorphisme linéaire I (^) de Eo en
posant

<18-3) K^)^=^ i (? .p )

sur chaque idéal B^. Compte tenu de ( I 3 . i ) , on voit que Pisomorphisme
^ : C*(b)(g)N*-^Eo défini par (15.4) vérifie la relation

a . ( ( t ' (P ) .&) (g )c )=I (p )a . (6c ) ,

quels que soient ^ e C ( b ) et 6 (g)ceC*(b) (g)N*(^). En identifiant Eo avec
C*(b) ®N au moyen de a, on a donc

< 4 8 - 4 ) I (^) . (^(g)c)=0.(^) .6)0c.

Soit X Pidéal (bilatère) de C(b) engendré par les cycles invariants de degré > o;
le lemme 4. i montre que cet idéal est stable par à et donc par les dérivations
W = e(j) à + ^£(y). Soit X' le sous-espace de C*(b) orthogonal à X. La rela-
tion (18.4) prouve que X^(g)N est le sous-espace des zéros communs aux I(P)
lorsque v parcourt le sous-espace des cycles invariants de degré > o de b. Par
conséquent la condition (4) se traduit par Pinclusion e € X'® N*.

Puisque Pon suppose k < r + i , X contient tous les cycles invariants de degré
r—k + r ; les éléments de degré r—k-^-i de X' sont donc dans le sous-espace
T*(b) engendré par r(y).C*(b) lorsque y parcourt b. Du fait que e € E,-7^1,^,
on a donc ̂ e T^b) (g) N\ Or on a montré (15.16) que tout cocycle invariant dans
T * ( b ) ® N * c E o est dans Ao.J, où J désigne la sous-algèbre des éléments inva-
riants de Eo. Par conséquent e ç. Ao.J. On démontrera plus loin le

( 4 9 ) On pose comme plus haut N*= N * ( a ; b).
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LEMME 18. i. — Soient b une algèbre de Lie réductive et X c C(b) un idéal
de chaînes de b stable par à et somme directe des intersections Xp=X n Cy,(b).
Il existe un supplémentaire Y de X dans C(b) stable par à ainsi que par les
dérivations 6 (y) (y e b).

Soit Y' le sous-espace orthogonal au supplémentaire de X dont ce lernme
affirme Inexistence; l'espace Eo est somme directe des sous-espaces X'®N* et
Y'®N*. De la stabilité de X et Y par à résulte la stabilité de X' et Y' par ô et
donc la stabilité de X^0N* et Y'(g)N* par l'opérateur A défini en (15. n). La
relation ( 15.9) montre de même que la stabilité de X et Y par ô(y) se traduit par
la stabilité de X'(g)N* et Y'®N* par©*(y) pour toutyeb. Il en résulte que J est
somme directe de Jn (X'(g) N*) et de Jn (Y'(g) N*). Puisque A == Ao sur J( 15.12)
et que ^(X^N^nJ, on voit donc que e ç. Ao . ( Jn (X'® N)*). Du fait que
^eE^-714-1'71, on peut choisir un ^ eE^;-^71 n J n (X'® N*) tel que Ao.<?'==<?.
Compte tenu de (18.2), il existe une r-cochaîne a' dans F* A N71' telle que
yî^.a'==e'. La r-cochatne a—a vérifie les conditions (i), (2) (3) et (4) pour
q= k-}- i. En effet,

(1) on a k > o, donc ^ . ( a — a ' ) = l ^ . a est dans la classe de cohomologie
primitive b :

(2) on a
• iq { j8 . (a—d ' )=e—Ao.e '==o ,

donc ^ . (a—a^eB^;
(3) on a

TlSQ*(?•.r)•^= ^(.r).e'==o,

car e'eJ. D'après (18. i ) ceci prouve que a', etpar suite a—a', sont invariantes
par b.

(4) pour tout cycle invariant v de degré "> o dans C(b), on a, d'après (18.3),

'^S i(?,^).a'== \(v).e' = o

car^eX'®N. Diaprés (18. i ), ceci prouve que 1(9. v').a1^ o. Compte tenu du
lemme 4,2, on a donc bien

i ( ç . P ) ô . ( a — a / ) = t ( o . p ) 8 . a ' = ô l ( o . ^ ) . a / = o

pour tout cvcle invariant v de degré > o. Le théorème 18.3 découlera donc de la

Démonstration du lemme 18. i. — On prouvera l'existence dans chaque sous-
espace Cjo(b) d'un sous-espace Y^, supplémentaire de Xjp tel que à.^pC^p-^ et
ô(a7).Y^ pour toutyeb. On procède par récurrence en supposant obtenus de tels
sous-espaces Yp pour les valeurs de p << s (la détermination de Yo est triviale).
Puisque l'idéal X est stable par à^ il est stable par toutes les dérivations

0(y) == e(y) à + Js(y). Soit Y.y le sous-espace des ^ € C ^ ( b ) tels q u e ^ . p e Y ^ - i ;
il est stable par b. Puisque b est réductive, le sous-espace X^+ Y^ possède un sup-
plémentaire K,y dans C.y(b) stable par b. Soit u une chaîne dans K^; Cs_\ (b) étant
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somme directe de X^ et de Y,_i, à.u est somme d'une chaîne w € X ç _ ^ et d'une
chaîne w'eY^i. On a <) .w=o, car

Par suite
àà.u=o et (^.X,_i)n(^.Y,_i)cX,-2nY,_,==^oi.

6(y).w = ̂ e(y).w -4- e(j)^.w = ̂ s(y).(veX,,

quel que soi lyeb, il en résulte que

^e(y).^=e(y)^.M=e(y).wH-e(y).w'e^.x,+Y,-i.

Or Y, contient tous les ^-cycles; on a donc

6(y).K,cX,+Y;

pour tout y€b . Puisque K, est stable par b, ceci prouve que les éléments de K.ç
sont des chaînes invariantes; ce sont donc des cycles puisque b qui est réductive
est, a fortiori^ unimodulaire (théorème 6. i ). Il en résulte que

K , c K , n Y , = j o } .

Soit Y y un supplémentaire de X^n Y, dans Y^ stable par b; c'est un supplémen-
taire de Xs dans C,(b) pour lequel ^.Y,cY,-i.

Les théorèmes 18. i , 18.2 et 18.3 montrent que, si H* (b) possède des éléments
primitifs de degré p étrangers à l'image de ̂  alors H^^d; b ) ^ { o } . On en
déduira, en fait, des résultats beaucoup plus précis, car, dans les cas importants,
les éléments de Mo/M< correspondent à des générateurs de l'algèbre H*(a; b).

On pose M :̂̂ :]:̂ !!; b) n Mo et Fon désigne par SP le sous-espace des éléments
deH^( t f ; b) qui appartiennent à la sous-algèbre engendrée par les éléments de
H* (a; b) de degré inférieur à p.

LEMME 18.2. — Si b est une sous-algèbre dans une algèbre réductive a et si
le corps de base est de caractéristique o, alors

(18.5) S ^ n M o c M i ,

quel que soit p .

Démonstration. — Soient c un cocycle de degré >> o dans L*(d; b) et c9 un
cocycle dans L*(d$ b) cohomologue à zéro. Si a est une cochaîne de a telle
que ô.a == c', on a

c A < / = = c A ( 8 . a ) = = 8 . ( c A a ) .

Or ceB' , car L^d; b ) c B ' pour y>o. Par suite, c A c ' € < 5 . B ' . Ceci prouve que

(18.6) Hy(d; b ) n M o c M i

pour tout q >> o.
On sait d'autre part (théorème 13.2) que l'image de ^ dans H* (a) est

engendrée par l'unité et un sous espace d'éléments primitifs; c'est donc une
algèbre extérieure (théorème 10.3). Par un raisonnement identique au raison-
nement utilisé dans la démonstration du théorème 17.3, on en déduit qu'il existe
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une sous-algèbre G supplémentaire de Fidéal Mo dans H(a; b). Soit G-1- le sous-
espace engendré par les éléments de degré > o dans G. On a

SP c(G++ Mo)— (G-^-h Mo) = G —- G4--}- G-+-^ Mo 4- Mo— Mo.

Or l'idéal Mo est engendré par des éléments de degré >> o; compte tenu de(18.6).
on a donc

M o — M o c Mi et G ^ — M o c M i .

Puisque G est une sous-algèbre, on a par ailleurs G—G^cG"^, ce qui prouve
bien que SP n Mo C M<.

Toute base minimale de générateurs homogènes de Palgébre H* (a; b) comporte
des éléments de degré/? en nombre égal à la dimension de H^(d; b ) / S/\ II existe
même des bases minimales adaptées à l'idéal des zéros de ^TT qui contiennent dans
chaque sous-espace M^ un nombre d'éléments égal à la dimension de M^/(S^ n Mo).
D'après (18.5), la dimension de M ^ / ( S ^ n M o ) est au moins égale à celle
de M^/M^ qui est l'image par W des classes transgressives de degré/?—i de
H*(b) (théorème 18. i ) . Si Pon suppose de plus que la sous-algèbre b est réductive,
le théorème 18.3 montre que la dimension de M^/M^ est au moins égale au
nombre des éléments primitifs de degré p—i de H*(b) linéairement indé-
pendants modulo ^.H*(a). On a ainsi démontré le

THÉORÈME 18.4. — Soit û une algèbre de Lie réductive sur un corps de
caractéristique o et soit b une sous-algèbre réductive dans d. S9 il existe l élé-
ments primitifs de degré p — i dans H*(b) linéairement indépendants
modulo ^y.H^a), alors toute base minimale de générateurs homogènes de
l ) algèbre H*((ï, b) contient au moins l éléments de degré p qui peuvent être
choisis dans l9 idéal des zéros de ̂  '. H* (a; b) -> H* (a).

Avec les hypothèses de ce théorème, l'image de ^ est engendrée par l'unité et
des éléments primitifs de H*(b). De plus, tous les éléments primitifs homogènes
de H*(b) sont de degré impair (théorème 10. i ) . On voit donc que si la sous-
algèbre b est homologue à zéro, toute base de générateurs homogènes
de H*(tt; b) contient des éléments de degré pair,

Le théorème 18.4 est toujours apulicable dans le cas compacta en vertu du
théorème 9.i. Les théorèmes de H. Samelson concernant les groupes transitifs
sur les sphères de dimension paire en sont un cas particulier. On en trouvera
d'autres illustrations notamment dans les travaux de M. Ehresmann [polynômes de
Poincaré de certains espaces homogènes symétriques (50)] de M. Stiefel ( 5 1 ) et
de M. Leray [cohomologie des espaces homogènes définis par des sous-groupes
abéliens maxima (d2)].

(s()) Cf. Sur la topologie de certains espaces homogènes {Annals of Math^ vol. 35, 1984
p. 394-443).

( 5 1 ) Cf. Richtungfelder und Femparallelismu-s in Mannigfaltigkeiten (Corn m. Math. Helv.,
t., 8, i9.36, p. 3-51).

(52) C. R. Acad. Se., t. 223, 1946, p. 4i3-4r5.
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On montrera, pour terminer, que le théorème 18.3 permet de préciser, dans
une certaine mesure, la suite { E , } attachée à une sous-algèbre réductive.

Soit é un élément de Ef'°, donc de la forme 'n°. .a, où a désigne une/^-cochaîne
de a dansZJ. Si ^^ i , alors ^.Œ est un cocycle de b dont la classe de cohomo-
logie ne dépend pas du choix de a. Si le cocycle ^cp.a était cohomologue à zéro,
on aurait

a€(8.Bo-h Bi)nZ,° cZ^i -4- D^i

et par suite <?== o. On définit ainsi, pour tout ^ ̂  i , un isomorphisme

^:EÎ-^H*(b)

qui est visiblement compatible avec les structures d^algèbres graduées de ces
espaces. De l'inclusion Z° c Z;̂  résulta que ^.E° 3 ̂  .E.^. Compte leuu des
théorèmes 15. i et 15.2, on a

'9 i .E Î==<ç2 .E§==H*(b ) .

Par ailleurs, les images de ̂  sont les classes de cohomologie des images par ̂
des cocycles de a; on a donc

^.E^=<î).H*(a).

On obtient ainsi une suite de sous-algèbres emboîtées

H*(b)=<9i .E î=^ .E§3 . . .3^ .E°D^,^ .E^^ . . . ^<ç .H*(a)

dont la connaissance équivaut à celle des E°.

LEMME 18.3. — Si le corps de base est de caractéristique o et si la sous-
algèbre b est réductive dans H, alors chaque sous-algèbre ^.E0 est engendrée
par Vunité et des éléments primitifs de H*(ib).

Démonstration. — Soit b une classe de cohomologie dans ^.E0; il existe une
cochaîne açZ°. telle que YÎ°. a soit dans la classe b. Du fait que b est réductive
dans a résulte que Pon peut choisir pour a une cochaîne invariante par b. D'après
le lemme 4.2 , on a alors

ôl (9.P) . r t==l (3. (J)S.a€l (y .p) .B^cB•< > •

pour tout cycle invariant v de b. Par suite 1(9. ̂ ) .a ç Z; et i(^ç>.a ==^1(9.^). a
est donc encore un cocycle dans une classe de ^.E;. Completenu du lcmme2.2,
celte stabilité de la sous-algèbre ^..E; vis-à-vis des endomorphismes de H*(b)
induits par i (^ ) lorsque v parcourt la sous-algèbre des cycles invariants prouve
que ^..E; est engendrée par Punité et des éléments primitifs de H*(b).

Toute classe primitive de degré^p dans ir(b) cstdans ̂  .E;^., car, diaprés
le théorème 18.3, elle est transgressive, ce qui signifie quelle contient un cocycle
dans ^.Z^. D'autre part, si une classe primitive b de degré q<p est
dans ^.^.E^, c'osi qu'elle contient Pimage par ^ d'une ^-cochaîne a € Z° ^
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mais puisque y 4-i'</?-}-i? la q -4- i cochaîne S. a qui est dans B7^ est néces-
sairement nulle et par conséquent bç^.H^a). Ceci prouve le

THEOREME 18.5. — Si b est une sous-algèbre réductive dans (l et si le corps
de base est de caractéristique o, chaque sous-algèbre ^.E0 cH*(Jb) est
engendrée par ^ unité et les éléments primitifs dont les composantes de
degré < s — i appartiennent à l^. H* ( il).

Ce théorème montre que, si H*(b) possède des éléments primitifs de degré p
étrangers à V image de H*((l), alors E^ 7^ E^ et P^ suite,

A,/-M.E^i^ { o - j .

Par ailleurs, les classes transgressives de degré p dans H*(b) sont les élé-
ments de

I^(b)n(.<?^i.E^,)±=/9^,.E^.

Avec les hypothèses du théorème 18.5, on en déduit que toute clause trans-
gressée de H*(b) est somme d^un élément primitif et d^un élément
de ^.H^rt). Inapplication linéaire W peut d^autre part s^obienir en prenant les
restrictions de chaque opérateur différentiel As au sous-espace E^~1 '0 .

(Thèse soutenue le 10 ju in 1949.)


