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✧●✉❴②❑✉❴t❷✈➑✉❴⑤ ✏✲✱●ô⑧õ⑧õ❯ô✦✳❴õ❡ô✌✥✵✴ ✛➐⑦❑✉❴✈①②✜✶●✉❴②✛❾✝❙❡❚✝➔✷✧✹✸✍↔✓✉❴②✛❾✻✺✸➛✲✣✒➛✲✼✔→✩➂✽✺✳➔ ô❴õ⑧õ✦✥ ❽ õ ✓✚✕ ✥✦✾ ➍↔●④✛⑨➅⑤❀⑨ ➀ ❶❯②✛❾➏✉❴s✦③❀④✛❶❯t❂✈①⑤●⑤❀s✛⑦✛⑦✩❶⑧t❆③❀⑨⑩❾➏❙❡❚✝➔✷✧✹✸✍↔✓✉❴②✛❾✻✺✸➛✲✣✒➛✲✼✌➂✽✺✳➔ ô❴õ⑧õ❡ô ❽ õ❡ô❴õ✦✾✦✿ ➍↔●④✛⑨✟③❀④✛✈①t❷❾➾✉❴②✛❾➩➈➉❶⑧s✛t❆③❀④➾✉❴s✦③❀④✛❶⑧t❷⑤✿✉❴t❷⑨✟⑤❀s✛⑦✛⑦✩❶⑧t❆③❀⑨⑩❾➩❙❡❚❀✺✸➛✲✣✍➛✹✼ ✉⑧②✛❾➩➔✷✧✹✸✍↔➅→ ✏ t❷❶✖❚❯⑨ ➀ ③❀❶➃②✛❶✛➍➂❁✺✳➔ ô❴õ❯õ ✕✤❽ ô ✗❂✓ õ ✉❴②✛❾➏➎❄❃❅✧ ✱ ↔❆✯✍t❷s✛⑦✫❶ õ✦✥❂✳❴õ✔❇❴õ ➍

❈ ❉❋❊❍●



❇✌✿ ↔➅➍✳➂✻⑨⑩t❷✇✁�✛❾✛⑨✤➊ úåø➅÷✌✞✄✂

Ï★❭ Þ✆☎✞✝✞☎ ❫✠✟ ➯ ❜❞➲❯Ð✟❣❿❢❯ñ Ý➄ì á❑â✳❩✵❳❡Û▼➲✿➸✖➶✸➲✱Ú✸➳✖➻⑩➸☎➲❯➚✸❳ ➽➩➵ ❜❞➲ ➯ ❐✻❳✑➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ ➯ ❭
❳ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶➾➻ ➵ ❳✩❢❯➲✫❰☛✡✝➲✿➻✡➶ ➯ Ð❖➲➐✐❨➸✖➶▲❳✛➸✔❣❞❐ B ❣❿➻✒➸✖➶✸➲ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✿❳❑➳✖✐➩➻⑩➶✸❣❞❐❤➸ ➯ ❭ l2(N) ❫✩➸✖➶✸➲❡❭ λB
❣❿➻✱➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢➃❣❞❐➅❳❑❭✳✐ ➯ ❭✸❜ÙÑ❒❣❞❐ |λ| > 1 ❰✍✡✝➲➃❳❑❜❿➻ ➯ Ð ➯ ❭✳✐❅➲❡➳✡➲➐✐❒❣❞❐✒❐ ➯ ➳✱➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ❒➻✡➲ ➵ ❳❑➳❺❳ ➫ ❜❞➲
❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲❯é★✐❅❣ ➽ ➲❡❭✳➻✡❣ ➯ ❭▲❳❑❜ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶ã➻ ➵ ❳✩❢❯➲➓➸✖➶✸➲❡➳✡➲➓➲❯➚✶❣❿➻⑩➸❺➻➇❳➾➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❡❰●×✿➶✸❣❿➻
ä✵❬✸➲➐➻⑩➸✖❣ ➯ ❭ Ð✱❳✩➻➣❣❞❭✳✐❅➲ ➵ ➲❡❭✳✐❅➲❡❭✵➸✖❜ÙÑ ❳❑❭✳➻⑩Ð❖➲❡➳✡➲➐✐ ❣❞❭ ➸✖➶✸➲❒❳✏✎➩➳ ➽ ❳✛➸✖❣ÙÛ▼➲ ➫ Ñ ➨ ❭✳➻✖❳❑➳✡❣ ÝÙÞ â✱❳❑❭✳✐➪ ➲❡➳✡❭▲❳❑❜ Ý⑥ß â❀❫☎❳❑❭✳✐ ➫ Ñ ➪ ➯ ❭✸➲❯➸✣❳❑❭✳✐ ó ➲❡➳✡❣❿➻ ÝÙÞ✫Þ â✟❐ ➯ ➳➾ç✳➳ ò ❢❺➶✸➲❯➸✣➻ ➵ ❳✩❢❯➲➐➻❡❰✒✑✝❭ ➸✖➶✸➲ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳
➶▲❳❑❭✳✐✻❫ ➪ ➯ ❭✸➲❯➸➐❫➋ï✓❳❑➳⑩➸✖ð❞❭✸➲❡ñ❯é è ❣ ➽➩ò ❭✸➲❡ñ➃❳❑❭✳✐ ó ➲❡➳✡❣❿➻ Ý✓☎ â❂➶▲❳❡Û▼➲➼➳✡➲➐❢❯➲❡❭✵➸✖❜ÙÑ ➵ ➳ ➯ Û▼➲➐✐❘➸✖➶▲❳✛➸✱➸✖➶✸➲
✐❅❬▲❳❑❜ ➯ ❐✑❳✓➳✡➲✕✔✸➲❯➚✶❣ÙÛ▼➲Ò➻⑩➲ ➵ ❳❑➳❺❳ ➫ ❜❞➲➺➶✸➲❡➳✡➲➐✐❅❣Ù➸❴❳❑➳✡❣❞❜ÙÑ ❣❞❭✳✐❅➲➐❢ ➯✫➽➩➵➋➯ ➻✖❳ ➫ ❜❞➲✓❢ ➯✫➽➩➵ ❜❞➲❯➚ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶
➻ ➵ ❳✩❢❯➲➣❳✩✐ ➽ ❣Ù➸❺➻✿❭ ➯ ❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢ ➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐➺❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❡❰

Ï❀➸✾❣❿➻❂Ð❖➲❡❜❞❜✠☞✂❭ ➯ Ð✱❭➃➸✖➶▲❳✛➸ T ❣❿➻❂➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✗❣❞❐✳❳❑❭✳✐ ➯ ❭✸❜ÙÑ➼❣❞❐❅❐ ➯ ➳❃❳❑❭✵Ñ ➵ ❳❑❣❞➳ ➯ ❐✶❭ ➯ ❭❅é❷Û ➯ ❣❿✐➯✫➵ ➲❡❭Ò➻✡➲❯➸❺➻ U, V ➸✖➶✸➲❡➳✡➲➃➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻✟➻ ➯✫➽ ➲ ➵➋➯ ➻⑩❣Ù➸✖❣ÙÛ▼➲➃❣❞❭✵➸✖➲❡❩✫➲❡➳ n ➻✡❬✳❢❺➶❒➸✖➶▲❳✛➸
(∗) TnU ∩ V 6= ∅.

➨ ❭ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳➾❣❿➻➩➻❺❳❑❣❿✐ ➸ ➯✮➫ ➲îÔ★Õ❴➴✸Õ✩➱ÙÕ✌✖✩✃❷➮❺Ø✫➱❛➱①➘✘✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖❒❣❞❐ (∗) ➶ ➯ ❜❿✐✸➻➩❐ ➯ ➳❮➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ n
❜❤❳❑➳✡❩✫➲➼➲❡❭ ➯ ❬✸❩✫➶●❰✣ ➯ ➻⑩➸❴❳✏☞✂❣❿➻✝❳❑❭✳✐✥✤❅❳ ➽❨➫ ❳❑➳✡❣❞❭ ➯ ❩✵❳❡Û▼➲➓❳❮➻⑩❬✦✎➾❢❯❣❞➲❡❭✵➸➏❢ ➯ ❭✳✐❅❣Ù➸✖❣ ➯ ❭Ò❐ ➯ ➳✝❳❮❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳
➸ ➯➩➫ ➲➼➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩➾❳❑❭✳✐Ò❢❺➶▲❳❑➳❺❳✩❢⑧➸✖➲❡➳✡❣❞ñ❡➲➐✐➺➸✖➶ ➯ ➻✡➲➼Ð❖➲❡❣❞❩✫➶✵➸✖➲➐✐ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐➺➻✡➶✸❣❞❐❤➸➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻✱➸✖➶▲❳✛➸➏❳❑➳✡➲➇➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ÝÙÞ❯í â❀❰

Ï★❭ ➯ ❬✸➳➇❢ ➯ ❭✵➸✖➲❯➚✂➸➣❳❑❜❞❜✒➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻➼❳❑➳✡➲❨➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻ ➯ ❐ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻➇❣❞❭ L(X) ❫➋➸✖➶✸➲
➻✡➲❯➸ ➯ ❐ ➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐➺❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻✱❐❛➳ ➯✫➽ X ➸ ➯ X ❰
✑✝❬✸➳➓➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻➣➶▲❳❡Û▼➲❒❳✩➻❨❳❑❭ ❣❞❭✳✐❅➲❯➚ ➻⑩➲❯➸➩❳Ò❢ ➯ ❭✳❢❯➳✡➲❯➸✖➲❘➻✡➲➐❢⑧➸ ➯ ➳➓❣❞❭î➸✖➶✸➲✣❢ ➯✫➽➾➵ ❜❞➲❯➚➵ ❜❤❳❑❭✸➲✫❰▲ç ➯ ➳ α ∈ [0, π/2] Ðr➲➼✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➇➸✖➶✸➲★✧❯➷❴➮❯Ô★Õ✩➬ ∆(α)

➫ Ñ
∆(α) = {reiθ : r ≥ 0, θ ∈ [−α, α]}.

✩ ➲➃❳❑❜❿➻ ➯ ❢ ➯ ❭✳➻⑩❣❿✐❅➲❡➳ ∆(π) = C ❫❅➸✖➶✸➲➇Ð✟➶ ➯ ❜❞➲➼❢ ➯✫➽➾➵ ❜❞➲❯➚ ➵ ❜❤❳❑❭✸➲✫❰➨ ➯ ❭✸➲❯é ➵ ❳❑➳❺❳ ➽ ➲❯➸✖➲❡➳➾❐❆❳ ➽ ❣❞❜ÙÑ {T (t)}t∈∆(α)
➯ ❐ ➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐ ❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻➾❣❿➻æ❳

Õ✏✛❹➷✕✪❿➴✸Ø❑➬✖Ø✏✗➩➷❡Ô★➷❯➬✫✧❯➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✏✭❑➴ ➯ ❐ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻➩❣❞❭ L(X) ❣❞❐✝❣Ù➸➩➻❺❳✛➸✖❣❿➻⑩Ú✸➲➐➻❮➸✖➶✸➲❒❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩
❢ ➯ ❭✳✐❅❣Ù➸✖❣ ➯ ❭✳➻✕✮

❱ Þ ❪ T (0) = I ❱➌➶✸➲❡➳✡➲ I ➻✤➸❴❳❑❭✳✐✸➻✱❐ ➯ ➳✿➸✖➶✸➲➼❣❿✐❅➲❡❭✵➸✖❣Ù➸åÑ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ ➯ ❭ X ❪❴❰
❱ ë ❪ T (t)T (s) = T (t + s) ❐ ➯ ➳✝❳❑❜❞❜ t, s ∈ ∆(α) ❱❆➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❜❤❳❡Ð✑❪❴❰

×✿➶✸➲❮✃✜✛✰✯✱✛✸✃➌Ô★➷✬✧❺✃✜✗➾Ø✩➱✲✖▼➷✬✛❹➷❯➬✖Ø✩Ô★Õ❑➬ A
➯ ❐➅❳❨➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ {T (t)}t∈∆(α) ❣❿➻✱✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐ ➫ Ñ

Ax := lim
h→0

T (h)x − x

h

❐ ➯ ➳✝❳❑❜❞❜ x ∈ X ❐ ➯ ➳✿Ð✟➶✸❣❿❢❺➶❘➸✖➶✸❣❿➻✱❜❞❣ ➽ ❣Ù➸✱➲❯➚✶❣❿➻⑩➸❺➻❯❰✩ ➲r➻❺❳❡Ñ➃➸✖➶▲❳✛➸☎❳✝➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❣❿➻✳✧❴Ô❆➬✖Õ✴✛✢✖✫➱➑➘➣➮❺Õ✏✛▲Ô❆✃✜✛✦✭▲Õ✏✭✵✧ ➵ ➳ ➯ Û✶❣❿✐❅➲➐✐➓➸✖➶▲❳✛➸ limt→s T (t)
= T (s) ❐ ➯ ➳r❳❑❜❞❜ s ∈ ∆(α)

➵➋➯ ❣❞❭✵➸åÐ✱❣❿➻✡➲ ➯ ❭ X ❰✶×✿➶❅➲➏➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❣❿➻✶✭✷✛✸✃ ✸❯Õ❑➬✹✗❨➱➑➘➾➮❴Õ✏✛✳Ô❆✃✜✛✍✪
✭✳Õ✴✭✵✧✑❣❞❐❃➸✖➶✸❣❿➻✿❜❞❣ ➽ ❣Ù➸✱➶ ➯ ❜❿✐✸➻✱❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑ ➯ ❭❒➸✖➶✸➲➼❬✸❭✸❣Ù➸ ➫ ❳❑❜❞❜ ➯ ❐ X ❰

Ï★❐ {T (t)}∈∆(α) ❣❿➻✱❳➣➻⑩➸✖➳ ➯ ❭✸❩✫❜ÙÑ❘❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻✱➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❫✶➸✖➶✸➲❡❭❘➸✖➶✸➲✑❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲➐➻⑩❣ ➽ ❳❑❜❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❨❣❿➻➓❢❯❜ ➯ ➻✡➲➐✐ ❳❑❭✳✐ ✐❅➲❡❭✳➻✡➲❡❜ÙÑ ✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐✻❰✒Ï★❭î➸✖➶✸➲❘❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑî❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻❮❢➐❳✩➻✡➲✫❫
➸✖➶✸➲➼❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲➐➻⑩❣ ➽ ❳❑❜❂❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✝❣❿➻r➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ✂Ð✟➶✸➲❡➳✡➲➣✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐✓❳❑❭✳✐ ➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐✻❰



ö➇ü✁�❺ü ☞✄✂✟÷✌☞✆☎✟ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý☎þ⑩ú✤û✗ü✝✂✟✞❍✡✤�✡✠❑þ ✡✤☞☞☛✾÷✌☞✫÷❯ýåù➏þ✌✠✦÷❯ýåú✤þ ❇✌✾

ç ➯ ➳ α 6= 0 ➸✖➶✸➲✓➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ {T (t)}t∈∆(α) ❣❿➻æ❳ ➹✶Õ✫➱ÙÕ✏✗➾Õ❑➬★➴➋➹▼✃❷➮✥✧❡➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✏✭✛➴☞Õ ✸
Ø✏✛✵✖✫➱Ù➷ α ❣❞❐➼➸✖➶✸➲ ➽ ❳ ➵✸➵ ❣❞❭✸❩ t 7→ T (t) ❣❿➻➺❳❑❭▲❳❑❜ÙÑ✂➸✖❣❿❢ ➯ ❭ ∆(α) ❰rç ➯ ➳ ➽➩➯ ➳✡➲ã✐❅➲❯➸❴❳❑❣❞❜❿➻
❳ ➫➋➯ ❬❅➸➼➶ ➯ ❜ ➯✫➽➩➯ ➳ ➵ ➶✸❣❿❢❮➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻➇➻⑩➲❡➲ Ý➄ì❅Þ ❫ ✣ ➶▲❳ ➵ ➸✖➲❡➳➼Ï✎✍➣❫ ✤✂➲➐❢⑧➸✖❣ ➯ ❭ Þ á✛â❀❫ Ý⑥ë✆✏ ❫ ➵ ❰ ✝ á✛â
❳❑❭✳✐ ÝÙÞ✄✏ ❫ ✣ ➶▲❳ ➵ ➸✖➲❡➳✟Ï✡Ï❺❫ ✤✂➲➐❢⑧➸✖❣ ➯ ❭ í â❀❰

×r➶✸➲ ➽➾➯ ➻✤➸æ❢ ➯✫➽➩➽➩➯ ❭ ❣❞❭✳✐❅➲❯➚ ➻✡➲❯➸➐❫ ∆(0) = [0,∞) ❫➅❣❿➻❮Ð✟❣❿✐❅➲❡❜ÙÑ❋❳ ➵✸➵ ❜❞❣❞➲➐✐ ❣❞❭ ➸✖➶✸➲
❜❞❣Ù➸✖➲❡➳❺❳✛➸✖❬✸➳✡➲✣✐❅❬✸➲❮➸ ➯ ❣Ù➸❺➻➼➳✡➲❡❜❤❳✛➸✖❣ ➯ ❭✮➸ ➯Ò➯ ➳✖✐❅❣❞❭▲❳❑➳⑩Ñî❳❑❭✳✐ ➵ ❳❑➳⑩➸✖❣❤❳❑❜✗✐❅❣✒✑❹➲❡➳✡➲❡❭✵➸✖❣❤❳❑❜☎➲➐ä✵❬▲❳✛➸✖❣ ➯ ❭✳➻❡❰
ç ➯ ➳✗❐❛❬✸➳⑩➸✖➶✸➲❡➳❖❣❞❭✸❐ ➯ ➳ ➽ ❳✛➸✖❣ ➯ ❭➺❳ ➫➋➯ ❬❅➸✿➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻ ➯ ❐ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻ ➯ ❭ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶❘➻ ➵ ❳✩❢❯➲➐➻✗Ð❖➲
➳✡➲❡❐❛➲❡➳✗➸✖➶✸➲✑➳✡➲✦❳✩✐❅➲❡➳✗➸ ➯ ➸✖➶✸➲ ➫➋➯✂➯ ☞ ➯ ❐ ó ❳❑ñ❯Ñ Ý⑥ë✆✏ â❀❫ ➯ ➳✗➸ ➯ ➸✖➶✸➲➏➳✡➲➐❢❯➲❡❭✵➸ ➫➋➯✂➯ ☞ ➯ ❐✾ê✔❭✸❩✫➲❡❜●❳❑❭✳✐✓ ❳❑❩✫➲❡❜ ÝÙÞ✄✏ â❀❰➨ ➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ {T (t)}t∈∆(α) ❣❿➻➣➹▼➘⑧➴✸➷❯➬✖➮❯➘✵➮❯➱➑✃❷➮✟❣❞❐➅➸✖➶✸➲❡➳✡➲➓➲❯➚✶❣❿➻⑩➸❺➻ x ∈ X ➻✡❬✳❢❺➶✓➸✖➶▲❳✛➸
{T (t)x}t∈∆(α) ❣❿➻➣✐❅➲❡❭✳➻✡➲æ❣❞❭ X ❰❃ç✳❬✸➳⑩➸✖➶✸➲❡➳ ➽➩➯ ➳✡➲✫❫✍❣Ù➸➣❣❿➻❘➮❯➹✶Ø▼Õ✫Ô❆✃❷➮➼❣❞❐✿❣Ù➸➣❣❿➻➣➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢
❳❑❭✳✐æ➸✖➶✸➲✑➻✡➲❯➸ {x ∈ X : ∃t ∈ ∆(α)\{0}, T (t)x = x} ❣❿➻r✐❅➲❡❭✳➻✡➲✑❣❞❭ X ❰ ✩ ➲✑➻❺❳❡Ñ➩➸✖➶▲❳✛➸
❳➃➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ {T (t)}t∈∆(α) ❣❿➻➏Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖❑✃❷➮❴Ø✩➱❛➱➑➘ ✗❨✃✚✙❑✃✜✛✵✖✟❣❞❐❂❐ ➯ ➳✗➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ ➵ ❳❑❣❞➳ ➯ ❐●❭ ➯ ❭❅é❷Û ➯ ❣❿✐➻✡➲❯➸❺➻ U, V ➸✖➶✸➲❡➳✡➲➼➲❯➚✶❣❿➻⑩➸❺➻ t0 ∈ ∆(α) ➻⑩❬✳❢❺➶➺➸✖➶▲❳✛➸

T (t)U ∩ V 6= ∅ ❐ ➯ ➳✝❳❑❜❞❜ t ➻✡❬✳❢❺➶❒➸✖➶▲❳✛➸ |t| ≥ |t0|.

Ï★❭ ➵ ❳❑➳⑩➸✖❣❿❢❯❬✸❜❤❳❑➳❡❫❃❳❑❜❞❜ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻æ❱➌➲❯➚❅❢❯➲ ➵ ➸ T (0) = I ❪ ➯ ❐r❳➾➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩
➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❳❑➳✡➲➇➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩æ❳✩➻✱➻⑩❣❞❭✸❩✫❜❞➲ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻❯❰

×r➶✸➲➼➸✖➶✸➲ ➯ ➳⑩Ñ ➯ ❐✒➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢❨➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻ ➯ ❐ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻✝➶▲❳✩➻✑❳✛➸✡➸✖➳❺❳✩❢⑧➸✖➲➐✐➺➸✖➶✸➲❨❳✛➸✡é
➸✖➲❡❭✵➸✖❣ ➯ ❭ ➯ ❐ ➽ ❳❑❭✵Ñ➓❳❑❬❅➸✖➶ ➯ ➳✖➻ Ý✓✝ ❫ ë✴☎ ❫ Þ✆✝ ❫ Þ➐ì â❀❰✩Ï★❭ Ý✓✝ â❅❣Ù➸✒❣❿➻ ➵ ➳ ➯ Û▼➲➐✐➓➸✖➶▲❳✛➸✒➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ➓➻✡➲ ➵ ❳❑➳❺❳ ➫ ❜❞➲
❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲❯é★✐❅❣ ➽ ➲❡❭✳➻✡❣ ➯ ❭▲❳❑❜r❢ ➯✫➽➩➵ ❜❞➲❯➚ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶ ➻ ➵ ❳✩❢❯➲æ❳✩✐ ➽ ❣Ù➸❺➻➃❳✣➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢➾❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑ
❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻✝➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❳❑❭✳✐✣➸✖➶▲❳✛➸✱➸✖➶✸➲❡➳✡➲➣❳❑➳✡➲➼➻ ➯✫➽ ➲➼➻⑩➲ ➵ ❳❑➳❺❳ ➫ ❜❞➲ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶Ò➻ ➵ ❳✩❢❯➲➐➻✝❳✩✐✶é➽ ❣Ù➸✡➸✖❣❞❭✸❩➩❭ ➯ ❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢➼➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵➺➯ ❐ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻❡❰
✑✝❬✸➳➩❳❑❣ ➽ ❣❞❭ ➸✖➶✸❣❿➻ ➵ ❳ ➵ ➲❡➳❮❣❿➻➣➸ ➯ã➵ ➳ ➯ Û▼➲✣➸✖➶▲❳✛➸➩➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ ➻✡➲ ➵ ❳❑➳❺❳ ➫ ❜❞➲➺❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲❯é★✐❅❣ ➽ ➲❡❭❅é

➻✡❣ ➯ ❭▲❳❑❜➃❢ ➯✫➽➩➵ ❜❞➲❯➚ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶☞➻ ➵ ❳✩❢❯➲ ❳✩✐ ➽ ❣Ù➸❺➻Ò❳ ➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ➶ ➯ ❜ ➯✫➽➩➯ ➳ ➵ ➶✸❣❿❢
❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑ➃❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻✍➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❰ ✩ ➲✗❳❑❜❿➻ ➯ ❩✫❣ÙÛ▼➲❖➻ ➯✫➽ ➲✔➲❯➚✸❳ ➽➩➵ ❜❞➲➐➻ ➯ ❐✶➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩❨➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻❯❰✳ï ➯ ➳✡➲ ➵ ➳✡➲➐❢❯❣❿➻✡➲❡❜ÙÑ▼❫✶Ðr➲➏❢❺➶▲❳❑➳❺❳✩❢⑧➸✖➲❡➳✡❣❞ñ❡➲✑➸✖➶✸➲✝➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩
➸✖➳❺❳❑❭✳➻✡❜❤❳✛➸✖❣ ➯ ❭ ➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻ ➯ ❭ Lp

̺(I) ❳❑❭✳✐ C0,̺(I) ❫✻Ð✟➶✸➲❡➳✡➲ I = ∆(0) = [0,∞)
➯ ➳

I = R ❳❑❭✳✐ ̺ ❣❿➻✝❳❑❭Ò❳✩✐ ➽ ❣❿➻✖➻✡❣ ➫ ❜❞➲➇Ð❖➲❡❣❞❩✫➶✵➸✟❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭ ➯ ❭ I ❰
ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳❡❫✂Ð❖➲ ➵ ➳ ➯ Û▼➲✟➸✖➶▲❳✛➸❖➸✖➶✸➲❡➳✡➲✝➲❯➚✶❣❿➻⑩➸❺➻r❳➃❢ ➯✫➽➩➽ ❬❅➸❴❳✛➸✖❣ÙÛ▼➲✑❳❑❜❞❩✫➲ ➫ ➳❺❳ ➯ ❐ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻

➸✖➶▲❳✛➸☎❢ ➯ ❭✵➸❴❳❑❣❞❭✳➻☎❳➏❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳☎❳❑❭✳✐➩❳❑❭ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ T Ð✟➶✸❣❿❢❺➶❨❣❿➻✒❭ ➯ ➸☎❳ ➽ ❬✸❜Ù➸✖❣ ➵ ❜❞➲ ➯ ❐
➸✖➶✸➲➇❣❿✐❅➲❡❭✵➸✖❣Ù➸åÑ❘➻✡❬✳❢❺➶✣➸✖➶▲❳✛➸✱❭ ➯❨➽ ❬✸❜Ù➸✖❣ ➵ ❜❞➲ ➯ ❐ T ❣❿➻✿❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢✩❫▲❳❑❭✳➻⑩Ðr➲❡➳✡❣❞❭✸❩❮❣❞❭✣➸✖➶✸➲✑❭✸➲❡❩✵❳✛➸✖❣ÙÛ▼➲
❳❮ä✵❬✸➲➐➻✤➸✖❣ ➯ ❭ ➯ ❐✒✐❅➲➐❲❃❳❑❬ ➫ ➲❡❭✸❐❛➲❡❜❿➻➏❳❑❭✳✐➺ê ➽ ❳ ➽ ❣❞➳❺❳✩✐ ÝÙÞ à✛â❀❰

✔✻➝✖✕✘✗✾➧✚✙❯➠✄✛✶➟❃➦✜✛ ➢✣✢❨➠✦➢✥✤✔➢✧✦➌➢✥★➋➧❆➦✪✩✫✦✚✦✭✬✯✮î➧✰✗✾➧➌➟✱★✳✲✾➢✣✦❛➢✧✮î➢▲➡✴✤✵✲❃➧➌➦✶✙✷✛✸✮î➧✰★➋➡✛➢➋➥✱✤✵✙✩➝
✩ ➲✣❢ ➯ ❭✳➻✡❣❿✐❅➲❡➳➓➸✖➶✸➲✣Ð❖➲❡❣❞❩✫➶✵➸✖➲➐✐ ℓ1 é★➻ ➵ ❳✩❢❯➲✣Ð✱❣Ù➸✖➶ ❳❒Ðr➲❡❣❞❩✫➶✵➸❮➻✡➲➐ä✵❬✸➲❡❭✳❢❯➲ β = (βi)

∞
i=1

➯ ❐➵➋➯ ➻✡❣Ù➸✖❣ÙÛ▼➲➃❭✂❬ ➽➓➫ ➲❡➳✖➻❯❫▲✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐ ➫ Ñ
ℓ1(β) :=

{
(xi)

∞
i=1 : xi ∈ C,

∞∑

i=1

βi|xi| < ∞
}



✗ õ ↔➅➍✳➂✻⑨⑩t❷✇✁�✛❾✛⑨✤➊ úåø➅÷✌✞✄✂

➲➐ä✵❬✸❣ ➵✸➵ ➲➐✐❒Ð✟❣Ù➸✖➶❘➸✖➶✸➲➼❭ ➯ ➳ ➽

‖(xi)‖ :=
∞∑

i=1

βi|xi|.

Ï★❐ supi∈N βi/βi+1 ≤ M ❐ ➯ ➳æ➻ ➯✫➽ ➲Ò❢ ➯ ❭✳➻⑩➸❴❳❑❭✵➸ M ❫✔➸✖➶✸➲❡❭ ➸✖➶✸➲ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐❋➻✡➶✸❣❞❐❤➸ B
✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐ ➫ Ñ

B(x1, x2, . . . ) := (x2, x3, . . . )

❣❿➻✟❳ ➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐➺❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ ➯ ❭ ℓ1(β) ❰
Ï★❭❘➸✖➶✸➲➃❢➐❳✩➻⑩➲➼Ð✱➶✸➲❡➳✡➲ βi = 1 ❐ ➯ ➳✝❳❑❜❞❜ i ≥ 1 Ð❖➲➇➳✡➲❡❐❛➲❡➳✱➸ ➯ ➸✖➶✸❣❿➻✟➻ ➵ ❳✩❢❯➲➣❳✩➻ ℓ1 ❰
ç ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩ ➻ ➯✫➽ ➲ ❣❿✐❅➲✦❳✩➻ ➯ ❐ ÝÙÞ✆✝ ❫✿×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ à✂❰ ë â❀❫rÐ✱➶✸➲❡➳✡➲ã❣Ù➸✣Ð✱❳✩➻ ➵ ➳ ➯ Û▼➲➐✐ ➸✖➶▲❳✛➸

{etB}t≥0 ❣❿➻✗➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢➏❣❞❭ ℓ1(β) ❫✵Ð❖➲ ➵ ➳ ➯ Û▼➲✝➸✖➶▲❳✛➸ {etB2

}t∈∆(π/2) ❣❿➻✿❳❑❜❿➻ ➯ ❳➼➸ ➯✫➵➋➯ é❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩➾➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➸✖➶✸➲❡➳✡➲✫❰
�✂✁☎✄✆✄✞✝ ë ❰ Þ✠✟☛✡ ➷❡Ô β = (βi)

∞
i=1

☞ ➷➏Ø ✧❯➷✍✌✬✭✳➷✬✛❹➮❺➷➏Õ ✸❃➴✸Õ✏✧❺✃➌Ô❆✃❛Ó✩➷ ✛ ✭✵✗ ☞ ➷⑧➬✹✧✱Ø✏✛❹Ö B Ô❆➹✶➷☞ Ø▼➮✏✎✒✑✗Ø✩➬✖Ö✫✧❺➹▼✃ ✸❴Ô➏Õ❴➴✸➷❯➬✖Ø✩Ô★Õ❑➬✒✓✕✔✜✸ supi∈N βi/βi+1 ≤ M ✸❯Õ❑➬ ✧❯Õ✏✗➾➷æ➮❺Õ✏✛ ✧❴Ô★Ø✏✛▲Ô M ❫☎Ô❆➹✶➷✬✛
Ô❆➹✶➷ ✭✵✛✳✃ ✸❯Õ❑➬✹✗❨➱➑➘ã➮❺Õ✏✛▲Ô❆✃✜✛✦✭▲Õ✏✭✵✧ ✧❯➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✴✭✛➴ {etB2

}t∈∆(α) ✃✜✧❮Ô★Õ⑧➴❅Õ✫➱ÙÕ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗❨✃✚✙❑✃✜✛✵✖✓✃✜✛
ℓ1(β) ✸❯Õ❑➬➓➷⑧Ó✩➷❯➬⑧➘ α ∈ [0, π/2] ∪ {π} ✓

✖ ➬✖Õ✦Õ ✸✏✓➼ç✍❣Ù➚ α ∈ [0, π/2] ∪ {π} ❰ ✣ ➯ ❭✳➻⑩❣❿✐❅➲❡➳
ϕ := {(xi)

∞
i=1 ⊂ C : ∃m ∀i > m, xi = 0},

Ð✟➶✸❣❿❢❺➶❒❣❿➻✟✐❅➲❡❭✳➻⑩➲➼❣❞❭ ℓ1(β) ❰è ❣ÙÛ▼➲❡❭ ❳❑❭✵Ñ ➵ ❳❑❣❞➳ y = (yi)
∞
i=1 ❳❑❭✳✐ z = (zi)

∞
i=1

➯ ❐✒➲❡❜❞➲ ➽ ➲❡❭✵➸❺➻✟❣❞❭ ϕ ❫❹❳❑❭✳✐ ε > 0 ❫➯ ❬✸➳ ➵ ❬✸➳ ➵➋➯ ➻✡➲➇❣❿➻r➸ ➯ ❢ ➯ ❭✳➻⑩➸✖➳✡❬✳❢⑧➸✱Û▼➲➐❢⑧➸ ➯ ➳✖➻ v(t) = (vi(t))
∞
i=1 ∈ ℓ1(β) ❫ t ∈ ∆(α) ❫✸➻✡❬✳❢❺➶

➸✖➶▲❳✛➸➐❫✳❐ ➯ ➳ T (t) := etB2 ❫❅➸✖➶✸➲❡➳✡➲➃➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻ t0 ∈ ∆(α) Ð✟❣Ù➸✖➶
‖v(t) − y‖ < ε ❳❑❭✳✐ ‖T (t)v(t) − z‖ < ε, ❐ ➯ ➳✝❳❑❜❞❜ t ∈ ∆(α) Ð✟❣Ù➸✖➶ |t| > |t0|.

× ➯ ✐ ➯ ➸✖➶✸❣❿➻✿Ðr➲➇Ú✸➳✖➻✤➸➏➻⑩➲❡❜❞➲➐❢⑧➸➏❳❑❭✳✐➺Ú❅➚ k ∈ N Ð✟❣Ù➸✖➶
yi = zi = 0 ❐ ➯ ➳ i ≥ 2k.

✩ ➲➇❭ ➯ Ð ✐❅➲❡Ú✸❭✸➲ v(t) ❳✩➻✿❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✝➻✕✮
vi(t) =

{
yi ❐ ➯ ➳ i = 1, . . . , 2k,

0 ❐ ➯ ➳ i = 2k + 1, . . . , 4k ❳❑❭✳✐❘❐ ➯ ➳ i > 6k.

✩ ➲✑Ð✱❣❞❜❞❜✾✐❅➲❡Ú✸❭✸➲ vi(t) ❐ ➯ ➳ i = 4k + 1, . . . , 6k ❣❞❭Ò➻⑩❬✳❢❺➶✌❳➣Ð✱❳❡Ñæ➸✖➶▲❳✛➸

(T (t)v(t))i =

3k∑

j=0

tj

j!
v2j+i(t) ❐ ➯ ➳ i = 1, . . . , 2k.
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Ï★❭➩❐❆❳✩❢⑧➸➐❫✩Ðr➲✱❢❺➶ ➯✂➯ ➻✡➲ vi(t) ❐ ➯ ➳ i = 4k+1, . . . , 6k ❳✩➻✒➸✖➶✸➲✱➻ ➯ ❜❞❬❅➸✖❣ ➯ ❭✳➻ ➯ ❐▲➸✖➶✸➲✟❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✱❣❞❭✸❩
➻⑩Ñ❅➻✤➸✖➲ ➽ ✮

❱ ë ❰ Þ ❪ A




y1❰❰❰
y2k


 + D




v4k+1(t)❰❰❰
v6k(t)


 =




z1❰❰❰
z2k


 ,

Ð✟➶✸➲❡➳✡➲

A :=




1 0 µ1 0 µ2 0 · · · 0 µk−1 0

0 1 0 µ1 0 µ2 · · · µk−2 0 µk−1

· 0 1 0 µ1 0 · · · 0 µk−2 0

· · 0 1 0 µ1 · · · · 0 µk−2

· · · 0 1 0 · · · · · 0

· · · · 0 1 · · · · · ·

❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰
0 0 0 0 0 0 · · · 1 0 µ1

0 0 0 0 0 0 · · · 0 1 0

0 0 0 0 0 0 · · · 0 0 1




Ð✟❣Ù➸✖➶ µi = ti/i! ❐ ➯ ➳ i = 1, . . . , k − 1 ❳❑❭✳✐

D :=




λ0 0 λ1 0 · · · λk−1 0

0 λ0 0 λ1 · · · 0 λk−1

λ−1 0 λ0 0 · · · · 0

0 λ−1 0 λ0 · · · · ·

❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰
λ−k+1 0 · · · · · λ0 0

0 λ−k+1 · · · · · 0 λ0




,

Ð✟➶✸➲❡➳✡➲ λi = t2k+i/(2k + i)! ❐ ➯ ➳ i = −k + 1, . . . , k − 1 ❰
✑ ➫ ➻✡➲❡➳⑩Û▼➲➇➸✖➶▲❳✛➸ D = UWS ❫✸Ð✱➶✸➲❡➳✡➲
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U :=




t2k 0 0 0 · · · 0 0

0 t2k 0 0 · · · 0 0

0 0 t2k−1 0 · · · 0 0

0 0 0 t2k−1 · · · 0 0❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰
0 0 0 0 · · · tk+1 0

0 0 0 0 · · · 0 tk+1




,

W :=




η0 0 η1 0 · · · ηk−1 0

0 η0 0 η1 · · · 0 ηk−1

η−1 0 η0 0 · · · · 0

0 η−1 0 η0 · · · · ·❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰
η−k+1 0 · · · · · η0 0

0 η−k+1 · · · · · 0 η0




Ð✟❣Ù➸✖➶ ηi = 1/(2k + i)! ❐ ➯ ➳ i = −k + 1, . . . , k − 1 ❫▲❳❑❭✳✐

S =




1 0 0 0 · · · 0 0

0 1 0 0 · · · 0 0

0 0 t 0 · · · 0 0

0 0 0 t · · · 0 0❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰ ❰❰❰
0 0 0 0 · · · tk−1 0

0 0 0 0 · · · 0 tk−1




❳❑➳✡➲✑➳✡➲❡❩✫❬✸❜❤❳❑➳ 2k × 2k
➽ ❳✛➸✖➳✡❣❿❢❯➲➐➻❖❐ ➯ ➳ t 6= 0 ❰❅×✿➶✂❬✳➻✗➸✖➶✸➲➇➻ ➯ ❜❞❬❅➸✖❣ ➯ ❭ ➯ ❐❖❱ ë ❰ Þ ❪✔❣❿➻r❩✫❣ÙÛ▼➲❡❭ ➫ Ñ




v4k+1(t)❰❰❰
v6k(t)


 = S−1W−1U−1







z1❰❰❰
z2k


 − A




y1❰❰❰
y2k





 .

❲❂➲❯➸ (wi)
2k
i=1

➫ ➲➼✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐✓❳✩➻



w1❰❰❰
w2k


 = U−1







z1❰❰❰
z2k


 − A




y1❰❰❰
y2k





 .



ö➇ü✁�❺ü ☞✄✂✟÷✌☞✆☎✟ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý☎þ⑩ú✤û✗ü✝✂✟✞❍✡✤�✡✠❑þ ✡✤☞☞☛✾÷✌☞✫÷❯ýåù➏þ✌✠✦÷❯ýåú✤þ ✗ ✥

×✿➶✸➲❡❭●❫❃❣❞❐rÐ❖➲✣❢ ➯ ❭✳➻⑩❣❿✐❅➲❡➳ t Ð✱❣Ù➸✖➶ |t| > 1 ❫✾➸✖➶✸➲❡➳✡➲✣➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻ C1 ❣❞❭✳✐❅➲ ➵ ➲❡❭✳✐❅➲❡❭✵➸ ➯ ❐ t ➻✡❬✳❢❺➶
➸✖➶▲❳✛➸

|wj | ≤ C1|t|
−k−1 ❐ ➯ ➳ j = 1, . . . , 2k.

×✿➶✂❬✳➻r➸✖➶✸➲❡➳✡➲➼➲❯➚✶❣❿➻⑩➸❺➻ C2 ❣❞❭✳✐❅➲ ➵ ➲❡❭✳✐❅➲❡❭✵➸ ➯ ❐ t ➻❺❳✛➸✖❣❿➻⑩❐❤Ñ✶❣❞❭✸❩
|vi(t)| ≤ C2|t|

k−i/2 ❐ ➯ ➳ i = 4k + 1, . . . , 6k.

✤✂❣❞❭✳❢❯➲ vi(t) = yi ❐ ➯ ➳ i ≤ 4k ❳❑❭✳✐ yi = 0 ❐ ➯ ➳ i > 2k ❫❅Ðr➲➇➶▲❳❡Û▼➲
‖v(t) − y‖ =

6k∑

i=4k+1

βi|vi(t)| ≤ C2

6k∑

i=4k+1

βi|t|
−k.

✡✝➲❡❭✳❢❯➲✫❫✳❐ ➯ ➳✟➻⑩❬✦✎➾❢❯❣❞➲❡❭✵➸✖❜ÙÑ❒❜❤❳❑➳✡❩✫➲ |t| ❫❅Ð❖➲➇❩✫➲❯➸
‖v(t) − y‖ < ε.

ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳
‖T (t)v(t) − z‖ =

6k∑

i=2k+1

βi|(T (t)v(t))i| =
6k∑

i=2k+1

βi

∣∣∣∣
2k−1∑

j=0

tj

j!
v2j+i(t)

∣∣∣∣

≤
6k∑

i=2k+1

βi

( 2k−1∑

j=0

|t|j

j!
|t|k−j−i/2

)
≤

6k∑

i=2k+1

βi

( 2k−1∑

j=0

|t|−1/2

j!

)
.

×✿➶✸➲❡➳✡➲❡❐ ➯ ➳✡➲➼Ð❖➲➼❢ ➯ ❭✳❢❯❜❞❬✳✐❅➲➼➸✖➶▲❳✛➸ ‖T (t)v(t) − z‖ < ε ❣❞❐ |t| ❣❿➻✱➻✡❬✦✎➩❢❯❣❞➲❡❭✵➸✖❜ÙÑ❒❜❤❳❑➳✡❩✫➲✫❰
×r➶✸➲➇❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩➩❜❞➲ ➽➩➽ ❳➓❣❿➻❯❫✸❣❞❭ ➵ ❳❑➳⑩➸➐❫➋❳➓❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳❑❜❞❣❞ñ✦❳✛➸✖❣ ➯ ❭ ➯ ❐ Ý⑥ë✴✝ ❫✳❲❂➲ ➽➩➽ ❳ ë ❰ Þ â❀❰▲Ï❀➸❺➻➵ ➳ ➯✂➯ ❐✍❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✝➻✿➸✖➶✸➲➼➻❺❳ ➽ ➲➇❜❞❣❞❭✸➲➐➻❡❰�✂✁☎✄✆✄✞✝ ë ❰ ë ✟ ✡ ➷❯Ô X1, X2

☞ ➷ ✧❡➷✤➴❅Ø✩➬✖Ø ☞ ➱Ù➷ ✁ Ø✴✛➋Ø▼➮❯➹ ✧★➴✸Ø▼➮❺➷✬✧✟Ø✏✛❹Ö➃➱❞➷❡Ô Φ : X1 → X2☞ ➷➓Ø✣➮❺Õ✴✛✳Ô❆✃✜✛ ✭✳Õ✏✭✵✧ ✗➩Ø❴➴▼➴➋✃✜✛✢✖ ✑➅✃➌Ô❆➹➺Ö✵➷✹✛ ✧❯➷➃➬✖Ø✏✛✵✖▼➷ ✓
❱ Þ ❪ ✡ ➷❡Ô Ti ∈ L(Xi)

☞ ➷✑Ø✏✛➺Õ❴➴✸➷⑧➬❺Ø✩Ô★Õ❑➬ ✸❯Õ❑➬ i = 1, 2 ✧✌✭✳➮❯➹❨Ô❆➹❅Ø✩Ô T2Φ = ΦT1 ✓ ✔✜✸ T1✃✜✧☎Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖❑✃❷➮❴Ø✩➱❛➱➑➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖➼❱✤➬✖➷✬✧❀➴ ✓✸➹▼➘⑧➴❅➷❯➬✖➮❯➘✵➮❡➱①✃❷➮✦❪❴❫✸Ô❆➹✶➷✬✛ T2 ✃✜✧❖Ø✩➱ ✧❯Õ➏Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘
✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖❘❱✤➬✖➷✬✧❀➴ ✓❃➹✵➘❴➴✸➷❯➬✖➮❯➘✵➮❡➱①✃❷➮✦❪ ✓

❱ ë ❪ ✡ ➷❡Ô {T (t)}t∈∆(α) Ø✏✛➋Ö {S(t)}t∈∆(α)
☞ ➷ ✧⑧Ô❆➬✖Õ✏✛✵✖✫➱①➘➓➮❴Õ✏✛▲Ô❆✃✜✛✦✭✳Õ✴✭✵✧✒✧❡➷✹✗❨✃✚✖❑➬❺Õ✏✭✛➴✍✧

Õ ✸➣Õ❴➴✸➷❯➬✖Ø✩Ô★Õ✩➬ ✧➓Õ✏✛ X1 Ø✴✛➋Ö X2 ➬✖➷✬✧★➴❅➷❴➮❡Ô❆✃❛Ó❑➷❡➱➑➘ ✑➅✃➌Ô❆➹ α ∈ [0, π/2] ∪ {π} ✧✌✭▲➮⑧➹
Ô❆➹✶Ø✩Ô S(t)Φ = ΦT (t) ✸❯Õ❑➬✌Ø✩➱❛➱ t ∈ ∆(α) ✓ ✔✜✸ {T (t)}t∈∆(α) ✃✜✧❒Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖✩✃ ✪
➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗❨✃✚✙❑✃✜✛✵✖ ❱✤➬✖➷✬✧❀➴ ✓✱➹▼➘⑧➴✸➷⑧➬❺➮⑧➘✵➮❡➱➑✃❷➮➐❪❴❫✝Ô❆➹✶➷✬✛ {S(t)}t∈∆(α) ✃✜✧❒Ø✩➱ ✧❯ÕãÔ★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖✩✃ ✪
➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖❘❱✤➬✖➷✬✧❀➴ ✓❃➹✵➘❴➴✸➷❯➬✖➮❯➘✵➮❡➱①✃❷➮✦❪ ✓

×r➶✸➲✣❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✱❣❞❭✸❩ã➳✡➲➐➻⑩❬✸❜Ù➸➩✐❅❬✸➲æ➸ ➯ ✑✟Û❅➻✡➲ ➵ ❣❤❳❑❭ ❳❑❭✳✐ ó ➲✄✂❆❢❯ñ❯Ñ✆☎✳➻ ☞✂❣ Ý⑥ë✫ß âr❣❿➻➓❭✸➲❡➲➐✐❅➲➐✐ ➸ ➯
➻✡➶ ➯ Ð ➸✖➶✸➲➼➲❯➚✶❣❿➻✤➸✖➲❡❭✳❢❯➲➣➳✡➲➐➻⑩❬✸❜Ù➸➐❰

✝✟✞ ✁✡✠☞☛ ✁ ✄ ë ❰ ì ❱ Ý⑥ë✫ß â➌❪ ✟☛✡ ➷❯Ô X
☞ ➷➩Ø ✧❯➷✤➴✸Ø❑➬✖Ø ☞ ➱❞➷➣✃✜✛✆✯✱✛✳✃➌Ô★➷✬✪⑩Ö✩✃✜✗➩➷✬✛✦✧❴✃❷Õ✏✛➋Ø✫➱ ✁ Ø✏✛➋Ø✵➮⑧➹

✧★➴❅Ø✵➮❺➷ ✓✍✌●➹✶➷✬✛ Ô❆➹❅➷⑧➬❺➷✓➷ ✙✩✃✜✧⑧Ô (xn)∞n=1 ⊂ X Ø✏✛➋Ö (fm)∞m=1 ⊂ X∗ ❫✟Ô❆➹✶➷✌Ö✏✭✳Ø✩➱✒✧❀➴✸Ø▼➮❺➷
Õ ✸ X ❫ ✧❡Ø✩Ô❆✃✜✧✜✸❺➘✩✃✜✛✵✖æÔ❆➹✶➷✁✸❯Õ✩➱❛➱ÙÕ ✑➅✃✜✛✢✖❒➮❺Õ✏✛❹Ö❑✃➌Ô❆✃❷Õ✏✛ ✧✴✮

❱ Þ ❪ fm(xn) = δm,n ❫ m, n ∈ N ✓
❱ ë ❪ span{xn : n ∈ N} = X ✓



✗✌✑ ↔➅➍✳➂✻⑨⑩t❷✇✁�✛❾✛⑨✤➊ úåø➅÷✌✞✄✂

❱ ì ❪ fm(x) = 0 ✸❯Õ❑➬➣Ø✫➱❛➱ m ∈ N ⇒ x = 0 ✓
❱ í ❪ ‖xn‖ = 1 ✸❯Õ✩➬➣Ø✩➱❛➱ n ∈ N Ø✏✛❹Ö supm∈N ‖fm‖ = c < ∞ ✓
✝✟✞ ✁✡✠☞☛ ✁ ✄ ë ❰ í☎✟✁� Ó✩➷❯➬❴➘ ✧❯➷✤➴✸Ø❑➬✖Ø ☞ ➱❞➷r✃✜✛✰✯ ✛✳✃➌Ô★➷✕✪⑩Ö❑✃✜✗➩➷✬✛ ✧❺✃❷Õ✏✛❹Ø✩➱ ✁ Ø✏✛❹Ø▼➮❯➹ ✧❀➴✸Ø▼➮❴➷ X Ø▼Ö✴✪

✗➓✃➌Ô ✧❮Ø❒Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘✫✗➓✃✚✙✩✃✜✛✵✖❒➹✶Õ✩➱❞Õ✏✗➩Õ❑➬å➴▲➹▼✃❷➮★✭✵✛✳✃ ✸❯Õ❑➬✹✗❨➱①➘✓➮❴Õ✏✛▲Ô❆✃✜✛✦✭✳Õ✴✭✵✧ ✧❯➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✏✭❑➴ Õ ✸
Ø✏✛✵✖✫➱Ù➷ π/2 ✓✖ ➬✖Õ✦Õ ✸✏✓➼❲❂➲❯➸ (xn)∞n=1 ⊂ X ❳❑❭✳✐ (fm)∞m=1 ⊂ X∗ ➫ ➲✮❳✩➻❘❣❞❭ ×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ë ❰ ì ❰✣ ➯ ❭✳➻⑩❣❿✐❅➲❡➳✱➸✖➶✸➲ ➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐➺❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ S : X → X ✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐ ➫ Ñ
❱ ë ❰ ë ❪ Sx :=

∞∑

n=1

1

2n
fn+1(x)xn.

✑✝❬✸➳ ➵ ❬✸➳ ➵➋➯ ➻✡➲✿❣❿➻❃➸ ➯ ➻⑩➶ ➯ Ð ➸✖➶▲❳✛➸ {etS2

}t∈∆(π/2) ❣❿➻➅❳✟➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✑➶ ➯ ❜ ➯ é➽➩➯ ➳ ➵ ➶✸❣❿❢➺❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑ ❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻✣➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➯ ❐➼❳❑❭✸❩✫❜❞➲ π/2 ❰☎×r➶✸❣❿➻➾➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❣❿➻
❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑ ❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻ ➫ Ñ ÝÙÞ✄✏ ❫ ó ➳ ➯✫➵➋➯ ➻⑩❣Ù➸✖❣ ➯ ❭îÏ❺❰ ì ❰➑à❅❱➌❣❛❪★â❀❰ ✤✂❣❞❭✳❢❯➲ S ❣❿➻➏➸✖➶✸➲❮❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳➯ ❐✑❳ã➻✤➸✖➳ ➯ ❭✸❩✫❜ÙÑ ❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻➾❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❫ S2 ❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳✛➸✖➲➐➻✣❳✌➶ ➯ ❜ ➯✫➽➩➯ ➳ ➵ ➶✸❣❿❢➺➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➯ ❐
❳❑❭✸❩✫❜❞➲ π/2

➫ Ñ Ý➄ì ❫✳×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ Þ ❰ Þ à✦â ➯ ➳ ÝÙÞ✄✏ ❫ ✣ ➯ ➳ ➯ ❜❞❜❤❳❑➳⑩Ñ➺Ï✡Ï❺❰ í ❰ ☎ â❀❰
Ü✝➲❡Ú✸❭✸➲ Φ : ℓ1 → X

➫ Ñ Φ((αj)j) :=
∑∞

j=1 αjxj ❫✸Ð✟➶✸❣❿❢❺➶➺❣❿➻✟❳ ➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐➺❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✱Ð✟❣Ù➸✖➶➺✐❅➲❡❭✳➻✡➲➼➳❺❳❑❭✸❩✫➲✫❰
Claim. ✌●➹❅➷ ✧❡➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✏✭✛➴ etS̃2

: ℓ1 → ℓ1 ✃✜✧➇Ô★Õ⑧➴❅Õ✫➱ÙÕ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖➋❫ ✑➅➹✶➷❯➬✖➷
S̃((αj)j) := (α2/2, . . . , αn+1/2n, . . . ).

ç✸➳ ➯✫➽ ➸✖➶✸➲✑✐❅➲❡Ú✸❭✸❣Ù➸✖❣ ➯ ❭❒❣Ù➸r❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✝➻✗➸✖➶▲❳✛➸ SΦ = ΦS̃
➯ ❭ ℓ1 ❳❑❭✳✐æ➸✖➶✸➲❡➳✡➲❡❐ ➯ ➳✡➲ etS2

Φ =
ΦetS̃2 ❐ ➯ ➳✒❳❑❜❞❜ t∈∆(π/2) ❰ ➨✝➵✸➵ ❜ÙÑ✶❣❞❭✸❩➏❲❂➲ ➽➩➽ ❳ ë ❰ ë ❱ ë ❪✻Ðr➲☎✐❅➲➐✐❅❬✳❢❯➲☎➸✖➶▲❳✛➸ {etS2

}t∈∆(π/2)❣❿➻r➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩❮❣❞❭ X ❰✖ ➬✖Õ✦Õ ✸➩Õ ✸❮Ô❆➹✶➷✄✂✍➱❞Ø❑✃✜✗➓❰ ✩ ➲➩✐❅➲❡Ú✸❭✸➲ β1 := 1 ❳❑❭✳✐ βi := 21+···+(i−1) ❐ ➯ ➳ i > 1 ❫
❳❑❭✳✐ Φβ : ℓ1(β) → ℓ1 ➫ Ñ Φβ(α1, α2, . . . ) := (β1α1, β2α2, . . . ) ❫▼Ð✟➶✸❣❿❢❺➶➾❣❿➻✗❳➼❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻✝➻✡❬✸➳✆☎✤➲➐❢⑧➸✖❣ÙÛ▼➲ ➽ ❳ ➵✸➵ ❣❞❭✸❩✸❰➨ ❢❡❢ ➯ ➳✖✐❅❣❞❭✸❩➇➸ ➯ ❲❂➲ ➽➩➽ ❳ ë ❰ Þ ❫ {etB2

}t∈∆(π/2) ❣❿➻✒➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ➯ ❭ ℓ1(β) ❫
➻✡❣❞❭✳❢❯➲ βi/βi+1 ≤ 1 ❐ ➯ ➳➇❳❑❜❞❜ i ∈ N ❰✻×r➶✸➲❡➳✡➲❡❐ ➯ ➳✡➲ ➫ Ñ✌❲●➲ ➽➾➽ ❳ ë ❰ ë ❱ ë ❪❴❫➋➸✖➶✸➲❨➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵
{etS̃2

}∆(π/2) ❣❿➻✝➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ➫ ➲➐❢➐❳❑❬✳➻✡➲ etS̃2

Φβ = ΦβetB2 ❐ ➯ ➳➏➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ t ∈
∆(π/2) ❰➨ ➻➅❳✝❢ ➯ ❭✳➻✡➲➐ä✵❬✸➲❡❭✳❢❯➲ ➯ ❐✸➸✖➶✸➲✱❳ ➫➋➯ Û▼➲❖➸✖➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ❫▼❳❑❜❞❜❅➻✡➲ ➵ ❳❑➳❺❳ ➫ ❜❞➲✿❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲❯é★✐❅❣ ➽ ➲❡❭✳➻⑩❣ ➯ ❭▲❳❑❜➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶ ➻ ➵ ❳✩❢❯➲➐➻✑❳✩✐ ➽ ❣Ù➸✑❳❨➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩➾➶ ➯ ❜ ➯✫➽➾➯ ➳ ➵ ➶✸❣❿❢➃❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑÒ❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭❅é
❬ ➯ ❬✳➻➇➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❰ ✡ ➯ Ðr➲❯Û▼➲❡➳❡❫➋➸✖➶✸➲❮❢ ➯ ❬✸❭✵➸❴❳ ➫ ❜❞➲ ➵ ➳ ➯ ✐❅❬✳❢⑧➸ ➯ ❐☎❜❞❣❞❭✸➲➐➻ ω = K

N ➲❡❭✳✐ ➯ Ðr➲➐✐
Ð✟❣Ù➸✖➶ ➸✖➶✸➲ ➵ ➳ ➯ ✐❅❬✳❢⑧➸✣➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✩Ñ ❣❿➻✣❳ ❱❆➻✡➲ ➵ ❳❑➳❺❳ ➫ ❜❞➲✛❪➾ç✳➳ ò ❢❺➶✸➲❯➸❘➻ ➵ ❳✩❢❯➲➺Ð✟➶✸❣❿❢❺➶ ✐ ➯ ➲➐➻æ❭ ➯ ➸
❳✩✐ ➽ ❣Ù➸✝❳❑❭✵Ñ❒➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢➼❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑ❒❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻✝➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ÝÙÞ✦ë â❀❰

✝✻➝✟✞❖➢✥✤✔➢✧✦❛➢✧★➋➧➌➦✪✩✥✦ ✮î➧✰✗✾➧➌➟✱★➺➦✫➡❑➧❤➠ ✛✂➡❑➧✰✩●➝ ç✍❣❞➳✖➻✤➸ ➯ ❐✻❳❑❜❞❜❷❫✩Ð❖➲✱➻✤➸❴❳✛➸✖➲✟❳✑❢❯➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭❮Ð✟➶✸❣❿❢❺➶
❣❿➻✱➻✡❬✦✎➾❢❯❣❞➲❡❭✵➸✟❐ ➯ ➳✝❳❑❭ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✿➸ ➯➩➫ ➲➇➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❰
Criterion

ì ❰ Þ ❱❷ïÒ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ✣ ➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭ ❐ ➯ ➳ ✑ ➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻❴❪ . ✡ ➷❡Ô X
☞ ➷➩Ø ✧❯➷✤➴✸Ø❑➬✖Ø ☞ ➱❞➷✁ Ø✴✛➋Ø▼➮❯➹✫✧❀➴✸Ø▼➮❴➷➓Ø✏✛❹Ö T ∈ L(X) ✓ ✔✜✸



ö➇ü✁�❺ü ☞✄✂✟÷✌☞✆☎✟ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý☎þ⑩ú✤û✗ü✝✂✟✞❍✡✤�✡✠❑þ ✡✤☞☞☛✾÷✌☞✫÷❯ýåù➏þ✌✠✦÷❯ýåú✤þ ✗ ❇

❱❷❳▼❪ Ô❆➹✶➷❯➬✖➷✣➷ ✙✩✃✜✧⑧Ô ✧➩Ø✓Ö▼➷✬✛✦✧❡➷★✧✌✭ ☞ ✧❡➷❡Ô X0 ⊂ X ✧✌✭✳➮❯➹✌Ô❆➹✶Ø✫Ô limn→∞ Tnx = 0 ✸❯Õ❑➬
Ø✩➱❛➱ x ∈ X0 Ø✏✛➋Ö

❱ ➫ ❪ Ô❆➹✶➷❯➬✖➷❘➷✌✙❑✃✜✧⑧Ô✑Ø Ö▼➷✬✛ ✧❯➷ ✧✌✭ ☞ ✧❯➷❡Ô Y0 ⊂ X Ø✏✛❹Ö ✗➩Ø❴➴▼➴➋✃✜✛✢✖✴✧ Sn : Y0 → X ✸❯Õ❑➬
➷❺Ø▼➮❯➹ n ∈ N ✧ ✭✳➮❯➹✣Ô❆➹❅Ø✩Ô
❱ ➫ ❰ Þ ❪ limn→∞ Sny = 0 ✸❯Õ❑➬➓Ø✩➱❛➱ y ∈ Y0 ❫➅Ø✏✛➋Ö❱ ➫ ❰ ë ❪ limn→∞ Tn ◦ Sny = y ✸❯Õ❑➬➓Ø✩➱❛➱ y ∈ Y0 ❫

Ô❆➹✶➷✬✛ T ✃✜✧➣Ø➾Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖❑✃❷➮❴Ø✩➱❛➱➑➘★✗❨✃✚✙❑✃✜✛✵✖❘Õ⑧➴❅➷❯➬✖Ø✫Ô★Õ❑➬ ✓
×r➶✸➲❡➳✡➲➓❣❿➻➇❳❑❭ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩❘❢❯➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭●❫✻Ð✟➶✸❣❿❢❺➶✓Ð✱❳✩➻✑❳❑❜❞➳✡➲✦❳✩✐✶Ñ✌❩✫❣ÙÛ▼➲❡❭ ➫ Ñ ✣ ➯ ➻✤➸❴❳✏☞✂❣❿➻

❳❑❭✳✐✥✤❅❳ ➽❨➫ ❳❑➳✡❣❞❭ ➯ ÝÙÞ❯í â ✮
Criterion

ì ❰ ë ❱ ✣ ➯ ➻⑩➸❴❳✏☞✂❣❿➻✁�✷✤❅❳ ➽❨➫ ❳❑➳✡❣❞❭ ➯ ❪ . ✡ ➷❡Ô X
☞ ➷ Ø ✧❯➷✤➴✸Ø❑➬✖Ø ☞ ➱❞➷ ✁ Ø✏✛❹Ø▼➮❯➹

✧★➴❅Ø✵➮❺➷➓Ø✏✛❹Ö T ∈ L(X) ✓ ✔✜✸
❱❷❳ ′ ❪ Ô❆➹✶➷❯➬✖➷❮➷ ✙✩✃✜✧⑧Ô✿Ø❘Ö▼➷✬✛ ✧❯➷ ✧ ✭ ☞ ✧❯➷❡Ô X0 ⊂ X Ø✏✛❹Ö❒Ø✏✛ ✃✜✛➋➮❯➬✖➷❴Ø✏✧❺✃✜✛✵✖ ✧❡➷✍✌✬✭✳➷✬✛❹➮❺➷ (nk)Õ ✸➓➴❅Õ✴✧❺✃➌Ô❆✃❛Ó✩➷Ò✃✜✛✳Ô★➷ ✖▼➷❯➬✹✧✫✧ ✭✳➮❯➹ Ô❆➹✶Ø✫Ô supk(nk+1 − nk) < ∞ ❱✤✃ ✓❛➷✒✓❞❫ (nk) ✃✜✧

✧❺➘✴✛❹Ö▼➷❡Ô❆✃❷➮✦❪ ✧❯Ø✩Ô❆✃✜✧ ✸❺➘❑✃✜✛✵✖ limk→∞ Tnkx = 0 ✸❯Õ❑➬➓Ø✩➱❛➱ x ∈ X0 Ø✴✛➋Ö
❱ ➫ ′ ❪ Ô❆➹✶➷❯➬✖➷➩➷✌✙✩✃✜✧❴Ô✟Ø➺Ö▼➷✬✛ ✧❯➷ ✧✌✭ ☞ ✧❡➷❯Ô Y0 ⊂ X Ø✴✛➋Ö ✗➾Ø❴➴▼➴▲✃✜✛✵✖✴✧ Snk

: Y0 → X ✸❯Õ❑➬
➷❺Ø✵➮⑧➹ k ∈ N ✧ ✭✳➮❯➹✣Ô❆➹✶Ø✫Ô
❱ ➫ ′ ❰ Þ ❪ limk→∞ Snk

y = 0 ✸❯Õ❑➬➣Ø✫➱❛➱ y ∈ Y0 ❫➅Ø✏✛➋Ö❱ ➫ ′ ❰ ë ❪ limk→∞ Tnk ◦ Snk
y = y ✸❯Õ✩➬➣Ø✩➱❛➱ y ∈ Y0 ❫

Ô❆➹✶➷✬✛ T ✃✜✧➣Ø➾Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖❑✃❷➮❴Ø✩➱❛➱➑➘★✗❨✃✚✙❑✃✜✛✵✖❘Õ⑧➴❅➷❯➬✖Ø✫Ô★Õ❑➬ ✓
✂ ✁☎✄ ✝☞☛☎✄ ì ❰ ì ✟ ✣ ➯ ➻✤➸❴❳✏☞✂❣❿➻✆�✷✤❅❳ ➽➓➫ ❳❑➳✡❣❞❭ ➯✞✝ ➻✝❢❯➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭ ➽ ❣❞❩✫➶✵➸✿❜ ➯✂➯ ☞æ❜❞➲➐➻✡➻r➳✡➲➐➻⑩➸✖➳✡❣❿❢⑧➸✖❣ÙÛ▼➲

➸✖➶▲❳❑❭ ➯ ❬✸➳✖➻❡❫ ➫ ❬❅➸❨❣Ù➸➓❣❿➻❮❳✩❢⑧➸✖❬▲❳❑❜❞❜ÙÑî➲➐ä✵❬✸❣ÙÛ✫❳❑❜❞➲❡❭✵➸✆✮✔❲❂➲❯➸ T ➻✖❳✛➸✖❣❿➻✡❐❤Ñ ❱❷❳ ′ ❪➃❳❑❭✳✐❈❱ ➫ ′ ❪➃❳ ➫➋➯ Û▼➲✫❰✩ ➲❮✐❅➲❡Ú✸❭✸➲ Sn := Tnk−nSnk
❣❞❐ nk−1 < n ≤ nk ❫ k ∈ N ❫✾❳❑❭✳✐ n0 := 0 ❰ ✩ ➲➩➻⑩➲❯➸

m := supk(nk −nk−1) ❰ è ❣ÙÛ▼➲❡❭ ε > 0 ❫ x ∈ X0 ❫ y ∈ Y0 ❫▼Ðr➲ ➵ ❣❿❢✌☞ δ > 0 ➻✡❬✳❢❺➶➾➸✖➶▲❳✛➸
δ(1 + ‖T‖m) < ε ❳❑❭✳✐❘Ð❖➲➇Ú✸❭✳✐ k′ ∈ N ➻✖❳✛➸✖❣❿➻✡❐❤Ñ✶❣❞❭✸❩

‖Tnkx‖ < δ, ‖Snk
y‖ < δ, ‖Tnk ◦ Snk

y − y‖ < ε, ∀k ≥ k′.

Ï★❐ n > nk′ ❫❅➸✖➶✸➲❡➳✡➲➓❳❑➳✡➲ j, j′ ≤ m ❳❑❭✳✐ k > k′ ➻⑩❬✳❢❺➶➺➸✖➶▲❳✛➸ n = nk − j = nk−1 + j′ ❫
❳❑❭✳✐❘➸✖➶✸➲❡❭

‖Tnx‖ ≤ ‖T‖j′‖Tnk−1x‖ < ε, ‖Sny‖ ≤ ‖T‖j‖Snk
y‖ < ε,

‖Tn ◦ Sny − y‖ = ‖Tnk ◦ Snk
y − y‖ < ε,

Ð✟➶✸❣❿❢❺➶❒❣ ➽➾➵ ❜❞❣❞➲➐➻r➸✖➶▲❳✛➸ T ➻❺❳✛➸✖❣❿➻⑩Ú✸➲➐➻ ➯ ❬✸➳✟ïÒ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ✣ ➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭●❰
×r➶✸➲✿ïÒ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ✣ ➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭❮❢➐❳❑❭ ➫ ➲✱❳✩✐✳❳ ➵ ➸✖➲➐✐➓➸ ➯ ➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻❃Ð✟❣Ù➸✖➶➓❣❞❭✳✐❅➲❯➚❨➻⑩➲❯➸ [0,∞)

❳✩➻✿❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✝➻❡❰
Criterion

ì ❰ í . ✡ ➷❡Ô {T (t)}t≥0
☞ ➷✑Ø ✧❴Ô❆➬✖Õ✴✛✢✖✫➱➑➘❨➮❺Õ✴✛✳Ô❆✃✜✛ ✭✳Õ✏✭✵✧✟➱➑✃✜✛➋➷❴Ø❑➬✶✧❯➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✏✭✛➴

Õ✏✛✮Ø★✧❡➷å➴✸Ø❑➬❺Ø ☞ ➱Ù➷ ✁ Ø✏✛❹Ø▼➮❯➹ ✧★➴❅Ø✵➮❺➷ X ✓ ✔✜✸
❱➌❣❛❪ Ô❆➹✶➷❯➬✖➷➩➷ ✙✩✃✜✧⑧Ô ✧➓Ø❒Ö✵➷✹✛ ✧❯➷ ✧✌✭ ☞ ✧❯➷❡Ô X0 ⊂ X ✧ ✭✳➮❯➹➺Ô❆➹✶Ø✩Ô limt→∞ T (t)x = 0 ✸❯Õ❑➬

Ø✩➱❛➱ x ∈ X0 Ø✏✛➋Ö



✗✦✗ ↔➅➍✳➂✻⑨⑩t❷✇✁�✛❾✛⑨✤➊ úåø➅÷✌✞✄✂

❱➌❣❞❣❛❪ Ô❆➹✶➷❯➬✖➷✌➷ ✙✩✃✜✧⑧Ô➓Ø Ö▼➷✬✛ ✧❯➷ ✧ ✭ ☞ ✧❯➷❡Ô Y0 ⊂ X Ø✏✛❹Ö Ø Õ✏✛❹➷✕✪❿➴✸Ø❑➬✖Ø✏✗➩➷❡Ô★➷❯➬ ✸❯Ø✏✗➓✃➌➱➑➘ Õ ✸
✗➩Ø❴➴▼➴➋✃✜✛✢✖✴✧ {S(t)}t≥0 Õ✏✛ Y0 ✧ ✭✳➮❯➹❘Ô❆➹✶Ø✩Ô
❱➌❣❞❣❷❰ Þ ❪ limt→∞ S(t)y = 0 ✸❯Õ❑➬➓Ø✩➱❛➱ y ∈ Y0 ❫➅Ø✏✛❹Ö❱➌❣❞❣❷❰ ë ❪ limt→∞ T (t)S(t)y = y ✸❯Õ❑➬➣Ø✫➱❛➱ y ∈ Y0 ❫

Ô❆➹✶➷✬✛ {T (t)}t≥0 ✃✜✧➃Ø➾Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ ✖✩✃❷➮❴Ø✩➱❛➱①➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✵✖ ✧❡➷✹✗❨✃✚✖❑➬❺Õ✏✭✛➴ ✓➨ ➻⑩❬✦✎➾❢❯❣❞➲❡❭✵➸✔❢ ➯ ❭✳✐❅❣Ù➸✖❣ ➯ ❭❨❐ ➯ ➳➅❳➏➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➸ ➯➏➫ ➲ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✑❢➐❳❑❭ ➫ ➲r➻✤➸❴❳✛➸✖➲➐✐➓❣❞❭➣➸✖➲❡➳ ➽ ➻➯ ❐✒➻⑩Ñ✶❭✳✐❅➲❯➸✖❣❿❢➃➻✡➲➐ä✵❬✸➲❡❭✳❢❯➲➐➻✝❣❞❭ [0,∞) ❫ ➫ Ñ❘❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩➩➸✖➶✸➲➃❢ ➯ ➳✡➳✡➲➐➻ ➵➋➯ ❭✳✐❅❣❞❭✸❩✣❢❯➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭✓❐ ➯ ➳
➻✡❣❞❭✸❩✫❜❞➲ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻ ➯ ❐ ✣ ➯ ➻✤➸❴❳✏☞✂❣❿➻➓❳❑❭✳✐ ✤❅❳ ➽➓➫ ❳❑➳✡❣❞❭ ➯ ❰ ➨ ➻➼❣❞❭✮➸✖➶✸➲ ➵ ➳✡➲❯Û✶❣ ➯ ❬✳➻➣➳✡➲ ➽ ❳❑➳ ☞➋❫✾❣Ù➸
➲✦❳✩➻✡❣❞❜ÙÑæ❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟➻✗➸✖➶▲❳✛➸❖➸✖➶✸❣❿➻r❢ ➯ ❭✳✐❅❣Ù➸✖❣ ➯ ❭✣Ð ➯ ❬✸❜❿✐ ➫ ➲➏➲➐ä✵❬✸❣ÙÛ✫❳❑❜❞➲❡❭✵➸✿➸ ➯ ➸✖➶✸➲➼❳ ➫➋➯ Û▼➲✑❢❯➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭●❰

✟✿➲➐❢❯➲❡❭✵➸✖❜ÙÑ▼❫ è ➳✡❣ÙÛ✫❳❑❬❅➚ Ý⑥ë✫ë â✾➻⑩➶ ➯ Ðr➲➐✐✣➸✖➶▲❳✛➸➐❫✳❣❞❐ K ∈ L(X) ❣❿➻✱❳❨❢ ➯✫➽➾➵ ❳✩❢⑧➸ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❡❫
➸✖➶✸➲❡❭✓➸✖➶✸➲➓➻✡➲❯➸ ➯ ❐✒Û▼➲➐❢⑧➸ ➯ ➳✖➻✝Ð✱➶ ➯ ➻✡➲ ➯ ➳ ➫ ❣Ù➸➏❬✸❭✳✐❅➲❡➳ T := I + K ➸✖➲❡❭✳✐✸➻✝➸ ➯ ñ❡➲❡➳ ➯ ❢➐❳❑❭✸❭ ➯ ➸➫ ➲➩✐❅➲❡❭✳➻✡➲❮❣❞❭ X ❰●×✿➶✸❣❿➻✑❣❞❭ ➵ ❳❑➳⑩➸✖❣❿❢❯❬✸❜❤❳❑➳➼❣ ➽➾➵ ❜❞❣❞➲➐➻➏➸✖➶▲❳✛➸➼❭ ➯ ❢ ➯✫➽➩➵ ❳✩❢⑧➸ ➵ ➲❡➳⑩➸✖❬✸➳ ➫ ❳✛➸✖❣ ➯ ❭ ➯ ❐
➸✖➶✸➲❮❣❿✐❅➲❡❭✵➸✖❣Ù➸åÑã❢➐❳❑❭î➻❺❳✛➸✖❣❿➻⑩❐❤Ñ✌➸✖➶✸➲➾ïÒ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ✣ ➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭●❰✾Ï★❐☎Ð❖➲➩❢ ➯ ❭✳➻⑩❣❿✐❅➲❡➳➃❣❞❭✮❲●➲ ➽➾➽ ❳ ë ❰ Þ
❳❑❭➩❣❞❭✳❢❯➳✡➲✦❳✩➻✡❣❞❭✸❩➣➻✡➲➐ä✵❬✸➲❡❭✳❢❯➲ ➯ ❐➋Ðr➲❡❣❞❩✫➶✵➸❺➻ (βi) ➸✖➲❡❭✳✐❅❣❞❭✸❩➇➸ ➯ ❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸åÑ▼❫✫➸✖➶✸➲❡❭➾➲✦❳✩❢❺➶ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❣❞❭✓➸✖➶✸➲❨➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❣❿➻✑❳➾❢ ➯✫➽➾➵ ❳✩❢⑧➸ ➵ ➲❡➳⑩➸✖❬✸➳ ➫ ❳✛➸✖❣ ➯ ❭ ➯ ❐✒➸✖➶✸➲❨❣❿✐❅➲❡❭✵➸✖❣Ù➸åÑ▼❰●Ï★❭ ❢ ➯ ❭✳➻✡➲➐ä✵❬✸➲❡❭✳❢❯➲
➸✖➶✸➲❒❢ ➯ ➳✡➳✡➲➐➻ ➵➋➯ ❭✳✐❅❣❞❭✸❩î➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❣❿➻ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ➫ ❬❅➸❮❣Ù➸➩✐ ➯ ➲➐➻➓❭ ➯ ➸➩➻❺❳✛➸✖❣❿➻⑩❐❤Ñ ➸✖➶✸➲❒ïÒ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✣ ➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭●❰

×r➶✸➲ã❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩ ➳✡➲➐➻✡❬✸❜Ù➸Ò➳✡➲❡❜❤❳✛➸✖➲➐➻❯❫✱❣❞❭☞❳ ❢❯❜❞➲✦❳❑➳❒Ð✱❳❡Ñ▼❫r➸✖➶✸➲ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ❢ ➯ ❭✳✐❅❣Ù➸✖❣ ➯ ❭☞❐ ➯ ➳
➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ➻➃➸ ➯ ➸✖➶✸➲ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✌❢ ➯ ❭✳✐❅❣Ù➸✖❣ ➯ ❭ ❐ ➯ ➳➼➸✖➶✸➲✣➻✡❣❞❭✸❩✫❜❞➲ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻❨❢ ➯ ➳✡➳✡➲➐➻ ➵➋➯ ❭✳✐❅❣❞❭✸❩
➸ ➯ ❳➓Ú❅➚✶➲➐✐➺❣❞❭✳✐❅➲❯➚ ➯ ❐✾➸✖➶✸➲➃➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❰

✝✟✞ ✁✡✠☞☛ ✁ ✄ ì ❰➑à ✟ ✡ ➷❡Ô {T (t)}t≥0
☞ ➷➓Ø ✧❴Ô❆➬✖Õ✏✛✵✖✫➱①➘❘➮❺Õ✏✛▲Ô❆✃✜✛✦✭▲Õ✏✭✵✧ ✧❯➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✴✭✛➴îÕ ✸➣Õ❴➴ ✪

➷❯➬✖Ø✩Ô★Õ✩➬ ✧➣Ö▼➷ ✯ ✛❹➷❺Ö✣Õ✴✛ãØ ✁ Ø✏✛➋Ø✵➮⑧➹✫✧★➴❅Ø✵➮❺➷ X ✓ ✌❂➹✶➷ ✸❯Õ✩➱❛➱❞Õ ✑➅✃✜✛✵✖❒Ø❑➬✖➷➓➷ ✌✹✭❅✃❛Ó❑Ø✫➱Ù➷✬✛▲Ô ✮
❱➌❣❛❪ {T (t)}t≥0 ✃✜✧➃Ø➾Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖ ✧❯➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✏✭✛➴ ✓
❱➌❣❞❣❛❪ T (t) ✃✜✧➇Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖❒Ø✏✧➃Ø★✧❺✃✜✛✵✖✫➱Ù➷❨Õ❴➴✸➷❯➬✖Ø✩Ô★Õ❑➬ ✸❯Õ❑➬➓Ø✩➱❛➱ t > 0 ✓
❱➌❣❞❣❞❣❛❪ T (t0) ✃✜✧➃Ø➾Ô★Õ⑧➴❅Õ✫➱ÙÕ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖❒Õ⑧➴❅➷❯➬✖Ø✫Ô★Õ❑➬ ✸❯Õ✩➬ ✧❡Õ✏✗➩➷ t0 ✓✖ ➬✖Õ✦Õ ✸✏✓➾❱➌❣❛❪ ⇒ ❱➌❣❞❣❛❪ ✮➃ç✍❣Ù➚ ❳❑❭ ❳❑➳ ➫ ❣Ù➸✖➳❺❳❑➳⑩Ñ t1 > 0 �✍Ð❖➲ ➵ ➳ ➯ Û▼➲✣➸✖➶▲❳✛➸ T (t1) ❣❿➻➣➸ ➯✫➵➋➯ é❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ❳✩➻✓❳ ➻⑩❣❞❭✸❩✫❜❞➲ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❡❰ ➨ ➻ {T (t)}t≥0 ❣❿➻❒➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✂é

❣❞❭✸❩✸❫❃❩✫❣ÙÛ▼➲❡❭✮➸åÐ ➯ ❭ ➯ ❭❅é❷Û ➯ ❣❿✐ ➯✫➵ ➲❡❭ ➻⑩➲❯➸❺➻ U ❳❑❭✳✐ V ❫●➸✖➶✸➲❡➳✡➲æ➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻ s0 > 0 ➻⑩❬✳❢❺➶î➸✖➶▲❳✛➸
T (t)(U) ∩ V 6= ∅ ❐ ➯ ➳✑❳❑❜❞❜ t ≥ s0 ❰ ✣ ➯ ❭✳➻⑩❣❿✐❅➲❡➳ n1 ∈ N ➻⑩❬✳❢❺➶Ò➸✖➶▲❳✛➸ n1t1 ≥ s0 ❰➋×✿➶✸➲❡❭
T (t1)

nU ∩ V 6= ∅ ❐ ➯ ➳✝❳❑❜❞❜ n ≥ n1 ❰❱➌❣❞❣❛❪ ⇒ ❱➌❣❞❣❞❣❛❪r❣❿➻❖➸✖➳✡❣ÙÛ✶❣❤❳❑❜❷❰
❱➌❣❞❣❞❣❛❪ ⇒ ❱➌❣❛❪ ✮➃❲❂➲❯➸ t0 > 0

➫ ➲✌➻✡❬✳❢❺➶❋➸✖➶▲❳✛➸ T (t0) ❣❿➻✣❳ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❡❰ è ❣ÙÛ▼➲❡❭
❭ ➯ ❭❅é❀➲ ➽➩➵ ➸åÑ ➯✫➵ ➲❡❭ ➻⑩➲❯➸❺➻ U, V ⊂ X ❫➅Ðr➲ÒÚ✸❭✳✐ ❳ á✛é❀❭✸➲❡❣❞❩✫➶ ➫➋➯ ❬✸➳✡➶ ➯✂➯ ✐ W ❫✗❳❑❭✳✐ ➸åÐ ➯
❭ ➯ ❭❅é❀➲ ➽➩➵ ➸åÑ ➯✫➵ ➲❡❭Ò➻⑩❬ ➫ ➻✡➲❯➸❺➻ U ⊂ U ❫ V ⊂ V ❫✳➻✖❳✛➸✖❣❿➻✡❐❤Ñ✶❣❞❭✸❩

U + W ⊂ U, V + W ⊂ V.➪ Ñ❨❜ ➯ ❢➐❳❑❜✳➲➐ä✵❬✸❣❿❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬✸❣Ù➸åÑ▼❫✂➸✖➶✸➲❡➳✡➲✱❣❿➻✗❳❑❭ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳❖á✛é❀❭✸➲❡❣❞❩✫➶ ➫➋➯ ❬✸➳✡➶ ➯✂➯ ✐ W ⊂ W ➻✡❬✳❢❺➶❮➸✖➶▲❳✛➸
T (s)(W ) ⊂ W ❐ ➯ ➳➏➲✦❳✩❢❺➶ s ≤ t0 ❰ ✤✂❣❞❭✳❢❯➲ T (t0) ❣❿➻ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❫➋➸✖➶✸➲❡➳✡➲❨❣❿➻ m ∈ N ❜❤❳❑➳✡❩✫➲
➲❡❭ ➯ ❬✸❩✫➶✓➻ ➯ ➸✖➶▲❳✛➸

T (nt0)(U) ∩ W 6= ∅, T (nt0)(W ) ∩ V 6= ∅, ∀n ≥ m.
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✓ ➯ Ð➼❫▲❩✫❣ÙÛ▼➲❡❭ t > mt0 ➸✖➶✸➲❡➳✡➲➓❳❑➳✡➲ s, s′ ≤ t0 ❳❑❭✳✐ n ≥ m ➻❺❳✛➸✖❣❿➻✡❐❤Ñ✶❣❞❭✸❩ t = s + nt0 =
(n + 1)t0 − s′ ❰ ✑➏❭ ➸✖➶✸➲ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳❮➶▲❳❑❭✳✐✻❫✍Ðr➲✣Ú✸❭✳✐ u ∈ U ❳❑❭✳✐ w ∈ W ➻⑩❬✳❢❺➶ ➸✖➶▲❳✛➸
T (nt0)u ∈ W ❳❑❭✳✐ T ((n + 1)t0)w ∈ V ❰ ✤✂➲❯➸✡➸✖❣❞❭✸❩ w := T (s′)w ∈ W ❫✻Ð❖➲❨➸✖➶✂❬✳➻
❣❞❭✸❐❛➲❡➳✿➸✖➶▲❳✛➸

T (t)(u + w) = T (s)(T (nt0)u) + T ((n + 1)t0 − s′)(T (s′)w)➫ ➲❡❜ ➯ ❭✸❩▼➻✱➸ ➯ T (s)(W ) + T ((n + 1)t0)w ⊂ W + V ⊂ V. ç✸➳ ➯✫➽ ➸✖➶✸❣❿➻✿Ðr➲➼❢ ➯ ❭✳❢❯❜❞❬✳✐❅➲
➸✖➶▲❳✛➸✱➸✖➶✸➲➃➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❣❿➻ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❰➪ Ñ✣➸✖➶✸➲➣❳ ➫➋➯ Û▼➲➇➸✖➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ❫✳❣❞❐ {T (t)}t≥0 ❣❿➻✟❳➓➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩➩➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❫➸✖➶✸➲❡❭✮❳❑❜❞❜ T (t) ❳❑➳✡➲➣➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻❯❰ ✡ ➯ Ð❖➲❯Û▼➲❡➳❡❫❹Ð❖➲❨✐ ➯ ❭ ➯ ➸ ☞✂❭ ➯ Ð
❣❞❐❃➸✖➶✸➲➇➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢➼Û▼➲➐❢⑧➸ ➯ ➳✖➻✝❳❑➳✡➲➇➸✖➶✸➲➃➻❺❳ ➽ ➲✫❰

�❂➝ ✞❖➢✥✤✔➢✧✦❛➢✧★➋➧➌➦✪✩✥✦ ✦✭✬ ✮ ➧✭✗✾➧➌➟✱★➾➠✦➡✴✩✳➟ ✙✄✦ ✩❅➠✛➧❛➢➋➟ ✙✫➝ ❲❂➲❯➸ I
➫ ➲✗➲❡❣Ù➸✖➶✸➲❡➳ [0,∞)

➯ ➳ R ❰ ➪ Ñ
❳❑❭✓Ø▼Ö✴✗➓✃✜✧✌✧❴✃ ☞ ➱❞➷ ✑✗➷❯✃✚✖❑➹✂Ô✠✸✌✭✵✛❹➮❡Ô❆✃❷Õ✏✛ ➯ ❭ I Ð❖➲ ➽ ➲✦❳❑❭➾❳ ➽ ➲✦❳✩➻✡❬✸➳❺❳ ➫ ❜❞➲✱❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭ ̺ : I → R

➻❺❳✛➸✖❣❿➻⑩❐❤Ñ✶❣❞❭✸❩➾➸✖➶✸➲➼❢ ➯ ❭✳✐❅❣Ù➸✖❣ ➯ ❭✳➻✕✮
❱ Þ ❪ ̺(x) > 0 ❐ ➯ ➳✝❳❑❜❞❜ x ∈ I �
❱ ë ❪➾➸✖➶✸➲❡➳✡➲☎➲❯➚✶❣❿➻⑩➸❃❢ ➯ ❭✳➻⑩➸❴❳❑❭✵➸❺➻ M ≥ 1 ❳❑❭✳✐ ω ∈ R ➻✡❬✳❢❺➶➇➸✖➶▲❳✛➸ ̺(x) ≤ Meωt̺(t+x)

❐ ➯ ➳✝❳❑❜❞❜ x ∈ I ❳❑❭✳✐Ò❳❑❜❞❜ t > 0 ❰✩ ➲➼❢ ➯ ❭✳➻✡❣❿✐❅➲❡➳✱➸✖➶✸➲➼❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✱❣❞❭✸❩➾❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭Ò➻ ➵ ❳✩❢❯➲➐➻✕✮
Lp

̺(I) = {u : I → C : u
➽ ➲✦❳✩➻✡❬✸➳❺❳ ➫ ❜❞➲✫❫ ✁

I

|u(τ)|p̺(τ) dτ < ∞}

Ð✟❣Ù➸✖➶
‖u‖p =

( ✁

I

|u(τ)|p̺(τ) dτ
)1/p

, p ≥ 1,

❳❑❭✳✐
C0,̺(I) = {u : I → C : u ❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻❡❫ lim

τ→∞
̺(τ)u(τ) = 0}

Ð✟❣Ù➸✖➶
‖u‖∞ = sup

τ∈I
|u(τ)|̺(τ).

✤✂❣ ➽ ❣❞❜❤❳❑➳✱➻ ➵ ❳✩❢❯➲➐➻✝❳❑➳✡➲➃❢ ➯ ❭✳➻✡❣❿✐❅➲❡➳✡➲➐✐➺❐ ➯ ➳✱➳✡➲✦❳❑❜Ùé❷Û✫❳❑❜❞❬✸➲➐✐➺❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭✳➻❡❰�✂✁☎✄✆✄✞✝ í ❰ Þ ❱ ÝÙÞ✆✝ ❫✗❲❂➲ ➽➩➽ ❳ í ❰ ë â➌❪ ✟☛✡ ➷❡Ô I
☞ ➷ ➷❯✃➌Ô❆➹✶➷❯➬ [0,∞) Õ❑➬ R Ø✏✛❹Ö ➱Ù➷❡Ô ̺☞ ➷❒Ø✏✛❋Ø▼Ö✴✗➓✃✜✧✌✧❴✃ ☞ ➱❞➷ ✑✗➷❯✃✚✖✩➹✵Ô ✸✌✭✵✛❹➮❡Ô❆✃❷Õ✏✛ Õ✏✛ I ✓✄✂❂Õ❑➬❒➷❺Ø▼➮❯➹ l > 0 Ô❆➹✶➷❯➬✖➷❒Ø❑➬❺➷❒➮❺Õ✏✛ ✧❴Ô★Ø✏✛▲Ô ✧

0 < m ≤ M ❱✖Ö▼➷✤➴✸➷✬✛➋Ö❑✃✜✛✵✖➺Õ✏✛ ̺ Ø✏✛➋Ö l Õ✏✛▲➱①➘✸❪ ✧ ✭✳➮❯➹❘Ô❆➹❅Ø✩Ô✲✸❯Õ❑➬❨➷❺Ø✵➮⑧➹ σ ∈ I Ø✏✛❹Ö❘➷❴Ø▼➮❯➹
τ ∈ [σ, σ + l] ❫

m̺(σ) ≤ ̺(τ) ≤ M̺(σ + l).

×r➶✸➲➼Ô❆➬✖Ø✏✛ ✧❴➱❞Ø✩Ô❆✃❷Õ✏✛ ✧❯➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✴✭✛➴ {T (t)}t≥0 Ð✟❣Ù➸✖➶ ➵ ❳❑➳❺❳ ➽ ➲❯➸✖➲❡➳ t ∈ [0,∞) ❣❿➻➅✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐
❳✩➻

[T (t)u](τ) := u(τ + t) ❐ ➯ ➳ u ∈ C0,̺(I)
➯ ➳ Lp

̺(I).
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�✂✁☎✄✆✄✞✝ í ❰ ë ❱ ÝÙÞ✆✝ ❫✔×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ➻ í ❰ ß ❳❑❭✳✐ í ❰ ✏ â➌❪ ✟☛✡ ➷❡Ô X

☞ ➷✓Õ✏✛➋➷✌Õ ✸❘Ô❆➹✶➷ ✧★➴❅Ø✵➮❺➷✬✧
Lp

̺(I) Õ❑➬ C0,̺(I) ✑➅✃➌Ô❆➹ãØ✏✛ Ø▼Ö✏✗➓✃✜✧ ✧❺✃ ☞ ➱❞➷ ✑✗➷⑧✃✚✖✩➹✵Ô ✸✌✭✵✛➋➮❡Ô❆✃❷Õ✏✛ ̺ Ø✴✛➋Ö➺➱Ù➷❡Ô {T (t)}t≥0
☞ ➷

Ô❆➹✶➷➣Ô❆➬✖Ø✴✛✦✧⑧➱ÙØ✩Ô❆✃❷Õ✴✛ ✧❯➷✬✗➓✃✚✖✩➬✖Õ✏✭❑➴îÕ✏✛ X ✓
❱ Þ ❪ ✔✜✸ I = [0,∞) ❫❃Ô❆➹✶➷✬✛ {T (t)}t≥0 ✃✜✧✑➹▼➘⑧➴❅➷❯➬✖➮❯➘✵➮❡➱①✃❷➮➃✃ ✸➃Ø✏✛❹Ö✣Õ✏✛▲➱➑➘➩✃ ✸

lim inf
t→∞

̺(t) = 0.

❱ ë ❪ ✔✜✸ I = R ❫❂Ô❆➹✶➷✬✛ {T (t)}t≥0 ✃✜✧✟➹▼➘⑧➴✸➷❯➬✖➮❯➘✵➮❯➱➑✃❷➮➏✃ ✸✑Ø✏✛❹Ö➩Õ✏✛▲➱➑➘➓✃ ✸ ✸❯Õ✩➬➇➷❴Ø▼➮❯➹ θ ∈ R ❫
lim inf
t→∞

̺(t + θ) = lim inf
t→∞

̺(−t + θ) = 0.
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☞ ➷✮Õ✴✛➋➷ Õ ✸✓Ô❆➹❅➷ ✧❀➴✸Ø▼➮❴➷✬✧ Lp
̺(I) Õ❑➬ C0,̺(I) ✑➅✃➌Ô❆➹❈Ø✏✛

Ø▼Ö✴✗➓✃✜✧✌✧❴✃ ☞ ➱❞➷ ✑✗➷❯✃✚✖✩➹✵Ô ✸✌✭✵✛❹➮❯Ô❆✃❷Õ✴✛ ̺ Ø✏✛❹Ö❘➱Ù➷❡Ô {T (t)}t≥0
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Õ✏✛ X ✓
❱ Þ ❪ ✔✜✸ I = [0,∞) ❫❃Ô❆➹✶➷✬✛ {T (t)}t≥0 ✃✜✧➇Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱ÙÕ✌✖✩✃❷➮❺Ø✫➱❛➱①➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖æ✃ ✸➃Ø✏✛➋Ö❘Õ✏✛✳➱➑➘➾✃ ✸

lim
t→∞

̺(t) = 0.

❱ ë ❪ ✔✜✸ I = R ❫✍Ô❆➹✶➷✬✛ {T (t)}t≥0 ✃✜✧➼Ô★Õ❴➴✸Õ✩➱❞Õ ✖✩✃❷➮❴Ø✩➱❛➱①➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✵✖➾✃ ✸➃Ø✏✛❹Ö❘Õ✏✛▲➱①➘➾✃ ✸
lim
t→∞

̺(t) = lim
t→∞

̺(−t) = 0.

✖ ➬✖Õ✦Õ ✸✏✓ ✩ ➲✗Ð✟❣❞❜❞❜ ➵ ➳ ➯ Û▼➲r➸✖➶✸➲✿❢➐❳✩➻✡➲ X = Lp
̺(I) ❰✫×r➶✸➲✿❢➐❳✩➻✡➲ X = C0,̺(I) ❣❿➻✒➲✦❳✩➻⑩❣❞➲❡➳❡❰

❱ Þ ❪rç✍❣❞➳✖➻⑩➸✑❳✩➻✡➻✡❬ ➽ ➲➼➸✖➶▲❳✛➸ {T (t)}t≥0 ❣❿➻✿➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❰ ✣ ➯ ❭✳➻⑩❣❿✐❅➲❡➳ Un :=
B(0, 1/n) ❫▲➸✖➶✸➲ ➫ ❳❑❜❞❜ ➯ ❐✔❢❯➲❡❭✵➸✖➳✡➲ 0 ❳❑❭✳✐Ò➳❺❳✩✐❅❣❞❬✳➻ 1/n ❫✻❳❑❭✳✐ Vn := B(u, 1/n) ❫▲Ð✱➶✸➲❡➳✡➲
u ❣❿➻❮❳ÒÚ❅➚✶➲➐✐ ❭ ➯ ❭❅é❀ñ❡➲❡➳ ➯ ❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭ Ð✱❣Ù➸✖➶ ➻✡❬ ➵✸➵➋➯ ➳⑩➸➩❣❞❭ [0, l] ❐ ➯ ➳❮➻ ➯✫➽ ➲ l > 0 ❰ ✤✂❣❞❭✳❢❯➲
{T (t)}t≥0 ❣❿➻☎➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❫✂❣Ù➸✿❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟➻✗➸✖➶▲❳✛➸r❐ ➯ ➳❖➲✦❳✩❢❺➶ n > 0 ❫✂➸✖➶✸➲❡➳✡➲✑➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻
t(n) ❱❆✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐✓❳✩➻ ➫ ➲❡❐ ➯ ➳✡➲✛❪r➻✡❬✳❢❺➶❒➸✖➶▲❳✛➸

T (t)Un ∩ Vn 6= ∅, t ≥ t(n).

× ➯ ✐❅➲❡➳✡❣ÙÛ▼➲➓❳➾❢ ➯ ❭✵➸✖➳❺❳✩✐❅❣❿❢⑧➸✖❣ ➯ ❭✓Ðr➲➇Ð✱❣❞❜❞❜❃➻✡❬ ➵✸➵➋➯ ➻⑩➲➣➸✖➶▲❳✛➸ lim supt→∞ ̺(t) 6= 0 ❰➋ç ➯ ➳
➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ n > 0 ❫✂➸✖➶✸➲❡➳✡➲➇➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻ tn > 0 ➻✡❬✳❢❺➶✣➸✖➶▲❳✛➸ limn→∞ tn = ∞ ❳❑❭✳✐ ̺(tn) > δ ❐ ➯ ➳
➻ ➯✫➽ ➲ δ > 0 ❰✷✡✟➲❡❭✳❢❯➲✝➸✖➶✸➲❡➳✡➲✑➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻ un ∈ Un ➻✡❬✳❢❺➶✣➸✖➶▲❳✛➸ ‖T (tn)un − u‖ < 1/n ❰✶❲❂➲❯➸
wn := un|[tn,tn+l] ❰✳×r➶✸➲❡❭ ‖T (tn)wn‖ → ‖u‖ 6= 0 ❰

✑✝❭❘➸✖➶✸➲ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳✟➶▲❳❑❭✳✐✻❫✳❬✳➻⑩❣❞❭✸❩æ❲●➲ ➽➾➽ ❳ í ❰ Þ Ð❖➲ ➯✫➫ ➸❴❳❑❣❞❭
‖T (tn)wn‖

p =

l✁

0

|wn(τ + tn)|p̺(τ) dτ =

tn+l✁

tn

|wn(τ)|p̺(τ − tn) dτ

≤ M̺(l)

tn+l✁

tn

|wn(τ)|p dτ.



ö➇ü✁�❺ü ☞✄✂✟÷✌☞✆☎✟ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý☎þ⑩ú✤û✗ü✝✂✟✞❍✡✤�✡✠❑þ ✡✤☞☞☛✾÷✌☞✫÷❯ýåù➏þ✌✠✦÷❯ýåú✤þ ✗ ✾

ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳❡❫
‖un‖

p =

∞✁

0

|un(τ)|p̺(τ) dτ ≥
tn+l✁

tn

|wn(τ)|p̺(τ) dτ

≥ m̺(tn)

tn+l✁

tn

|wn(τ)|p dτ

❐ ➯ ➳✟➻ ➯✫➽ ➲ m, M > 0 ❰✍✡✝➲❡❭✳❢❯➲ ➫ Ñ✣➸✖➶✸➲➇➸åÐ ➯ ❣❞❭✸➲➐ä✵❬▲❳❑❜❞❣Ù➸✖❣❞➲➐➻ ➯✫➫ ➸❴❳❑❣❞❭✸➲➐✐ ➫ ➲❡❐ ➯ ➳✡➲➇Ðr➲➇➶▲❳❡Û▼➲
‖T (tn)wn‖

p ≤
M̺(l)

m̺(tn)
‖un‖

p ≤
M̺(l)

mδnp
≤ C

1

np
.

×✿➶✸➲❡➳✡➲❡❐ ➯ ➳✡➲✫❫ ‖T (tn)wn‖
p → 0 ❳✩➻ n → 0 ❫✵Ð✱➶✸❣❿❢❺➶➾Ñ✶❣❞➲❡❜❿✐✸➻✿❳➼❢ ➯ ❭✵➸✖➳❺❳✩✐❅❣❿❢⑧➸✖❣ ➯ ❭●❰ ✩ ➲✟➸✖➶✸➲❡❭

❩✫➲❯➸ limt→∞ ̺(t) = 0 ❰✣ ➯ ❭✵Û▼➲❡➳✖➻✡➲❡❜ÙÑ▼❫❖➻⑩❬ ➵✸➵➋➯ ➻✡➲➺➸✖➶▲❳✛➸ limt→∞ ̺(t) = 0 ❰☎Ï❀➸➾❣❿➻➩➲❡❭ ➯ ❬✸❩✫➶ ➸ ➯î➵ ➳ ➯ Û▼➲➺➸✖➶▲❳✛➸
{T (t)}t≥0 ➻✖❳✛➸✖❣❿➻✡Ú✸➲➐➻ ✣ ➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭ ì ❰ í ❰ ✣ ➯ ❭✳➻✡❣❿✐❅➲❡➳☎➸✖➶✸➲➏➻✡➲❯➸ X0

➯ ❐✾❳❑❜❞❜➋❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭✳➻❖✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐➯ ❭ [0,∞) Ð✱❣Ù➸✖➶✌❢ ➯✫➽➩➵ ❳✩❢⑧➸➏➻✡❬ ➵✸➵➋➯ ➳⑩➸➐❰❹Ï❀➸✝❣❿➻✝❢❯❜❞➲✦❳❑➳✟➸✖➶▲❳✛➸ X0 ❣❿➻✟✐❅➲❡❭✳➻✡➲➣❣❞❭ X ❰➋Ï★❭ ➯ ➳✖✐❅➲❡➳
➸ ➯ ✐❅➲❡Ú✸❭✸➲ S(t) ❫✻❜❞➲❯➸ u ∈ X0

➫ ➲➾❳æ❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭✮Ð✱❣Ù➸✖➶✮❢ ➯✫➽➩➵ ❳✩❢⑧➸➃➻✡❬ ➵✸➵➋➯ ➳⑩➸ ➯ ❭ [0, l] ❐ ➯ ➳
➻ ➯✫➽ ➲ l > 0 ❰▲Ü➏➲❡Ú✸❭✸➲

vt(τ) =

{
0 ❣❞❐ τ < t,

u(τ − t) ❣❞❐ τ ≥ t.

×✿➶✸➲❡❭
‖vt‖

p =

∞✁

t

|vt(τ)|p̺(τ) dτ =

t+l✁

t

|u(τ − t)|p̺(τ) dτ

≤ M̺(t + l)

t+l✁

t

|u(τ − t)|p dτ = M̺(t + l)

l✁

0

|u(τ)|p dτ.

ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳
‖u‖p =

l✁

0

|u(τ)|p̺(τ) dτ ≥ m̺(0)

l✁

0

|u(τ)|p dτ.

✡✝➲❡❭✳❢❯➲
‖vt‖

p ≤
M̺(t + l)

m̺(0)
‖u‖p.

✤✂❣❞❭✳❢❯➲ limt→∞ ̺(t) = 0 ❫❅Ð❖➲➃➻⑩➲❡➲➇➸✖➶▲❳✛➸ ‖vt‖ → 0 ❳✩➻ t → ∞ ❰
Ü✝➲❡Ú✸❭✸➲ S(t)u := vt ❫✔Ð✱➶✸❣❿❢❺➶❋❢ ➯ ❭✵Û▼➲❡➳✡❩✫➲➐➻➩➸ ➯ ñ❡➲❡➳ ➯ ❳✩➻ t → ∞ ❐ ➯ ➳æ❳❑❜❞❜ u Ð✟❣Ù➸✖➶

❢ ➯✫➽➩➵ ❳✩❢⑧➸✑➻✡❬ ➵✸➵➋➯ ➳⑩➸➐❰●ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳ T (t)S(t)u = u ❐ ➯ ➳✑❳❑❜❞❜ u ∈ X0 ❰❹×r➶✸➲ ➵ ➳ ➯✂➯ ❐➅❣❞❭Ò➸✖➶✸➲❢➐❳✩➻✡➲ I = [0,∞) ❣❿➻✟❢ ➯✫➽➩➵ ❜❞➲❯➸✖➲✫❰
❱ ë ❪ ✤✂❬ ➵✸➵➋➯ ➻⑩➲ ➸✖➶▲❳✛➸ {T (t)}t≥0 ❣❿➻❋❳ ➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ➻⑩➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❰æÏ★❐

limt→∞ ̺(t) 6= 0 ➸✖➶✸➲❡❭●❫ ➫ Ñ ❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩ã➸✖➶✸➲✓❳❑➳✡❩✫❬ ➽ ➲❡❭✵➸ ➯ ❐❨❱ Þ ❪❴❫✔Ð❖➲❒➳✡➲✦❳✩❢❺➶ ❳ ❢ ➯ ❭❅é
➸✖➳❺❳✩✐❅❣❿❢⑧➸✖❣ ➯ ❭●❰➅Ï★❐ limt→∞ ̺(−t) 6= 0 ➸✖➶✸➲❡❭●❫ ➵ ➳ ➯ ❢❯➲❡➲➐✐❅❣❞❭✸❩✌❣❞❭ ❳Ò➻✡❣ ➽ ❣❞❜❤❳❑➳ ➽ ❳❑❭✸❭✸➲❡➳❨❳❑❭✳✐



✓ õ ↔➅➍✳➂✻⑨⑩t❷✇✁�✛❾✛⑨✤➊ úåø➅÷✌✞✄✂

☞✫➲❡➲ ➵ ❣❞❭✸❩ ➸✖➶✸➲î➻❺❳ ➽ ➲ ❭ ➯ ➸❴❳✛➸✖❣ ➯ ❭ ❐ ➯ ➳ u ❫ Un ❳❑❭✳✐ Vn ❫rÐr➲ Ú✸❭✳✐ tn > 0 ➻⑩❬✳❢❺➶➭➸✖➶▲❳✛➸
limn tn = ∞ ❫ ̺(−tn) > δ ❐ ➯ ➳✱➻ ➯✫➽ ➲ δ > 0 ❫▲❳❑❭✳✐

T (tn)Vn ∩ Un 6= ∅ ∀n ∈ N.

✡✝➲❡❭✳❢❯➲✑➸✖➶✸➲❡➳✡➲➼➲❯➚✶❣❿➻⑩➸❺➻ vn ∈ Vn ➻✡❬✳❢❺➶❒➸✖➶▲❳✛➸ ‖vn − u‖ < 1/n ❳❑❭✳✐ ‖T (tn)vn‖ < 1/n ❰
❲❂➲❯➸ wn := vn|[0,l] ❰▲×r➶✸➲❡❭ ‖wn − u‖ → 0 ❳❑❭✳✐ ‖T (tn)wn‖ → 0 ❳✩➻ n → ∞ ❫✳➻✡❣❞❭✳❢❯➲
‖wn − u‖ ≤ ‖vn − u‖ ❳❑❭✳✐ ‖T (tn)wn‖ ≤ ‖T (tn)vn‖ ❰
✑✝❭❘➸✖➶✸➲ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳✟➶▲❳❑❭✳✐✻❫✳❬✳➻⑩❣❞❭✸❩æ❲●➲ ➽➾➽ ❳ í ❰ Þ ❫✸Ð❖➲ ➯✫➫ ➸❴❳❑❣❞❭

1

np
≥ ‖T (tn)wn‖

p =

l−tn✁

−tn

|vn(τ + tn)|p̺(τ) dτ

=

l✁

0

|vn(τ)|p̺(τ − tn) dτ ≥ m̺(−tn)

l✁

0

|vn(τ)|p dτ

ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳❡❫
‖wn‖

p =

l✁

0

|vn(τ)|p̺(τ) dτ ≤ M̺(l)

l✁

0

|vn(τ)|p dτ

❐ ➯ ➳✟➻ ➯✫➽ ➲ m, M > 0 ❰✁�➏➻⑩❣❞❭✸❩❮➸✖➶✸➲➐➻⑩➲➃❣❞❭✸➲➐ä✵❬▲❳❑❜❞❣Ù➸✖❣❞➲➐➻✱Ð❖➲➼❩✫➲❯➸
1

np
≥ ‖T (tn)wn‖

p ≥
m̺(−tn)

M̺(l)
‖wn‖

p >
ma

M̺(l)
‖u‖p 6= 0 ∀n ∈ N,

Ñ✶❣❞➲❡❜❿✐❅❣❞❭✸❩✣❳❮❢ ➯ ❭✵➸✖➳❺❳✩✐❅❣❿❢⑧➸✖❣ ➯ ❭●❰✣ ➯ ❭✵Û▼➲❡➳✖➻✡➲❡❜ÙÑ▼❫●➻⑩❬ ➵✸➵➋➯ ➻✡➲➣➸✖➶▲❳✛➸ limt→∞ ̺(t) = limt→∞ ̺(−t) = 0 ❰❹Ï❀➸➏❣❿➻✟➲❡❭ ➯ ❬✸❩✫➶
➸ ➯✮➵ ➳ ➯ Û▼➲❘➸✖➶▲❳✛➸ {T (t)}t≥0 ➻❺❳✛➸✖❣❿➻⑩Ú✸➲➐➻ ✣ ➳✡❣Ù➸✖➲❡➳✡❣ ➯ ❭ ì ❰ í ❰ ✣ ➯ ❭✳➻⑩❣❿✐❅➲❡➳❮➸✖➶✸➲➺➻✡➲❯➸ X0

➯ ❐➇❳❑❜❞❜
❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭✳➻✣✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐ ➯ ❭ R Ð✟❣Ù➸✖➶❋❢ ➯✫➽➩➵ ❳✩❢⑧➸æ➻✡❬ ➵✸➵➋➯ ➳⑩➸➐❫✔Ð✟➶✸❣❿❢❺➶❋❣❿➻æ❳ ✐❅➲❡❭✳➻✡➲✓➻✡❬ ➫ ➻ ➵ ❳✩❢❯➲➯ ❐ X ❰✂�➏➻⑩❣❞❭✸❩Ò➸✖➶✸➲✣➻✖❳ ➽ ➲➩➸✖➲➐❢❺➶✸❭✸❣❿ä✵❬✸➲❒❳✩➻➃❣❞❭❈❱ Þ ❪✑Ð❖➲➾Ú✸❭✳✐✮➸✖➶▲❳✛➸ T (t)u ❢ ➯ ❭✵Û▼➲❡➳✡❩✫➲➐➻➃➸ ➯
ñ❡➲❡➳ ➯ ❳✩➻ t → ∞ ❐ ➯ ➳æ❳❑❜❞❜ u ∈ X0 ❰✔Ï★❭ ➯ ➳✖✐❅➲❡➳➩➸ ➯ ✐❅➲❡Ú✸❭✸➲ S(t) ❫➅❜❞➲❯➸ u ∈ X0

➫ ➲✓❳
❐❛❬✸❭✳❢⑧➸✖❣ ➯ ❭➺Ð✟❣Ù➸✖➶➺❢ ➯✫➽➩➵ ❳✩❢⑧➸✝➻✡❬ ➵✸➵➋➯ ➳⑩➸ ➯ ❭ [−l, l] ❐ ➯ ➳✟➻ ➯✫➽ ➲ l > 0 ❰✳Ï★❐✾Ðr➲➼✐❅➲❡Ú✸❭✸➲

(S(t)u)(τ) =

{
0 ❣❞❐ τ − t < −l,

u(τ − t) ❣❞❐ τ − t ≥ −l,

Ðr➲➾➲✦❳✩➻✡❣❞❜ÙÑ ➵ ➳ ➯ Û▼➲➾➸✖➶▲❳✛➸ limt→∞ S(t)u = 0 ❰✒ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳ T (t)S(t)u = u ❫✍❳❑❭✳✐î➸✖➶✸➲➵ ➳ ➯✂➯ ❐✍❣❿➻✟❢ ➯✫➽➩➵ ❜❞➲❯➸✖➲✫❰➨➭➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐✣❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ S
➯ ❭❒❳ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶❒➻ ➵ ❳✩❢❯➲ X ❣❿➻✿❳ ✖✵➷✬✛➋➷❯➬✖Ø✫➱①✃☎✄✦➷❺Ö ☞ Ø▼➮✏✎ ✪

✑✗Ø❑➬❺Ö ✧❺➹✵✃ ✸❴Ô✸❣❞❐❹➸✖➶✸➲✶☞✫➲❡➳✡❭✸➲❡❜ ➯ ❐ S ❫✂✐❅➲❡❭ ➯ ➸✖➲➐✐ ➫ Ñ kerS ❫✵❣❿➻✗❳ ➯ ❭✸➲❯é★✐❅❣ ➽ ➲❡❭✳➻⑩❣ ➯ ❭▲❳❑❜✻➻✡❬ ➫ ➻ ➵ ❳✩❢❯➲
❳❑❭✳✐ ⋃

{kerSn : n = 0, 1, 2, . . . } ❣❿➻✔✐❅➲❡❭✳➻⑩➲✱❣❞❭ X
Ý⑥ë á✩â❀❰✫Ï★❭✳➻ ➵ ❣❞➳✡➲➐✐ ➫ Ñ➣➸✖➶✸➲✟❳❑➳✡❩✫❬ ➽ ➲❡❭✵➸❺➻➯ ❐ Ý⑥ë✴✝ ❫✲✤✂➲➐❢⑧➸✖❣ ➯ ❭✌à✦â❀❫✸Ðr➲➼❢➐❳❑❭➺➲➐➻✤➸❴❳ ➫ ❜❞❣❿➻✡➶➺➸✖➶✸➲➼❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✱❣❞❭✸❩➩➸åÐ ➯ ➳✡➲➐➻⑩❬✸❜Ù➸❺➻❡❰

✝✟✞ ✁✡✠☞☛ ✁ ✄ í ❰ í☎✟ ✔✜✸ S ✃✜✧æØ ✖▼➷✬✛❹➷❯➬✖Ø✩➱➑✃☎✄➐➷❺Ö ☞ Ø▼➮✏✎ ✑✗Ø❑➬✖Ö ✧❴➹▼✃ ✸❴Ô➼Õ✏✛❋Ø✥✧❯➷✤➴✸Ø❑➬✖Ø ☞ ➱❞➷ ✁ Ø✴✪
✛❹Ø▼➮❯➹ ✧★➴✸Ø▼➮❺➷ X ❫✔Ô❆➹✶➷✬✛ {etS}t≥0 ✃✜✧❨Ø✣Ô★Õ⑧➴❅Õ✫➱ÙÕ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✵✖✫✭✵✛✸✃ ✸❯Õ✩➬ ✗❨➱➑➘Ò➮❺Õ✏✛▲Ô❆✃✜✛ ✭✳Õ✏✭✵✧
✧❡➷✹✗❨✃✚✖❑➬❺Õ✏✭✛➴ ✓



ö➇ü✁�❺ü ☞✄✂✟÷✌☞✆☎✟ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý☎þ⑩ú✤û✗ü✝✂✟✞❍✡✤�✡✠❑þ ✡✤☞☞☛✾÷✌☞✫÷❯ýåù➏þ✌✠✦÷❯ýåú✤þ ✓✢✕

✖ ➬✖Õ✦Õ ✸✏✓ ✤✂❣❞❭✳❢❯➲ S ❣❿➻➓❳❒❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳❑❜❞❣❞ñ❡➲➐✐ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✿❳❑➳✖✐ ➻✡➶✸❣❞❐❤➸➐❫✾➸✖➶✸➲❡➳✡➲æ➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻❨❳Ò➻⑩➲➐ä✵❬✸➲❡❭✳❢❯➲
{ej}

∞
j=1

➯ ❐r❭ ➯ ❭❅é❀ñ❡➲❡➳ ➯ Û▼➲➐❢⑧➸ ➯ ➳✖➻➓➻⑩❬✳❢❺➶î➸✖➶▲❳✛➸ Se1 = 0 ❫ Sej+1 = ej ❐ ➯ ➳ j ∈ N ❳❑❭✳✐
span{ej : j ∈ N} = X ❱❆➻✡➲❡➲ Ý⑥ë á✛â➌❪❴❰

Ü✝➲❡Ú✸❭✸➲ w := (wj)
∞
j=1 ❫❅Ð✟➶✸➲❡➳✡➲ wj := ‖ej‖ ❫▲❳❑❭✳✐

Ψ : ℓ1(w) → X, (x1, x2, . . . ) 7→ Ψ(x1, x2, . . . ) =

∞∑

j=1

xjej.

✤✂❣❞❭✳❢❯➲ wj = ‖ej‖ = ‖Sej+1‖ ≤ ‖S‖ ‖ej+1‖ = ‖S‖wj+1 ❫❅Ðr➲➇➶▲❳❡Û▼➲
wj/wj+1 ≤ ‖S‖ ❐ ➯ ➳✿➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ j ∈ N.

ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳❡❫✳➸✖➶✸➲➇❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩æ✐❅❣❤❳❑❩✫➳❺❳ ➽ ❢ ➯✫➽➾➽ ❬❅➸✖➲➐➻✬✮
ℓ1(w)

Ψ

��

etB

// ℓ1(w)

Ψ

��

X
etS

// X

Ð✟➶✸➲❡➳✡➲ B ❣❿➻r➸✖➶✸➲ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐➺➻⑩➶✸❣❞❐❤➸➏✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐ ➯ ❭ ℓ1(w) ❰
✑✝❭ ➸✖➶✸➲ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳✣➶▲❳❑❭✳✐✻❫ etB ❣❿➻➾➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩➭❱❆➻✡➲❡➲✌➸✖➶✸➲ ➵ ➳ ➯✂➯ ❐ ➯ ❐ ÝÙÞ✆✝ ❫

×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ à✂❰ ë â➌❪❴❰ ➪ Ñ✣❲❂➲ ➽➩➽ ❳ ë ❰ ë ❱ ë ❪☎Ðr➲➇❢ ➯ ❭✳❢❯❜❞❬✳✐❅➲➇➸✖➶▲❳✛➸ {etS}t≥0 ❣❿➻❖➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❰
Ï★❭ ➵ ❳❑➳⑩➸✖❣❿❢❯❬✸❜❤❳❑➳❡❫☎❣❞❐ S ❣❿➻➾❳✌❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳❑❜❞❣❞ñ❡➲➐✐ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐❋➻⑩➶✸❣❞❐❤➸ ➯ ❭❋❳ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶❋➻ ➵ ❳✩❢❯➲✫❫

➸✖➶✸➲❡❭ eS ❣❿➻➼❳æ➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❡❰✾×✿➶✸❣❿➻✑❣❿➻✑➳✡➲❡❜❤❳✛➸✖➲➐✐ ➸ ➯ ➸✖➶✸➲❮❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩
ä✵❬✸➲➐➻⑩➸✖❣ ➯ ❭ ➯ ❐ ÝÙÞ❯í â ✮ ✣ ➶▲❳❑➳❺❳✩❢⑧➸✖➲❡➳✡❣❞ñ❡➲➩➸✖➶ ➯ ➻⑩➲➾❬✸❭✸❣❞❜❤❳✛➸✖➲❡➳❺❳❑❜ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐✮➻⑩➶✸❣❞❐❤➸❺➻ T ❐ ➯ ➳➇Ð✟➶✸❣❿❢❺➶
I + T ❣❿➻r➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❰

✝✟✞ ✁✡✠☞☛ ✁ ✄ í ❰➑à ✟ ✔✜✸ S ✃✜✧rØ✶✖▼➷✬✛❹➷❯➬✖Ø✩➱➑✃☎✄➐➷❺Ö ☞ Ø▼➮✏✎ ✑✗Ø❑➬✖Ö ✧❴➹▼✃ ✸❴Ô✾Õ✏✛✣Ø ✧❯➷✤➴✸Ø❑➬✖Ø ☞ ➱❞➷ ✁ Ø✏✛➋Ø✵➮⑧➹
✧★➴❅Ø✵➮❺➷▼❫✍Ô❆➹✶➷✬✛ I + S ✃✜✧➃Ø➾Ô★Õ⑧➴❅Õ✫➱ÙÕ✌✖✩✃❷➮❺Ø✩➱❛➱➑➘ ✗➓✃✚✙✩✃✜✛✢✖❒Õ❴➴✸➷❯➬✖Ø✩Ô★Õ❑➬✒✓✖ ➬✖Õ✦Õ ✸✏✓ �➏➻⑩❣❞❭✸❩✓➸✖➶✸➲✣➻✖❳ ➽ ➲❘❳❑➳✡❩✫❬ ➽ ➲❡❭✵➸ ➯ ❐r➸✖➶✸➲æ❜❤❳✩➻⑩➸➓➸✖➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ❫✾Ð❖➲æÚ✸❭✳✐î➸✖➶▲❳✛➸➓➸✖➶✸➲
❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩➾✐❅❣❤❳❑❩✫➳❺❳ ➽ ➻✟❢ ➯✫➽➩➽ ❬❅➸✖➲✞✮

ℓ1

Φ
��

I+T
// ℓ1

Φ
��

ℓ1(w)

Ψ

��

I+B
// ℓ1(w)

Ψ

��

X
I+S

// X

Ð✟➶✸➲❡➳✡➲✱➸✖➶✸➲✟Ð❖➲❡❣❞❩✫➶✵➸❺➻ ω = (ωn) ❳❑❭✳✐➩➸✖➶✸➲ ➽ ❳ ➵✸➵ ❣❞❭✸❩ Ψ ❳❑➳✡➲✟❩✫❣ÙÛ▼➲❡❭æ❣❞❭➾➸✖➶✸➲ ➵ ➳ ➯✂➯ ❐ ➯ ❐❹➸✖➶✸➲➵ ➳✡➲❯Û✶❣ ➯ ❬✳➻✱➸✖➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ❫ T ❣❿➻✟❳➣Ðr➲❡❣❞❩✫➶✵➸✖➲➐✐ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐➺➻⑩➶✸❣❞❐❤➸ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✝✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐ ➯ ❭ ℓ1 ➫ Ñ
T (x1, x2, . . . ) =

(
ω1

ω2
x2,

ω2

ω3
x3, . . .

)



✓ ô ↔➅➍✳➂✻⑨⑩t❷✇✁�✛❾✛⑨✤➊ úåø➅÷✌✞✄✂

❳❑❭✳✐
Φ : ℓ1 → ℓ1(ω), (x1, x2, . . . ) 7→ Φ(x1, x2, . . . ) =

(
x1

ω1
,
x2

ω2
, · · ·

)
.

✡✝➲❡❭✳❢❯➲✫❫ (I + B)Φ = Φ(I + T ) ❳❑❭✳✐ (I + S)Ψ = Ψ(I + B) ❰ ➪ Ñ Ý⑥ë✫ë ❫✍❲❂➲ ➽➩➽ ❳ë ❰ ì â✻➸✖➶✸➲ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ I + T ❣❿➻❖➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❫✸➻ ➯ ❲❂➲ ➽➩➽ ❳ ë ❰ ë ❱ Þ ❪✗➻✡➶ ➯ Ð✟➻✗➸✖➶▲❳✛➸
I +B ❣❿➻✔➸ ➯✫➵➋➯ ❜ ➯ ❩✫❣❿❢➐❳❑❜❞❜ÙÑ ➽ ❣Ù➚✶❣❞❭✸❩✸❰ �✝➻✡❣❞❭✸❩➓❲❂➲ ➽➩➽ ❳ ë ❰ ë ❱ Þ ❪❖❳❑❩✵❳❑❣❞❭●❫✵Ðr➲✟❩✫➲❯➸❖➸✖➶✸➲➏✐❅➲➐➻⑩❣❞➳✡➲➐✐
➳✡➲➐➻✡❬✸❜Ù➸➐❰

�✻➝✂✁ ✲✱✩✳➢✳➠✛➧➌➦ ✙✷✛✸✮î➧ ★▲➡✛➢➋➥✱✤✵✙ ✩✳➟❃➤ ➧➌➟☎✄✒➟❃➧❛➠✄✛✸✙➐➧✚✮ ✩✥✦ ★✥✛✶➟✱✛✂➡✴✩✸➠➐➢➋➡ ✙✩➝ Ï★❭ ÝÙÞ à✛â✿✐❅➲❯é
❲❃❳❑❬ ➫ ➲❡❭✸❐❛➲❡❜❿➻➏❳❑❭✳✐➺ê ➽ ❳ ➽ ❣❞➳❺❳✩✐ ➽ ❳✩✐❅➲✑➸✖➶✸➲➃❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✱❣❞❭✸❩

✆ ✠✞✝☎✟ ✁✡✠☞☛✍✌ ☛ ✁ à✂❰ Þ✠✟✏✎ ✭✛➴▼➴✸Õ✏✧❡➷ A ✃✜✧➏Ø❮➮❺Õ✴✗ ✗ ✭❅Ô★Ø✩Ô❆✃❛Ó✩➷➼Ø✩➱✓✖▼➷ ☞ ➬✖Ø❮Õ ✸➏Õ❴➴✸➷⑧➬❺Ø✩Ô★Õ❑➬✹✧✱Ô❆➹✶Ø✫Ô
➮❴Õ✏✛✳Ô★Ø✩✃✜✛✦✧✿Ø➼➮❯➹✶Ø✵Õ✩Ô❆✃❷➮✟Õ❴➴✸➷⑧➬❺Ø✩Ô★Õ❑➬✒✓ ✡ ➷❯Ô T ∈ A ✑➅➹▼✃❷➮❯➹➼✃✜✧✁✛➋Õ✩Ô✾Ø ✗ ✭❅➱➉Ô❆✃①➴➋➱Ù➷✝Õ ✸✗Ô❆➹✶➷r✃❷Ö▼➷✬✛▲Ô❆✃➌Ô❆➘✠✓
✌❂➹✶➷✬✛✌Ô❆➹✶➷❯➬✖➷❨➷✌✙✩✃✜✧❴Ô ✧➃Ø✣➮❴Õ✏✛✦✧⑧Ô★Ø✏✛▲Ô c > 0 ✧✌✭✳➮❯➹❘Ô❆➹✶Ø✩Ô cT ✃✜✧➣➮❯➹✶Ø▼Õ✩Ô❆✃❷➮ ✓

✑✝❬✸➳ ➵ ❬✸➳ ➵➋➯ ➻✡➲➓❣❞❭Ò➸✖➶✸❣❿➻➏➻✡➲➐❢⑧➸✖❣ ➯ ❭✌❣❿➻✟➸ ➯æ➵ ➳ ➯ Û✶❣❿✐❅➲❮❳❑❭✓➲❯➚✸❳ ➽➩➵ ❜❞➲➃➸✖➶▲❳✛➸➇✐❅❣❿➻ ➵ ➳ ➯ Û▼➲➐➻➏➸✖➶✸➲
❳ ➫➋➯ Û▼➲➃❢ ➯ ❭ ☎✤➲➐❢⑧➸✖❬✸➳✡➲✫❰

✂ ✁☎✄ ✝☞☛☎✄ à✂❰ ë ✟ ×r➶✸➲❡➳✡➲✟❣❿➻✗❳➼❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ R ➻✡❬✳❢❺➶➩➸✖➶▲❳✛➸✗❭ ➯➃➽ ❬✸❜Ù➸✖❣ ➵ ❜❞➲ ➯ ❐❹➸✖➶✸➲
➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵ ❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳✛➸✖➲➐✐ ➫ Ñ R ❣❿➻✿➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✩❰

❲●➲❯➸ T = I +εB
➯ ❭ ℓ1(N) ❫❑Ð✟➶✸➲❡➳✡➲ B ❣❿➻✍➸✖➶✸➲ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐➩➻⑩➶✸❣❞❐❤➸ ➯ ❭ ℓ1(N) ❫✵❳❑❭✳✐❨❜❞➲❯➸

ε > 0 ❰ ➪ Ñ Ý⑥ë á❅❫ ✤✂➲➐❢⑧➸➐❰ ✝ â❀❫ T ❣❿➻✑❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢✩❰❂×✿➶✸➲ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ T 2 ❣❞❭✸➶✸➲❡➳✡❣Ù➸❺➻✑➸✖➶✸➲ ➵ ➲❡➳✡❣ ➯ ✐❅❣❿❢➵➋➯ ❣❞❭✵➸❺➻ ➯ ❐ T ❫✩❳❑❭✳✐➃❣Ù➸❃❣❿➻✒❳❑❜❿➻ ➯ ➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢ Ý⑥ë ❫✛×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ Þ â❀❫✦➸✖➶✸➲❡➳✡➲❡❐ ➯ ➳✡➲r❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢✩❰✴✡✝➲❡❭✳❢❯➲➫ Ñ Ý ✏ ❫ ó ➳ ➯✫➵➋➯ ➻✡❣Ù➸✖❣ ➯ ❭ ë ❰ Þ❯í ❳❑❭✳✐✣×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ë ❰ ì â❀❫ T 2 ⊕T 2 ❣❿➻❖➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢➼❳❑❭✳✐æ➲➐ä✵❬▲❳❑❜❿➻
T 2 ⊕ (−T )2 = (T ⊕−T )2 ❫❅➻ ➯ T ⊕−T ❣❿➻❖➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✩❰ ✑➏❭➾➸✖➶✸➲ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳r➶▲❳❑❭✳✐✻❫✶➸✖➶✸➲
➻✡➲❯➸

{x ⊕ y | x, y ❳❑➳✡➲ ➵ ➲❡➳✡❣ ➯ ✐❅❣❿❢ ➵➋➯ ❣❞❭✵➸❺➻✱❐ ➯ ➳ T}

❣❿➻✣✐❅➲❡❭✳➻✡➲ ❣❞❭ X ⊕ X ❳❑❭✳✐ ❣Ù➸❒❢ ➯ ❭✳➻⑩❣❿➻⑩➸❺➻ ➯ ❐ ➵ ➲❡➳✡❣ ➯ ✐❅❣❿❢ ➵➋➯ ❣❞❭✵➸❺➻✣❐ ➯ ➳ T ⊕ −T ❫❖➶✸➲❡❭✳❢❯➲
R := T ⊕−T ❣❿➻✝❳❑❜❿➻ ➯ ❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢✩❰

Ï★❐ ε ❣❿➻✱➻✡❬✦✎➩❢❯❣❞➲❡❭✵➸✖❜ÙÑÒ➻ ➽ ❳❑❜❞❜✻➸✖➶✸➲❡❭●❫▲❐ ➯ ➳✱➲✦❳✩❢❺➶ ➽ ❬✸❜Ù➸✖❣ ➵ ❜❞➲ ➯ ❐ eR ❫▲❳✛➸✟❜❞➲✦❳✩➻⑩➸ ➯ ❭✸➲ ➯ ❐✍➸✖➶✸➲
➸åÐ ➯ ❢ ➯✫➽➩➵➋➯ ❭✸➲❡❭✵➸❺➻ ➯ ❐✍❣Ù➸❺➻✟➻ ➵ ➲➐❢⑧➸✖➳✡❬ ➽ ✐ ➯ ➲➐➻✟❭ ➯ ➸✟❣❞❭✵➸✖➲❡➳✖➻✡➲➐❢⑧➸✝➸✖➶✸➲➼❬✸❭✸❣Ù➸➏❢❯❣❞➳✖❢❯❜❞➲✫❫✳➸✖➶✸➲❡➳✡➲❡❐ ➯ ➳✡➲
❣Ù➸✝❢➐❳❑❭✸❭ ➯ ➸ ➫ ➲➇➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✩❰❹×r➶✸❣❿➻✿❩✫❣ÙÛ▼➲➐➻✝❳❨❭✸➲❡❩✵❳✛➸✖❣ÙÛ▼➲➓❳❑❭✳➻✤Ðr➲❡➳r➸ ➯ ✣ ➯ ❭ ☎✤➲➐❢⑧➸✖❬✸➳✡➲➓à✂❰ Þ ❰

✂ ✁☎✄ ✝☞☛☎✄ à✂❰ ì ✟ ×✿➶✸➲❡➳✡➲ ➲❯➚✶❣❿➻✤➸❺➻Ò❳ ❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢ ❬✸❭✸❣❞❐ ➯ ➳ ➽ ❜ÙÑ ❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻➺➻✡➲ ➽ ❣❞❩✫➳ ➯ ❬ ➵
➻✡❬✳❢❺➶❒➸✖➶▲❳✛➸✟❭ ➯➩➽ ❬✸❜Ù➸✖❣ ➵ ❜❞➲ ➯ ❐❃❣Ù➸❺➻✿❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✝❣❿➻r➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✩❰

❲●➲❯➸ T (t) = etS ➯ ❭ ℓ1(N) ❫✾Ð✟➶✸➲❡➳✡➲ S := 2B ❳❑❭✳✐ B ❣❿➻➣➸✖➶✸➲ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐ ➻✡➶✸❣❞❐❤➸➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ ➯ ❭ ℓ1(N) ❰❃×✿➶✸➲❡❭ σ(S) = B(0, 2) ❳❑❭✳✐ S ❣❿➻➣❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢ ➫ Ñ Ý⑥ë á❅❫ ✤✂➲➐❢⑧➸➐❰ ✝ â❀❰
ï ➯ ➳✡➲ ➯ Û▼➲❡➳❡❫ T (t) ❱❷❳✩➻✟❳❮➻⑩❣❞❭✸❩✫❜❞➲ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✒✑➑❪✿❣❿➻✿❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢ ➫ Ñ ÝÙÞ✆✝ ❫▲×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ à✂❰ ì â❀❰

×r➶✸❣❿➻✑❣ ➽➩➵ ❜❞❣❞➲➐➻✝➸✖➶▲❳✛➸ T (t) ⊕ e5tiT (t) ❣❿➻➏❢❺➶▲❳ ➯ ➸✖❣❿❢✩❫✾❳❑❭✳✐✌➸✖➶✸➲❮➻ ➵ ➲➐❢⑧➸✖➳✡❬ ➽ ➯ ❐☎❣Ù➸❺➻➏❣❞❭❅é
Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲➐➻✡❣ ➽ ❳❑❜❂❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ S ⊕ (5i + S) ❣❿➻ B(0, 2) ∪ B(5i, 2) ❰

×r➶✂❬✳➻❡❫✫❐ ➯ ➳✗❳❑❭✵Ñ ➽ ❬✸❜Ù➸✖❣ ➵ ❜❞➲ ➯ ❐➋➸✖➶✸➲✱❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲➐➻⑩❣ ➽ ❳❑❜▲❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳❡❫▼➸✖➶✸➲❡➳✡➲✱❣❿➻☎❳✑❢ ➯ ❭✸❭✸➲➐❢⑧➸✖➲➐✐
❢ ➯✫➽➩➵➋➯ ❭✸➲❡❭✵➸ ➯ ❐✶❣Ù➸❺➻❂➻ ➵ ➲➐❢⑧➸✖➳✡❬ ➽ Ð✟➶✸❣❿❢❺➶➼✐ ➯ ➲➐➻❂❭ ➯ ➸✾❣❞❭✵➸✖➲❡➳✖➻✡➲➐❢⑧➸✾➸✖➶✸➲✔❬✸❭✸❣Ù➸❃❢❯❣❞➳✖❢❯❜❞➲✗❳❑❭✳✐✻❫✦➶✸➲❡❭✳❢❯➲✫❫
❣Ù➸✝❢➐❳❑❭✸❭ ➯ ➸ ➫ ➲➇➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✩❰



ö➇ü✁�❺ü ☞✄✂✟÷✌☞✆☎✟ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý☎þ⑩ú✤û✗ü✝✂✟✞❍✡✤�✡✠❑þ ✡✤☞☞☛✾÷✌☞✫÷❯ýåù➏þ✌✠✦÷❯ýåú✤þ ✓ ✥

�✻➝✂✁✿➧➌➟✱✩✥✦➣➡✴✛✸✮ ✩✸➡☎✄ ✙✩➝❨➨ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶ ➻ ➵ ❳✩❢❯➲ X ❣❿➻❮❢➐❳❑❜❞❜❞➲➐✐ ➹✶➷❯➬✖➷❴Ö❑✃➌Ô★Ø❑➬⑧✃➌➱①➘ã✃✜✛➋Ö▼➷❴➮❺Õ✏✗ ✪
➴✸Õ✏✧❡Ø ☞ ➱Ù➷✿❣❞❐✾Ð✟➶✸➲❡❭✸➲❯Û▼➲❡➳ Y ❳❑❭✳✐ Z ❳❑➳✡➲➼❢❯❜ ➯ ➻✡➲➐✐➺❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲❯é★✐❅❣ ➽ ➲❡❭✳➻⑩❣ ➯ ❭▲❳❑❜✍➻✡❬ ➫ ➻ ➵ ❳✩❢❯➲➐➻ ➯ ❐ X
➻❺❳✛➸✖❣❿➻⑩❐❤Ñ✶❣❞❭✸❩ Y ∩ Z = {0} ❫❅➸✖➶✸➲❡❭ Y + Z ❣❿➻✿❭ ➯ ❭❅é★❢❯❜ ➯ ➻✡➲➐✐✻❰è ➯ Ð❖➲❡➳✖➻✔❳❑❭✳✐❮ï✌❳❑❬✸➳✡➲❯Ñ ➵ ➳ ➯ Û✶❣❿✐❅➲➐✐➓➸✖➶✸➲✿Ú✸➳✖➻✤➸✔➲❯➚✸❳ ➽➩➵ ❜❞➲ ➯ ❐➋❳✝➶✸➲❡➳✡➲➐✐❅❣Ù➸❴❳❑➳✡❣❞❜ÙÑ❨❣❞❭✳✐❅➲➐❢ ➯✫➽ é➵➋➯ ➻❺❳ ➫ ❜❞➲ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶ ➻ ➵ ❳✩❢❯➲ Ý⑥ë✶Þ â❀❰✒Ï★❭ ➵ ❳❑➳⑩➸✖❣❿❢❯❬✸❜❤❳❑➳❡❫✒➸✖➶✸➲❯Ñ ➵ ➳ ➯ Û▼➲➐✐î➸✖➶▲❳✛➸❨➲❯Û▼➲❡➳⑩Ñ ➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐
❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ T

➯ ❭ X ❢➐❳❑❭ ➫ ➲✟Ð✟➳✡❣Ù➸✡➸✖➲❡❭❒❳✩➻ T = λI + S ❫✂Ð✟➶✸➲❡➳✡➲ λ ∈ C ❳❑❭✳✐ S ❣❿➻
✧⑧Ô❆➬❴✃❷➮❡Ô❷➱➑➘ ✧❺✃✜✛✵✖✏✭✸➱ÙØ❑➬❮❱➌❣❷❰➄➲✫❰●❣Ù➸➇➶▲❳✩➻➇❭ ➯❒➫➋➯ ❬✸❭✳✐❅➲➐✐ã❣❞❭✵Û▼➲❡➳✖➻✡➲ ➯ ❭î❳❑❭✵Ñ✌❣❞❭✸Ú✸❭✸❣Ù➸✖➲❯é★✐❅❣ ➽ ➲❡❭✳➻⑩❣ ➯ ❭▲❳❑❜
➻✡❬ ➫ ➻ ➵ ❳✩❢❯➲✛❪❴❰✓ ➯ ➸✖❣❿❢❯➲➣➸✖➶▲❳✛➸✑➸✖➶✸➲❨✐❅❬▲❳❑❜ ➯ ❐✗❳➩➶✸➲❡➳✡➲➐✐❅❣Ù➸❴❳❑➳✡❣❞❜ÙÑ✌❣❞❭✳✐❅➲➐❢ ➯✫➽➩➵➋➯ ➻❺❳ ➫ ❜❞➲❮➻ ➵ ❳✩❢❯➲ ➽ ❳❡Ñ ➫ ➲❨❐❆❳❑➳
❐❛➳ ➯✫➽ ➫ ➲❡❣❞❭✸❩Ò➶✸➲❡➳✡➲➐✐❅❣Ù➸❴❳❑➳✡❣❞❜ÙÑã❣❞❭✳✐❅➲➐❢ ➯✫➽➩➵➋➯ ➻❺❳ ➫ ❜❞➲ Ý í â❀❰ ✡ ➯ Ðr➲❯Û▼➲❡➳❡❫❂ç✳➲❡➳✡➲❡❭✳❢❯ñ❡❣ ➵ ➳ ➯ Û▼➲➐✐ ➸✖➶▲❳✛➸
➸✖➶✸➲✑➻ ➵ ❳✩❢❯➲✑✐❅➲❡Ú✸❭✸➲➐✐ ➫ Ñ è ➯ Ðr➲❡➳✖➻❖❳❑❭✳✐❘ï✓❳❑❬✸➳✡➲❯Ñ➾❣❞❭ Ý⑥ë✶Þ â❀❫ XGM ❫✵Ð✟➶✸❣❿❢❺➶æ❣❿➻✗➶✸➲❡➳✡➲➐✐❅❣Ù➸❴❳❑➳✡❣❞❜ÙÑ
❣❞❭✳✐❅➲➐❢ ➯✫➽➩➵➋➯ ➻❺❳ ➫ ❜❞➲✫❫✵➶▲❳✩➻✍➸✖➶✸➲ ➵ ➳ ➯✫➵ ➲❡➳⑩➸åÑ➓➸✖➶▲❳✛➸ X∗

GM ❣❿➻✔❳❑❜❿➻ ➯ ➶✸➲❡➳✡➲➐✐❅❣Ù➸❴❳❑➳✡❣❞❜ÙÑ❮❣❞❭✳✐❅➲➐❢ ➯✫➽➩➵➋➯ ➻✤é
❳ ➫ ❜❞➲ ÝÙÞ✆☎ ❫ ✣ ➯ ➳ ➯ ❜❞❜❤❳❑➳⑩Ñ ë✫ë â❀❰

ç✸➳ ➯✫➽ ➸✖➶✸➲ ➵ ➳ ➯✂➯ ❐ ➯ ❐✿➸✖➶✸➲ ➽ ❳❑❣❞❭î➸✖➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ➯ ❐ Ý✓☎ â❀❫ Ý✓✝ ❫✒×r➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ì ❰ ì â❀❫✔❳❑❭✳✐ Ý⑥ë à✶❫
×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ ë ❰ ✏ â❂Ðr➲➼❢➐❳❑❭Ò✐❅➲➐✐❅❬✳❢❯➲➇➸✖➶✸➲➼❐ ➯ ❜❞❜ ➯ Ð✟❣❞❭✸❩➩➳✡➲➐➻✡❬✸❜Ù➸✆✮

✝✟✞ ✁✡✠☞☛ ✁ ✄ ✝ ❰ Þ✠✟ ✡ ➷❡Ô X
☞ ➷ Ø ➹✶➷❯➬✖➷❺Ö❑✃➌Ô★Ø✩➬❴✃➌➱➑➘❋✃✜✛➋Ö▼➷❴➮❺Õ✏✗➏➴❅Õ✴✧❯Ø ☞ ➱❞➷ ✁ Ø✏✛➋Ø✵➮⑧➹ ✧❀➴✸Ø▼➮❺➷

✧ ✭✳➮❯➹ Ô❆➹✶Ø✩Ô X∗ ✃✜✧❒Ø✩➱ ✧❯Õã➹✶➷❯➬✖➷❺Ö✩✃➌Ô★Ø❑➬❴✃➌➱➑➘✮✃✜✛➋Ö▼➷❴➮❺Õ✏✗➏➴❅Õ✴✧❯Ø ☞ ➱❞➷✒✓✍✌❂➹✶➷✬✛❈Ø✩➱❛➱❖➹▼➘⑧➴✸➷❯➬✖➮❯➘▼➮❡➱➑✃❷➮✓Õ❴➴ ✪
➷❯➬✖Ø✩Ô★Õ✩➬ ✧➣Õ✏✛ X Ø❑➬✖➷❨Õ ✸➇Ô❆➹✶➷✁✸❯Õ❑➬✹✗

T = λI + S

✑➅✃➌Ô❆➹ S ✧⑧Ô❆➬❴✃❷➮❡Ô❷➱➑➘ ✧❴✃✜✛✢✖✴✭❅➱❞Ø❑➬✶❫ |λ| = 1 Ø✏✛❹Ö σ(S) = 0 ✓✝✆ Õ❑➬❺➷❺Õ❑Ó✩➷❯➬✂❫➏Ø✩➱❛➱❖➹▼➘⑧➴✸➷❯➬✖➮❯➘▼➮❡➱➑✃❷➮
✧❡➷✹✗❨✃✚✖❑➬❺Õ✏✭✛➴✍✧➣Õ✏✛ X Ø✩➬✖➷➓Õ ✸➇Ô❆➹✶➷✁✸❯Õ❑➬✹✗

e(θiI+S)t,

✑➅➹✶➷❯➬✖➷ S ✃✜✧ ✧⑧Ô❆➬❴✃❷➮❡Ô❷➱➑➘★✧❺✃✜✛✵✖✴✭❅➱ÙØ✩➬➣Ø✏✛❹Ö σ(S) = 0 Ø✏✛❹Ö θ ✃✜✧➼Ø➾➬✖➷❺Ø✩➱ ✛ ✭✵✗ ☞ ➷❯➬ ✓
✑✝❭æ➸✖➶✸➲ ➯ ❭✸➲➏➶▲❳❑❭✳✐✻❫❅❣❞❐ S ❣❿➻✿❳➃❩✫➲❡❭✸➲❡➳❺❳❑❜❞❣❞ñ❡➲➐✐ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐❘➻⑩➶✸❣❞❐❤➸✿❣❞❭❒❳ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶❘➻ ➵ ❳✩❢❯➲✫❫

➸✖➶✸➲❡❭ I + S ❳❑❭✳✐ eS ❳❑➳✡➲➇➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳✖➻ ➫ Ñ Ý⑥ë✴✝ ❫▲×✿➶✸➲ ➯ ➳✡➲ ➽ à✂❰ ë â❃❳❑❭✳✐➺×✿➶✸➲❯é➯ ➳✡➲ ➽ í ❰ í ❫▲➳✡➲➐➻ ➵ ➲➐❢⑧➸✖❣ÙÛ▼➲❡❜ÙÑ▼❰
✑✝❭ã➸✖➶✸➲ ➯ ➸✖➶✸➲❡➳➃➶▲❳❑❭✳✐✻❫❂❣❞❐❖Ð❖➲➩❢ ➯ ❭✳➻✡❣❿✐❅➲❡➳➼➸✖➶✸➲ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ S = 2iI + B

➯ ❭ ℓ1(N) ❫
Ð✟➶✸➲❡➳✡➲ B ❣❿➻r➸✖➶✸➲ ➫ ❳✩❢✌☞✵Ð✱❳❑➳✖✐➺➻⑩➶✸❣❞❐❤➸➐❫✳➸✖➶✸➲❡❭ σ(S) ⊂ B(2i, 1) ❳❑❭✳✐

❱ Þ ❪ I + S ❢➐❳❑❭✸❭ ➯ ➸ ➫ ➲➼➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✩❰
❱ ë ❪ eS ❣❿➻✱➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✩❰
Question ❰➼❲❂➲❯➸ S

➫ ➲➏❳➃❢ ➯ ❭✵➸✖❣❞❭✂❬ ➯ ❬✳➻❖❜❞❣❞❭✸➲✦❳❑➳ ➯✫➵ ➲❡➳❺❳✛➸ ➯ ➳ ➯ ❭❘❳ ➪ ❳❑❭▲❳✩❢❺➶✣➻ ➵ ❳✩❢❯➲ X ❫
Ð✟➶ ➯ ➻⑩➲➏➻ ➵ ➲➐❢⑧➸✖➳✡❬ ➽ ❣❿➻✗❢ ➯ ❭✸❭✸➲➐❢⑧➸✖➲➐✐❒❳❑❭✳✐æ❢ ➯ ❭✵➸❴❳❑❣❞❭✳➻❖ñ❡➲❡➳ ➯ ❰❅Ï★❐ I +S ❣❿➻☎➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✩❫✸❣❿➻ eS

❭✸➲➐❢❯➲➐➻✖➻✖❳❑➳✡❣❞❜ÙÑ➺➶✵Ñ ➵ ➲❡➳✖❢⑧Ñ❅❢❯❜❞❣❿❢✟✞➓Ïå➻r➸✖➶✸➲➃❢ ➯ ❭✵Û▼➲❡➳✖➻⑩➲➼➸✖➳✡❬✸➲✠✞
✡✝☛✟☞✌☛ ♠ ☛✟✍ ♦ ☛ ❦

✎ ✕✑✏ ✛✫➍ ✱ ➍❴➎❃②✛⑤❀✉❴t❷✈❿→✓✒ �❴ü➉þ★ø❛ú ☞✫ý★ú ✡✕✔❹ù✓✖ ✠✛ú ✞❀ý✑✖❯ý ✞➄ü❞ý✝✡ ✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ ✡✌☞✿ø ✡ ✠✚✡✌✞ ✡ ✂⑧ü❞ý★÷✌✞✟✗⑧ú❷ý⑩ø ✡✡✞✻þ✌✠✦÷❯ýåú✤þ →✙✘✛➍✤✺❑s✛② ➀ ③✡➍➎❃②❑✉❴❻❿➍ ✕ ✑ ✿✻✴ ✕ ✾✦✾ ✓❂✶å→ ✥✦✿ ✑✛✚ ✥✦✾⑧õ ➍
✎ ô ✏✢✜✌→✤✣ ✖ ✠✛ú ✞❀ý✑✖❯ý ✞➄ü❞ý✗÷✌☞✆☎✝ý✑✖❯ý ✞➄ü❞ý✥✗❴ú❀ý⑩ø ✡✟✞åþ →✛✈①❙✛✈①❾✵➍ ✕ ô✌✿✻✴ ✕ ✾✦✾❂❇ ✶å→ ✥ ✓✌✑✛✚ ✥✦✿✦✥ ➍



✓✤✑ ↔➅➍✳➂✻⑨⑩t❷✇✁�✛❾✛⑨✤➊ úåø➅÷✌✞✄✂
✎ ✥ ✏✁� ➍✵➎❃t❷⑨✤②✛❾✦③✡→✂➎☎➍ ✯✍t❀✉❴❙✫❶⑧⑤ ➀ ④✵→❄✯✗➍❄✯✍t❷⑨⑩✈①②✛⑨⑩t⑩→✄✂☎➍❄✯✍t❷❶⑧④✵→✄☎☎➍✵➙✂❶❴③❀➊⑧→✄✂☎➍✵➔➇❶⑧s✛⑤❷③★✉✝✆❺✉❴⑤✡→ ✼✔➍✟✞✍✉⑧➆⑧⑨⑩❻❞→

✺✻➍✄✞❃⑨⑩s✛❙✛t❀✉❴②✛❾✛⑨⑩t⑩→✂✉❴②✛❾✠✂☎➍ ✛ ➀ ④✛❻①❶❴③❷③❀⑨⑩t❷❙✩⑨ ➀ ✆✩→☛✡ ☞✫ú✌☞✎✍●÷✟✞❷÷❴û✿ú✤ø❛ú ✞✗ÿ✫ú✤û✗ü✝✂ ✞✬✡✌� ✠✩þ ✡✕✔✏✍ ✡❴þ❀üÙø❞ü ✗⑧ú ✡ ✠✑☞ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ →❑➙✂⑨ ➀ ③❀s✛t❷⑨✏✞❃❶❴③❀⑨⑩⑤❂✈①②➏➔➼✉❺③❀④✵➍ ✕✦✕ ✿ ✑✛→✜✛➐⑦✛t❷✈⑥②✛➆❯⑨✤t⑩→✩➂✻⑨⑩t❷❻⑥✈①②✵→ ✕ ✾✦✿ ✗✦➍✎ ✑✙✏ ✛✫➍❹➎☎➍➋➎❃t❷➆❴❚✦t❷❶⑧⑤✟✉❴②✛❾ ❃✗➍✹✺✩⑨✤❻①❶⑧s✛➊⑩✈①⑤✡→✓✒ ☞❑ø➌ú ✞✰✠✚✡✌✞⑥÷❴ø❿ü ☞✄✂❨ù✦ú ✞❀ú ☎❴ü➉ø❛÷✡✞åü☎✞ ✖➓ü ☞✪☎❡ú❀ý❍✡❴û ✠✚✡❴þ✤÷✔✂❋✞➑ú ☛❃÷✌☞✩÷❯ý✤ùþ✭✠✦÷❯ýåúåþ → ✘✛➍✛➎❃✇✿⑨⑩t⑩➍✛➔➼✉❺③❀④✵➍✜✛➐❶ ➀ ➍ ✕ ✥✵✴❤ô⑧õ⑧õ⑧õ ✶å→ ô ✑ ✥ ✚ ô✌✾ ✑✛➍✎ ❇ ✏ ✘❑➍✵➂●✉❴②✔✆❡⑤✡→ ✘✛➍✂➂❹t❷❶➐❶✕✆➐⑤⑩→ ✯✗➍❄✧●✉❴✈①t❷②✛⑤⑩→ ✯✗➍ ✣✒✉✡❸➐✈①⑤✡→✵✉❴②✛❾ ✏ ➍✎✛❡③★✉ ➀ ⑨å❚❯→☛✡ ☞✠✖☎ú✑✗❴÷✤☞▼ú✑✖✄✗ þ ☎❯ú☛✠✲☞✛ü➉ø❿ü☛✡✌☞
✡✕✔☎ýåù✦÷❂✡❴þ →✛➎❃✇✿⑨✤t⑩➍❑➔➼✉❺③❀④✵➍❑➔➇❶⑧②❡③❀④✛❻⑥❚ ✾✦✾✻✴ ✕ ✾❂✾❯ô ✶å→ ✥✦✥❡ô ✚ ✥✦✥ ✑❑➍

✎ ✗✛✏ ↔➅➍❑➂✻⑨✤t❷✇ �✛❾✛⑨⑩➊❴→✛➎☎➍✩➂❹❶⑧②✛✈①❻①❻➑✉✦→✛✉❴②✛❾➏➎☎➍❑➔➼✉❴t❆③❀✈①② ✭⑧②✵→✘✡ ☞➇øÙù✛ú✗ú✎�❺ü➉þ★ø➌ú❋☞✫ýåú ✡✕✔✔ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý❖÷✤☞✪☎rù ✖✎✠✛ú ✞✙☞ý ✖⑧ý ✞ ü❞ý✾þ⑩úåû✗ü ✂✟✞✬✡✌� ✠✩þ✻ü ☞ ☛❃÷✤☞✫÷❯ýåù❖þ✭✠✦÷❯ýåúåþ → ✏ t❷❶ ➀ ➍❴➎❃✇✿⑨⑩t⑩➍❴➔➼✉❺③❀④✵➍✦✛➐❶ ➀ ➍✚✕ ✥ ✕ ✴❤ô❴õ⑧õ✦✥ ✶å→ ô ✑ ✥❂❇ ✚ ô ✑✦✑ ✕❯➍✎ ✓ ✏ ➙➋➍✂➂❹⑨⑩t❷②❑✉❴❻⑥❽✪✯✍❶⑧②✛➊✛✚❴❻①⑨⑩➊❴→✜✡ ☞➓ù ✖ ✠✛ú ✞❷ý ✖⑧ý ✞ ü❿ý ✡ ✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ ✡✌☞ ☛❃÷✌☞✩÷❯ý✤ù➃þ✭✠✦÷⑧ýåú✤þ →✵✈①❙✛✈①❾✵➍ ✕ ô ✓ ✴ ✕ ✾✦✾✦✾ ✶å→
✕ õ❯õ✦✥ ✚✜✕ õ ✕ õ ➍

✎ ✿ ✏ ✘❑➍ ✏ ➍❴➂✣✢⑩⑤✸✉❴②✛❾☎➎☎➍ ✏ ⑨⑩t❷✈⑥⑤✡→ ✣ ú ✞❀ú ☎❴ü➉ø❛÷✡✞åü☎✞ ✖❃ù✓✖ ✠✛ú ✞❀ý✑✖❯ý ✞➄ü❞ý✰✡✎✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✡✞åþ →✙✘✛➍✘✺✩s✛② ➀ ③✡➍❺➎❃②❑✉❴❻❿➍✔✕ ✗❂✓ ✴ ✕ ✾✦✾✦✾ ✶å→
✾ ✑✙✚✜✕✦✕ ô ➍

✎ ✾ ✏ ✘❑➍➋➂✻❶⑧②✛⑨✤③✡→✲✺✻➍❹➔➇✉⑧t❆③❍✫⑥②✛⑨⑩➊✤❽✪✯✍✈⑥✇✥✤⑩②✛⑨✤➊⑧→❹✉❴②✛❾æ➎☎➍ ✏ ⑨⑩t❷✈①⑤⑩→✧✦ ☛❃÷✌☞✩÷❯ý✤ù➩þ✭✠✦÷❯ýåú✩★✳ù❯ü❿ýåùæ÷ ☎❴û✗ü➉ø❿þ✵☞ ✡ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý ✡✎✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✡✞ →✩➂❹s✛❻①❻❿➍✛➙✂❶❯②✛❾✛❶⑧②✑➔➼✉❺③❀④✵➍✜✛➐❶ ➀ ➍ ✥✦✥✵✴❤ô⑧õ⑧õ ✕✘✶å→ ✕ ✾ ✗✛✚✜✕ ✾✦✿ ➍✎ ✕ õ ✏✢✜✌→ ✜✓→ ✜✌→✣✪ ü ☞▼ú❀÷✡✞➼ýåù✦÷❂✡❴þ ✡✤☞✬✫✥✞✛✭⑩ý✤ù✛úåø✔þ✭✠✦÷❯ý★ú✤þ → ✱ ②❡③❀⑨⑩t❷②❑✉❺③✡➍ ✘✛➍➋➂✻✈⑥➈Ùs✛t⑩➍✽✧❹④❑✉⑧❶⑧⑤r➎❃⑦✛⑦✛❻❿➍❁✛ ➀ ✈❞➍➛➋②✛➆⑧t❷➆✛➍ ✕ ✥✵✴❤ô⑧õ⑧õ✦✥ ✶å→ ✕ ✗✌✑ ✾ ✚✜✕ ✗ ❇❂❇ ➍
✎ ✕✦✕✑✏ ✘❑➍✒➂✻❶⑧②✛⑨✤③➣✉❴②✛❾ ➎☎➍ ✏ ⑨⑩t❷✈⑥⑤✡→ ✣ ✖✎✠✛ú ✞❷ý ✖⑧ý ✞ ü❞ý ✡ ✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ❀✡✌☞ ☞ ✡✌☞✔☞ ☞ ✡✟✞åûr÷❂✂ ✞①ú✮✫✥✞✛✭✡ýåù✛ú✤ø✱þ✭✠✦÷❯ýåúåþ →

✘❑➍ ✺❑s✛② ➀ ③✡➍❑➎❃②❑✉❴❻❿➍ ✕ ❇✌✾✵✴ ✕ ✾✦✾❂✿ ✶å→ ❇✌✿ ✓ ✚ ❇✌✾❂❇ ➍✎ ✕ ô ✏ ✘❑➍✳➎☎➍✽✧❹❶❯②✛⑨ ✩❷⑨✤t❷❶❑→✏✡ ✠✛ú ✞❷÷ ☎✦✡✟✞❀ú✤þ ✖➣þ⑩úåû✗ü✝✂ ✞❋� ✠✚✡❴þ ☎❡ú ✡ ✠✛ú ✞❷÷ ☎❂✡✟✞❀ú✤þ✑ú ☞➺úåþ✭✠✦÷❯ý⑩ü☛✡❴þ ☎❡ú✯✫✜✞✰✭❀ýåù✛ú✤ø ✖ú✤þ✭✠✦÷⑧ý⑩ü☛✡❴þ ✞ ✡✡ý★÷✌✞ û✿ú ☞✛ø➌ú✗ý ✡✌☞✠✗⑧ú✎�✦✡❴þ → ✏ ④✵➍ ✣✗➍✦③❀④✛⑨⑩⑤❀✈①⑤⑩→✔✂❃②✛✈⑥❸✫➍ ✏ ❶⑧❻①✈⑥③✰✢ ➀ ②✛✈ ➀ ✉❖❾✛⑨ ❃➋✉❴❻✱✢⑩② ➀ ✈➑✉✦→ ô❴õ⑧õ ✑❑➍✎ ✕ ✥ ✏ ✯✗➍❅✧✻❶⑧⑤❷③★✉✝✆➐✈⑥⑤➇✉❴②✛❾✓➎☎➍ ✏ ⑨⑩t❷✈①⑤✡→ ✣ ✖✎✠✛ú ✞❷ý✑✖❯ý ✞➄ü❞ý❨þ✤ú✤û✗ü✝✂ ✞✬✡✌� ✠✩þ➓÷✤☞✪☎æþ ✡❴û✿ú✌★✸ù✛ú ✞❀ú ☎❡ú ☞✛þ⑩ú❀✡✟✞ ✂åü➉ø❿þ →
✧✍➍ ✼✔➍✛➎ ➀ ✉❴❾✵➍✜✛ ➀ ✈❿➍ ✏ ✉⑧t❷✈⑥⑤✝✛✲✤⑩t⑩➍ ✱ ➔➼✉❺③❀④✵➍ ✥✦✥❂❇✒✴❤ô❴õ❯õ❯ô ✶å→ ✿✦✾❂❇ ✚ ✿✦✾✦✿ ➍✎ ✕ ✑✙✏ ✯✗➍✲✧✻❶⑧⑤❆③★✉✕✆❡✈①⑤✗✉⑧②✛❾❮➔❨➍ ✛✦✉❴✇✗❙❑✉❴t❷✈①②✛❶✛→✏✳ ✡✎✠✚✡✌✞✮✡ ✂❴ü❞ý★÷✌✞ ✞ ✖➃û✗ü �❴ü ☞✄✂➇ù ✖ ✠✛ú ✞❷ý ✖⑧ý ✞ ü❿ý✻✡ ✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ → ✏ t❷❶ ➀ ➍➎❃✇✿⑨✤t⑩➍✩➔➇✉❴③❀④✵➍✁✛➐❶ ➀ ➍ ✕ ✥❡ô✒✴❤ô⑧õ⑧õ ✑✔✶å→ ✥❂✿❂❇ ✚ ✥✦✿❂✾ ➍✎ ✕ ❇ ✏ ✼✔➍✛❾✛⑨⑩➙✶✉❴s✛❙✫⑨⑩②✛➈➉⑨⑩❻⑥⑤❃✉❴②✛❾✴☎☎➍✛➛➋✇✿✉❴✇✿✈⑥t❀✉⑧❾✵→ ✆❅ù➐÷❂✡❴þ ✔ ✡✟✞ ✔ �✚☞✩ý⑩ø❞ü ✡✤☞❑þ ✡✕✔ ☎❺üÙþåý ✞❀ú✤ø❛ú☎÷✌☞✆☎✱ý ✡✌☞❑ø❞ü ☞✁� ✡✌�➐þ
★❹ú✤ü✝✂❴ù❡ø❛ú ☎✿þ❀ù❯ü ✔★ø❁✡ ✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ →❑➛▲t❷➆⑧❶➐❾✛✈ ➀ ↔●④✛⑨⑩❶⑧t❆❚✒✣✍❚➐②❑✉❴✇✑➍✜✛❡❚✦⑤❆③❀⑨⑩✇✿⑤ ô ✕ ✴❤ô❴õ⑧õ ✕✘✶å→ ✕ ✑ ✕✦✕ ✚ ✕ ✑ ô ✓➐➍✎ ✕ ✗✛✏✁� ➍✢✣✍⑨⑩⑤ ➀ ④✵→✲�✌➍ ✛ ➀ ④❑✉❴⑦✛⑦❑✉ ➀ ④✛⑨✤t⑩→❑✉❴②✛❾✻✯✗➍✢✺✻➍✵�➓⑨⑩❙✛❙✵→ ✣ ✖✎✠✛ú ✞ ✂❍✡✌✞ ü❞ý✔÷✌☞✪☎✿ý✤ù✦÷❂✡❺ø❿ü❞ý➅þ⑩úåû✗ü ✂✟✞✬✡✌� ✠✩þ ✡ ✔
✞➄ü ☞✫ú❀÷✟✞✖✡ ✠✛ú ✞❀÷❺ø ✡✟✞åþ →❑✈①❙✛✈⑥❾✵➍ ✕✘✓ ✴ ✕ ✾❂✾ ✓✦✶å→ ✕ ✚ ô ✓✦➍

✎ ✕✘✓ ✏ ✼✔➍✫➙▲➍ ✣✍⑨✤❸❴✉⑧②✛⑨å❚❯→✶✦ ☞ ✒ ☞✛ø✌✞✬✡ ☎✌�✛ý⑩ø❞ü☛✡✌☞➓ø ✡ ✆❅ù➐÷❂✡❴ø❿ü❞ý✷✖ ✖✌☞✩÷❴û✗ü❞ý★÷✌✞❅ÿ☎✖❺þ★ø➌úåû✗þ → ô ②✛❾➼⑨⑩❾✵➍①→✩➎❂❾✛❾✛✈①⑤❷❶❯②✦❽
�➓⑨⑩⑤❀❻⑥⑨✤❚❯→ ✼✾⑨✡✉❴❾✛✈①②✛➆✛→✩➔✑➎☎→ ✕ ✾✦✿✦✾ ➍

✎ ✕ ✿ ✏✹✸r➍ ✘✛➍✫➛➋②✛➆⑧⑨⑩❻✸✉❴②✛❾ ✼✔➍✑✞✍✉⑧➆⑧⑨⑩❻❞→✧✡ ☞▼ú✙☞✎✍❂÷✡✞❀÷❺û✿ú✤ø➌ú ✞☎ÿ▼úåû✗ü✝✂ ✞✬✡✌� ✠✩þ ✔ ✡✟✞ ✪ ü ☞▼ú❀÷✟✞ ✒ ✗✌✡✤✞ �➐ø❿ü☛✡✌☞ ✒☛✺ �✛÷✝☞ø❿ü☛✡✌☞✛þ → ✯✍t❀✉❴❾✵➍❑↔❅⑨å➁➐③❀⑤❂✈①②✑➔➇✉❺③❀④✵➍ ✕ ✾ ✑✛→✜✛➐⑦✛t❷✈①②✛➆⑧⑨⑩t⑩→✔✞❃⑨✤➒ ✸▲❶⑧t✻✆✫→ ô⑧õ⑧õ⑧õ ➍
✎ ✕ ✾ ✏ ❃✗➍✜✺✩⑨✤t❷⑨⑩② ➀ ➊⑩✈❿→✣✼ � ✡❴ø❞ü❿ú ☞❑ø➋ù✛ú ✞❀ú ☎❴ü➉ø❤÷✟✞åü ✞ ✖✱ü ☞✪☎❡ú❷ý ✡❴û ✠✚✡❴þ✤÷❂✂ ✞①ú ☛❃÷✤☞✫÷❯ýåù✑þ✭✠✦÷❯ý★ú✤þ → ✧●✉❴②❑✉❴❾✵➍✤✘❑➍✩➔➼✉❺③❀④✵➍

❇ ✕ ✴ ✕ ✾❂✾✦✾ ✶å→ ❇ ✗❂✗ ✚ ❇✌✿ ✑❑➍
✎ ô❴õ ✏ ✯✗➍✎✯✍❶➐❾✛⑨✤➈Ùt❷❶✡❚➣✉❴②✛❾ ✘❑➍❄✛➐④❑✉❴⑦✛✈①t❷❶✛→☛✡ ✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ✽★✳ü➉ø❞ù ☎❯ú ☞❑þ✤ú → ü ☞✠✗❴÷✟✞åü❞÷✌☞✛ø → ý ✖⑧ý ✞ ü❞ý ✗⑧ú❀ý✤ø ✡✟✞❖ûr÷✌☞✛ü✾☞

✔ ✡✌✞ ☎❺þ → ✘❑➍ ✺❑s✛② ➀ ③✡➍❑➎❃②❑✉❴❻❿➍ ✾✦✿✻✴ ✕ ✾✦✾ ✕✘✶å→ ô⑧ô✌✾ ✚ ô ✗ ✾ ➍✎ ô ✕✑✏✁� ➍✛↔✒➍ ✯✍❶✖➒✻⑨⑩t❷⑤❂✉❴②✛❾✑➂❃➍❑➔➼✉❴s✛t❷⑨✤❚❯→✣✳ ù✛ú �✢☞✫ý❍✡✌☞✪☎❴ü➉ø❞ü ✡✤☞✫÷✌✞✟✂❀÷❴þ★ü❞ý✔þ⑩ú ✺ �❑ú ☞✫ý★ú ✠✆✞✬✡✔✂❋✞➑úåû →☎✘✛➍❑➎❃✇r⑨⑩t⑩➍➔➼✉❺③❀④✵➍✜✛➐❶ ➀ ➍✁✗ ✴ ✕ ✾✦✾❂✥ ✶å→ ✿❂❇ ✕✑✚ ✿ ✓✤✑✛➍✎ ô⑧ô ✏ ✛✫➍ ✯✍t❷✈⑥❸❴✉❴s✦➁▼→☎✣ ✖ ✠✛ú ✞❀ý✑✖❯ý ✞➄ü❞ý ✡ ✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ✰✿✸û✗ü �❴ü ☞✷✂ ✡✎✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✡✞åþ✒÷✌☞✆☎❖ø❞ù✛ú ✂❍✡✌�✢☞✪☎❯ú ☎❖þ★ø➌ú✰✠✩þ✥✠✆✞✬✡✔✂❋✞➑úåû →
✘❑➍✩q❃⑦✫⑨⑩t❀✉❺③❀❶⑧t❂↔❂④✛⑨⑩❶⑧t❆❚❯→✦③❀❶✿✉❴⑦✛⑦✩⑨✡✉❴t⑩➍

✎ ô✌✥ ✏✹✸r➍❄✯✗➍✎✯✍t❷❶⑧⑤❷⑤❀⑨✤❽❿➛➋t❷❾✛✇✿✉❴②✛②✵→✏❀ ☞❑ü ✗❴ú ✞åþ✤÷✌✞✟✔✤÷❴û✗ü ✞ ü❿ú✤þ✿÷✤☞✪☎➏ù✓✖ ✠✛ú ✞❀ý✑✖❯ý ✞➄ü❞ý✒✡✎✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✡✞åþ →✶➂❹s✛❻①❻❿➍✵➎❃✇r⑨⑩t⑩➍➔➼✉❺③❀④✵➍✜✛➐❶ ➀ ➍ ✥ ✗ ✴ ✕ ✾❂✾✦✾ ✶å→ ✥ ✑ ❇ ✚ ✥✦✿ ✕❯➍✎ ô ✑✙✏✢✜✌→❂❁ ú❀ýåú❋☞❑ø✜☎❡ú✑✗❴ú ✞ ✡ ✠✩û✿ú ☞✛ø❿þ✳ü ☞✗ù ✖✎✠✛ú ✞❷ý✑✖❯ý ✞➄ü❞ý⑩ü➉ø ✖ → ✼✾⑨✤❸✫➍ ✼✔➍⑩➎ ➀ ✉❴❾✵➍✘✧✻✈①⑨✤②✵➍✤✛➐⑨✤t⑩➍✡➎➩➔➇✉❺③✡➍ ✾ ✓ ✴❤ô❴õ⑧õ✦✥ ✶å→ô ✓ ✥ ✚ ô✌✿ ✗✛➍
✎ ô✦❇ ✏ ✧✍➍❃✸✒✈⑥③★✉❴✈❿→✟✒ ☞☎✗❴÷✡✞åü❿÷✤☞❑ø●ý ✞ ✡❴þ⑩ú ☎✿þ⑩úåø❿þ ✔ ✡✟✞ ✞➄ü ☞▼ú❷÷✟✞ ✡ ✠✛ú ✞❷÷❴ø ✡✟✞åþ → ✏ ④✵➍ ✣❖➍✛③❀④✛⑨⑩⑤❀✈⑥⑤✡→✔✂❃②✛✈⑥❸▼➍❑❶❯➈❅↔❅❶⑧t❷❶⑧②❡③❀❶✛→

✕ ✾❂✿❯ô ➍
✎ ô ✗✛✏ ✺✻➍✛➔➇✉⑧t❆③❍✫⑥②✛⑨⑩➊✤❽✪✯✍✈⑥✇✥✤⑩②✛⑨✤➊✒✉❴②✛❾✟➎☎➍ ✏ ⑨⑩t❷✈①⑤⑩→ ✆❅ù✦÷❂✡❴þ ✔ ✡✟✞ ✂❀÷⑧ý✌❄❂★➋÷✟✞ ☎✗þ❀ù❡ü ✔★ø✽✡ ✠✛ú ✞❀÷❺ø ✡✟✞åþ → ✱ ②❡③❀⑨⑩t❷②❑✉❺③✡➍✟✘✛➍➂✻✈⑥➈Ùs✛t⑩➍✜✧✻④❑✉❴❶⑧⑤❂➎❃⑦✛⑦✛❻❞➍ ✛ ➀ ✈❿➍✛➛➋②✛➆⑧t❷➆✛➍ ✕ ô✵✴❤ô❴õ⑧õ❯ô ✶å→ ✕✘✓ õ✦✥ ✚ ✕✘✓✢✕ ❇ ➍



ö➇ü✁�❺ü ☞✄✂✟÷✌☞✆☎✟ý✤ù✦÷✦✡❴ø❿ü❞ý☎þ⑩ú✤û✗ü✝✂✟✞❍✡✤�✡✠❑þ ✡✤☞☞☛✾÷✌☞✫÷❯ýåù➏þ✌✠✦÷❯ýåú✤þ ✓ ❇

✎ ô ✓ ✏ ✼✔➍ ✱ ➍●q❃❸➐⑤❀⑨⑩⑦✛✈①✉⑧②❘✉⑧②✛❾❘➎☎➍ ✏ ⑨✁� ➀ ➊✤❚✄✂✛⑤✻✆➐✈❿→✽✡ ☞❒ø❞ù✛ú➣ú✎�❺üÙþ❀ø➌ú ☞✩ýåú ✡✕✔➃÷ ✔ �✢☞✪☎❯÷❺û✿ú ☞❑ø❤÷✌✞✍ø ✡❴ø❛÷✤✞✒÷✌☞✪☎
✂❍✡✌�✢☞✪☎❯ú ☎ ✂✤ü☛✡✟✞åøÙù✚✡ ✂✔✡✌☞✩÷✌✞❂þ✤ú ✺ �❑ú ☞✩ýåú✝ü ☞➺ú✑✗⑧ú ✞ ✖➣þ✤ú ✠✦÷✟✞❷÷✔✂❋✞➑ú ☛❃÷✌☞✩÷❯ý✤ù❮þ✭✠✦÷❯ý★ú✙✿☎÷✌☞✆☎ ✞❀ú ✞⑥÷❴ø➌ú ☎❨ý ✡✌☞✔☞þ★ø✌✞❋�✛ý✤ø❿ü☛✡✌☞❑þ✰✡✕✔ �✢☞❑ü ✔ ✡✟✞åû ✞ ✖ ✂❍✡✤�✚☞✆☎❡ú ☎ ✡✟✞åøÙù✚✡✌☞ ✡✡✞åûr÷✌✞✫þ ✖❴þ★ø❛ú✤û✗þ●ü ☞

l
2
→✢✛❡③❀s✛❾✛✈➑✉➅➔➼✉❺③❀④✵➍ ❇ ✑ ✴ ✕ ✾ ✓ ❇ ✶å→

✕ ✑ ✾ ✚✜✕ ❇✌✾ ➍
✎ ô✌✿ ✏ ➎☎➍ ✏ ✉⑧➊å❚❯→ ÿ✫ú✤û✗ü✝✂ ✞✬✡✌� ✠✩þ✒✡✕✔ ✪ ü ☞▼ú❀÷✡✞ ✡ ✠✛ú ✞❀÷❺ø ✡✟✞åþ✱÷✌☞✪☎ ✦ ✠ ✠✜✞ ü❞ý★÷❴ø❞ü ✡✤☞❑þ✱ø ✡ ✍●÷✟✞åø❞ü❿÷✤✞✘✖➅ü ☎❃ú ✞❀ú ☞✛ø❿ü❞÷✌✞

✒☛✺ �✛÷❴ø❿ü☛✡✌☞✛þ →❑➎❃⑦✛⑦✛❻❿➍✩➔➇✉❺③❀④✵➍ ✛ ➀ ✈❞➍✁✑✦✑✛→✜✛➐⑦✛t❷✈①②✛➆⑧⑨⑩t⑩→❃✞❃⑨✤➒ ✸▲❶⑧t✻✆✫→ ✕ ✾❂✾❯ô ➍
✎ ô✌✾ ✏ ❃✗➍ ✏ t❷❶❴③❀❶⑧⑦✫❶⑧⑦✩⑨⑩⑤ ➀ sr✉❴②✛❾ ✸✗➍❴➎❃➊⑩✇☎❚❯→ ✳ ✡ ✠✚✡✌✞ ✡ ✂⑧ü❞ý★÷✌✞✩ý✤ù✦÷✦✡❴þ ✔ ✡✟✞✾÷☎ý ✞⑥÷❴þ★þ ✡✕✔ ✞ ü☎☞✫ú❀÷✟✞●û ✡ ☎❡ú ✞ þ →❯➔➼✉❺③❀④✵➍➔➇❶❡❾✛⑨⑩❻①⑤✾➔➇⑨✤③❀④✛❶❡❾✛⑤❂➎❃⑦✛⑦✛❻❿➍ ✛ ➀ ✈❿➍ ô✵✴ ✕ ✾✦✾❡ô ✶å→✁✓ ✾ ✚ ✾⑧õ ➍
✎ ✥⑧õ ✏ ✛✫➍✁✼❂❶❯❻⑥⑨✤➒✾✈ ➀ ➊⑧→ ✡ ☞ ✡✟✞ ✂åüÙø❞þ ✡✕✔☎ú ✞①ú✤û✿ú ☞✛ø❿þ →✁✛❡③❀s✛❾✛✈➑✉✿➔➇✉❺③❀④✵➍ ✥❯ô✵✴ ✕ ✾ ✗ ✾ ✶å→ ✕✘✓ ✚ ô⑧ô ➍
✎ ✥ ✕✑✏✹✸r➍ ✸▲❶⑧⑤❀✈⑥❾❑✉✛→ ✫ �✢☞✫ý⑩ø❞ü☛✡✌☞✫÷✌✞ ✦ ☞✩÷✌✞ ✖❴þ★ü➉þ →✜✗❺③❀④✝⑨⑩❾✵➍①→✜✛➐⑦✛t❷✈①②✛➆⑧⑨⑩t⑩→✩➂✻⑨✤t❷❻①✈①②✵→ ✕ ✾✦✿⑧õ ➍
↔❅⑨⑩t❷⑨⑩⑤❀✉r➂❹⑨⑩t❷✇✁�✛❾✛⑨⑩➊✔✉❴②✛❾➏➎❃②❯③❀❶❯②✛✈⑥❶✿➂✻❶⑧②✛✈①❻⑥❻➑✉
✣✍⑨⑩⑦❑✉❴t❆③★✉⑧✇r⑨⑩②❯③❀❶r❾✛⑨➅➎❃②❃✚❴❻①✈⑥⑤❀✈①⑤❂➔➼✉❺③❀⑨⑩✇✥✚❴③❀✈ ➀ ❶
✂❃②✛✈⑥❸❯⑨⑩t❷⑤❀✈⑥❾❑✉⑧❾✝❾✛⑨➅➙❅✉❖➙✶✉❴➆❯s✛②❑✉➛▲❽ ✥✦✿❡ô ✓✢✕➅➙✶✉❖➙❅✉❴➆⑧s✛②❑✉ ✴ ↔❅⑨⑩②✛⑨✤t❷✈①➈➉⑨✘✶å→ ✛➐⑦❑✉❴✈①②➛▲❽❿✇✱✉❴✈①❻ ✍ ③❀❙✫⑨✤t❷✇✗s✛❾✛⑨✁✆✍s✛❻⑥❻❿➍ ⑨⑩⑤✉❴❙✫❶⑧②✛✈①❻①❻①✉✝✆❃s✛❻①❻❿➍ ⑨⑩⑤
✘❯❶⑧⑤✻✤➅➎☎➍✜✧✻❶⑧②✛⑨✪✩❆⑨⑩t❷❶
✺✩✉ ➀ s✛❻⑥③★✉❺③✾❾✟✞ ✱ ②✛➈➉❶⑧t❷✇✡✠❺③❀✈ ➀ ✉
✣✍⑨⑩⑦❑✉❴t❆③★✉⑧✇r⑨⑩②❯③❂❾✛⑨✔➔➼✉❺③❀⑨⑩✇☛✠❴③❀✈ ➀ ✉✗➎❃⑦✛❻①✈ ➀ ✉❴❾❑✉✉❴②✛❾ ✱ ➔ ✏ ➎
✂❃②✛✈⑥❸❯⑨⑩t❷⑤❀✈➄③★✉❴③ ✏ ❶⑧❻①✈➄③✰✢ ➀ ②✛✈ ➀ ✉✗❾✛⑨ ❃➋✉❴❻✱✢⑩② ➀ ✈①✉➛▲❽ ✑❂✗ õ❯ô⑧ô ❃➋✉❴❻✱✢⑩② ➀ ✈①✉✛→✜✛➐⑦❑✉❴✈①②➛▲❽❿✇✱✉❴✈①❻ ✍ ✉ ➀ ❶⑧②✛⑨✪✩❆⑨⑩t❷❶✝✆✍✇✿✉❺③✡➍ s✛⑦❡❸✫➍ ⑨⑩⑤

➎❃❻①➈➉t❷⑨⑩❾✛❶ ✏ ⑨⑩t❷✈①⑤➛❂➍ ↔➅➍ ✛✫➍✦➎❃t❷↕➐s✛✈⑥③❀⑨ ➀ ③❀s✛t❀✉
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