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❆❜str❛❝t

❉❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♠❛♥② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
✇✐s❞♦♠✱ ✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡s✱ st❛t❡s t❤❛t ❥♦✐♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜✐❛s ✐s ✐♥❢❡❛✲
s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ P✉tt✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✏♥♦r♠❛❧✐③❡❞✑ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞
r♦❜✉st✳ ❚❤❡ ❦❡② r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ s✐♥❣❧❡✲❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❡r♠s
♦❢ r♦❜✉st❧② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ✧♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✧✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱
❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛st ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✳
❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✷✷✱ ❊✷✸✱ ❖✸✵✱ ✵✺✶✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❈♦♥st❛♥t ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❋❛❝t♦r✲❆✉❣♠❡♥t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐✲
❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡✱ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❋❛❝t♦r ■♥❝♦♠❡ s❤❛r❡✱ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳
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❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✇✐s❞♦♠ ✕ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡s ✕ s✉❣❣❡sts t❤❛t
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❧❛r❣❡❧②
✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■❢ s♦✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡♥❞❡r s✉❝❤ ❞❡❜❛t❡s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ■❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✭✐✳❡✳✱ ✉♥✐t❛r②
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✱ t❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s t♦ t❤❡ ❍✐❝❦s✲◆❡✉tr❛❧ r❡♣r❡s❡♥✲

✭✶✾✼✽✮ ❛ss❡rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡✲
♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚♦ ❝♦✉♥t❡r t❤✐s ✏✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡♠✑ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣♦s❡
s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✮
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✭❡✳❣✳ ✐♠♣♦s✐♥❣
❍❛rr♦❞ ◆❡✉tr❛❧✐t②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛r❜✐tr❛r② ❡①✲❛♥t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s r✐s❦ s♣✉r✐♦✉s
❡①✲♣♦st ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❖♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❤✉❣❡ ❡✛♦rts ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✐♠✲
✐t❡❞ ❝♦♥s❡♥s✉s ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❛r❣✉❛❜❧②
❧❡ss ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❞♦✉❜t❧❡ss r❡✢❡❝ts ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❛t❛
♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡st✐♠❛✲
t♦rs✳ ❆♥ ❛❞❞❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ♦❢t❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t②
❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢
✐♥t❡r❡st✱ s✉❝❤ ❛s ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s ❛♥❞ ❢❛❝t♦r r❛t✐♦s✳ ◆♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣✱ ✇❤❡t❤❡r
❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛♥❞
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♣r♦❢♦✉♥❞❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r✱ ❡✳❣✳✱ ❣r♦✇t❤ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥
❜✉s✐♥❡ss✲❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝② ✐ss✉❡s ❡t❝✳

■t ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t♦ ✇♦♥❞❡r ✐❢ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳ ■t ✐s
t❤✐s ❦❡② q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❛❞❞r❡ss✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❡❛❧ ✐♥ ✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ ❈❊❙ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ s✉❝❤ st✉❞✐❡s❀ r❡✢❡❝t✐♥❣✱ ❛r❣✉❛❜❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥✈♦❧✈❡❞
❛♥❞ ✇❡❛❦ r❡s✉❧ts t②♣✐❝❛❧❧② r❡♣♦rt❡❞✳ ❙♦♠❡ st✉❞✐❡s ✇❡r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♥❧②
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳✱ ▼❛❞❞❛❧❛ ❛♥❞ ❑❛❞❛♥❡
✭✶✾✻✻✮✮✱ ❧❡❛✈✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✉♥❝❧❡❛r ❛s t♦ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ ❡❧❛❜✲
♦r❛t❡ st✉❞✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❑✉♠❛r ❛♥❞ ●❛♣✐♥s❦✐ ✭✶✾✼✹✮❀ ❚❤✉rs❜② ✭✶✾✽✵✮✮ s✉❣❣❡st❡❞ ❥♦✐♥t
♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✭t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② s❡❡♠❡❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ②✐❡❧❞✐♥❣ s♦♠❡t✐♠❡s ❤✐❣❤❧② ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠♦✲

◆♦♥ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❙✉♠♠❛r②

t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❉✐❛♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳
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♠❡♥ts✮✳
❖✉r ♣❛♣❡r ♦✛❡rs ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡s❡ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s✳ ❋✐rst✱ ✐♥

❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❯❙ ❞❛t❛ st✉❞✐❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✇♦r❦s✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ❝❛r❡❢✉❧❧②
❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭❉●P✮✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s t♦ t❤❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❛♥❦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❛❜✐❧✲
✐t② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❉●P ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t r❛♥❦✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛♥❞ t②♣❡s t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✭s✐♥❣❧❡✲
❡q✉❛t✐♦♥✱ s②st❡♠✱ ❧✐♥❡❛r✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ r✐❝❤ s♦✉r❝❡ ♦❢
r♦❜✉st♥❡ss ✐ss✉❡s✿ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs✱ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❛❦❡ ✏♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✑ s❡r✐♦✉s❧② ✭▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✶✾✽✾✮✱
❑❧✉♠♣ ❛♥❞ ❞❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✷✵✵✵✮✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡s✐❞❡s ♦✛❡r✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ t❤❛t s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❥♦✐♥t❧②
✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s ❛❧s♦ t♦ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ ✇❡❛❦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❈❊❙ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② s♦ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝❛s❡s✮✳ ❚❤❡ ❦❡② r❡s✉❧t ✐s t❤❡
s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✳❡✳✱ ❥♦✐♥t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st❧② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢✉rt❤❡r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ ✏♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✑✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s❀ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♠❛❝r♦ ♦r
❣r♦✇t❤s ♠♦❞❡❧ ❡♠❜♦❞② s♦♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❍♦✇ ✉s❡❢✉❧ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s
♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡✐r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❲❤② ❞♦ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tt❡r s♦ ♠✉❝❤❄ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛s✲
t✐❝✐t②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r r❡t✉r♥s
❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❑❧✉♠♣ ❛♥❞ Pr❡✐ss❧❡r ✭✷✵✵✵✮✱ ▼❛♥❦✐✇ ✭✶✾✾✺✮✮❀ ♠♦✈❡♠❡♥ts
✐♥ ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s ✭❇❧❛♥❝❤❛r❞ ✭✶✾✾✼✮✱ ❈❛❜❛❧❧❡r♦ ❛♥❞ ❍❛♠♠♦✉r ✭✶✾✾✽✮✮✱ tr❛❞❡ ❛♥❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✭❡✳❣✳✱ ❏♦♥❡s ✭✶✾✻✺✮❀ ❉✉✛② ❛♥❞ P❛♣❛❣❡♦r❣✐♦✉ ✭✷✵✵✵✮✮❀ t❤❡ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✲❝r❡❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ✭❘♦✇t❤♦r♥ ✭✶✾✾✾✮✮ ❡t❝✳ ❘❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦♥
✏♥♦r♠❛❧✐③❡❞✑✶ ❈♦♥st❛♥t ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❈❊❙✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛s ❛❧s♦ ❢♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✭▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡
✭✶✾✽✾✮✱ ❑❧✉♠♣ ❛♥❞ ❞❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ❛♥❞ ❙♦❧♦✇ ✭✷✵✵✽✮✮✷✳ ❚❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠❛tt❡rs ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭▼❛rq✉❡tt✐ ✭✷✵✵✸✮✮❀ ❧❛❜♦r✲♠❛r❦❡t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞
s❦✐❧❧s ♣r❡♠✐❛ ✭❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✷❜✮✮❀ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s ✭❑❡♥♥❡❞②
✭✶✾✻✹✮✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✸✮✮ ❡t❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❤❛s ❛❧s♦ s♣❛r❦❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡❜❛t❡s✿ ❡✳❣✳✱
♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤
t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✭❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧✮ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✭❡✳❣✳✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✸✮✱
❏♦♥❡s ✭✷✵✵✺✮✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♠❡❞✐✉♠✲r✉♥ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤
✭▼❝❆❞❛♠ ❛♥❞ ❲✐❧❧♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮✮ ❡t❝✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❜❛t❡s✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✇✐s❞♦♠ ✕ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡s ✕ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■❢ s♦✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡♥❞❡r s✉❝❤
❞❡❜❛t❡s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✳

❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ■❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✭✐✳❡✳✱ ✉♥✐✲
t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✱ t❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s t♦ t❤❡ ❍✐❝❦s✲◆❡✉tr❛❧ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❉✐❛♠♦♥❞
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✽✮ ❛ss❡rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐✲

✶◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥❞❡①❡❞
♥✉♠❜❡r ❢♦r♠✳

✷❚❤✐s ✐s t❡r♠❡❞ t❤❡ ✏❞❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s✑ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ❨✉❤♥
✭✶✾✾✶✮✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❙♦❧♦✇ ✭✶✾✺✻✮ ❛♥❞ P✐t❝❤❢♦r❞ ✭✶✾✻✵✮ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡♦❝❧❛ss✐✲
❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡s
s✉st❛✐♥❡❞ ❣r♦✇t❤ ✭❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✮✳
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♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚♦ ❝♦✉♥t❡r t❤✐s ✏✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡♠✑ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✉s✉❛❧❧②
✐♠♣♦s❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✭❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✭❡✳❣✳ ✐♠✲
♣♦s✐♥❣ ❍❛rr♦❞ ◆❡✉tr❛❧✐t②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛r❜✐tr❛r② ❡①✲❛♥t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s r✐s❦
s♣✉r✐♦✉s ❡①✲♣♦st ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❆♥tràs ✭✷✵✵✹✮✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❍✐❝❦s✲♥❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡ ❢❛❝t♦r
s❤❛r❡s ❛♥❞ r✐s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❜✐❛s❡s r❡s✉❧ts t♦✇❛r❞s ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s✳

❖♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❤✉❣❡ ❡✛♦rts ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✐♠✲
✐t❡❞ ❝♦♥s❡♥s✉s ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❛r❣✉❛❜❧②
❧❡ss ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❞♦✉❜t❧❡ss r❡✢❡❝ts ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❛t❛
♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ♦✉t❧✐❡rs✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s✱ q✉❛❧✐t② ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❡t❝✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ✭❛s ❥✉st
❞✐s❝✉ss❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❆♥ ❛❞❞❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✐s t❤❛t ♦❢t❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ s✉❝❤ ❛s ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s
❛♥❞ ❢❛❝t♦r r❛t✐♦s✳ ◆♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣✱ ✇❤❡t❤❡r ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞r✐✈❡♥
❜② ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❡❝❤♥✐✲
❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♣r♦❢♦✉♥❞❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r✱ ❡✳❣✳✱
❣r♦✇t❤ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✉s✐♥❡ss✲❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝②
✐ss✉❡s ❡t❝✳

■t ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t♦ ✇♦♥❞❡r ✐❢ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳ ■t ✐s
t❤✐s ❦❡② q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❛❞❞r❡ss✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❡❛❧ ✐♥ ✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ ❈❊❙ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ s✉❝❤ st✉❞✐❡s❀ r❡✢❡❝t✐♥❣✱ ❛r❣✉❛❜❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥✈♦❧✈❡❞
❛♥❞ ✇❡❛❦ r❡s✉❧ts t②♣✐❝❛❧❧② r❡♣♦rt❡❞✳ ❙♦♠❡ st✉❞✐❡s ✇❡r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♥❧②
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳✱ ▼❛❞❞❛❧❛ ❛♥❞ ❑❛❞❛♥❡
✭✶✾✻✻✮✮✱ ❧❡❛✈✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✉♥❝❧❡❛r ❛s t♦ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ ❡❧❛❜✲
♦r❛t❡ st✉❞✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❑✉♠❛r ❛♥❞ ●❛♣✐♥s❦✐ ✭✶✾✼✹✮❀ ❚❤✉rs❜② ✭✶✾✽✵✮✮ s✉❣❣❡st❡❞ ❥♦✐♥t
♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✭t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② s❡❡♠❡❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ②✐❡❧❞✐♥❣ s♦♠❡t✐♠❡s ❤✐❣❤❧② ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠♦✲
♠❡♥ts✮✳

❖✉r ♣❛♣❡r ♦✛❡rs ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡s❡ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s✳ ❋✐rst✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❯❙ ❞❛t❛ st✉❞✐❡s ♦❢ ❑✉♠❛r ❛♥❞ ●❛♣✐♥s❦✐ ✭✶✾✼✹✮ ❛♥❞ ❚❤✉rs❜②
✭✶✾✽✵✮✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✭❉●P✮✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s t♦ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❛♥❦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
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✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❉●P ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t r❛♥❦✐♥❣✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛♥❞ t②♣❡s
t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✭s✐♥❣❧❡✲❡q✉❛t✐♦♥✱ s②st❡♠✱ ❧✐♥❡❛r✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞✮✳ ❲❡ ❛❧s♦
❡①❛♠✐♥❡ ❛ r✐❝❤ s♦✉r❝❡ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ✐ss✉❡s✿ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs✱ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❛❦❡ ✏♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✑ s❡r✐♦✉s❧②
✭▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✶✾✽✾✮✱ ❑❧✉♠♣ ❛♥❞ ❞❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✷✵✵✵✮✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ♥♦r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❜❡s✐❞❡s ♦✛❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡s
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ t❤❛t s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❥♦✐♥t❧②
✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s ❛❧s♦ t♦ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ ✇❡❛❦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❈❊❙ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② s♦ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝❛s❡s✮✳ ❚❤❡ ❦❡② r❡s✉❧t ✐s t❤❡
s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✳❡✳✱ ❥♦✐♥t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st❧② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢✉rt❤❡r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ ✏♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✑✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ r❡✈✐❡✇s s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥✲
❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❜r✐❡✢②
❛♣♣r❛✐s❡s ❡①✐st✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❛r❡♥t ❧❛❝❦ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹
❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❧st t❤❡ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✼ ❛♥❞ ✽ ♣r❡s❡♥t ♦✉r r❡s✉❧ts
❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✾ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❚❤❡ ❈❊❙ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞

❚❤❡ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✕ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✭❍❛r❞② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✸✹✮✱ ♣✳ ✶✸ ✛✳✮ ✕ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❜② ❉✐❝❦✐♥s♦♥ ✭✶✾✺✺✮ ❛♥❞ ❙♦❧♦✇ ✭✶✾✺✻✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜②
P✐t❝❤❢♦r❞ ✭✶✾✻✵✮✱ ❆rr♦✇ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✶✮✱ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡ ❑❧✉♥❞❡rt ✭✶✾✻✺✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳
■t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

F
(

ΓK

t
Kt, Γ

N

t
Nt

)

= C
[

π
(

ΓK

t
Kt

)
σ−1

σ + (1− π)
(

ΓN

t
Nt

)
σ−1

σ

]

σ

σ−1

✭✶✮

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡
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✇❤❡r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r π ∈ (0, 1) r❡✢❡❝ts ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥❀
C ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ Kt

❛♥❞ ❧❛❜♦r Nt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢❛❝t♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ✭♦r ❢❛❝t♦r ♣r✐❝❡ r❛t✐♦✮✿

σ ∈ (0,∞) = −
d log (K/N)

d log (FK/FN)
✭✷✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ♥❡sts ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✇❤❡♥ σ = 1 ❀ t❤❡ ▲❡♦♥t✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✜①❡❞
❢❛❝t♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✮ ✇❤❡♥ σ = 0❀ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ♣❡r❢❡❝t ❢❛❝t♦r
s✉❜st✐t✉t❡s✮ ✇❤❡♥ σ −→ ∞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ σ < 1✱ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❣r♦ss ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✐♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦ss s✉❜st✐t✉t❡s ✇❤❡♥ σ > 1 ✭❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✷❛✮✮✳✸

❚❤❡ t❡r♠s ΓK
t ❛♥❞ ΓN

t ❝❛♣t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳
❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❉✐❛♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✽✮✬s ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡♠✱
r❡s❡❛r❝❤❡rs ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ❡✳❣✳✱ ΓK

t =

ΓK
0

eγKt ❛♥❞ ΓN
t = ΓN

0
eγN t ✇❤❡r❡ γi ❞❡♥♦t❡s ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❢❛❝t♦r i✱ t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t✐♠❡ tr❡♥❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ γK = γN > 0 ❞❡♥♦t❡s ❍✐❝❦s✲
◆❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss❀ γK > 0✱γN = 0 ②✐❡❧❞s ❙♦❧♦✇✲◆❡✉tr❛❧✐t②❀ γK = 0✱γN >

0 r❡♣r❡s❡♥ts ❍❛rr♦❞✲◆❡✉tr❛❧✐t②❀ ❛♥❞ γK > 0 6= γN > 0 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛❝t♦r✲
❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳✹

❆s ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✷✵✵✽✮ r❡♠✐♥❞s ✉s✱ t❤❡ ♣r✐♠❡ ♠♦t✐✈❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ❢❛❝t♦r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇❛s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚♦
✐❧❧✉str❛t❡✱ ✐❢ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♣❛✐❞ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s

✸❚❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❞❛t❛✲❝♦❤❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❝♦♠✲
♣❛ss✐♥❣ ❈❊❙ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❣r♦✇t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✭❡✳❣✳✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✽✮✱ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✷✵✵✽✮✮ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡ t❤❡
✉♥✐t❛r②✴♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢❛❝t♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❯♥❞❡r ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥
✭❱❊❙✮ ✭❇❛✐r❛♠ ✭✶✾✾✶✮✮ ❛♥❞ tr❛♥s❧♦❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❜❡❝♦♠❡s t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣✳
❙✉❜st❛♥t✐❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r♠s✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
♠❛❣♥✐✜❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❱❊❙ ❛♣✲
♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ ❡♥❥♦②❡❞ ❧✐♠✐t❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✉❝❝❡ss✱ ❡✳❣✳✱ ●❡♥ç ❛♥❞ ❇❛✐r❛♠ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦✉r
❡①❡r❝✐s❡s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t σ ✐s t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳

✹◆❡✉tr❛❧✐t② ❝♦♥❝❡♣ts ❛ss♦❝✐❛t❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t♦ r❡❧❛t❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❢❛❝✲
t♦r r❛t✐♦s✳ ❆♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ❍❛rr♦❞✲◆❡✉tr❛❧ ✐❢ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥♣✉t s❤❛r❡s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❝❛♣✐t❛❧✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ s✐♥❝❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss r❛✐s❡s ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r F (Xi, Xj , ..., A)✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss ✐s Xi✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ✐❢ FAA = FXi

Xi✳
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✭shK/N✮ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ✭❞r♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡ s✉❜s❝r✐♣ts✮✿

rK

wN
= shK/N =

π

1 − π

(

ΓKK

ΓNN

)

σ−1

σ

✭✸✮

FK

FN

=
π

1 − π

[

(

K

N

)

−

1

σ

(

ΓK

ΓN

)

σ−1

σ

]

✭✹✮

✇❤❡r❡ r ❛♥❞ w r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ r❡❛❧ ✇❛❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤✉s✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❣r♦ss ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✭❣r♦ss

s✉❜st✐t✉t❡s✮ r❡❞✉❝❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ ❝❛♣✐t❛❧✬s ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡✿

< 0 ❢♦r σ < 1

∂
(

shK/N
)

∂ (K/N)
= 0 ❢♦r σ = 1 ✭✺✮

> 0 ❢♦r σ > 1

❛♥❞ r❡❞✉❝❡s ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✿

∂ (FK/FN)

∂ (K/N)
< 0 ∀σ ✭✻✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥✱ s❛②✱ ❝❛♣✐t❛❧✲❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❣r♦ss ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥ts ✭❣r♦ss s✉❜st✐t✉t❡s✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞
❢❛❝t♦r s❤❛r❡✿

< 0 ❢♦r σ < 1

∂ (FK/FN) , ∂
(

shK/N
)

∂ (ΓK/ΓN)
= 0 ❢♦r σ = 1 ✭✼✮

> 0 ❢♦r σ > 1

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❣r♦ss✲s✉❜st✐t✉t❡s ❝❛s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛✉❣✲
♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♠♣❧✐❡s ❝❛♣✐t❛❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ✭✼✮✱ r❛✐s✐♥❣ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❢❛❝t♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱
❛s ❝❛♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❢r♦♠ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✱
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜✐❛s ❛♥❞ ❢❛❝t♦r s❤❛r❡s ❡✈❛♣♦r❛t❡s ✉♥❞❡r ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s✳✺

❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✈❡r② r❡❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r
✺❆s ❛♥ ❛s✐❞❡✿ ✐❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜✐❛s✱ t❤❡♥ st❛❜❧❡

❢❛❝t♦r s❤❛r❡s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✳
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❡①❛♠♣❧❡ ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r s❤❛r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r✐s❡ ❬♦r ❢❛❧❧❪
✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✉♥✐ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts
❣r♦ss✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❬♦r ❣r♦ss s✉❜st✐t✉t❡s❪✳ ❋❛✐❧✉r❡ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐❧❧ t❤✉s s❡r✐♦✉s❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✳

✸ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❙t✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❊❧❛st✐❝✐t②

❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❇✐❛s

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜✐❛s❡s ✐♥ ♠❛♥②
❛r❡❛s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✉❣❡ ❡✛♦rts ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ s❡❡♠s
❧✐tt❧❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♥❛t✉r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s s♦♠❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ❯❙✿ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛♥❞
❡❧❛st✐❝✐t② ✈❛❧✉❡s✳✻ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts ♣❡r✈❛s✐✈❡ ✉s❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❈♦❜❜✲
❉♦✉❣❧❛s ❛♥❞ ❢♦r ❛❜♦✈❡✲✉♥✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❲❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ r❡❛s♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤❡❧♣
t♦ ❝❧❛r✐❢② ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

✭❛✮ ❉❛t❛ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ✭❡✳❣✳✱ ❇❡r♥❞t ✭✶✾✼✻✮✱ ❆♥tràs ✭✷✵✵✹✮✱ ❑❧✉♠♣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✮ ♣✉t ❛
str♦♥❣ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t②✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛✳ Pr♦❜❧❡♠s ♥❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss r❡♠❛✐♥ ❡♥❞❡♠✐❝ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❝♦st ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡ ♦❢ q✉❛❧✐t②✲❛❞❥✉st❡❞
♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉ts✱ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦✲
✉♣✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t t❛①❡s✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

✻❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❣r❡❛t❡r ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛♥
❢r♦♠ ♠✐❝r♦ ✭✜r♠✱ ✐♥❞✉str②✮ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✴♣❛♥❡❧ st✉❞✐❡s✳
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✭❜✮ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✼

❖♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s✐❞❡ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❙✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣✳ ❙✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱
✇❤✐❧st s②st❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝r♦ss✲❡q✉❛t✐♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♥❧② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞
✇✐t❤ q✉✐t❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳ ❆♥tràs
✭✷✵✵✹✮✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❍✐❝❦s✲♥❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡ ❢❛❝t♦r s❤❛r❡ ❛♥❞ r✐s✐♥❣ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❝❛♣✐✲
t❛❧ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❜✐❛s❡s r❡s✉❧ts t♦✇❛r❞s ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✭❢❛♠♦✉s❧② ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❜② ❇❡r♥❞t
✭✶✾✼✻✮ ❢♦r ❯❙ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧❛❜♦r s❡❡♠s t♦ ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❛t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❛♣✐t❛❧✳✽ ❙✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❛❝t♦r ❞❡✲
♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ♠❛② ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜✐❛s❡❞✱ s✐♥❝❡ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ r❡❧❛✲
t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ♣r✐❝❡s t❤❛t ❛❣❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉ts ✭s❡❡ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡
❑❧✉♥❞❡rt ✭✶✾✻✺✮✱ ♣✳ ✸✻✾❀ ❲✐❧❧♠❛♥ ✭✷✵✵✷✮✮✳

❚✇♦✲❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❛t ❡st✐♠❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥♣✉t ❢❛❝t♦rs ❛s
✐♥ ❇❡rt❤♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ s❤♦✉❧❞ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥
❜✐❛s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t✇♦✲❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✉s✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss r❡str✐❝t❡❞ ❜② ❛ ♣r✐♦r✐
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮✱ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❡q✉❛t✐♦♥
❙②st❡♠ ✐s t❤❛t ✐t tr❡❛ts t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❥♦✐♥t❧②✱ ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ❝r♦ss✲❡q✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ✐❞❡♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✼❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts ✐♥
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳✱ ❈❛❜❛❧❧❡r♦ ✭✶✾✾✹✮✮✳ ❚♦ ♣✉rs✉❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧❛❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r
❢❛❝t♦r ❞❡♠❛♥❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆s ❈❤✐r✐♥❦♦ ✭✷✵✵✽✮ ♥♦t❡s✱ ♠♦st st✉❞✐❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡✱ ❛s ❤❡r❡✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♦r ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r
❝❛♣t✉r✐♥❣ ❞❡❡♣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✽❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣✳ ❲❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤✐s ❛s ❜❡✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❝❡ss
♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r r❡t✉r♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✮✳ ❉✐s❝✉ss✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ❇❡r♥❞t ✭✶✾✾✶✮
s✉❣❣❡sts ✐t ❛❧s♦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧❡ss r❛♣✐❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❧❛❜♦r✳
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✭❝✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✕ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❖▲❙ t♦ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❑♠❡♥t❛ ✭✶✾✻✼✮✮❀ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐ts❡❧❢❀ ■❱ ♦r ❢✉❧❧✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ❙②st❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞❛t❛ ♦✉rs❡❧✈❡s
❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ✭❛✮ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✱ s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❛♥❞ s②st❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❡①❡r❝✐s❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ♠❛♥② ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❛st
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡s✳

✹ ✏◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✑

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡
✭✶✾✽✾✮✱ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❑❧✉♠♣ ❛♥❞ ❞❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ❑❧✉♠♣ ❛♥❞ Pr❡✐ss❧❡r
✭✷✵✵✵✮✱ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ❛♥❞ ❙♦❧♦✇ ✭✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❜② ❑❧✉♠♣
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❈❊❙ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ♦♥❧② ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♥❡❡❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣♦✐♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣♦✐♥t ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✜① ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❢♦r
♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑❧✉♠♣ ❛♥❞ Pr❡✐ss❧❡r ✭✷✵✵✵✮ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛s✲
t✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Yt =

F
(

ΓK

t
Kt, Γ

N

t
Nt

)

= ΓN

t
Ntf (kt) ✇❤❡r❡ kt =

(

ΓK

t
Kt

)

/
(

ΓN

t
Nt

)

✐s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦r
r❛t✐♦ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✉♥✐ts✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ yt = Yt/

(

ΓN

t
Nt

)

r❡♣r❡s❡♥ts ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✱

σ = −
f́ (k) [f (k)− kf́ (k)]

kf́́ (́k) f (k)
✭✽✮

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
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❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ k ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐ts s♦❧✉t✐♦♥✿

yt = a
[

k
σ−1

σ

t + b
]

σ

σ−1

⇒ Yt = a
[

(

ΓK

t
Kt

)
σ−1

σ + b
(

ΓN

t
Nt

)
σ−1

σ

]

σ

σ−1

✭✾✮

✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ❛r❡ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✿ C = a (1 + b)

σ

σ−1 ❛♥❞
π = 1/ (1 + b)✳

❆ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❡❧❛st✐❝✐t② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤r❡❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡s✿ ❛
❣✐✈❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② k0 = ΓK

0 K0/
(

ΓN
0 N0

)

✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
[FK/FN ]0 = w0/r0 ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ y0 = Y0/

(

ΓN
0 N0

)

✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ s❝❛❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss s✉❝❤ t❤❛t ΓK

0 = ΓN
0 = 1✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✭✶✮ ❜❡❝♦♠❡s✱

yt = C
[

π
(

ΓK

t
Kt

)
σ−1

σ + (1 − π)
(

ΓN

t
Nt

)
σ−1

σ

]

σ

σ−1

⇒

= Y0

[

π0

(

ΓK
t

Kt

K0

)

σ−1

σ

+ (1 − π0)

(

ΓN
t

Nt

N0

)

σ−1

σ

]

σ

σ−1

✭✶✵✮

✇❤❡r❡ π0 = r0K0/ (r0K0 + w0N0) ✐s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ✭✶✵✮ ❛r❡ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❜② ❘♦✇t❤♦r♥ ✭✶✾✾✾✮✱ ❇❡♥t♦❧✐❧❛
❛♥❞ ❙❛✐♥t✲P❛✉❧ ✭✷✵✵✸✮ ♦r ❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸✮✱ ✇❤❡r❡ N0 = K0 = Y0 = 1 ✐s ✐♠♣❧✐❝✲
✐t❧② ❛ss✉♠❡❞✾✱ ♦r N0 = K0 = 1 ❜② ❆♥tràs ✭✷✵✵✹✮✳ ❈❛❜❛❧❧❡r♦ ❛♥❞ ❍❛♠♠♦✉r ✭✶✾✾✽✮✱
❇❧❛♥❝❤❛r❞ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❇❡rt❤♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✶✵✮ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥ t♦ N0 = K0 = 1✱ ∂ log(ΓN

t )
∂t

= γN > 0✱ ∂ log(ΓK
t )

∂t
= γK = 0 ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ ✭✐✳❡✳✱

❍❛rr♦❞✲◆❡✉tr❛❧✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ❡✣❝✐❡♥❝② ❧❡✈❡❧s ΓK
t

= ΓN
t

= 1 ♦✉r
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❏♦♥❡s ✭✷✵✵✺✮
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏s❤♦rt t❡r♠✑✳✶✵

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♥♦✇ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✭✶✵✮ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛r✱ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳✶✶ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✾❆s ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ ♦♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ N0 = K0 = Y0 = 1 ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡✳

✶✵❚❤✐s ❧♦♥❣✲r✉♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r s❤❛r❡s
♦❢ π0 ❛♥❞ 1 − π0 ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡①♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❆❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❢❛❝t♦r
✐♥♣✉t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✏❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✑ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✈❛❧✉❡s✳

✶✶❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ r❡s❝❛❧✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
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❞❡✜♥❡s ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❈❊❙ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❤❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❖♥❧② ❛❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❢❛♠✐❧② ❞♦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤♦❧❞
✭❑❧✉♠♣ ❛♥❞ ❞❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✷✵✵✵✮✮❀ ✭✶✮ ✇❤❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥
✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❝❡t❡r✐s
♣❛r✐❜✉s✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡❀ ✭✷✮ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦r ❛♥❞
✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❤❡❛❞ ❛r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ σ✳

◆♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜② ❝♦♥tr❛st✱ ❧❛❝❦ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s
❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ✏❞❡❡♣✑✿ ❜❡s✐❞❡s
♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ σ ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✭✶✵✮ ✇✐t❤ ✭✶✮✮✿

C (σ, •) = Y0

[

r0K
1/σ
0

+ w0N
1/σ
0

r0K0 + w0N0

]
σ

σ−1

✭✶✶✮

π (σ, •) =
r0K

1/σ
0

r0K
1/σ
0

+ w0N
1/σ
0

✭✶✷✮

❍❡♥❝❡✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ C ❛♥❞ π ❛s ❝♦♥st❛♥ts✱ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✮✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ✱ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦✛❡rs
s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❧✐♥❦s t❤❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r π0 ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ♠❛r❦❡❞❧② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❡♣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ♣r❡✲✜①✐♥❣ t❤❡♠ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ✭❛✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦✲
♥♦♠✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✇❛② t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞❀ ✭❜✮ ❤❡❧♣s t♦ ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❊❙
❧✐t❡r❛t✉r❡❀ ✭❝✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s❡❝✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r②✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥✬s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛

r❡❣r❡ss✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ s♦♠❡ st✉❞② ✭❡✳❣✳✱ t❡♥ ❈❛t❡ ✭✶✾✾✷✮✮ ❛❧❜❡✐t ✐♥ ❛♥ ❛t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝♦♥t❡①t✳
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✏●❡♥❡r❛❧ ▼❡❛♥✑ ♦❢ ♦r❞❡r (σ − 1) /σ ❢♦r t✇♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✭s❡❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ❛♥❞
❙♦❧♦✇ ✭✷✵✵✻✮✮❀ ✭❞✮ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❤❡♥ ❜✐❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss
❛r❡ t♦ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡✶✷❀ ✜♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t❀
✭❡✮ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♠❛❦✐♥❣ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✮✳

✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛s✲

t✐❝✐t② ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t②♣❡s✿ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦✜t
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥❀ ❛ ❑♠❡♥t❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❛t✐♦♥❀ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋❖❈s✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❥♦✐♥t❧② ✭t❤❡ s②st❡♠✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t②♣❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❖▲❙✱ ■❱✱ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s✱ ❛♥❞ s②st❡♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜✐❛s❡s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✳✶✸

✶✷◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ✜①❡s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ✐t
❝♦♠❡s t♦ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳
■❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐s ❜✐❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤✐s ❜✐❛s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡ ✭❑❛♠✐❡♥ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛rt③
✭✶✾✻✽✮✮✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ r❡❣❛r❞s s✉❝❤ ❜✐❛s❡s ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ♠❛r❦❡t r❡❛❝t✐♦♥s t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❡♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s✳

✶✸❲❡ ❝♦♥✜♥❡ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❝♦♥st❛♥t✲r❡t✉r♥s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❧❛r❣❡❧② ❞♦♥❡ t♦ ❜❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❇❛s✉ ❛♥❞ ❋❡r♥❛❧❞ ✭✶✾✾✼✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✱
♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐s❜✉rs❡♠❡♥t ♦❢ t❤♦s❡ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s s✉♣♣❧② s✐❞❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❞❡♠❛♥❞s✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡
t❤✐s ♦♣❡♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
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✺✳✶ ▲✐♥❡❛r ❙✐♥❣❧❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❋♦r♠s

✺✳✶✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✐rst ❖r❞❡r ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ Pr♦✜t ▼❛①✐♠✐③❛✲
t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✮✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❋❖❈s ♦❢ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞✿

❑❴❋❖❈ : log

(

Yt

Kt

)

= α1 + σ log (rt) + γK (1− σ) t ✭✶✸✮

◆❴❋❖❈ : log

(

Yt

Nt

)

= α2 + σ log (wt) + γN (1− σ) t ✭✶✹✮

❋❛❝t♦r Pr✐❝❡s✿ log

(

Kt

Nt

)

= α3 + σ log

(

wt

rt

)

+ (γN − γK) (1− σ) t ✭✶✺✮

❋❛❝t♦r ❙❤❛r❡s✿ log

(

Kt

Nt

)

= α4 +
σ

1− σ
log

(

SN
t

SK
t

)

+ (γN − γK) t ✭✶✻✮

❲❤❡r❡ αı́ (σ, π, C)′ s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ γN ❛♥❞ γK ❛r❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞
❝❛♣✐t❛❧ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ SN,K ❛r❡ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥
t♦t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❋❖❈ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢✳ ❆❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ σ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✜rst t✇♦ ♦♥❧② ❛❞♠✐t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r
♣r❡s✉♠❡❞ ❋❖❈ ❝❤♦✐❝❡ ✭✐♥ t❤❛t s❡♥s❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss t❡r♠s✱ ❛r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦t
s❡♣❛r❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❝❛♣t✉r❡ ♦♥❧② ♦✈❡r❛❧❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜✐❛s✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ♦❜✈✐♦✉s ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ t❤❡s❡ ❢♦r♠s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥✿ ❡✳❣✳✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ ❤❛s
❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❈❛❜❛❧❧❡r♦ ✭✶✾✾✹✮✮ ❛♥❞ ✭✶✹✮ ✇❛s
t❤❡ ❢♦r♠ ✉s❡❞ ❜② ❆rr♦✇ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✶✮ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✳

✺✳✶✳✷ ❚❤❡ ❑♠❡♥t❛ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❑♠❡♥t❛ ✭✶✾✻✼✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❚❛②❧♦r✲s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✉♥✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✳✶✹ ■ts ♠❛✐♥ ♠❡r✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■ts ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦
✭s♦ ❢❛r✮ ✐s t❤❛t tr❛❝t❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s ❛ ♣✉r❡❧② ❍✐❝❦s ◆❡✉tr❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭✶✵✮ ②✐❡❧❞s✱

✶✹■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛❧s♦ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❧♦❣ ♠♦❞❡❧ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t s❡❡♠s ❑♠❡♥t❛ ♥❡✈❡r r❡❝❡✐✈❡❞ ❝r❡❞✐t ❢♦r ✐t✮✳
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log

(
Yt

Y0

)
= π0 log

(
Kt

K0

)
+ (1− π0) log

(
Nt

N0

)

+
(σ − 1) π0 (1− π0)

2σ

[
log

(
Kt/K0

Nt/N0

)]2

+ π0

[
1 +

(σ − 1) (1− π0)

σ
log

(
Kt/K0

Nt/N0

)]
γK (t− t0)

+ (1− π0)

[
1−

(σ − 1) π0

σ
log

(
Kt/K0

Nt/N0

)]
γN (t− t0)

+
(σ − 1) π0 (1− π0)

2σ
[γK − γN ]2 (t− t0)

2 ✭✶✼✮

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ΓK
t = eγK(t−t0) ❛♥❞ ΓN

t = eγN (t−t0)✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ΓK
t0

=

ΓN
t0

= 1✳ ■♥ t❤❡ ❍✐❝❦s ♥❡✉tr❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭γK = γN = γ✮ t❤❡ t❤r❡❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇s
♦❢ ✭✶✼✮ ✲ ✐✳❡✳✱ t♦t❛❧ ❢❛❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✲ s✐♠♣❧✐❢② t♦ γ (t− t0)✳

❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✭✶✼✮ ♦✈❡r t❤❡
❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈❊❙ ✐s t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r
✐♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭✐✳❡✳✱ Kt =

K0, Nt = N0✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t σ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✏t♦♦ ♠✉❝❤✑ ❢r♦♠ ✉♥✐t②✱ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s✱ t❤❡ t❡r♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
❧✐♥❡❛r tr❡♥❞ ❤❛✈❡ ♦♥❧② s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦ss ♦❢
♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣✱

log

(
Yt/Y0

Nt/N0

)
= π0 log

(
Kt/K0

Nt/N0

)
+

(σ − 1) π0 (1− π0)

2σ︸ ︷︷ ︸
a

[
log

(
Kt/K0

Nt/N0

)]2

+ [π0γK + (1− π0) γN ]︸ ︷︷ ︸
b

(t− t0)

+
(σ − 1) π0 (1− π0)

2σ
[γK − γN ]2

︸ ︷︷ ︸
c

(t− t0)
2 ✭✶✽✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ②✐❡❧❞s ✹ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ π0, â✱ b̂✱ ĉ, ❢♦r ✹ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ π0, σ✱ γK ✱ γN ✳
❯s✐♥❣ π0 ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①❛❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢② σ ❢r♦♠ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇✐t❤♦✉t ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s a ❛♥❞ c ❛r❡ ✭♦r ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
t♦ ❜❡✮ t❤❡ s❛♠❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② γK ❛♥❞ γN ✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✿
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❢♦r γN > γK ✇❡ ♦❜t❛✐♥ γN = b̂ + π0

√
ĉ

â
❛♥❞ γN = b̂ − (1 − π0)

√
ĉ

â

❢♦r γN < γK ✇❡ ♦❜t❛✐♥ γN = b̂ − π0

√
ĉ

â
❛♥❞ γN = b̂ + (1 − π0)

√
ĉ

â

●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ σ✱ ✐t
❝❛♥♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡✱ ✐❢ σ = 1 t❤❡♥ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥❞❡❞ ❢♦r♠s ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✽✮ ♥❛t✉r❛❧❧②
r❡❞✉❝❡ t♦ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ σ 6= 1 ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❞❡✈✐❛t❡s
❢r♦♠ ❍✐❝❦s ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❢❛❝t♦r ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥t♦ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ tr❡♥❞ ❜♦t❤ ✐♥ ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✽✮ ❛♥❞✱ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ✭✶✼✮ ✈✐❛ t❤❡ t❡r♠ ✇❤❡r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞✳

✺✳✷ ❚❤❡ ❙②st❡♠ ❆♣♣r♦❛❝❤

❆ st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② r❛r❡❧② ✉s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❈❊❙ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ s②st❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✳❡✳✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s
❋❖❈✬s✮✳ ■ts ♦r✐❣✐♥ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ▼❛rs❝❤❛❦ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇s ✭✶✾✹✼✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❝♦♥t❡①t ❜② ❇♦❞❦✐♥ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥ ✭✶✾✻✼✮✳

❙✐♥❝❡✱ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❛s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❚♦ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■❢ t❤❡ ❉●P ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✿ ❡✈❡r②
s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳✶✺ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢
t❤❡ ❉●P ✐s st♦❝❤❛st✐❝ t❤✐s ✐s ♥♦t s♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞
❡①❛❝t❧② ✐♥ ❛♥② s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢
s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡s ✭❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛✈❡r❛❣❡s ❢♦r ❣r♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♥❡s ❢♦r
❢❛❝t♦r s❤❛r❡s✮✳

✶✺■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t t0 t♦
❛♥② ♣♦✐♥t t1 ≥ t0 s♦ t❤❛t

Yt = Y0



π0

(
e
γK(t−t0)Kt

K0

)σ−1

σ

+ (1 − π0)

(
e
γN (t−t0)Nt

N0

)σ−1

σ





σ

σ−1

= Y1



π1

(
e
γK(t−t1)Kt

K1

)σ−1

σ

+ (1 − π1)

(
e
γN (t−t1)Nt

N1

)σ−1

σ





σ

σ−1

✇❤❡r❡ π1 = π0

[
K1/K0

Y1/Y0

e
γK(t1−t0)

]σ−1

σ ❡q✉❛❧❧✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ❛t ♣♦✐♥t t1.
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❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♥❡❡❞ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✈❡♥ ✇✐t❤
❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❉●P✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑❧✉♠♣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ξ ✇❤♦s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✉♥✐t② ✭✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s t❤❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✶✻✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ Y0 = ξY ✱ K0 = K✱ N0 = N ✱ π0 = π

❛♥❞ t0 = t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛r r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✭❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r✱ ❛s
✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦✱ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✮✳

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

log (r) = log

(

π
Y

K

)

+
1

σ
log

(

Y/Y

K/K

)

+
σ − 1

σ

(

log (ξ) + γK

(

t− t
))

✭✶✾✮

log (w) = log

(

(1− π)
Y

N

)

+
1

σ
log

(

Y/Y

N/N

)

+
σ − 1

σ

(

log (ξ) + γN

(

t− t
))

✭✷✵✮

log

(

Y

Y

)

= log (ξ) +
σ

σ − 1
log

[

π

(

eγK(t−t)K

K

)
σ−1

σ

+ (1− π)

(

eγN(t−t)N

N

)
σ−1

σ

]

✭✷✶✮

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡✲❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦✛❡rs s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳
❋r♦♠ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛♥❞♣♦✐♥t t❤❡ s②st❡♠ ❡♠❜♦❞✐❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛
r❡✢❡❝t ❜♦t❤ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❧❡ s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❝❛♣t✉r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ st❛♥❞♣♦✐♥t t❤❡ s②st❡♠✱
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝r♦ss✲❡q✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❛♥❞ ♠❛② ❡♥❤❛♥❝❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r π ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r
❜❡ ♣r❡✲✜①❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r✱ ❛t ❧❡❛st✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛
✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡
❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ξ✱ ✐s ♦♥❡✳ ❊st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡
t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤♦✉t ❝❛st✐♥❣
s❡r✐♦✉s ❞♦✉❜ts ♦♥ t❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡♥❡ss ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❝❛s❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛st✱ ♥♦ ❝❧❡❛r ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❡①✐st ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r π ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣❛r❛♠❡t❡r C✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥

✶✻❖♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✇♦✉❧❞ ♦♥❡ ❡①♣❡❝t ξ t♦ ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ ✉♥✐t②✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❧♦s❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❈❊❙✬s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✳ ■❢✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠✐❞✲♣♦✐♥t ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱
✇❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧♦s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ✭❛♥❞ ✐♥ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛✱ ❝②❝❧✐❝❛❧✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦
✐♠♣❧② ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ξ.
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t❤✐s ♠❛② ✐♠♣❧② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞
s②st❡♠✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤✐s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✶✮✳

✻ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✿ ❚❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ M ❞r❛✇s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r
❧❛❜♦r ✭Nt✮✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✭Kt✮✱ ❧❛❜♦r✲ ✭ΓN

t ✮ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✲ ✭ΓK
t ✮ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢r♦♠

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ✭❨∗

t ✮✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t♣✉t ✭Yt✮ ❛♥❞ r❡❛❧ ❢❛❝t♦r ♣❛②✲
♠❡♥ts ✭wt ❛♥❞ rt✮✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ s❤♦❝❦ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ■✭✶✮ ♣r♦❝❡ss✿

log (Nt) = n + log (Nt−1) + εN
t ✭✷✷✮

log (Kt) = κ + log (Kt−1) + εK
t ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ n ❛♥❞ κ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡✐r ♠❡❛♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦s ✇✐t❤ ❞r✐❢t✳ ■♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ s❡t ❛s N0 = K0 = 1 ✭❛❧✲
t❤♦✉❣❤ ✇❡ r❡✲❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✮✳ ❇♦t❤ εK

t ❛♥❞ εN
t ✭✐✳❡✳✱ s❤♦❝❦s t♦ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛✲

t✐♦♥✮ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐✳✐✳❞ ❡rr♦r t❡r♠s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs se

(

εK
t

)

❛♥❞ se
(

εN
t

)

✳
❆s ✐♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❛r♦✉♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮✿

ΓK
t = ΓK

0 e

(

γ
K

(t−t0)+εΓ
K

t

)

, ΓN
t = ΓN

0 e

(

γN (t−t0)+εΓ
N

t

)

✇❤❡r❡ ΓK
0 ❛♥❞ ΓN

0 ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧s♦ s❡t t♦
✉♥✐t② ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❙❤♦❝❦s t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ εΓK

t ∼

N

(

0, se
(

εΓK

t

))

❛♥❞ εΓN

t ∼ N

(

0, se
(

εΓN

t

))

✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❉●P ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Y ∗

t = Y ∗

0

[

π0

(

Kt

K0

e

(

γK(t−t0)+εΓ
K

t

)

)
σ−1

σ

+ (1 − π0)

(

Nt

N0

e

(

γN (t−t0)+εΓ
N

t

)

)
σ−1

σ

]
σ

σ−1

✭✷✹✮
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❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ✏❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✑ ♦✉t♣✉t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t♣✉t
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝♦✉♥ts ✐❞❡♥t✐t②✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱
✐s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ ✏♦❜s❡r✈❡❞✑ ♦✉t♣✉t s❡r✐❡s ✭t❤❛t ✇❡ t❤❡♥
✉s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✮✳

❘❡❛❧ ❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✹✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❋❖❈✬s✿

∂Y ∗

t

∂Kt

= π0

(

ΓK
t Y ∗

0

ΓK
0 K0

)

σ−1
σ

(

Y ∗

t

Kt

)
1
σ

eεr
t

= π0

(

Y ∗

0

K0

e

(

γK(t−t0)+εΓK

t

)

)
σ−1

σ
(

Y ∗

t

Kt

)
1
σ

eεr
t = rt ✭✷✺✮

∂Y ∗

t

∂Nt

= (1 − π0)

(

ΓN
t Y ∗

0

ΓN
0 N0

)

σ−1
σ

(

Y ∗

t

Nt

)
1
σ

eεw
t

= (1 − π0)

(

Y ∗

0

N0

e

(

γN (t−t0)+εΓN

t

)

)
σ−1

σ
(

Y ∗

t

Nt

)
1
σ

eεw
t = wt ✭✷✻✮

t❤❛t ✐s✱ ❢❛❝t♦r r❡t✉r♥s ❡q✉❛❧ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t t✐♠❡s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✐✳✐✳❞ ❡rr♦r
t❡r♠ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t s❤♦❝❦s t❤❛t t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥ts ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠✱ εr

t ∼ N (0, se (εr
t ))✱ εw

t ∼ N (0, se (εw
t ))✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❋❖❈s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥ts r❡✢❡❝t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳

❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ ✏♦❜s❡r✈❡❞✑ ♦✉t♣✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t②✿✶✼

Yt ≡ rtKt + wtNt ✭✷✼✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✷✼✮ ✇✐t❤ ✭✷✹✮ ②✐❡❧❞s✿

Yt

Y ∗

t

= ηte
εr
t + (1 − ηt) eεw

t ✭✷✽✮

✇❤❡r❡ ηt =

π0





Kt
K0

e

(

γK (t−t0)+εΓ
K

t

)





σ−1
σ

π0

(

Kt
K0

e
(γK (t−t0)+εΓ

K
t )

)
σ−1

σ

+(1−π0)

(

Nt
N0

e
(γN (t−t0)+εΓ

N
t )

)
σ−1

σ

✳

❚❤✐s ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❛t s❡r✐❡s Yt

Y ∗

t
✐s ❜♦t❤ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❞r✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡

t✇♦ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦rs ✇✐t❤ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✭❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡✮ ✇❡✐❣❤ts ✭✇✐t❤
✶✼❲❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❛♥② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦✲✉♣ ♦r ♣✉r❡ ♣r♦✜t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
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t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❡♠s❡❧✈❡s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r
✐♥❞✐❝❡s✮✳

❚❤✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ✭✷✼✮ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡
♣r♦❝❡❡❞ t❤✐s ✇❛② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② ❛❞❞✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦ t♦ ✭✷✹✮ ❛♥❞ t❤❡♥
♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋❖❈s ✇✐t❤ ❛ s❤♦❝❦ ❛s ✐♥ ✭✷✺✮ ❛♥❞ ✭✷✻✮ ✐s t❤❛t ♦✉r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✿ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠✉st s✉♠ t♦ ✉♥✐t②✳ ❍❛❞ ✇❡
♣r♦❝❡❡❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛②✱ ♥♦t❤✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ♠❡t ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐s st♦❝❤❛st✐❝ ✭t❤❡s❡ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s ♠❛② ♠❛❦❡
❢❛❝t♦r s❤❛r❡s ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♥❛t✐♦♥❛❧✲❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✮✳
❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r ❉●P ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦❝❦s t♦ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
❛♥❞ ❢❛❝t♦r ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ♥❛t✐♦♥❛❧✲❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❚❤❡ ▼❈ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ M

t✐♠❡s✿

✶✳ ❖❜t❛✐♥ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❧❛❜♦r✱ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ ✭✷✷✮✲✭✷✸✮ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞
❚✳

✷✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ s❡r✐❡s✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥ts
✉s✐♥❣ ✭✷✹✮✲✭✷✻✮✳

✸✳ ❖❜t❛✐♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t♣✉t s❡r✐❡s ❢r♦♠ ✭✷✼✮✳

✹✳ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡
s❡r✐❡s ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧✱ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡r✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡
❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥✮✳

❚❛❜❧❡ ✷ ❧✐sts t❤❡ ▼❈ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ✵✳✹✳✶✽

❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇ ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✺✱ t♦ ❛ ♥❡❛r ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s
✭✵✳✾✮ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✉♥✐t②✱ ✶✳✸✳

❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t s♦ ❛s t♦ s✉♠ t♦ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✷✪ ❣r♦✇t❤ ♣❡r ②❡❛r ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠s✳✶✾ ❆s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦
♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❜r♦❛❞❧② ❝♦♥st❛♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss
❣r♦✇t❤ r❛t❡s✳ ❚♦ ❛ss✉♠❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✱ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✏❞✐r❡❝t❡❞✑

✶✽❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✻✱ ❜✉t t❤✐s ♠❛❞❡ ♥♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡
r❡s✉❧ts❀ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❦❡♣t ✐ts ✈❛❧✉❡ ✜①❡❞ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ r❡s✉❧ts✳

✶✾❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞✐❞ ♥♦t s✉♠ ✉♣ t♦ ✷✪ ♣❡r ②❡❛r✱ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❛s
❧❛r❣❡ ❛s ✹✪✳ ❚❤✐s ❞✐❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
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t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭s❡❡ ❑❡♥♥❡❞② ✭✶✾✻✹✮✱ ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✶✾✻✺✮✱ ❩❡❜r❛ ✭✶✾✾✽✮✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉
✭✷✵✵✷❛✮✱ ✷✵✵✸✮ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s
✏✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♥t✐❡r✑ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛❞❞r❡ss r❡❧❛t❡❞ ✐ss✉❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❛♥❛❧②s✐s ♦♣❡♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❣r♦✇s ❛t ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ♦❢ ✶✳✺✪ ♣❡r ②❡❛r ✭r♦✉❣❤❧② t❤❡
✈❛❧✉❡ ❢♦r ❯❙ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s❡t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ s♦ t❤❛t ✭✐♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✷✸✮ t❤❡ ❞r✐❢t ♣❛r❛♠❡t❡r κ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❣r♦✇t❤ n ♣❧✉s t❤❡
tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ γN ✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢❛❝t♦r
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦r s❤❛r❡s ✐s ♥♦t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤ ✭✐✳❡✳ ❢♦r
γN = 0.02✱ γK = 0.00✮✱ ❛♥❞ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r s❤❛r❡s ❛r❡ ✭st♦❝❤❛st✐✲
❝❛❧❧②✮ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❢❛❝t♦r
s❤❛r❡s✳✷✵

❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦✉♥t❡r✲❢❛❝t✉❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♣❛✐❞ ❞✉❡ ❛tt❡♥t✐♦♥
t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦s✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✶ ❢♦r t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞
❧❛❜♦r st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s✳✷✶ ❋♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✲♣r♦❣r❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢
✵✳✵✶ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✱ s♦ t❤❛t t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❲❤❡♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❡①❝❡❡❞s
③❡r♦ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✺ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t ✇❤❡♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss
✐s ♣r❡s❡♥t ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❧❛r❣❡r s❤♦❝❦s✳✷✷

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❛❣❡ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ♣r✐❝❡s ✇❡ r❡s♦rt❡❞ t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡✐r ❞❡✲tr❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ❞❡♠❡❛♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥
t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠② ♦✈❡r ✶✾✺✵✲✷✵✵✵✳✷✸ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r❡❛❧ ✇❛❣❡s ❞❛t❛ ✐s ✵✳✵✺ ❛♥❞ ✵✳✸
❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ✉s❡r ❝♦sts✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✉s✐♥❣ ❖▲❙✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇❤❡r❡ ✇❡ ❡q✉❛t❡ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭■❱✮

✷✵❲❡ ❛❧s♦ s❡t κ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② t♦ ✸✪ ❜✉t t❤✐s✱ ❛❣❛✐♥✱ ❞✐❞ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ✐♥
❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛②✳

✷✶❚❤✐s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛r♦✉♥❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝
tr❡♥❞ ✇✐t❤ ❞r✐❢t ❢♦r ❯❙ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✺✵ t♦ ✷✵✵✺✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ ✐✳❡✳ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✵✺✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤✐s
s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r Kt ❜✉t t❤✐s ❞✐❞ ♥♦t ❛✛❡❝t ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✷✷◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ③❡r♦ s❤♦❝❦ ✇❤❡♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐s
③❡r♦ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ s❤♦❝❦s ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s✱ ❛❣❛✐♥✱ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t
♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✷✸❲❡ ✉s❡ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ♥❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❞❛t❛✳
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❡st✐♠❛t♦r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✷✺✲✶✵✵ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭②❡❛rs✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ▼❈ ❞r❛✇s s❡t t♦ ✺✱✵✵✵✳✷✹

✼ ❘❡s✉❧ts

❖❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ t♦ ❦❡❡♣ r❡s✉❧ts ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✱ ✇❡ ♠♦st❧② r❡♣♦rt t❤♦s❡ r❡❧❛t✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t T❂✺✵ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s γN = 0.015

❛♥❞ γK = 0.005 ❛♥❞ γN = 0.005 ❛♥❞ γK = 0.015 ✭❚❛❜❧❡s ✸❛ ❛♥❞ ✸❜✮✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r
❝❛s❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ r❡q✉❡st✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ✭❢r♦♠ t❤♦s❡ s❤♦✇♥✮✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❝r♦ss t❤❡ ✺✱✵✵✵ ❞r❛✇s ❛♥❞ t❤❡ ✶✵✪ ❛♥❞ ✾✵✪ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s✳✷✺

■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❖▲❙ ❋❖❈✬s ✭t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✸❛ ❛♥❞ ✸❜✮ ✇❡
❣❡♥❡r❛❧❧② s❡❡ ♣♦♦r tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①❝❡♣t ♣❡r❤❛♣s ❛t t❤❡ ♥❡❛r✲▲❡♦♥t✐❡❢ σ = 0.2

❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥❞s t♦ ❣❡t tr❛♣♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✺ ❛s t❤❡
tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳✷✻ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ❜❛❞❧② ❝❛♣t✉r❡❞✳
❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❋❖❈ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧❛❜♦r✿ ❤❡r❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ q✉✐t❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✭✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ σ = 1.3

❝❛s❡✮ ❛s ✐s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ♦♥❡ ❖▲❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✺✮

❛♥❞ ✭✷✻✮✿ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ❢❛❝t♦r r❡t✉r♥s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✭♦r s✐♠✉❧t❛♥❡✐t② ❜✐❛s✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r t❡♥❞s t♦ ✐ts tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲t♦✲s✐❣♥❛❧ r❛t✐♦
✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦❝❡ss V (εt) ♦✈❡r t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡
V (Xt)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s ❡✐t❤❡r rt ♦r wt✮✿✷✼

✷✹❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❞✐r❡❝t ❈❊❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✮ r❡q✉✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧
✭♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤✉rs❜② ✭✶✾✽✵✮ ✇❡ s❡t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s t♦ t❤♦s❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡
✉s❡❞ t❤❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❋❖❈s ✶✹ ❛♥❞ ✶✸✳ ❋♦r σ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❋❖❈ ✶✺✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥s ✈❡r② r♦❜✉st
t♦ ✇❤✐❝❤❡✈❡r r✉❧❡ ✇❡ ✉s❡❞✳

✷✺❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t r✉❧❡ ♦✉t ❛❜♥♦r♠❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ s❦❡✇
t❤❡ r❡s✉❧ts s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳ ❋♦r ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❛♥ t❤❡s❡ ▼❈ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞✐st♦rt✐♥❣✱ ♥♦♥✲r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✿ ✇❡ ♥❡✈❡r ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥② s✐❣♥ ♦r ❜♦✉♥❞s
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆♦t ✇✐t❤ st❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡ t❛❜❧❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ ♥♦♥✲
st❛♥❞❛r❞ ♦✉t❝♦♠❡s✳

✷✻❘❡s❡❛r❝❤❡rs ❞✐s♣♦s❡❞ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤ ♦r ❛❜♦✈❡✲✉♥✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❈❛❜❛❧❧❡r♦
❛♥❞ ❍❛♠♠♦✉r ✭✶✾✾✽✮✮ ♠❛② ❞r❛✇ ❝♦♠❢♦rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❖▲❙ s②st❡♠❛t✲
✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❛t ❜✐❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr✉❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✳

✷✼❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
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♣ lim β̂ =
β

1 + V (εt) /V (Xt)

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♥t❡r❡st✲r❛t❡✴❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧✲♣r♦❞✉❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

∂Y ∗

t

∂Kt

= π0

(
Y ∗

0

K0

ΓK

t

)σ−1

σ

(
Y ∗

t

Kt

) 1

σ

eε
r

t = rt

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ π0 ❛♥❞ ΓK

t
✱ t❤❡ ♥♦✐s❡✲t♦✲s✐❣♥❛❧ r❛t✐♦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

❡❧❛st✐❝✐t②✱ lim
σ→∞

corr
(
rt, e

ε
r

t

)
→ 1✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❜✐❛s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞

❡①♣❡❝t t❤❡ ❋❖❈✬s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧② ❛s σ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛❜♦✈❡ ✉♥✐t②✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ σ = 0.9 t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❡rr♦rs ✭❢♦r σ̂✮ ❢♦r ❑❴❋❖❈
✭✶✸✮ ❛♥❞ ◆❴❋❖❈ ✭✶✹✮ ❛r❡ ✽✻✪ ❛♥❞ ✹✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❛t σ = 1.3 t❤❡② ❝❧✐♠❜ t♦ ✶✻✼✪
❛♥❞ ✷✵✪✳✷✽

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✇❛❣❡✴❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥❛❧✲♣r♦❞✉❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

∂Y ∗

t

∂Nt

= (1 − π0)

(
Y ∗

0

N0

ΓN

t

)σ−1

σ

(
Y ∗

t

Nt

) 1

σ

eε
w

t = wt

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣❛r❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❡①❝❡❡❞s ❧❛❜♦r
❣r♦✇t❤✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡ ❛r❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✳ ❚❤✐s tr❡♥❞✐♥❣ ❛s♣❡❝t
✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡❧② st❛t✐♦♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✮ ✐♠♣❧✐❡s
❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♥♦✐s❡✲t♦✲s✐❣♥❛❧ r❛t✐♦✳✷✾

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✭r❡❝❛❧❧ ❚❛❜❧❡ ✷✮ ✐♥❢♦r♠s ✉s t❤❛t se (εr

t
) = 0.30 >>

se (εw

t
) = 0.05✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ✇❤② t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡

s❡✈❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❋❖❈✳ ❙❡tt✐♥❣ se (εr

t
) = se (εw

t
) ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❜✉t

✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭■❱✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡
tr✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❋❖❈s✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ❧❛❣ ♦❢ ❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✭✷✺✮ ❛♥❞ ✭✷✻✮ ✇✐t❤
❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✭✷✷✮✲✭✷✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❤♦❝❦s
t♦ ❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥ts ✐♥ t ❛♥❞ t − 1 ❛r❡ ✉♥✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❧❛❣s

❜✐❛s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ r❡❣r❡ss♦r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ r❡s♦rt t♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✽❲❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢✉rt❤❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ plim ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ♦✉r s❤♦❝❦ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r r ❛♥❞ w ✐♥ t❤❡ ▼❈ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ②✐❡❧❞❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖▲❙ ❜✐❛s✳

✷✾❆❧t❤♦✉❣❤✱ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s tr❡♥❞✐♥❣ ❛s♣❡❝t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Γ
N

t
✳
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♦❢ log(r) ❛♥❞ log(w) ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥str✉♠❡♥ts ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡s
✐♥ ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❚✇♦✲❙t❛❣❡s ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ✭✷❙▲❙✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ r❡q✉❡st✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ■❱ ❡st✐♠❛t♦r r❡s♦❧✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❜✐❛s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲✐t❤ T ❂ ✸✵ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜✐❛s❡s
♣❡rs✐st✱ ❜✉t ❢♦r T ❂ ✶✵✵ t❤❡ ■❱ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❡✈❡♥ ❢♦r tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ✉♣ t♦ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥ ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❣♦♦❞
✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❡♥♦✉❣❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤✐s ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t②✴♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r ♣r♦❜❧❡♠✳✸✵ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐s❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s❤♦❝❦s t♦ ❢❛❝t♦r
♠❛r❦❡ts t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛t
❧❡❛st ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❧❛❣ str✉❝t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳✸✶

❚❤❡ ❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❝❛♥♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s♦ ✇❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r σ✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ σ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳
■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❛s T ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ❛ ❜❡tt❡r ❥♦❜ ❛t
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✳✸✷ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s
♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
✐t ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ✉♥✐t❛r② ✈❛❧✉❡✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐ts ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ ❜✉t ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r ❋❖❈ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡❧❛st✐❝✐t② ❜✉t ✐t ❤❛s ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐❢② ✐t ❛s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ♠❡t❤♦❞✳✸✸ ❊s✲
t✐♠❛t❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡✐r tr✉❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ♣r❡✲✜① t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t t♦ ✉♥✐t② ♦r ♥♦t✳✸✹ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧

✸✵❚❤❡ ❋❖❈s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❋✉❧❧② ▼♦❞✐✜❡❞ ❖▲❙ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts
r❡♠❛✐♥❡❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❖▲❙✳

✸✶❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ■❱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❤♦❝❦s t♦ ❢❛❝t♦r ♠❛r❦❡ts ❛r❡
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✵✳✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst
❧❛❣ ❛s ✐♥str✉♠❡♥t ❞✐❞ ♥♦t r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❖▲❙ ❜✐❛s✳

✸✷❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r T ❂ ✶✵✵ ❛♥❞ σ = 0.9✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸❛ ❛♥❞ ✸❜ ❛r❡ ✵✳✽✻ ❛♥❞ ✵✳✽✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✸❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❋❡❛s✐❜❧❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ✭❋●▲❙✮
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝r♦ss ❡q✉❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❛ ❙❯❘ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❧✐♥❡❛r ❝♦♥t❡①ts✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❆❚❙ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ♣❡r❢♦r♠s
◆▲▲❙ ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❱❈❱✮ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ s②st❡♠ ❜② ●▲❙✱ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❱❈❱ ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❝r✐t❡r✐♦♥✳

✸✹❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡✲✜①✐♥❣ ξ✳
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❡✈❡♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r s②st❡♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✉♥❧✐❦❡ s✐♥❣❧❡✲
❡q✉❛t✐♦♥ ✜rst ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡r❡ ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❜✐❛s✱
✇❡ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♠❡t❤♦❞ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✸❙▲❙ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t♦r ✭●▼▼✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐③❡❞
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ✜rst ❧❛❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ✈❡r②
♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳

✼✳✶ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s ◆♦♥✲◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❆ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦ ✐s ✇❤❡t❤❡r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳✸✺ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤
♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❉●P✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ✭✶✾✮✲✭✷✶✮ ✇❡ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠✿

log (r) = log (π) +
1

σ
log

(

Y

K

)

+
σ − 1

σ
(log (C) + γKt) ✭✷✾✮

log (w) = log (1 − π) +
1

σ
log

(

Y

N

)

+
σ − 1

σ
(log (C) + γN t) ✭✸✵✮

log (Y ) = log (C) +
σ

σ − 1
log

[

π
(

eγKtK
)

σ−1

σ + (1 − π)
(

eγN tN
)

σ−1

σ

]

✭✸✶✮

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠
✭✷✾✮✲✭✸✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ✭✶✾✮✲✭✷✶✮ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs C

❛♥❞ π ❛r❡ ♥♦t ✏❞❡❡♣✑ ❜✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ✭r❡❝❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮✮✳

❚❛❜❧❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡ts ♦❢ ✭❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✮ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✲
✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ C ❛♥❞ π ❛♥❞ ❢♦r σ ∈ [0.2, 1.3]✳
■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ΓK

0
= ΓN

0
= 1✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✇✱ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ΓK

0

= ΓN
0

= Y0 = 1✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧✐♥❣ ♦♥❡ ✐s ♥❡✉tr❛❧ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ C = 1 ❛♥❞
π = π0 = r0 = 0.4 ∀σ✳ ■♥ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

✸✺❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥st❛♥t t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❛t❛✳
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♦r ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✳
■♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t s♦✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ ✐♥ t❤❡s❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s

✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❥✉st❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♦✉t♣✉t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❛♥❞ ❛r❣✉❛❜❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡✮ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r ❡q✉❛❧ t♦ ✺✪✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥s✉❧❛t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❜✉t t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs C ❛♥❞
π ✈❛r② ✇✐❞❡❧②✿ C ∈ [0.16, 0.49]✱ π ∈ [0.29, 0.99] ✭✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♣♣❡❛rs ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ π✮✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t ❛ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❢❛❝❡s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠
✭✷✾✮✲✭✸✶✮❀ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ s❝❛r❝❡❧② ❣✐✈❡s ❛♥② ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ C ❛♥❞ π ❛♥❞ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ s❡r✐♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ C ❛♥❞ π ✲ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r♦♣❡r ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✲ ❛✛❡❝t
❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st
t✇♦ r♦✇s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞
s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r C ❛♥❞ π ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞
r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ t❤❡✐r ❣✐✈❡♥ r❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r π ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ξ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✲s❡t ♦r ✭❛s ❤❡r❡✮ ❢r❡❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳
■♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣r✐♦rs ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ❛♥❞ ✉♥✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
σ = 0.5 ❛♥❞ σ = 1.3 ❝❛s❡s ✭t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ r❡q✉❡st✮✳ ❖♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
r❛t✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ C ❢r♦♠ ✐ts
tr✉❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐❣❤t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✈✐❛ ❛ ❧♦❝❛❧
♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r σ̂✱ s✉❝❤ t❤❛t σ̂ → 1,❤❡♥❝❡ σ̂−1

σ̂
→ 0❀ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✷✾✮ ❛♥❞ ✭✸✵✮✱

t❤✐s ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t C t♦ ♦✈❡r❛❧❧ ✜t✳
❚❤✐s ❜✐❛s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡✐r tr✉❡ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ Ĉ ❛♥❞ π̂ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡✐r tr✉❡✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✱
❧❡❛❞s t♦ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡r❡
❛r❡✱ ❤❡♥❝❡✱ ❡♥♦r♠♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲✜①✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✭✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ✉♥✐t②✮✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠
❛♣♣r♦❛❝❤✮ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡❡♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
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✽ ❙♦♠❡ ❘♦❜✉st♥❡ss ❊①❡r❝✐s❡s

●✐✈❡♥ t❤❛t r❡s✉❧ts str♦♥❣❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠✱ ✇❡
♣r♦❝❡❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦♠❡ ❦❡② r♦❜✉st♥❡ss ❝♦♥❝❡r♥s✿ ♥❛♠❡❧②✱ ✭✐✮ r❡s✐❞✉❛❧ ❛✉t♦✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✭✐✐✮ s❛♠♣❧❡✲s✐③❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳

✽✳✶ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❙❤♦❝❦ Pr♦❝❡ss❡s

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ s❤♦❝❦ ♣r♦❝❡ss❡s✿

✭❛✮ ❆❘ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦s ✭εΓ
K

t
❛♥❞ εΓ

N

t
✮✳

✭❜✮ ❆❘ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❋❖❈✬s ❢♦r ◆ ❛♥❞ ❑ ✭εr

t
❛♥❞ εw

t
✮✳

✭❝✮ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ t♦❣❡t❤❡r✳

❚❤❡s❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠✿ ǫi

t
= ρǫi

t−1
+ ϑt✱ ϑt ∼ N (0, se (ϑt))✱

ǫi

0
= 0 ✇❤❡r❡ t✇♦ ρ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞✿ ✵✳✺ ❛♥❞ ✵✳✽✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥♥✉❛❧ ❞❛t❛❀ ❝❛✉t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❛rr❛♥t❡❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞
✐♠♣❧② t❤❛t ♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ♥♦t ❝♦✲✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r T❂✷✺✲✸✺✮✳ ❋♦r
❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❛✐❧✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs✿

✶✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✇❤❡♥ ρ❂ ✵✳✺ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐❛s ❢♦r ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❤♦❝❦s
❛♥❞ ❋❖❈ s❤♦❝❦s ❛s ❜❡✐♥❣ ❜♦t❤ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭❝❛s❡ ✭❝✮✮✳

✷✳ ❲❤❡♥ ρ❂ ✵✳✽ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ s♦♠❡ ❜✐❛s✿ ❢♦r σ❂
✵✳✺ ❛♥❞ T ❂ ✷✺ ❛♥❞ ✸✵ ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✭❝✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤❡ r❡st
♦❢ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ❛❧♠♦st ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢♦r T ❂ ✺✵ ❛♥❞ ✶✵✵✳

✽✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ❙✐③❡ ❘♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❙②st❡♠

❚❤❡ ●r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ✭❢♦r ❜r❡✈✐t② ✇❡ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ σ = 0.5, γN = 0.015, γK = 0.005 ❝❛s❡✮ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r
T ∈ {25, 100}✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❛♣♣❡❛rs q✉✐t❡ r♦❜✉st t♦ s❛♠♣❧❡✲s✐③❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡s r❡❧❛t❡s t♦ ♥❛rr♦✇❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛❧t❤♦✉❣❤
♠♦st ♦❢ t❤❛t ❜❡♥❡✜t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② T = 40, 50✳
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✽✳✸ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❋♦r♠s ♦❢ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❡ss

❙♦ ❢❛r✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❧✐♥❡❛r ✭❝♦♥st❛♥t ❣r♦✇t❤✮
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✷❛✱ ✷✵✵✸✮✱
▼❝❆❞❛♠ ❛♥❞ ❲✐❧❧♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ✭♦r ❞✐r❡❝t❡❞✮
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙t❡❛❞② ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡s
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐s ♣✉r❡❧② ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❛t st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✲
❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t r❛t❡s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ❤♦✇ ❝❛♥ t❤✐s ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✳
❑❧✉♠♣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r Γi

t ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❇♦①✲❈♦① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
Γi

t = egi(t,t) ✇❤❡r❡ gi

(

t, t
)

= γi

λi

(

[

t

t

]λi

− 1
)

, i = K, N ✳ ❈✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λi

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ λi = 1 ②✐❡❧❞s t❤❡ ✭t❡①t❜♦♦❦✮
❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ λi = 0 ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ λi < 0 ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♦♥❡ ❢♦r
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❛
s②st❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❜✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦①✲❈♦① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r gi (·) ❛s
Γi

t = egi(t,t)+εΓi

t ✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r σ ∈ [0.2, 1.3]✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✿

✭❛✮ γN = 0.015, γK = 0.005, λN = λK = 1.0✳

✭❜✮ γN = 0.015, γK = 0.030, λN = 0.75, λK = 0.5✳

✭❝✮ γN = 0.030, γK = 0.015, λN = 1.00, λK = 0.2✳

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛s ❛ ❝r♦ss✲❝❤❡❝❦ ♦❢ ❡❛r❧✐❡r r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❜♦t❤ ❧❛❜♦r✲ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✲
❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝❡❧❡r❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
t♦ ③❡r♦ ✭❛❧❜❡✐t ❢❛st❡r ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✮✳ ❈❛s❡ ✭❝✮ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣
t♦✇❛r❞s ③❡r♦ s♦♠❡✇❤❛t ❢❛st❡r t❤❛♥ ✐♥ ❝❛s❡ ✭❜✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦s ✇❡r❡ s❡t t♦ ✵✳✵✶✱ ❛s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝❡❧❡r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣❛rt ✇♦✉❧❞ ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s
❛❧s♦ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❝❤♦♦s❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r γK ❛♥❞ γN ❢♦r ❝❛s❡s ✭❜✮ ❛♥❞
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✭❝✮ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❧♦✇ ❛♥❞ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ r❛t❡s ♦❢
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛r❡ ♥♦t ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ③❡r♦✳

❚❛❜❧❡ ✻ r❡♣♦rts t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✺✱✵✵✵ ❞r❛✇s ❢♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs
✉s✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ♦❢ T❂✺✵✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ σ r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦
✐ts tr✉❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γK ❛♥❞ γN ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇❡❧❧✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❜✐❛s ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λN ❛♥❞ λK ✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡s✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡
✉♣✇❛r❞ ❜✐❛s❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ = 1.3✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣
❣✐✈❡♥ t❤❡ str♦♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ t❡r♠s ❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡
s❡❡ t❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s r♦❜✉st t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t r❛t❡s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss✳

✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐✲
❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛r❡ ♣✐✈♦t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✇✐s❞♦♠✱
✐♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡s✱ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡✐r ❥♦✐♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■❢ s♦✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡♥❞❡r ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥✲
q✉✐r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈✐❣♦r ♦❢ r❡❝❡♥t ❞❡❜❛t❡s ♦♥ ❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭❆❝❡✲
♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✷❛✮✮❀ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✴❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✸✮✱
❏♦♥❡s ✭✷✵✵✺✮✮❀ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✶✾✽✾✮✱ ❑❧✉♠♣ ❛♥❞
❞❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡ ✭✷✵✵✵✮✮❀ ❛♥❞ r❡♥❡✇❡❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢
✭❑❧✉♠♣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✮✱ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts r❡♠❛✐♥s ❛ ❦❡②✱ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ♠❛tt❡r✳

❲❡ r❡✲❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❲❡
❝♦♥✜r♠ t❤❛t ✉s✐♥❣ ♠❛♥② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡
s✉❜st❛♥t✐❛❧✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❋❖❈s✱ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
s❤♦❝❦ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✭✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧❛❜♦r ❋❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥
t❡♥❞s t♦ ✇♦r❦ ❜❡tt❡r✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ s♦♠❡ ♥❡✇ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭❢❛❝t♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣✮ ❑♠❡♥t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② r❡♠❛✐♥s ♣♦♦r ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜❧❡❛❦✳ ❆❧s♦✱ ❞✐r❡❝t
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❋❖❈s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡❞ ❡①tr❡♠❡❧②
✇❡❧❧ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❡❞ r♦❜✉st t♦ ❡rr♦r ♠✐s✲s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ s❛♠♣❧❡✲s✐③❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❞❞s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t♦ t❤❡s❡ ❣❛✐♥s✿
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✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡✲s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡❀ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❧❡❛r ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀ ❛❧❧♦✇s ✉s ❡①✲♣♦st
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀ ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦✛❡r r❡❧✐❡❢ t♦ t❤❡ ❝❤r♦♥✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s r❛✐s❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦✇❛r❞s ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣r❛❝t✐❝❡s✱ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛ ♠♦r❡
✇✐❞❡✲s♣r❡❛❞ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢❛❝t♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❈❊❙
❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❲❡ t❤❛♥❦ ❉❛r♦♥ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❘✐❝❛r❞♦ ❈❛❜❛❧❧❡r♦✱ ❘♦❜❡rt ❈❤✐r✐♥❦♦✱ ❘❛✐♥❡r ❑❧✉♠♣✱

▼❛r✐❛♥♥❡ ❙❛❛♠✱ ❑❛ts✉②✉❦✐ ❙❤✐❜❛②❛♠❛✱ ❘♦❜❡rt ❙♦❧♦✇✱ ❚♦♥② ❚❤✐r✇❛❧❧✱ ❆♥❞❡rs ❲❛r♥❡✱
♦♥❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❊❈❇ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r r❡❢❡r❡❡ ❛♥❞ s❡♠✐♥❛r ❛✉❞✐❡♥❝❡s ❛t ▼■❚✱ ❑❡♥t✱
●♦❡t❤❡✱ ●❘❊◗❆▼✱ t❤❡ ✷✵✵✽ ❊❊❆✱ ❛♥❞ P❛❜❧♦ ❞❡ ❖❧❛✈✐❞❡ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ▼❝❆❞❛♠ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥❦s t❤❡ ▼■❚ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❞❡♣❛rt♠❡♥t ❢♦r ✐ts ❤♦s♣✐✲
t❛❧✐t② ✇❤❡r❡ ❤❡ ✇❛s ❛ ✈✐s✐t✐♥❣ s❝❤♦❧❛r ❞✉r✐♥❣ ❡❛r❧✐❡r st❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥s
❡①♣r❡ss❡❞ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❈❇✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ✭✷✵✵✷❛✮✳ ❉✐r❡❝t❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱
✻✾✿✼✽✶✕✽✵✾✳

❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ✭✷✵✵✷❜✮✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡✱ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡✱ ✹✵✭✶✮✿✼✕✼✷✳

❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▲❛❜♦r✲ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✶✿✶✕✸✼✳

❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼♦❞❡r♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✳ ▼■❚ Pr❡ss✱ ❢♦rt❤✲
❝♦♠✐♥❣✳

❆♥tràs✱ P✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ■s t❤❡ ❯❙ ❆❣❣r❡❣❛t❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s❄ ◆❡✇
❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱
✹✭❆rt✐❝❧❡ ✹✮✿✶✳

❆rr♦✇✱ ❑✳ ❏✳✱ ❈❤❡♥❡r②✱ ❍✳✱ ▼✐♥❤❛s✱ ❇✳ ❙✳✱ ❛♥❞ ❙♦❧♦✇✱ ❘✳ ▼✳ ✭✶✾✻✶✮✳ ❈❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦r
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹✸✿✷✷✺✕
✷✺✵✳

❇❛✐r❛♠✱ ❊✳ ■✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ s♦♠❡
❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ✈❡s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✸✭✼✮✿✶✷✹✼✕✹✾✳

❇❛s✉✱ ❙✳ ❛♥❞ ❋❡r♥❛❧❞✱ ❏✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❘❡t✉r♥s t♦ ❙❝❛❧❡ ✐♥ ❯✳❙✳ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✿ ❊st✐♠❛t❡s
❛♥❞ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✵✺✭✷✮✿✷✹✾✕✷✽✸✳

❇❡r♥❞t✱ ❊✳ ❘✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✺✽✿✺✾✕✻✽✳

❇❡r♥❞t✱ ❊✳ ❘✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❆❞❞✐s♦♥ ❲❡s❧❡②✳

❇❡rt❤♦❧❞✱ ◆✳✱ ❋❡❤♥✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❚❤♦❞❡✱ ❊✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❋❛❧❧✐♥❣ ❧❛❜♦✉r s❤❛r❡ ❛♥❞ r✐s✐♥❣ ✉♥✲
❡♠♣❧♦②♠❡♥t✿ ▲♦♥❣✲r✉♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s❤♦❝❦s❄ ●❡r♠❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇✱ ✸✿✹✸✶✕✹✺✾✳

❇❧❛♥❝❤❛r❞✱ ❖✳ ❏✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡ ▼❡❞✐✉♠ ❘✉♥✳ ❇r♦♦❦✐♥❣s P❛♣❡rs ♦♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆❝t✐✈✐t②✱
✷✿✽✾✕✶✺✽✳

❇♦❞❦✐♥✱ ❘✳ ●✳ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✱ ▲✳ ❘✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹✾✿✷✽✕✹✹✳

❈❛❜❛❧❧❡r♦✱ ❘✳ ❏✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❙♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✽✺✿✶✺✸✕✻✺✳

❈❛❜❛❧❧❡r♦✱ ❘✳ ❏✳ ❛♥❞ ❍❛♠♠♦✉r✱ ▼✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❏♦❜❧❡ss ❣r♦✇t❤✿ ❆♣♣r♦♣r✐❛❜❧✐t②✱ ❢❛❝✲
t♦r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❈❛r♥❡❣✐❡✲❘♦❝❤❡st❡r ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱
✹✽✿✺✶✕✾✹✳

❈❤✐r✐♥❦♦✱ ❘✳ ❙✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❙✐❣♠❛✿ ❚❤❡ ▲♦♥❣ ❛♥❞ ❙❤♦rt ♦❢ ■t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝r♦❡❝♦✲
♥♦♠✐❝s✱ ✸✵✭✷✮✿✻✼✶✕✻✽✻✳

❉❛✈✐❞✱ P✳ ❆✳ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡ ❑❧✉♥❞❡rt✱ ❚✳ ✭✶✾✻✺✮✳ ❇✐❛s❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✲
❧❛❜♦r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯❙✱ ✶✽✾✾✲✶✾✻✵✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✺✺✿✸✺✼✕✸✾✹✳
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❉✐❛♠♦♥❞✱ P✳✱ ❋❛❞❞❡♥✱ ❉✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ▼✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❛s✲
t✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐❛s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ ❋✉ss✱ ▼✳ ❛♥❞ ❋❛❞❞❡♥✱ ❉✳ ▼✳✱
❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✷✺✕✶✹✼✳ ❆♠st❡r❞❛♠ ❛♥❞ ◆♦rt❤ ❍♦❧✲
❧❛♥❞✳

❉✐❝❦✐♥s♦♥✱ ❍✳ ✭✶✾✺✺✮✳ ❆ ◆♦t❡ ♦♥ ❉②♥❛♠✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱
✷✷✭✸✮✿✶✻✾✕✶✼✾✳

❉✉✛②✱ ❏✳ ❛♥❞ P❛♣❛❣❡♦r❣✐♦✉✱ ❈✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✱
✺✿✽✻✕✶✷✵✳

●❡♥ç✱ ▼✳ ❛♥❞ ❇❛✐r❛♠✱ ❊✳ ■✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ❇♦①✲❈♦① ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❱❊❙ Pr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ✐♥ ❊✳ ■✳ ❇❛✐r❛♠✱ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦st ❋✉♥❝t✐♦♥s✱ ❆s❤❣❛t❡ Pr❡ss✳

❍❛r❞②✱ ●✳ ❍✳✱ ▲✐tt❧❡✇♦♦❞✱ ❏✳ ❊✳✱ ❛♥❞ P♦❧②❛✱ ●✳ ✭✶✾✸✹✮✳ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷♥❞ ❡❞✳ ✶✾✺✷✳

❏♦♥❡s✱ ❈✳ ■✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷✵✭✷✮✿✺✶✼✕✺✹✾✳

❏♦♥❡s✱ ❘✳ ✭✶✾✻✺✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✼✸✭✻✮✿✺✺✼✕✺✼✷✳

❑❛♠✐❡♥✱ ▼✳ ■✳ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛rt③✱ ◆✳ ▲✳ ✭✶✾✻✽✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ■♥❞✉❝❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✸✻✿✶✕✶✼✳

❑❡♥♥❡❞②✱ ❈✳ ✭✶✾✻✹✮✳ ■♥❞✉❝❡❞ ❜✐❛s ✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✼✹✿✺✹✶✕✺✹✼✳

❑❧✉♠♣✱ ❘✳ ❛♥❞ ❞❡ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡✱ ❖✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✿ t✇♦ t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ s♦♠❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱
✾✵✿✷✽✷✕✷✾✶✳

❑❧✉♠♣✱ ❘✳✱ ▼❝❆❞❛♠✱ P✳✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧♠❛♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❋❛❝t♦r ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❋❛❝t♦r
❆✉❣♠❡♥t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ❯❙✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱
✽✾✭✶✮✿✶✽✸✕✾✷✳

❑❧✉♠♣✱ ❘✳ ❛♥❞ Pr❡✐ss❧❡r✱ ❍✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳
❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✷✿✹✶✕✺✻✳

❑♠❡♥t❛✱ ❏✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ❖♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✿✶✽✵✕✶✽✾✳

❑✉♠❛r✱ ❚✳ ❑✳ ❛♥❞ ●❛♣✐♥s❦✐✱ ❏✳ ❍✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ Pr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡rs✿ ❆ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱
✺✻✭✹✮✿✺✻✸✕✺✻✼✳

▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡✱ ❖✳ ❞✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ■♥ q✉❡st ♦❢ t❤❡ ❙❧✉t③❦② ❞✐❛♠♦♥❞✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇✱ ✼✾✿✹✻✽✕✹✽✶✳

▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡✱ ❖✳ ❞✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✿ ❆ ❯♥✐✜❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡✱ ❖✳ ❞✳ ❛♥❞ ❙♦❧♦✇✱ ❘✳ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❛♥s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✼✭✸✮✳
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▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡✱ ❖✳ ❞✳ ❛♥❞ ❙♦❧♦✇✱ ❘✳ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦✉r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳ ■♥ ▲❛ ●r❛♥❞✈✐❧❧❡✱ ❖✳ ❞✳✱ ❡❞✐t♦r✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✿ ❆ ❯♥✐✜❡❞
❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✳

▼❛❞❞❛❧❛✱ ●✳ ❙✳ ❛♥❞ ❑❛❞❛♥❡✱ ❏✳ ❇✳ ✭✶✾✻✻✮✳ ❙♦♠❡ ♥♦t❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱
✹✽✭✸✮✿✸✹✵✕✸✹✹✳

▼❛♥❦✐✇✱ ◆✳ ●✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♥❛t✐♦♥s✳ ❇r♦♦❦✐♥❣s P❛♣❡rs ♦♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❆❝t✐✈✐t②✱ ✶✿✷✼✺✕✸✶✵✳

▼❛rq✉❡tt✐✱ ❆✳ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ r❡❣✐♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧✲♠❛r①✐❛♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞
❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✺✷✿✶✾✶✕✷✵✵✳
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Table 1. Empirical Studies of Aggregate Elasticity of Substitution and Technological Change in the US 
   

Estimated Annual Rate Of Efficiency 
Change 

Study  Sample 
Assumption on 
Technological 

Change 

Estimated 
Elasticity of 
Substitution 

σ̂  

Hicks 
Neutral: 

N K
γ γ=  

Labor‐ 
Augmenting: 

N
γ  

Capital‐ 
Augmenting: 

K
γ  

Arrow et al. 
(1961) 

1909‐1949  Hicks‐Neutral 0.57  1.8  ‐  ‐ 

Kendrick and 
Sato (1963)  1919‐1960  Hicks‐Neutral 0.58  2.1  ‐  ‐ 

Brown and De 
Cani (1963) 

1890‐1918 

1919‐1937 

1938‐1958 

1890‐1958 

Factor 
Augmenting 

0.35 

0.08 

0.11 

0.44 

Labor saving (
N K

γ γ− = 0.48) 

Labor saving (
N K

γ γ− = 0.62) 

Labor saving (
N K

γ γ− = 0.36) 
? 

David and van de 
Klundert (1965) 

1899‐1960 
Factor 

Augmenting 
0.32  ‐  2.2  1.5 

Bodkin and 
Klein (1967) 

1909‐1949  Hicks‐neutral  0.5‐0.7  1.4‐1.5     

Wilkinson (1968)  1899‐1953 
Factor 

Augmenting 
0.5  Labor saving (

N K
γ γ− = 0.51) 

Sato (1970)  1909‐1960 
Factor 

Augmenting 
0.5–0.7  ‐  2.0  1.0 

Panik (1976)  1929‐1966 
Factor 

Augmenting 
0.76  Labor saving  (

N K
γ γ− = 0.27) 

Berndt (1976)  1929‐1968  Hicks‐neutral  0.96‐1.25  ?  ‐  ‐ 

Kalt (1978)  1929‐1967 
Factor 

Augmenting 
0.76  ‐  2.2  0.01 

Hicks‐neutral  0.94‐1.02  1.14  ‐  ‐ 
Antràs (2004)  1948‐1998 

Factor‐
augmenting 

0.80  Labor saving (
N K

γ γ− = 3.15) 

Klump, McAdam 
and Willman 

(2007) 
1953‐1998 

Factor‐
augmenting 

0.56  ‐  1.5  0.4 
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