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❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s s♦❧✈✐♥❣ ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❬✻✽❪✳ ❖♥
♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
●r❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ✉s✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ t✇♦ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ❬✷✺❪✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐♥t♦ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❬✹✱✸✶❪✳ ❚❤✐s ❊✉❧❡r✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ❜✉t t❤❡ ❝♦❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ r❡q✉✐r❡s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s
❬✻✼❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✉s❡ ❛ t✇♦ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ ❛ ✢✉✐❞✐s❡❞ ❜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❛ ✢✉✐❞ ❬✺✵✱✾❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❣r❛✐♥s t♦t❛❧❧② ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ❬✺✸❪✳ ■t ✐s q✉✐t❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞
♣❤❛s❡ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡
✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✜♥❡ s❝❛❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❧✐❦❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤
❣r❛✐♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ t❤❡ t✇♦
♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭❉❊▼✮ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❣r❛✐♥s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡
♦t❤❡r ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❊✈❡♥t ❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✹✷❪ ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦
s♦❧✈❡ ❝♦♥t❛❝ts ✐♥ ❞❡♥s❡ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❞✐❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❋♦r ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ✉s❡ t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❉❊▼ ❬✶✻❪✱ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞
s❧✐❣❤t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✱ ♣❧❛st✐❝ ❛♥❞
❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥s♠♦♦t❤ ❣r❛✐♥s ♠♦❞❡❧ ❬✸✷❪
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦t❛❧❧② ❜❛♥♥❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✸

❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳
▼❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✢✉✐❞ ❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ✭♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧✮ s❝❛❧❡
t❤❛♥ t❤❡ ✜♥❡ ❣r❛✐♥ s❝❛❧❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✈❡r② ❈P❯ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳
❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ❝♦✈❡r✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛t
❡❛❝❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❬✷✾❪❀ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❡♥❛❧t② ♦r ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs
♠❡t❤♦❞s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❬✹✽❪ ❛✈♦✐❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢
♠❡s❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢r❡❡ ✐ts❡❧❢ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ❜② ✉s✐♥❣✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢✉✐❞ ❬✻✺❪✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✇❤❡♥ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ t❤✐s ❣❛♣ ❬✹✺❪✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡② ❞♦
♥♦t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✻✻✱✷✸❪✳

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞
❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❚s✉❥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾✱✻✵❪ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✢✉✐❞✐s❡❞ ❜❡❞s✱ ❛ ❧♦t ♦❢ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t♦
t❡st t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❬✻✸✱✷✽❪✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❈❋❉✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❞❡♥s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ s②st❡♠
❧✐❦❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦r ♣❡tr♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✻✼❪ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛t❡ ✢♦✇s
✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❧✐❦❡ ❣❛s✲s♦❧✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ ❝♦♥✈❡②✐♥❣ ❜❛♥❞ ♦r ❣❛s
❝②❝❧♦♥❡ s❡♣❛r❛t♦r ❬✶✺✱✶✹❪✳ ❚❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t❤❛♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥
t❤❛t ❛r❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❯♥r❡s♦❧✈❡❞ ❈❋❉✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧s
s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ t♦ ♣✉r❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣✐♣❡✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❛❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡
❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ✢✉✐❞ ❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s♦❧✐❞ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛t t❤❡ ✜♥❡ ❣r❛✐♥ s❝❛❧❡ ❬✻✹❪✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤
♣❤❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞✳ ■t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛t t❤❡ ✜♥❡ s❝❛❧❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❬✻✶❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣
t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦r ❜✉♦②❛♥❝②
❢♦r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❬✸✺❪✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❡♥❞ t♦ ❢❛✈♦✉r
♠♦❞❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐s ♦♥❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❬✷✻❪ ❜✉t
❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ st❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ❬✶✽❪✳

❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❈❋❉✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r
✢♦✇s✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥s ♠♦t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥s♠♦♦t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞
❬✶✾❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡
❜❛s❡❞ ♠❡s❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ❛t r❡❣✉❧❛r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ✢♦✇ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❯♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ✉s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡♥s✉r❡ ❛ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇s ❜✉t r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ st❛❜✐❧✐s❡❞✳ ❆
st❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤♦✉❣❤ r❡q✉✐r❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❜♦t❤ ♦♥
t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s✳



✹ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❞r♦♣s t❤❛t r❡❢❡rs t♦ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s s❡tt❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ✭✈✐s❝♦✉s✮ ✢✉✐❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❇r✐♥❦♠❛♥ ❬✶✷❪ ✐♥ ✶✾✹✼ ♦♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② ❛ ✢✉✐❞ ♦♥ ❛ ❝❧♦✉❞
♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ ❛ ❧♦t ♦❢ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞r✐✈❡♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ❣r❡❛t ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇❛s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❞r♦♣
✇❤❡♥ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ ✶✾✼✼✱ ❆❞❛❝❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ tr✐❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❜✉t ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❛ tr✐❝❦② st❡♣
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞r♦♣✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❣♦ t❤r♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r st❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r
❢❛❧❧ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❜② ❆❞❛❝❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪✳ ❏✉st ❛❢t❡r t❤❡ ❞r♦♣ ❜❡❣✐♥s t♦
♠♦✈❡✱ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ t❛✐❧ t❤❛t ❣r♦✇s ✐♥ t✐♠❡ ✉♥t✐❧
✐t s❡♣❛r❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✇❛r♠✳ ❚❤❡ t❛✐❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❣r❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛r ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r❛✐♥s ❢r♦♠ ✐♥s✐❞❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s ❣r❛✐♥s ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❧❡❛❦❛❣❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡
s✇❛r♠✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❬✹✻❪✳ ❆t s♦♠❡ t✐♠❡
t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ t❛✐❧ ❜r❡❛❦s ✉♣✳ ❚❤❡
✢✉✐❞ ❝❛♥ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ❛♥❞ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣❡♥ t♦r✉s
t❤❛t ❞❡st❛❜✐❧✐s❡s ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡s t♦ ❢♦r♠ t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮
s❡❝♦♥❞❛r② ❞r♦♣❧❡ts ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡ t♦r✉s ❜r❡❛❦s ✉♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②s❡❞
st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s✇❛r♠ ❜② ▼❡t③❣❡r
❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❧❡❛❦❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✳

■♥t❡r❡sts ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞r♦♣s ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s
❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞r♦♣s s❡tt❧✐♥❣ ❛t ✈❛♥✲
✐s❤✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙t♦❦❡s ❝❧♦✉❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙t♦❦❡s❧❡t
♠♦❞❡❧ ❬✹✻❪ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✹✶✱✹✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞r♦♣ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞
❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❡rt✐❛✳ ❙✉❜r❛♠❛♥✐❛♥ ❛♥❞ ❑♦❝❤ ❬✺✺❪ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s
❢♦r s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞r♦♣s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❖s❡❡♥ str❡❛♠ ❢✉♥❝t✐♦♥
❬✸✼✱✻❪ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞r♦♣s ❛t s♠❛❧❧ ❜✉t ♥♦♥✲③❡r♦ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♦✉r❝❡✲✜❡❧❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣
❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ❢❛st❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❜r❡❛❦✲✉♣
♦❝❝✉rs ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❡rt✐❛ ❬✹✾❪ ❜✉t ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤✐s t✐♠❡ t❡♥❞s t♦ ❛
st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❬✹✵❪✳ ❚❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ❤❛s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❞r♦♣❧❡ts t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ❜r❡❛❦✲✉♣ ❬✽❪✳

■❢ ❛ ❧♦t ♦❢ t❤❡s❡ r❡s❡❛r❝❤❡s st❛t❡ ❛❜♦✉t ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❝❧♦✉❞s✱ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝❧♦✉❞s✳ ❆❜❛❞❡ ❛♥❞ ❈✉♥❤❛ ❬✶❪ st✉❞✲
✐❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝❧♦✉❞s ❛♥❞ ✜♥❞ ✐t ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛✲
r❛❜❧❡ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❝❧♦✉❞s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ▼②❧②❦
❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪✱ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝❧♦✉❞s ❛♥❞ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡
❝❧♦✉❞s ❬✷✼❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐s t❤❛t s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s ❧❡❛✈❡ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝❧♦✉❞
❢❛st❡r t❤❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛✐♥s ✐♥ ❛ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❝❧♦✉❞✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t✐♠❡
♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❜r❡❛❦✲✉♣ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r
❡❛r❧✐❡r✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✐s ❞❡♣❡♥❞❛♥t
♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝❧♦✉❞✳ ❆ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s
❛r❡ ❧♦st ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ✉♥♠✐①❡❞ ❝❧♦✉❞s t❤❛♥ ✐♥ ♠✐①❡❞ ❝❧♦✉❞s ❬✶✸❪✳



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✺

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞
❈❋❉✲❉❊▼✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❙t♦❦❡s ❝❧♦✉❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢
✢♦✇s ❛t ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢❛st
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✷ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠✉❧✲
t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ✐ts ❦❡② ♣♦✐♥ts✳ ❋✐rst ❝♦♠❡s t❤❡ ❝♦❛rs❡ s❝❛❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥
t❤❡ ✢♦✇ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥s♠♦♦t❤ ❉❊▼ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥s✐st✲
✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥t❛❝t s♦❧✈❡r t♦ ✜♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ s❝❛❧❡ ✢✉✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ s❝❛❧❡ s♦❧✐❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✳✶ ❋❧✉✐❞ P❤❛s❡ ❉②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞
❬✹❪✳ ❚❤❡s❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣♦r♦s✐t② φ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ❏❛❝❦s♦♥ ❬✹❪✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ρ ✐s
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ u = φw t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛r❡✿

ρ

(
∂u

∂t
+∇ · uu

φ

)

= ∇ · [2µφd(u)− pI] + f + φρg, ✭✶✮

∂φ

∂t
+∇ · u = 0, ✭✷✮

✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ f ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉✐❞✲❣r❛✐♥s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✱ g ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t②✱ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r ❛♥❞ d(u) ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
t❡♥s♦r✿

d(u) ,

(

∇
u

φ
+

(

∇
u

φ

)T
)

.

■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞s p ❛♥❞ u ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦s✐t②
✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✐♥
t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ▼♦❞❡❧ ❇ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐① ♠❡❞✐✉♠ ❬✷✺❪ t❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ❬✷✷❪✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡
❛ t②♣✐❝❛❧ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠

ρ

(
∂u

∂t
+∇ · uu

φ

)

= ∇ · (2µφd(u)) −∇p +f + φρg

∂φ

∂t
= −∇ · u 0 0



✻ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ t♦ s♦❧✈❡ ✉s✐♥❣ ❛ st❛❜✐❧✐s❡❞ P1✲P1 ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✿

p(x, t) ≃ ph(x, t),

u(x, t) ≃ u
h(x, t).

❋✐♥❞ (uh, ph) s✉❝❤ t❤❛t

〈

û
h

(

ρ
∂uh

∂t
+ ρ∇ ·

uhuh

φ
− f

h
− φρg

)〉

+
〈

∇û
h
·

(

2µφd(u
h
) − p

h
I
)〉

= 0 ∀û
h
,

〈

p̂
h ∂φ

∂t

〉

+
〈

∇p̂
h
·

(

−u
h
+ ε∇p

h
)〉

= 0 ∀p̂
h
,

✭✸✮

✇❤❡r❡ ûh, p̂h ❛r❡ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ t♦ st❛❜✐❧✐s❡❞ t❤❡ P1✲P1 ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ ▲❇❇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✸✻✱✶✵✱✺❪✳ ❯♥❧❡ss t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡ st❛❜✐❧✐s❡❞✱ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣r❡ss✉r❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❜❧♦✇ ✉♣✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ t❡r♠ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛
s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❛❜❧❡ ❬✸✵✱✶✶❪✳
❚❤✐s st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ε t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐❢ ✐t ✐s t♦♦ ❜✐❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✐t ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
t❡r♠ ❞♦❡s ♥♦t st❛❜✐❧✐s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥②♠♦r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♦r❞❡r O(h2/ν)
✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡ ❬✸✵❪✳

✷✳✷ ❙♦❧✐❞ P❤❛s❡ ❉②♥❛♠✐❝s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♥♦♥s♠♦♦t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧
❣r❛✐♥s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ♦♥❧② ✈✐❛ ❝♦♥t❛❝t ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥ i ✭❤❡r❡ ❢r❡❡ ♦❢
❝♦♥t❛❝t✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ◆❡✇t♦♥ s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

❞

❞t
(mivi) = mig − Vi ∇p|xi

− fi ✭✹✮

✇❤❡r❡ mi✱ Vi✱ xi ❛♥❞ vi ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❛ss✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞✲❣r❛✐♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Vi ∇p|xi

❛♥❞ fi✳
❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s
❛ ❢r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t②❀ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ❝♦♥t❛❝t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s✱ t❤✐s ❢r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥t❛❝t r❡❛❝t✐♦♥s
❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥s♠♦♦t❤ ❈♦♥t❛❝t ❉②♥❛♠✐❝s ♠❡t❤♦❞ ✭◆❙❈❉✮ ❬✸✷❪✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛❝ts✳
❆ ♣❛✐r ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡r t❤❛♥ ❛♥ ❛❧❡rt
❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❛❧❡rt ❞✐st❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ❛❧❡rt ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥✳ ■t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❛❧❡rt ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✐❞
t✐♠❡ st❡♣ ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢❛st❡st ❣r❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t tr❛✈❡❧ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✐ts r❛❞✐✉s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❧❛✇s✳



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✼

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❈♦♥t❛❝t❙♦❧✈❡r

❈r❡❛t❡ ❛ q✉❡✉❡ Q ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛❝ts
❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛❝t q ∈ Q ❞♦

dq =‖ xj − xi ‖ −(rj + ri)
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ♦❜❥❡❝ts i ❛♥❞ j ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ q

nq =
xj − xi

‖ xj − xi ‖

t❤❡ ❝❡♥tr❡✲t♦✲❝❡♥tr❡ ♥♦r♠❛❧ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ q

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② δvq ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣
❡♥❞

✇❤✐❧❡ Q ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦

❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛❝t q ∈ Q ❞♦

• ❱❡r✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❛✇ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥
❝♦♥t❛❝t q✿

vi

vj

← vi +
mj

mi +mj

δvqnq

← vj −
mi

mi +mj

δvqnq

r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♦❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t q

δvq ← max

(

0, (vi − vj) · nq −
dq

∆t

)

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t
q t♦ ✈❡r✐❢② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t✐❡s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥✲
t❛❝ts

vi

vj

← vi −
mj

mi +mj

δvqnq

← vj +
mi

mi +mj

δvqnq

✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② ❝♦♥t❛❝t q

• ❙✉♣♣r❡ss q ❢r♦♠ Q

• ❆❝t✉❛❧✐s❡ Q

✐❢ ∆δvq∆t > ζ ✇❤❡r❡ ζ ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❞ ∆δvq ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❛❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

♦♥❡ t❤❡♥

■♥s❡rt ✐♥ Q ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛❝ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ Q ✐♠♣❧②✐♥❣ i ♦r j
❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t r❡❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ❣r❛✐♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧✲
t❛♥t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t❛❝ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❣r❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❆ ❜♦✉♥❞❛r②
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ♠❛ss ❛t r❡st✳

❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ♠❡t❤♦❞ ✭◆▲●❙✮ ✉s❡❞
✐♥ ◆❙❈❉ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t♦ ❢❛st❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❯s✉❛❧❧② ❛ ❧♦♦♣ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛❝ts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ◆▲●❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❬✸✷✱✸✸✱✺✶✱✸✱✸✹❪❀ ✐t
❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ t✐♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ ♠❛♥② ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛t r❡st ❛s ✐♥ ❞❡♣♦s✐t✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② s❦✐♣♣✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
❣r❛✐♥s ♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❝♦♥t❛❝ts ✉♣ t♦ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛



✽ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

q✉❡✉❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❝♦♥t❛❝ts ❝❛♥ t❤❡♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ st❡❛❞② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤♦✉t ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❡♠♣t②✳

✷✳✸ ❋❧✉✐❞✲●r❛✐♥s ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❋♦r❝❡

❖♥❡ q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞✲❣r❛✐♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡❄ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ✜tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢♦r ♠✉❧t✐❣r❛✐♥s
✢♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❛ ❙t♦❦❡s r❡❣✐♠❡ ♦r ❛ ❞✐❧✉t❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❬✼❪ ❜✉t ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞r❛❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞❡❞✉❝❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❡r❝♦❧❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜①❡❞ ❛ss❡♠❜❧❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❬✷✵❪
♦r ♦♥ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ❞✐❧✉t❡ ♣❛❝❦ ♦❢ ❣r❛✐♥ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ ❬✺✷❪✳
❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❣r❛✐♥s ♠❡❞✐✉♠ r❡q✉✐r❡s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❣r❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞✲❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r❛✐♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞✲❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡
❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② g(φ)
❬✺✷❪✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞✲❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

fi = g
(

φ|xi

)

Cdπr
2
i

ρ

2

∥
∥
∥
∥
∥
vi −

u

φ

∣
∣
∣
∣
xi

∥
∥
∥
∥
∥

︸ ︷︷ ︸

, γi

(

vi −
u

φ

∣
∣
∣
∣
xi

)

✭✺✮

✇❤❡r❡ ri ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ Cd ✐s t❤❡ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ✇❡❧❧✲
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r❛✐♥s ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ❘❡i ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❛❧❧❛✈❛❧❧❡ ❬✶✼❪✿

Cd =

(

0.63 +
4.8√
❘❡i

)2

✇✐t❤

❘❡i =
2riρ φ|xi

µ

∥
∥
∥
∥
∥
vi −

u

φ

∣
∣
∣
∣
xi

∥
∥
∥
∥
∥

❲❡♥ ❛♥❞ ❨✉ ❬✻✷❪ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② t❤❛t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s r❡❣✐♠❡s✿

g
(

φ|xi

)

= φ−β
∣
∣
∣
xi

✇✐t❤ β = 1.8 ❜✉t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♠❛♥② r❡✜♥❡♠❡♥ts ❢♦r t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬✻✽✱✸✺✱✸✾✱✺✻✱✷✶❪
t♦ ✜t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❘❡②♥♦❧❞s r❡❣✐♠❡s✳ ❇② t❤❡ ◆❡✇t♦♥
t❤✐r❞ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ t❤✐s ❢♦r❝❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡
❣r❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✿

f =
∑

i∈G

(

Vi ∇p|xi
+ fi

)

δ|xi

✇❤❡r❡ G ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ δ|xi
✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❡❞ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥s

♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐t ✐s ♥♦✇ ❝❧❡❛r t❤❛t
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ f ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ fh ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡
t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ p,u ❛♥❞ ph,uh✳



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✾

✷✳✹ ❚✐♠❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞

❋♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✢✉✐❞✲❣r❛✐♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲t❡r♠ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♥❡❡❞s
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳
❆♥ ❡❛s② ✇❛② t♦ tr❡❛t t❤✐s ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ❬✹✼❪ t♦
❧✐♥❡❛r✐s❡ t❤❡ s♦✉r❝❡✲t❡r♠ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ♥❡①t
t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✺✮ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ ❛ s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡✿

mi

∆t

(
v
∗
i − v

n
i

)
= mig − Vi ∇pn+1

∣
∣
∣
xi

− γn
i

(

v
∗
i − un+1

φn

∣
∣
∣
∣
xi

)

✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ v∗
i ✐s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t②

♦❢ ❣r❛✐♥ i ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛s

v
∗
i =

(mi

∆t
+ γn

i

)−1

[

mi

∆t
v
n
i + γn

i

un+1

φn

∣
∣
∣
∣
xi

+mig − Vi ∇pn+1
∣
∣
∣
xi

]

.

❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡✲t❡r♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
st❛❜❧❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛t ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ (n+ 1)∆t✿

f
n+1

i =

(
1

γn
i

+
∆t

mi

)−1
[

v
n
i − un+1

φn

∣
∣
∣
∣
xi

+∆t

(

g −
Vi ∇pn+1

∣
∣
xi

mi

)]

❚❤✐s ❢♦r❝❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡s
❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡
♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✢✉✐❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ❛
t✐♠❡ ❧♦♦♣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ●r❛♥✉❧❛r❋❧♦✇❙♦❧✈❡r

✇❤✐❧❡ n∆t < Tf ❞♦

✶✳ ❖❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② φn ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s xn

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② un+1✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ pn+1 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s fn+1

i
❢r♦♠ un, pn, vn

i ❛♥❞ φn ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠

✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s vn+1

i t❤❛t ♣r❡✈❡♥t ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❢r♦♠ vn
i ❛♥❞ fn+1

i ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶

✹✳ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s xn+1

i ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s vn
i

❡♥❞



✶✵ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

❙❡ts R0 ri ρ mi/Vi ν φ ❘❡ ❙t
10−3m 10−6m kg/m3 kg/m3 10−4Pa s

✶ 3.3 154 1030 2450 11.34 0.8 9 · 10−5 2 · 10−8

✷ 2 25 1200 2400 1 0.987 10−5 4 · 10−11

✸ 2.7 25 1220 2400 1 0.97 6 · 10−5 9 · 10−11

✹ 2 25 1000 1600 0.1 0.9935 3 · 10−5 2 · 10−10

✺ 2 25 1000 400 0.1 0.9935 3 · 10−5 5 · 10−11

✻ 2 25 1000 1600 0.01 0.9935 3 · 10−4 2 · 10−9

✼ 2 25 1000 400 0.01 0.9935 3 · 10−4 5 · 10−10

❚❛❜❧❡ ✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧♦✉❞s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ✢✉✐❞

✸ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ✜rst t❡sts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ st❛❣❡ t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ ❛ s✇❛r♠ ♦r ❛ ❞r♦♣ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❣r❛✐♥s
✐♥ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞r♦♣ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❢❛❧❧✳ ■♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ st❡♣s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦♥♦✲ ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡
❞r♦♣s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛♥❞ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✶ ❙t♦❦❡s ❈❧♦✉❞ ▼❛❞❡ ♦❢ ●r❛✐♥s

❆ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❧♦✉❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▼❡t③❣❡r
❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪ ❣❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝❧♦✉❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❙t♦❦❡s❧❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❝❧♦✉❞ ❜② ❛ s②r✐♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✐s s❡t t♦ t❤❡ ❙t♦❦❡s s❡tt❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✿

U0 ∼ φR2
0g

mi − ρVi

Viµ

✇❤❡r❡ R0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞✳ ▼❛❝❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞✳ ■t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❧♦✉❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧❧✲s❤❛♣❡❞ ❝❧♦✉❞
s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② s♣❤❡r✐❝❛❧
❝❧♦✉❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② ❆❞❛❝❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ❢❛❧❧
♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❝r❡❛t❡s ❛ t♦r♦✐❞❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞✱ t❤❡ ✢✉✐❞ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥
♦✉ts✐❞❡ s♦ t❤❛t ♥♦ ✢✉✐❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞✳
❚❤❡ ✢✉✐❞ str❡❛♠❧✐♥❡s ❢♦r♠ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳❚❤✐s ❋✐❣✉r❡ ✶ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛♥
❋✐❣✉r❡ ✶✷ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❡t③❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪✳

❆❢t❡r ❜❡✐♥❣ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❧❡♥❣t❤❡♥s ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧✳ ❙♦♠❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛r ❜② t❤❡
❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡② ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❜r❡❛❦✳
❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐✉s R(t)
❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✈❡rt✐❝❛❧ r❛❞✐✉s H(t) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ❝❧♦✉❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐✉s
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥tr❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✐♥



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✶✶

t = 0s t = 100s

t = 275s t = 400s

❋✐❣✳ ✶✿ ❋❧✉✐❞ str❡❛♠❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♦❢ ❛ tr✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❡t ✶ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❝❡♥tr❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤✳ ❚♦♣✲r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ✜❣✉r❡s
s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ✸❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✶✼✵✹
❣r❛✐♥s✳

t❤❡ ♣❧❛♥❡ xy ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 80% ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✈❡rt✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ✐s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ♠❛ss t♦ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♥t✳

❚❤❡ ❡s❝❛♣❡❞ ❣r❛✐♥s ❢❛❧❧ ♠♦r❡ s❧♦✇❧② t❤❛♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ t❤❡② ❢♦r♠ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ t❛✐❧
❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s n(t) ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛✐❧✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛✐❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❝✮✳ ❆❢t❡r ❛ ✇❤✐❧❡✱
t❤❡ t❛✐❧ ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ ❧❡❢t ❜❡❤✐♥❞✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤✐s ❣r❛✐♥
❧❡❛❦❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞✱ t❤❡
r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❬✹✻❪✳

❆♥ ♦✈❡r♣r❡ss✉r❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞❡r♣r❡ss✉r❡ ♣♦✐♥t ❛t
t❤❡ r❡❛r ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❣♦ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢♦r❝❡s t❤❡
❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ t♦ ✢❛tt❡♥✳ ❚❤✐s ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❛♥❞
s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮ ❛♥❞ ✸✭❜✮✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ t❤❡ st❛r ❡①♣♦♥❡♥t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐s❡❞ ✇✐t❤
R0 ❛♥❞ U0✳

■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧♦✉❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t♦♦ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ ✐t ✐s ❞✐s✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜②
❝♦♥st❛♥t❧② ❧♦s✐♥❣ ❣r❛✐♥s ✐♥t♦ t❤❡ t❛✐❧ ❬✹✻❪✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❧❡❢t
t❤❡ s✇❛r♠✱ t❤❡ ♦✈❡r♣r❡ss✉r❡ ♣♦✐♥t ❢♦r❝❡s t❤❡ ✢✉✐❞ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣
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❋✐❣✳ ✷✿ ❙❤❛♣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t♦r✉s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦✉❞
♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❙❡t ✶ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❈❧♦✉❞ st❛t❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ∆t = 5s✳

✐t ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣❡♥ t♦r✉s✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥ t♦r✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
♣❤❛s❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❬✹✸❪✳ ❚❤❡ t♦r✉s ✐s ✉♥st❛❜❧❡
❛♥❞ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ✐♥t♦ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❞r♦♣❧❡ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❬✹✻❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❙t♦❦❡s ❢❛❧❧✐♥❣ ❝❧♦✉❞ ✐✳❡✳ ❝❧♦✉❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥
❛ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r
❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❝❧♦✉❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞
✐♥❡rt✐❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✿

❘❡ =
U0R0

ν
∼ φ ‖ (ρi − ρVi)g ‖ R3

0

ρViν
≪ 1,

❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② ❢r✐❝t✐♦♥✿

❙t =
miU

2
0

6πµriU0R0

≪ 1.

❋♦r ❞✐❧✉t❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❣r❛✐♥s ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s s❡tt❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡♥ ✐♥❡rt✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
✐s s♠❛❧❧✳ ❋♦r ❞❡♥s❡ ❝❧♦✉❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t♦
✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❙t♦❦❡s s❡tt❧✐♥❣
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❣r❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬✹✶❪✳ ❲❡ ❦❡❡♣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r ❛s
✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥❡rt✐❛ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳
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❋✐❣✳ ✸✿ ✭❛✮ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❧♦✉❞ s❡tt❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② U∗✱ ✭❜✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐✉s
R∗ ❛♥❞ ✭❝✮ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ t❛✐❧ ✈❡rs✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss t✐♠❡ T ∗ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ε ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧♦✉❞ ✇✐t❤ Re = 9 · 10−5 ❛♥❞ St = 2 · 10−8✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❈❋❉✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜②
t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ε✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✷ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
s❤♦✉❧❞ ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❬✶✶✱✸✵❪ ❢♦r t❤❡ ❙t♦❦❡s
♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥ts
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✺✼✱
✺✽✱✺✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❙t♦❦❡s ❝❧♦✉❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ε ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❧❧✱ t❤❡ ❞r♦♣ ✢❛tt❡♥s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧
r❛❞✐✉s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ✢❛tt❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞
t❤❡ ❝❧♦✉❞ s❧♦✇s ❞♦✇♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦✉❞
❛t t❤❡ r❡❛r ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡
✭❋✐❣✉r❡ ✸✭❝✮✮✳ ❚❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ t❛✐❧ ✐s ❧❡❢t ❜❡❤✐♥❞ ❛♥❞
t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❢♦r♠ ❛♥ ♦♣❡♥ t♦r✉s✳



✶✹ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

✸✳✷ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

Corresponding

2D simulation

3D vertical cut

Corresponding

2D simulation

3D vertical cut

❋✐❣✳ ✹✿ ❙❤❛♣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❧♦✉❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙❡t ✷ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❈❧♦✉❞s st❛t❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ∆t = 12.5s✳ ❚❤❡ ✸❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✶✷✽✶✷ ❣r❛✐♥s✳

❚❤❡ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❈❋❉✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ❚❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r❛✐♥s ❛s ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❣r❛✐♥s ♦❢ ✉♥✐t② ❞❡♣t❤✳ ■t
r❡q✉✐r❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
d ❛♥❞ ✉♥✐t② ✇✐❞t❤✿

❘❡i =

√
2d φ|xi

µ

fi = g
(

φ|xi

)

Cdd
ρ

2

∥
∥
∥
∥
∥
vi −

u

φ

∣
∣
∣
∣
xi

∥
∥
∥
∥
∥

(

vi −
u

φ

∣
∣
∣
∣
xi

)

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❢r♦♠ s♣❤❡r❡s t♦ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛❧s♦
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦r♦s✐t②✳



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✶✺

Corresponding

2D simulation

3D vertical cut

Corresponding

2D simulation

3D vertical cut

❋✐❣✳ ✺✿ ❙❤❛♣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❧♦✉❞s ✇✐t❤ ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦✛s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙❡t ✸ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❈❧♦✉❞s st❛t❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡
r✐❣❤t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ∆t = 5s✳ ❚❤❡ ✸❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✼✸✺✾✵ ❣r❛✐♥s✳

❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙t♦❦❡s ❝❧♦✉❞ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝✉t ♦❢ t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❙t♦❦❡s❧❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✹✶✱✹✸❪ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ❙t♦❦❡s s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡
❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ ❖s❡❡♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬✸✽❪✳

■♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❧♦✉❞s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ▼❛❝❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪✳ ❚❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❝❧♦✉❞s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❧❧ t❤❡
✉♣♣❡r ❝❧♦✉❞ ❧❡♥❣t❤❡♥s ✈❡r② ❢❛st ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦♥❡ ✢❛tt❡♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❢r♦♠
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❝❧♦✉❞ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ♦✇♥ ♦✈❡r♣r❡ss✉r❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r♣r❡ss✉r❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝❧♦✉❞✳
❚❤✐s ❝r✉s❤✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❝❧♦✉❞ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ t♦r✉s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♣♣❡r
❝❧♦✉❞ ❝❛♥ ❝r♦ss✳ ❯♥t✐❧ t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♣♣❡r ❝❧♦✉❞ s❡❡♠s t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡
❡①♣❡❞✐t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦✉❞✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♠✉s❤r♦♦♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r
❝❧♦✉❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛✐❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♣♣❡r ❝❧♦✉❞ s❧♦✇ ❞♦✇♥ ❛♥❞ ✇r❛♣ t❤❡ ♦t❤❡r
❝❧♦✉❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s ✈❡rt✐❝❛❧ ❝✉ts ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞s ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❢❛❧❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❞❡t❛✐❧❡❞



✶✻ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

st❡♣✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡r ❧❛②❡r ♦❢ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ✢✉✐❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦✉❞s ✐♥ t❤❡ ✸❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ■♥
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ✢✉✐❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ♠♦✈❡ ✐♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

■t ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥s s♣r❡❛❞ ♠♦r❡ ✐♥ ✷❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❧❧
♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞s t❤❡ ✢✉✐❞ ❤❛s t♦ ❣♦ ✉♣✳ ❋♦r t❤❡ ✸❞ ❝❛s❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t
t❤❡ ❝❧♦✉❞s ✐♥✲❞❡♣t❤ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ✷❞ ❝❛s❡ ✐t ❤❛s t♦ ❝r♦ss t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② s♣r❡❛❞✐♥❣
t❤❡ ❣r❛✐♥s✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❧♦✉❞s ✇✐t❤ ❛♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦✛s❡t✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ ❜✉t t❤❡
❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞s ❝❛✉s❡s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t♦ t❤❡ ❝❧♦✉❞s✳ ❋✐❣✉r❡s
✹ ❛♥❞ ✺ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦♥ ♣✉r♣♦s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ❋✐❣✉r❡s ✶✹
❛♥❞ ✶✻ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▼❛❝❤✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪ t♦ ❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✶ ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❡s❤
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❋✐❣✳ ✻✿ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❡rt✐❝❛❧ ❢❛❧❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ❙t♦❦❡s ❝❧♦✉❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙❡t ✶ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✶ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤✳

❚♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛t ❛ ❣r❡❛t❡r s❝❛❧❡ t❤❛♥ t❤❡
❣r❛✐♥ s❝❛❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❛ ❣r❛✐♥✳ ❈❛♣t✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ✢✉✐❞ ❛t ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✶✼

❋✐❣✳ ✼✿ Pr❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❙t♦❦❡s ❝❧♦✉❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❡t ✶ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ♠❡s❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ●▼❙❍✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✵✵✵ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛
♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ 10−3✳

s❝❛❧❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t
s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡s❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡✜♥❡❞
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s✐③❡ ✜❡❧❞ L ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✿







L = max (min (Lp,Lu, hmax) , hmin)

Lp =
hmin

min

(

1,max

(
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∇pmax
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∇pmin

∇pmax

))

Lu =
hmin

min

(

1,max

(
∇u

∇umax
,
∇umin

∇umax

))

✭✻✮

✇❤❡r❡ hmax ❛♥❞ hmin ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❤❛✈❡ t♦ ❧✐❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s max ❛♥❞ min ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♣r❡ss✉r❡
❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛♥s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣r❛❞✐❡♥t ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢
t❤❡ ♠❡s❤✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♥❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s✐③❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤✐s r❛t✐♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t
♥♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ hmin✳

❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ ❛ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙t♦❦❡s ❝❧♦✉❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✵✵✵ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ 10−3m✳



✶✽ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

❯♥✐❢♦r♠ ❆❞❛♣t✐✈❡

❊❧❡♠❡♥t s✐③❡ ✭10−3♠✮ h = 4 h = 2 h = 1 h ∈ [1; 5]

◆❜ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✺✶✺✺ ✷✵✵✽✶ ✼✾✽✾✺ ∼✷✵✵✵✵

❈P❯ t✐♠❡ ✭s✮ ✺ ✸✸ ✷✷✶ ✺✵

U∗(t∗ = 25) ✵✳✽✸✻✾ ✵✳✾✵✾✸ ✵✳✾✷✷✽ ✵✳✾✷✸✶

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈P❯ t✐♠❡s ❛♥❞ ♠❡s❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ ❛ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙t♦❦❡s
❝❧♦✉❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❡t ✶ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✉♥t✐❧ t∗ = 27

❚❤✐s ♠❡s❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ●▼❙❍ ❬✷✹❪ ✉s✐♥❣ ❛ s✐③❡ ✜❡❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✻✮ t❤❛t ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ♠❛♥② ❡①✲
❛♠♣❧❡s✳

❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛♥
t❤❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s✐③❡ h = 2 · 10−3m ❛♥❞ ❢♦✉r t✐♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❡s❤
✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s✐③❡ h = 10−3m✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st r❡✜♥❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✐s ✹✱✹✺ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❈P❯ t✐♠❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ st❛t❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❛r❡ s✉♠ ✉♣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

❋♦r ♥♦✇ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s r❡❜✉✐❧❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡✇ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ✇✐t❤ h = 2 · 10−3m ✇✐t❤ t❤❡
❈P❯ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❡s❤❡s ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ ✐s ✶✳✺ t✐♠❡s
s❧♦✇❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐t ✐s ♥♦t ❢r✉✐t❢✉❧ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❡s❤
❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❧♦✉❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
r❡✜♥❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✼✱ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❡❛❝❤ ✷✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❧♦✉❞s ❞♦ ♥♦t ❣♦ ♦✉t
♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❛r❡❛✳
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❋✐❣✳ ✽✿ ❙❤❛♣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❧♦✉❞s ♠❛❞❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❣r❛✐♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡
❜❧✉❡ ❝❧♦✉❞ ✭♣❛r❛♠❡t❡r ❙❡t ✺ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✮ ✐s ❧✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡s ✭♣❛r❛♠❡t❡r
❙❡t ✹ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✮ ❛r❡ ❤❡❛✈✐❡r✳ ❈❧♦✉❞s st❛t❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢
∆t = 2.5s✳

❋✐❣✳ ✾✿ ❙❤❛♣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❈❧♦✉❞s ♠❛❞❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❣r❛✐♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡
❜❧✉❡ ❞r♦♣ ✭♣❛r❛♠❡t❡r ❙❡t ✼ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✮ ✐s ❧✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡s ✭♣❛r❛♠❡t❡r
❙❡t ✻ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✮ ❛r❡ ❤❡❛✈✐❡r✳ ❈❧♦✉❞s st❛t❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢
∆t = 0.25s✳



✷✵ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

❘❡❂6 · 10−5

❘❡❂6 · 10−4

❋✐❣✳ ✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✐♠❡s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞r♦♣ ✐s ❧✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡s ❛r❡ ❤❡❛✈✐❡r✳



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✲❉❊▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇s ✷✶

✸✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ▼♦❞❡❧ ❢♦r P♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❋❧♦✇s ✇✐t❤ ◆♦♥ ◆❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ◆✉♠❜❡r

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛
♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤r❡❡ ❝❧♦✉❞s ♠❛❞❡ ✉♣
♦❢ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢❛❧❧ ♦✈❡r ❛ ❝❧♦✉❞ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❣r❛✐♥s
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✾✳
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ❝❧♦✉❞s ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ✉♣♣❡r ❝❧♦✉❞s ❛r❡ ❛ttr❛❝t❡❞ ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣
t✇♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❧♦✉❞s✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ❧❡t ❜② t❤❡ ❝❧♦✉❞s ✐♥ t❤❡✐r ✇❛❦❡✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❘❡✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈②
❝❧♦✉❞s ♠❡r❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝❧♦✉❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r ❘❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧♦✉❞ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡ ❙t♦❦❡s s❡tt❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■t ❛❧s♦
❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s♠❛❧❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ❝❧♦✉❞s ✢❛tt❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜❡❢♦r❡
t❤❡② ❝♦❧❧✐❞❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡② r❡♠❛✐♥s ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❝❧♦✉❞s t♦ ❧❡♥❣t❤❡♥s s♦ t❤❛t ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ❛ ❜✐❣❣❡r t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞s✳

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛ st❛❜✐❧✐s❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥s♠♦♦t❤
❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞✳ ❯s✐♥❣
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ s❝❛❧❡
❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛t ❛ ❣r❡❛t❡r s❝❛❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛✐♥✬s ♦♥❡✳

❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥✲✢✉✐❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡✳ ❚❤✐s ❢♦r❝❡ ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡✲t❡r♠ s♦ t❤❛t ✐ts ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥
❤❛s ❛ ❣r❡❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡
t♦ st❛❜✐❧✐s❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤✐s st❛❜❧❡ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❢r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡
st❡♣ s♦ t❤❛t t❤❡ ✢✉✐❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥s t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡①❛❝t❧②
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳

▼❛♥② st❡♣s st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ❝❡rt✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐s r❡str✐❝t❡❞✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ■t
✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①❛❝t❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s♦♠❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❆ ♣❡r❢❡❝t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐ts ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s ❛ ✉♥✐q✉❡



✷✷ ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ❡t ❛❧✳

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈P❯ t✐♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ t♦
❛❞❛♣t t❤❡ s✐③❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ❙t♦❦❡s ❝❧♦✉❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
♠❡s❤ ❣✐✈❡s ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❈P❯ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ❣r❛✐♥s
✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ s❤❛♣❡s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❙t♦❦❡s❧❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✹✶❪ ✐s t❤❛t ✐t
❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❖s❡❡♥ str❡❛♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✺✺❪
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆❝❤✐❡✈✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ✈❛r✐♦✉s ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❡
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
t❛❝ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝❧♦✉❞s ❝♦❧❧✐❞❡ ❛t ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡
❢r❡❡ ▼❛r❜❧❡s❜❛❣ s♦❢t✇❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❦ ❤tt♣s✿//
❣✐t✳✐♠♠❝✳✉❝❧✳❛❝✳❜❡/✢✉✐❞♣❛rt✐❝❧❡s/♠❛r❜❧❡s❜❛❣✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ▼❛tt❤✐❡✉ ❈♦♥st❛♥t ✐s ❛ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋❡❧❧♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❡❧❣✐✉♠ ❋✉♥❞ ❢♦r
❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ■♥❞✉str② ❛♥❞ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❡ ✭❋❘■❆✮✳

❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❊t❤✐❝❛❧ ❙t❛♥❞❛r❞s

❋✉♥❞✐♥❣✿ ❚❤✐s st✉❞② ✇❛s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋✳❘✳❙✳✲❋◆❘❙ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❋❘■❆ ❣r❛♥t
✭✷✾✻✷✼✺✶✽✮
❈♦♥✢✐❝t ♦❢ ■♥t❡r❡st✿ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❆❜❛❞❡✱ ●✳✱ ❈✉♥❤❛✱ ❋✳✿ ❈♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❞✉r✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✾✻✭✹✺✮✱ ✹✺✾✼✕✹✻✶✷ ✭✷✵✵✼✮

✷✳ ❆❞❛❝❤✐✱ ❑✳✱ ❑✐r✐②❛♠❛✱ ❙✳✱ ❨♦s❤✐♦❦❛✱ ◆✳✿ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s✇❛r♠ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛
✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞✳ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ✼✸✸✱ ✶✶✺✕✶✷✶ ✭✶✾✼✽✮

✸✳ ❆❧❛rt✱ P✳✱ ❈✉r♥✐❡r✱ ❆✳✿ ❆ ♠✐①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❜❧❡♠s ♣r♦♥❡ t♦
♥❡✇t♦♥ ❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✲
✐♥❣ ✾✷✱ ✸✺✸ ✕ ✸✼✺ ✭✶✾✾✶✮✳ ❉❖■ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✹✺✲✼✽✷✺✭✾✶✮✾✵✵✷✷✲❳✳ ❯❘▲
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❡♥❝❡❞✐r❡❝t✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛rt✐❝❧❡✴♣✐✐✴✵✵✹✺✼✽✷✺✾✶✾✵✵✷✷❳

✹✳ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❚✳✱ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❘✳✿ ❆ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞✐③❡❞ ❜❡❞s✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ st❛t❡ ♦❢ ✢✉✐❞✐③❛t✐♦♥✳ ■✫❊❈ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ✼✱ ✶✷✕✷✶ ✭✶✾✻✽✮

✺✳ ❇❛❜✉s❦❛✱ ■✳✿ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦ ✷✵✭✸✮✱ ✶✼✾✕✶✾✷ ✭✶✾✼✸✮

✻✳ ❇❛t❝❤❡❧♦r✱ ●✳❑✳✿ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✭✶✾✻✼✮
✼✳ ❇❛t❝❤❡❧♦r✱ ●✳❑✳✿ ❙❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐❧✉t❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡✲

❝❤❛♥✐❝s ✺✷✭✷✮✱ ✷✹✺✕✷✻✽ ✭✶✾✼✷✮✳ ❉❖■ ✶✵✳✶✵✶✼✴❙✵✵✷✷✶✶✷✵✼✷✵✵✶✸✾✾
✽✳ ❇♦ss❡✱ ❚✳✱ ❑❧❡✐s❡r✱ ▲✳✱ ❍ärt❡❧✱ ❈✳✱ ▼❡✐❜✉r❣✱ ❊✳✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ r❡②♥♦❧❞s

♥✉♠❜❡r s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞r♦♣s s❡tt❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❣r❛✈✐t②✳ P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s ✶✼✭✸✮✱ ✵✸✼✶✵✶ ✭✷✵✵✺✮
✾✳ ❇♦✉✐❧❧❛r❞✱ ❏✳✱ ●✐❞❛s♣♦✇✱ ❉✳✱ ▲②❝③❦♦✇s❦✐✱ ❘✳✿ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✢✉✐❞✐③❛t✐♦♥✿ ❢❛st✲❜✉❜❜❧❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞✐③❡❞ ❜❡❞✳ P♦✇❞❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✻✻✭✷✮✱ ✶✵✼✕✶✶✽ ✭✶✾✾✶✮
✶✵✳ ❇r❡③③✐✱ ❋✳✱ ❉♦✉❣❧❛s✱ ❏✳✿ ❙t❛❜✐❧✐③❡❞ ♠✐①❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r st♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡✲

♠❛t✐❦ ✺✸✱ ✷✷✺✕✷✸✺ ✭✶✾✽✽✮
✶✶✳ ❇r❡③③✐✱ ❋✳✱ P✐t❦❛r❛♥t❛✱ ❏✳✿ ❖♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

st♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥✿ ❲✳ ❍❛❝❦❜✉s❤ ✭❡❞✳✮ ❊✣❝✐❡♥t ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣♣✳
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