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♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❬✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷❪✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡

✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♠❡ ❬✾✱ ✶✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐♥ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧✷✵

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ❡①tr❡♠✐t② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♠♣✐♥❣ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭❛❜♦✉t

❤✉♥❞r❡❞ ♠✐❝r♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳

❙tr✉❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❬✶✹❪✳ ❚♦ t❤❡

❛✉t❤♦rs✬ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❆❇❍ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✷✺

❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡❛r ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❙✉❝❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❆❇❍ ✐s ✐♥❛❝t✐✈❡✱ t♦ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞✐ss✐♣❛t❡❞✱ t❤✉s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡

❆❇❍ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❆❇❍ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢✸✵

t❤❡s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❆❇❍ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❙❡❝✳ ✷ r❡♣♦rts ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❤✐❣❤❧✐❣❤t ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❍ ❜❡❛♠✳ ❙❡❝✳ ✸ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ♣❧❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡

t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣

t✐♠❡✲♠❛r❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✸✺

✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❆❇❍ ❜❡❛♠✳

❉❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r❝❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡

❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇❛✈❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r

s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❧♦✇ t♦ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳✹✵

✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ❝♦♥❝❡r♥s t✇♦ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❜❡❛♠s ✿ t❤❡ ✜rst ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✳✸ ♠ ×

✷✵ ♠♠ × ✺ ♠♠✳ ●✐✈❡♥ ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤✐s ❜❡❛♠ ✐s ❛✇❛✐t❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐♥❡❛r❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡❛♠✱ ✇✐t❤

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✳✺ ♠ × ✷✵ ♠♠ × ✺ ♠♠✱ ❤❛s ❛♥ ❆❝♦✉st✐❝ ❇❧❛❝❦ ❍♦❧❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✵✳✸✺ ♠❀ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢

t❤✐s ❡①tr❡♠✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ❞♦✇♥ t♦ ✺✵ µ♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✭s❡❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✮✳✹✺

❆ t❤✐♥ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ t❛♣❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ t❛♣❡✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❇❍ ❡①tr❡♠✐t②✳ ■t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

✺✵ µ♠ t❤✐❝❦ ❛♥❞ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ✐s ✵✳✷ ♠✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ s❤❛❦❡r ✭▲❉❙ ❱✷✵✶✮✱ ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ✭▲❉❙ P❆✷✺❊✮✱ ❛ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ✭P❈❇

✷✵✽❈✵✸✮✱ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ✭P❈❇ ✸✺✷❈✷✾✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❛r❞ ✭◆■✲❯❙❇✹✹✸✶✮✳ ■t ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ▲❛❜✈✐❡✇

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡①♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧❧②✺✵

s✉s♣❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ✐ts ♠✐❞♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛❦❡r✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t✳

✷✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡s

❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆❇❍ ❜❡❛♠s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ✽✸ ❍③ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✼ ◆

✐♥ ✹✵ s✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣r❛❞✉❛❧❧② t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞✐❝ t♦ ❝❤❛♦t✐❝ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡✺✺

♦❜s❡r✈❡❞ ❬✶✻❪✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ❋✐❣s✳ ✶✭❛✲❜✮ s❤♦✇ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ ♦✉t♣✉t

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡❛♠ s❤♦✇s t❤❛t ♠♦st ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✽✸ ❍③✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡❤❛✈❡s

❧✐♥❡❛r❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✭❛✮✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡✐r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ s♠❛❧❧

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✻✵

s❡t✉♣✱ ♦r r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛❦❡r✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠✱ s❡❡

❋✐❣✳ ✶✭❜✮✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❛♣✐❞❧② ❡♥r✐❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✳

❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜✉t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ✇✐t❤ ❛ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s❡r✐❡s ✇❤✐❝❤✱

✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt❡❞ ❝❛s❡✱ ❣♦❡s ✉♣ t♦ ✸ ❦❍③✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r❝✐♥❣

✷



❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠✬s ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ❡❧❛st✐❝✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣r❡s❡♥t✻✺

✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞

❛s ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✹❪✳ ■t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s②st❡♠✬s r❡s♣♦♥s❡✳

❋✐❣✳ ✶✭❝✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r❝✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♥❛♠❡❧② ✶✶✸ ❍③✳ ■t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛

❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t✱ ❝❤❛♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆ ❞✐r❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✐♠❡✱ ❝♦♠♣♦s❡❞

♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t r❡❣✐♠❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢✼✵

❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❬✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾❪✱ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ✸✵ s❡❝♦♥❞s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤✐♥ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♣❧❛t❡s✱ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♠❡♥t❡❞

❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ❆ ♠♦r❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ❢❡❛t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❞✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ✶✵✷ ❍③ ✜rst tr❛♥s✐ts t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t r❡❣✐♠❡✱ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞

❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✷✵ s❡❝♦♥❞s✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ st✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ r❡❝♦✈❡rs ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦t✐♦♥✱✼✺

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❡❛❦s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐s st✐❧❧ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ✉♣ t♦ ✽ ❦❍③✳ ❚❤✐s ♣❡❝✉❧✐❛r r❡❣✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡❛❧✐③❡❞✱ s♦ t❤❛t ✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t♦ r❡♣♦rt t❤✐s

❜❡❤❛✈✐♦r ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ❤❛s

❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠ ✈✐❜r❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ❛ ❞❡✢❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✽✵

❛t r❡st✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ✭◆◆▼✮✱ ✐✳❡✳ ♣❡r✐♦❞✐❝

♦r❜✐ts✱ ❡①✐st✐♥❣ ❛t ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ✭str❛✐❣❤t✮ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t ❝❧♦s❡r t♦

❡❛r❧✐❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ♦♥ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ❜❡❛♠s ✐♥ ❬✷✵❪✳ ■♥ t❤❡s❡ str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡s✱ t❤❡

s②st❡♠ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ◆◆▼s t❤❛t ❛r❡ ✐s♦❧❛s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♠❡s✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❞✮✳✽✺

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ✭❛✮ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡❛♠✱ ✽✸ ❍③✱ ✭❜✲❞✮ ✿ ❆❇❍ ❜❡❛♠✱ ❡①❝✐t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t ✽✸ ❍③ ✭❜✮✱ ✶✶✸ ❍③ ✭❝✮✱ ❛♥❞

✶✵✷ ❍③ ✭❞✮✳ ❚❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❛✐s❡❞ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✺ ◆ ✐♥ ✹✵ s✳ ❈♦❧♦r s❝❛❧❡ ✐♥ ❞❇ ✭r❡❢✳ ✶ ♠✳s−2✮

✸



✷✳✸ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐t✱ t❤❡ ❜❡❛♠s ❛r❡ ♥♦✇

❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝②

❜❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆❇❍ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ✾✵

❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❋♦r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✱ σ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡

sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr❛❧ ❉❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ a(t)✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② σ2✱ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Saa(f) =
1

σ2

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

a∗(t)a(t− τ)e−j2πfτdt dτ. ✭✷✮

■t ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷ ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❆❇❍ ❜❡❛♠s✳ ❋✐❣✳ ✷✭❛✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡❛♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧✐♥❡❛r

❜❡❤❛✈✐♦r s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❢❡✇ ❛rt❡❢❛❝ts t❤❛t ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠✾✺

t❤❡ s❡t✉♣ ❛♥❞ ❤❛♣♣❡♥ ❤♦✇❡✈❡r ❛t ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r s❝❛❧❡✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ❆❇❍ ❝❛s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✭❜✮✮✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛r❣❡❧② ❧❡❛❦s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

r❛♥❣❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ③♦♦♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✭❝✮ ❛ s♠❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t♦r② ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ t❤❡

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♣❡❛❦s ❛r♦✉♥❞

✸✻✵ ❛♥❞ ✹✺✵ ❍③✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❧♦✇ t♦ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣✶✵✵

✐♥❤❡r❡♥t❧② ♠♦r❡ ❞❛♠♣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ t❤❡ ❆❇❍ tr❡❛t♠❡♥t ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥

t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s t❤✉s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❆❇❍

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤✐s tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳✶✵✺

✸ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❝♦✉st✐❝ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡

✸✳✶ ❆ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ♣❧❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss

❚❤❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ♣❧❛t❡ ❬✶✹✱ ✷✶❪ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ■t ✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞

t❤❛t t❤❡ ♣❧❛t❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✈❛r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❤❡♥❝❡ ♣❧❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❝❤

❛s ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss h ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✶✶✵

w(x, y, t) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✷✱ ✷✸❪✱ ❛s✿

ρ(x)h(x)ẅ +∆(D(x)∆w)− (1− ν)L(D(x), w) = p+ L(w,F ), ✭✸✮

✇❤❡r❡ D(x)✱ ρ(x)✱ h(x) ❛♥❞ ν ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss✱ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢

t❤❡ ♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ p(x, y, t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❆✐r② str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ F (x, y, t)

r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✿

∆(
1

E(x)h(x)
∆F )− (1 + ν)L(

1

E(x)h(x)
, F ) = −

1

2
L(w,w), ✭✹✮

✇❤❡r❡ E(x) ✐s t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧② L(f, g) ✐s t❤❡ ▼♦♥❣❡✲❆♠♣èr❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤✶✶✺

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱ ✐♥ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛s✿

L(f, g) = fxxgyy + fyygxx − 2fxygxy, ✭✺✮

✇❤❡r❡ fxx ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♦♥ t❤❡

r✐❣❤t ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ r❡❣✐♦♥ ✭♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡✮ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t t❤✐❝❦♥❡ss h0✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❣✐♦♥ ✐s t❤❡ ❆❇❍ ✇❤❡r❡

t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ h0 t♦ ht✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢✶✷✵

t❤❡ s♠❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❧❡♥❣t❤ ladd
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss hp(x) ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡

❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

hp(x) =















ht ∀x ≤ ladd,

ht + (h0 − ht)
(x−ladd)

m

lm
ABH

∀x ∈ [ladd, ladd + lABH],

h0 ∀x ≥ ladd + lABH,

✭✻✮

✹
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✭❛✮
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✭❜✮
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✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✭❛✮ ❯♥✐❢♦r♠ ❜❡❛♠ ❢♦r

σ❂✵✳✸✾ ◆ ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ✵✳✻✷ ◆ ✭r❡❞✮✱ ✵✳✽✹ ◆ ✭❜r♦✇♥✮ ❛♥❞ ✶✳✹ ◆ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❆❇❍ ❜❡❛♠ ❢♦r σ❂✵✳✷✻ ◆ ✭②❡❧❧♦✇✮✱

✵✳✺✵ ◆ ✭r❡❞✮✱ ✵✳✻✽ ◆ ✭❜r♦✇♥✮ ❛♥❞ ✶✳✶ ◆ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❞❇ ✭r❡❢✳ ✶

♠2✳s−4✳❍③−1✳◆−2✮✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ✭❝✮ ❩♦♦♠ ♦❢ ✭❜✮ ♦♥ t❤❡ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ r❛♥❣❡✳

✺



✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ lABH ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❡

❤❛s ❛ ✇✐❞t❤ b ❛♥❞ ❛ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ L✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s t❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t m ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s m❂✷✳✶✷✺

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣

st✐✛♥❡ss✱ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❘♦ss✲❯♥❣❛r✲❑❡r✇✐♥ ❬✶❪✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱

t❤❡ ❛❞❞❡❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❧❛②❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss hl✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [xl1 , xl2 ]✳ ■ts ❡✛❡❝t ♦♥

t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ r✐❣✐❞✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❛s ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss D∗(x)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿✶✸✵

D∗(x) =







































Ephp(x)
3

12(1− ν2)
(1 + jηp) = Dp(x)(1 + jηp), ∀x /∈ [xl1 , xl2 ],

Dp(x)
[

(1 + jηp) +
El

Ep

(

hl

hp(x)

)3

(1 + jηl)

+
3
(

1 + hl

hp(x)

)2
Elhl

Ephp(x)
(1− ηpηl + j(ηp + ηl))

1 + Elhl

Ephp(x)
(1 + jηl)

]

, ∀x ∈ [xl1 , xl2 ],

✭✼✮

✇❤❡r❡ j ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t✱ Dp(x)✱ Ep✱ ηp ❛♥❞ hp(x) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✱

t❤❡ ❧♦ss ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❧❡ El✱ ηl ❛♥❞ hl ❛r❡ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✱ t❤❡

❧♦ss ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss D(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ D∗(x)✿

D(x) = Re (D∗(x)) , ✭✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥❛❧❧② ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭✸✮✲✭✹✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✐♥✶✸✺

t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❧❛②❡r ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜②

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ(x)✿

ρ(x) =







ρp, ∀x /∈ [xl1 , xl2 ],
ρphp(x) + ρlhl

hp(x) + hl
, ∀x ∈ [xl1 , xl2 ],

✭✾✮

✇❤❡r❡ ρp ❛♥❞ ρl ❛r❡ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛②❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss h(x) ♦❢

t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ♣❧❛t❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

h(x) =

{

hp(x), ∀x /∈ [xl1 , xl2 ],

hp(x) + hl, ∀x ∈ [xl1 , xl2 ].
✭✶✵✮

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ♣❧❛t❡ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ✭✹✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✶✹✵

❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❆✐r② str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss D(x) ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❛s✿

E(x) =
12D(x)(1− ν2)

h(x)3
. ✭✶✶✮

x

z

xl2xl1
0

h0

lABHladd

ht

hl

hp(x) = ht + (x− ladd)
m(h0 − ht)/l

m
ABH

⊗
y

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡✳ h0 ✐s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥ t❤❡

✉♥✐❢♦r♠ r❡❣✐♦♥✱ ht ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✱ m ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ♣r♦✜❧❡✱ lABH ✐s t❤❡

❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ladd ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡

❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r st❛♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜s❝✐ss❛s xl1 ❛♥❞ xl2 ✳

▼♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ρhẅ +�(D,w) = p+ L(w,F ), ✭✶✷❛✮

♦(A,F ) = −L(w,w)/2, ✭✶✷❜✮

✻



✇✐t❤ A(x) = 1/E(x)h(x)✱ ❛♥❞ � ❛♥❞ ♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ w ❛♥❞ F ✿

�(D,w) = ∆(D(x)∆w)− (1− ν)L(D(x), w), ✭✶✸✮

♦(D,w) = ∆(
1

E(x)h(x)
∆F )− (1 + ν)L(

1

E(x)h(x)
, F ). ✭✶✹✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❡❞❣❡s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇r✐t❡✱ ♦♥ ❛♥ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❧✐♥❡ n ❛♥❞

t❛♥❣❡♥t ♦♥❡ τ ❬✾✱ ✷✸❪✿

−
∂

∂n

(

D

(

∂2w

∂n2
+ ν

∂2w

∂τ2

))

− 2(1− ν)
∂

∂τ

(

D
∂2w

∂n∂τ

)

= 0, ✭✶✺❛✮

∂2w

∂τ2
+ ν

∂2w

∂n2
= 0, ✭✶✺❜✮

F =
∂F

∂n
= 0. ✭✶✺❝✮

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✶✺❝✮ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜✉t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛♥ ❡❞❣❡

❢r❡❡ ♦❢ ❧♦❛❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬✷✸❪✳

✸✳✷ ▼♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❆ ♠♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✶✹✺

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛t❡✬s ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✷✮✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡

✉♥❢♦r❝❡❞✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ r❡❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss D✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✽✮ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡

❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✜♥❛❧❧② r❡❛❞✿

− ρhω2w +�(D,w) = 0, ✭✶✻✮

❛♥❞✶✺✵

♦(A,F ) = ζ4F, ✭✶✼✮

t♦ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✺✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥s (ωk,Φk(x, y))

❛♥❞ (ζn,Ψn(x, y))✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❆✐r② str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

w(x, t) =

NΦ
∑

k=1

Φk(x, y)qk(t), ✭✶✽✮

❛♥❞

F (x, t) =

NΨ
∑

n=1

Ψn(x, y)βn(t), ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ qk(t) ❛♥❞ βn(t) ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❆✐r② str❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡rs NΦ ❛♥❞ NΨ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧✶✺✺

tr✉♥❝❛t✐♦♥✳

■t ✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛ss✿
∫

S

ρ(x)h(x)Φk(x, y)Φp(x, y)dS = 0, p 6= q, ✭✷✵✮

❛♥❞ ♥♦r♠❡❞ s✉❝❤ t❤❛t✿
∫

S

Φk(x, y)
2dS = 1. ✭✷✶✮

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡s ❣✐✈❡s t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✷✮

✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ (q, β) ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

βp(t) = −
1

2ζ4p

NΦ
∑

i=1

NΦ
∑

j=1

Hp
i,jqi(t)qj(t), ✭✷✷❛✮

q̈s(t) + ω2
sqs(t) = Fs(t) +

1

Ms

NΦ
∑

k=1

NΨ
∑

n=1

Es
k,nqk(t)βn(t), ✭✷✷❜✮

✼



✇✐t❤ Ms =
∫

S
ρ(x)h(x)Φs(x, y)

2dS t❤❡ ♠♦❞❛❧ ♠❛ss❡s✱ Fs = 1
Ms

∫

S
pΦsdS t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿✶✻✵

Hp
i,j =

∫

S

ΨpL(Φi,Φj)dS, ✭✷✸✮

❛♥❞

Es
k,l =

∫

S

L(Φk,Ψl)ΦsdS. ✭✷✹✮

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✺✮✱ ✇❤❡r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s β ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s q ♦❢ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w✱ s❤♦✇s ❛ ❝✉❜✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ q✿

q̈s(t) + ω2
sqs(t) = Fs(t)−

1

Ms

NΦ
∑

k=1

NΦ
∑

m=1

NΦ
∑

n=1

Γs
k,m,nqk(t)qm(t)qn(t). ✭✷✺✮

❚❤❡ Γs
k,m,n ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❤❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ H l

m,n ❛♥❞ Es
k,l✿

Γs
k,m,n =

NΨ
∑

l=1

H l
m,nE

s
k,l

2ζ4l
. ✭✷✻✮

❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡s✳ ❆s s❤♦✇♥✶✻✺

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✹❪✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐ts t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡

❝✉❜✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✺✮ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s β ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥t❡❣❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✽✮✲✭✶✾✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s NΨ✳ ■♥❞❡❡❞✱✶✼✵

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r Γs
k,m,n ✈❡rs✉s NΨ ❣✐✈❡s t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡

♠♦❞❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t s❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ✹✳✷✳

❖♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s Hp
i,j = Hp

j,i ❛♥❞ Hp
i,j = Ei

p,j ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

t❡♥s♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣ ♦❢ ♦✤✐♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳✶✼✺

✸✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡s

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✶✻✲✶✼✮ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞

♥❡❡❞s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ t❤♦r♦✉❣❤❧②

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞ ❢♦r ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✈❛r✐❡s s♣❛t✐❛❧❧② ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥

❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱✶✽✵

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

λ = 2π 4

√

Eh2/12ρ(1− ν2)ω2 ✈❛r✐❡s ❛s t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❧❛t❡ t❤❡♦r②

❬✷✺❪✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dx̃ =
dx

x̃av

√

h(x)
, ✇✐t❤ x̃av =

∫ L

0

1
√

h(x)
dx, ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ x̃ ❞❡✜♥❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

❋✐rst t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w(x, y)✱ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss D(x)✱ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ(x) ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss h(x) ❛r❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s wn,q✱ Dn✱ ρn ❛♥❞ hn✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ n ❛♥❞ q ❛r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s s✉❝❤

t❤❛t x = n∆x̃ ❛♥❞ y = q∆y✱ ✇✐t❤ ∆x̃ ❛♥❞ ∆y t❤❡ s♣❛t✐❛❧ st❡♣s ❛❧♦♥❣ t❤❡ x̃ ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✶✻✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥ ❛s❬✷✻✱ ✾❪✿

h
−1/2
n

x̃2
av

δx̃+

[

(µx̃−h
−1/2
n )δx̃−

[

Dn

(h
−1/2
n

x̃2
av

δx̃+((µx̃−h
−1/2
n )δx̃−wn,q) + δyywn,q

)

]]

+Dnδyy

[h
−1/2
n

x̃2
av

δx̃+((µx̃−h
−1/2
n )δx̃−wn,q) + δyywn,q

]

− (1− ν)
(h

−1/2
n

x̃2
av

δx̃+((µx̃−h
−1/2
n )δx̃−Dn)δyywn,q

)

− ρnhnω
2wn,q = 0. ✭✷✽✮

✽



✇❤❡r❡ δx̃−✱ δx̃+✱ µx̃−✱ µx̃+ ❛♥❞ δyy ❛r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆✳✶✽✺

❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②

st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✷✵✵✵ × ✶✵✵ ❣r✐❞✳ ■t ✐s r❡♠✐♥❞❡❞

t❤❛t ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ✉s✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥✈❡r❣❡❞✱ st✐❧❧

♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬✷✻❪✳ ❖t❤❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❆♥❛❧②s✐s

✭❋❊❆✮✱ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❛❧s♦ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s ✐t ❤❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡✶✾✵

❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❬✶✸❪ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❆❇❍✳

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Hp
i,j ✱ Es

k,l ❛♥❞ Γs
k,m,n ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✷✸✱ ✷✹✱

✷✻✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t

s❤❡❧❧ ♠♦❞❡❧s✳✶✾✺

✸✳✹ ▲♦ss❡s

■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❧♦ss❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡② r❡♠❛✐♥ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣

r❛t✐♦s ξs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss✿

− ρhω∗2w +�(D∗, w) = 0. ✭✷✾✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✷✽❪✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ω∗

k ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿✷✵✵

ω∗

s = −ω̄s

(

ξs − ❥
√

1− ξ2s

)

, ✭✸✵✮

✇❤❡r❡ ω̄s ❛r❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ξs ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦s ❛r❡ t❤❡♥

❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭✷✷❛✲✷✷❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

βp(t) = −
1

2ζ4p

NΦ
∑

i=1

NΦ
∑

j=1

Hp
i,jqi(t)qj(t), ✭✸✶✮

q̈s(t) + 2ξsωsq̇s(t) + ω2
sqs(t) = Fs(t) +

1

Ms

NΦ
∑

k=1

NΨ
∑

n=1

Es
k,nqk(t)βn(t). ✭✸✷✮

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s s✐♥❝❡ ✐t ②✐❡❧❞s ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♠♦❞❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❊q✳ ✭✸✷✮ ❢♦r

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦t✐♦♥s w✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✺✮✳ ■♥❞❡❡❞

t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts qs
♦♥❧② ✇❤❡r❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥❡rt✐❛ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡✷✵✺

♠♦t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦ss❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✸✶✮✳

✸✳✺ ❚✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❊qs✳ ✭✸✶✲✸✷✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✾✱ ✷✹❪✱ t❤❛t ✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts qs(t) → qns ✭✇❤❡r❡ t = n∆t ❛♥❞

∆t ✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❬✷✹❪✿

δttq
n
s + 2ξsωsδt.q

n
s + ω2

sq
n
s =

1

Ms

NΦ
∑

k=1

NΨ
∑

l=1

Es
k,lq

n
k [µt. β

n
l ] + Fn

s , ✭✸✸✮

µt−β
n
p =

−1

2ζ4p

NΦ
∑

i=1

NΦ
∑

j=1

Hp
i,jq

n
i [et−q

n
j ], ✭✸✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs δtt✱ δt.✱ µt−✱ µt. ❛♥❞ et− ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆✳

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❝❤❡♠❡ ✐s ❬✷✹❪✿

fe > πfmax, ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ fe = 1/∆t ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ fmax ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢r❡q✉❡♥❝② r❡t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❢♦r✷✶✵

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦t✐♦♥ w✱ ✐✳❡✳ fmax = fNΦ
✳

✾



✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

✹✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❡❛♠s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐rt❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠s✱ ❞❡♥♦t❡❞

❯✱ ❊✵✱ ❊✵❉✵✱ ❊✶✱ ❊✷✱ ❊✸✱ ❊✹✱ ❊✹❉✵✱ ❊✹❉✶✱ ❊✹❉✷✱ ❊✹❉✸ ❛♥❞ ❊✹❉✹✱ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✶✺

❆ s♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ♣✉t ♦♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♠❡✳ ❆❧❧

t❤❡ t❡st❡❞ ❜❡❛♠s ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❯ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡

❝❛s❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ❜r♦✉❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❆❇❍✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞

t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❇❡❛♠s ❊✵ t♦ ❊✹ ❛r❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠s ✇✐t❤♦✉t ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡✐r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ladd ✐s✷✷✵

❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r

✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❊✵❉✵ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛♥ ❊✵✱ t❤❡ ♦♥❧②

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❧❛②❡r✳ ❋✐♥❛❧❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❊✹❉✵ t♦ ❊✹❉✹ ❛r❡ ❛❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥

❊✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✳ ❆s ❛ ♠❡♠♦r② ❛✐❞✱ ❊ st❛♥❞s ❢♦r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❉

st❛♥❞s ❢♦r ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❧❡tt❡r ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❧❡♥❣t❤✳✷✷✺

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠

Ep ❬●P❛❪ ρp ❬❦❣ ♠−3❪ ν ηp ❬✪❪ h0 ❬♠♠❪ L ❬♠❪ b ❬♠♠❪

✼✵ ✷✼✵✵ ✵✳✸ ✵✳✷ ✺ ✶✳✺ ✷✵

P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❆❇❍

lABH ❬♠♠❪ ht ❬µ♠❪ m

✷✵✵ ✶✵✵ ✷

P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r

El ❬●P❛❪ ρl ❬❦❣ ♠
−3❪ ηl ❬✪❪ hl ❬µ♠❪

✼ ✶✵✵✵ ✹✵ ✶✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❯ ❊✵ ❊✵❉✵ ❊✶ ❊✷ ❊✸ ❊✹ ❊✹❉✵ ❊✹❉✶ ❊✹❉✷ ❊✹❉✸ ❊✹❉✹

ladd ❬♠♠❪ ✴ ✵ ✵ ✺✵ ✶✵✵ ✶✺✵ ✷✵✵ ✷✵✵ ✷✵✵ ✷✵✵ ✷✵✵ ✷✵✵
xl1 ❬♠♠❪ ✴ ✴ ✵ ✴ ✴ ✴ ✴ ✷✵✵ ✶✺✵ ✶✵✵ ✺✵ ✵
xl2 ❬♠♠❪ ✴ ✴ ✷✵✵ ✴ ✴ ✴ ✴ ✹✵✵ ✹✵✵ ✹✵✵ ✹✵✵ ✹✵✵

❯ ❊✵❉✵

❊✵ ❊✹❉✵

❊✶ ❊✹❉✶

❊✷ ❊✹❉✷

❊✸ ❊✹❉✸

❊✹ ❊✹❉✹

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❡❛♠s✳ ❆s ❛ ♠❡♠♦r② ❛✐❞✱ ❊

st❛♥❞s ❢♦r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❉ st❛♥❞s ❢♦r ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❧❡tt❡r ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❧❡♥❣t❤✳

✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐s ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

s❡t ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❢♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s✱ NΦ ❛♥❞ NΨ✱ ❛♥❞

t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ∆t✱ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ fe✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Γp
p,p,p ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ NΨ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥✷✸✵

✐♥ ❋✐❣✳ ✻✱ ❢♦r p❂✷✾ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ ✭✷✸✱✵✮ ✇✐t❤ ✷✸ ♥♦❞❛❧ ❧✐♥❡s ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ ♥♦ ♥♦❞❛❧

❧✐♥❡s ❛❧♦♥❣ y✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ❜❡✐♥❣ s♦rt❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✿ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡❛♠ ❯ ❛♥❞ t❤❡ ❆❇❍ ❊✵ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ♥♦ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡

✶✵



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ✭❛✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r ♠♦❞❡ ✭✷✸✱✵✮ ♦❢ t❤❡ ❊✵ ❜❡❛♠✳ ✭❝✮✲✭❞✮ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❛❧ s❤❛♣❡s ❢♦r ❊✵✱

✭❝✮ ♠♦❞❡ Ψ101,2 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❢❛♠✐❧② ✶ ❛♥❞ ✭❞✮ ♠♦❞❡ Ψ61,3 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❢❛♠✐❧② ✷✳

✶✶



❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r ❊✵ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✭❛✮✳

■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ Γp
p,p,p ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❯ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✷✸✺

✶✵✵ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ✜♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲

♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❊✵ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r✱ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✭❛✮✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛❧s♦ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐♥ ❝❛s❡ ❊✵ t❤❛♥ ❯✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛✇❛✐t❡❞ s✐♥❝❡

t❤❡ s♠❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡

✐s t❤✉s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢✷✹✵

Γp
p,p,p ❢♦r ♠♦❞❡ p❂✷✾ ✐s s❧♦✇ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②❀ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t s♦♠❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

str♦♥❣❧② t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❞♦ ♥♦t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠✉❝❤

❢❛st❡r ❜② s♦rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s ❜② ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦rt✐♥❣ t❤❡♠ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ▲❡t ✉s

❞❡✜♥❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢❛♠✐❧② n t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ n+1 ♥♦❞❛❧ ❧✐♥❡s ❛❝r♦ss t❤❡ y✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✭❝✲❞✮✿ ♠♦❞❡ Ψ101,2 ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✭❝✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❢❛♠✐❧② 1 ✇❤✐❧❡✷✹✺

♠♦❞❡ Ψ61,3 ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✭❞✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❢❛♠✐❧② ✷✳ ❋✐❣✳ ✻✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡

♠♦❞❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ♦♥❧② ♠♦❞❡s ♦❢ ❢❛♠✐❧② ✶ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ p❂✷✾✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡

♦❢ p ❛♥❞ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞ ❢♦r NΦ = 200 ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

s♦rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s✷✺✵

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
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Families > 1

Family 1

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ Γp
p,p,p ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❯ ✭❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❊✵ ✭r❡❞ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡✮✳ ✭❛✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

♦❢ Γp
p,p,p ❢♦r p❂✷✾ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ ✭✷✸✱✵✮✮✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s✱ s♦rt❡❞ ❜②

❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ✭❜✮ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦✇ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s s♦rt❡❞ ❜②

❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ♦♥ ✭❜✮ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✜rst ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦❞❡s Ψ ♦❢ ❊✵ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s NΦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛t ❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ NΦ❂✷✵✵ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✼ ❦❍③ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❊✹✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✷✺✺

✶✷



t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ t❡st❡❞ r❡❣✐♠❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ fe
❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② s❡❧❡❝t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r✉❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✸✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡t❛✐♥❡❞

✇✐t❤ fe❂✶✵✵ ❦❍③ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ t✐♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳✸ ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢♦r❝✐♥❣✿✷✻✵

p(x, y, t) = δ(x− x0)δ(y − y0)G(t) sin(Ωt), ✭✸✻✮

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t ♣♦✐♥t ✭x0✱y0✮✱ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ G(t)✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❯ ❛♥❞ ❊✵✱ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✶✺ ❍③✳ ❚❤✐s ❢♦r❝✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤❛s

❜❡❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛♣♣❡❛r✱ ✐t ✐s ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❝❧♦s❡ t♦ ✶✷✵ ❍③ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❊✵❀ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✵✾ ❍③ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥✷✻✺

❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❯✳ ❚❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ G(t) ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✵ ◆ ✐♥ ✷✵ s✳

❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭x0❂✵✳✻ ♠✱ y0❂✵✳✵✶ ♠✮ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳

❋✐❣✳ ✼✭❛✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡❛♠ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✭❜✮ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❊✵ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♠❡s✿

t❤❡r❡ ✐s ✜rst ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✐♠❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ ♦❞❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✷✼✵

r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s♣❡❝tr❛ ❞✐s♣❧❛② ♦♥❧② ♦❞❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✇❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr❛ ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❚❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧② ♦❞❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❝✉❜✐❝

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♥ r❡❛❧ ♣❧❛t❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❆❇❍

❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❝r❡❛t❡s ✐♥ t✉r♥✷✼✺

q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❡✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❬✸✵✱ ✸✶❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❣✐♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✭❜✮ ✐s

❛ ❝❤❛♦t✐❝ ♦♥❡✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❛✈❡ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭❲❚✮ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

✈♦♥ ❑ár♠á♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞

❛♥❣❧❡s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐ts ❛r♦✉♥❞ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t

r❡st✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡t✉r♥ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐ts s♦♠❡t✐♠❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✷✽✵

✇❤❡♥ st✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐❜r❛t♦r②

r❡❣✐♠❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♥❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❬✸✷❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ ♦✉t♣✉t ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ♣♦✐♥t ✭x0❂✵✳✻ ♠✱ y0❂✵✳✵✶ ♠✮ ❢♦r ❛ ❢♦r❝✐♥❣ ❛t ✶✶✺ ❍③ ❢r♦♠ ✵ t♦

✷✵ ◆ ✐♥ ✷✵ s✱ ❢♦r ❜❡❛♠s ✭❛✮ ❯ ❛♥❞ ✭❜✮ ❊✵✳ ❈♦❧♦r s❝❛❧❡ ✐♥ ❞❇ ✭r❡❢✳ ✶ ♠✳s−1✮

✶✸



✹✳✹ ▲♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❆❇❍ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✷✽✺

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ✐♥ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❜❡❛♠s ❯✱ ❊✵

❛♥❞ ❊✵❉✵ ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ r❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ✶✵ s✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ✐✳❡✳

s❡✈❡r❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✱ ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳ ❚❤❡ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr❛❧ ❉❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t

✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❜❡❛♠s ❊✵ ❛♥❞ ❊✵❉✵ ❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭x0❂✵✳✻ ♠✱ y0❂✵✳✵✶ ♠✮ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❆❇❍ ❜❡❛♠ ❊✵❉✵✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞✷✾✵

s✐♥❝❡ ❡♥❡r❣② ❧❡❛❦s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❧❡✈❡❧✱ ✇✐t❤♦✉t ❤♦✇❡✈❡r ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r

❢r❡q✉❡♥❝② ✭❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❲❛✈❡ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❬✶✺✱ ✸✸❪✮ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡

❊✵ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦✉ts✐❞❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ❡❛s✐❧② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤✐♥✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✐s

❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✭❝✮✮✳ ❆t ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❡❛❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐s✷✾✺

s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥

♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✱ ❛♥

✐♥❞✐❝❛t♦r Ic,σ ✐s ❜✉✐❧t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿✸✵✵

Ic,σ =

∫ 500

100

Sc,σ
aa (f)

Sc,σ
pp (f)

df, ✭✸✼✮

✇❤❡r❡ c r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ Saa ✐s t❤❡ P❙❉ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t a(t) ❛♥❞ Spp ✐s t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡

❢♦r❝✐♥❣ p(t)✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Iref ✳ ❚❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞

❛s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡❛♠✱ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❯✱ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭σ = 0.11N✮✱ ❤❡♥❝❡ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦

t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ec,σ✿

Ec,σ = 10 log10

(

Ic,σ

Iref

)

. ✭✸✽✮

■♥❞✐❝❛t♦r Ec,σ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❯✱ ❊✵ ❛♥❞ ❊✵❉✵✳ ❆ q✉❛s✐✲❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✐s✸✵✺

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡❛♠✱ ❛s ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ P❙❉ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵ s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢

t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❛s❡ ❯✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ❜❡❛♠ ❊✵ ✐s

❝♦♥st❛♥t ❢♦r s♠❛❧❧ σ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❧❡ss ❡♥❡r❣② ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ r❛♥❣❡✱ ❛s ✐t

✇❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✭❝✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❜❡❛♠ ❊✵❉✵✱✸✶✵

r❡✢❡❝t✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r ❜✉t ❛❧s♦ s♠❛❧❧❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✭❜✮✳ ❚❤✐s ✜rst r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t

❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✿ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ❆ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t t♦ s❡tt❧❡ ❞♦✇♥ ❛♥❞ t❤✉s ❝r❡❛t❡s ❛♥ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✸✶✺

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❆❇❍✳

✹✳✺ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦✜❧❡

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐s ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❊✶ t♦ ❊✹✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐s ❧❡♥❣t❤

s❤♦✉❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❞❡♥s✐t② ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✸✷✵

❜❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡ ❢❛✈♦r✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✹ ✐s t❤✉s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜❡❛♠s ❊✶ t♦ ❊✹ ✇✐t❤ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❡♥❣t❤

♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳ ✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r Ec,σ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❊✶ s❤♦✇s t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s

♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✿ ■♥❞✐❝❛t♦r Ec,σ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞✸✷✺

r❡❛❝❤❡s ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✲✾ ❞❇✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❊✷ t♦ ❊✹ ❛r❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ s✐♥❝❡

t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r r❡❛❝❤❡s ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ ✲✶✷ ❞❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s❡❡♠

t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❛ ❧♦♥❣❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦r ❛ ❜❡tt❡r

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳

❆s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ✇❛✈❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❡♦r②✱ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ ❡✛❡❝ts ❛❧t❡rs t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛✸✸✵

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✇❛✈❡✈❡❝t♦rs ✐s ♥♦t ❛t ❤❛♥❞ ❛♥②♠♦r❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s s❤❛❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞

✶✹
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✭❝✮
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t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✢✉① t♦✇❛r❞ ❤✐❣❤

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♦✉t ♦❢ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡❛♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ t❡st❡❞✸✸✺

❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✽ ✭❊✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ t♦ ✶✼ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❊✹✮✳ ❋✐❣✳ ✶✶ s❤♦✇s t❤❡

❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❜❡❛♠s ❊✵ t♦ ❊✹✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❡st❡❞✱ σ❂✷✳✻ ◆✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ♣❡❛❦s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❊✵ ✭❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱

❊✶ ✭❜r♦✇♥ ❞❛s❤❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❊✷ ✭r❡❞ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡✮✱ ❊✸ ✭②❡❧❧♦✇ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡✮✱ ❊✹ ✭❜❧❛❝❦ t❤✐❝❦ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡✮ ❢♦r σ❂✷✳✻ ◆✱

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❞❇ ✭r❡❢✳ ✶ ♠2✳s−2✳❍③−1✳◆−2✮✳

✹✳✻ ❇❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ladd ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r ✐s ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st

❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣✱ ❛♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ t❤❛♥❦s t♦✸✹✺

t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❆❇❍ ❜❡❛♠✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s

♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❊✹✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❊✹❉✵ t♦ ❊✹❉✹ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✮✳ ❚❤❡

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r Ec,σ ❢♦r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥

❋✐❣✳ ✶✷✳ ❇❡❛♠ ❊✹❉✵ r❡✈❡❛❧s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r Ec,σ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r ❊✹ ❢♦r s♠❛❧❧✸✺✵

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱

✐♥❞✐❝❛t♦r Ec,σ ❢♦r ❊✹❉✵ s❤♦✇s t❤❡♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ❛

❜❡tt❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸✱ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ P❙❉ ❞♦✇♥ t♦ ✶✹ ❞❇ ✐♥ t❤❡ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ r❛♥❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✸✭❜✮✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ σ2 ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❡♥❞ t♦ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ r❡✢❡❝t✐♥❣✸✺✺

t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛❧❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❡❛❦s ✇✐❞❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❧②

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♦t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s ❡♥❡r❣② ❤❛s ✢♦✇♥ t♦ ❤✐❣❤❡r

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r ❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts

t❡♥❞ t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷ ❢♦r ❊✹❉✷ t♦ ❊✹❉✹ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐s s❡❡♥ t♦ st❛② ❛t ❛✸✻✵

❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ❧♦♥❣❡r ❧❛②❡r✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♠♣✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r r❡s✉❧ts

✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❍✳ ❚❤✐s st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞

❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✭♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ r❡❣✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✭♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✮ ♦❢ t❤❡

✶✼
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ■♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ Ec,σ ❢♦r str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❛②❡r ❧❡♥❣t❤ ✿ ❝❛s❡ ❯ ✭❜❧❛❝❦

❞❛s❤❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ◦✮✱ ❊✹ ✭❜❧❛❝❦ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡♦✮ ❊✹❉✵ ✭r❡❞ ❞❛s❤❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♦✮✱ ❊✹❉✶ ✭❜r♦✇♥ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡ ▽✮✱ ❊✹❉✷ ✭❜r♦✇♥

❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ⊳✮✱ ❊✹❉✸ ✭②❡❧❧♦✇ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡ △✮ ❛♥❞ ❊✹❉✹ ✭②❡❧❧♦✇ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ⊲✮✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✸✻✺

❚❤✐s st✉❞② ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ ❆❇❍ ❜❡❛♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ❢♦r tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ❆❇❍ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✉s✉❛❧❧②

✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s❀ t❤✐s tr❛♥s❢❡r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞

❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛♥ ❆❇❍ ❜❡❛♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜rst r❡♣♦rt❡❞✱ ❡✈✐❞❡♥❝✐♥❣ t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t②♣✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ t❤✐♥♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❆❇❍ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt✸✼✵

❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❆ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ♣❧❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡

♠❛✐♥ ❡✛❡❝ts ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❆❇❍

✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❆ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡

❞❛♠♣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞✉❡ t♦ ❧❛r❣❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳✸✼✺

❆ ♠♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡

t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✱ t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ ❛ ✜♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦ss❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

❆ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥ ❧❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ t✇♦

❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡✛❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣✱ ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t✸✽✵

❣❛✐♥ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❆❇❍✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥t♦ ❛ ✇❛✈❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ r❡❣✐♠❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣

❧❛②❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦✈❡r❞❛♠♣s ❛❧❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r❛❝ts t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❜❡❤❛✈✐♦r s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♦t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s s❡tt❧❡ ❞♦✇♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡r❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛r❡✸✽✺

❞❛♠♣❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s

st✉❞② s❤♦✇ t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❆❇❍ ♠❛② ♥♦t ❛♣♣❧② ❛♥②♠♦r❡ t♦ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱

♦r ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t ❝❛r❡ ❛s t❤❡② ♥❡❣❧❡❝t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋✉rt❤❡r

✇♦r❦ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❧❛t❡s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛r ❆❇❍ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✈❡r②

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❆s ♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞②✱✸✾✵

t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆❇❍ ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ❧❛r❣❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♠♦❞❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ✭❛✮ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ✶✵✵✲✺✵✵ ❍③ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❊✹❉✵
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δx̃−wn,q =
wn,q − wn−1,q

∆x̃
, ✭✸✾✮

δx̃+wn,q =
wn+1,q − wn,q

∆x̃
, ✭✹✵✮

µx̃− =
wn,q − wn−1,q

2
, ✭✹✶✮

µx̃+ =
wn+1,q − wn,q

2
, ✭✹✷✮

δyy =
wn,q+1 − 2wn,q + wn,q−1

∆y
. ✭✹✸✮
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δttq
n =

qn+1 − 2qn + qn−1

∆t2
, ✭✹✹✮

δt.q
n =

qn+1 − qn−1

2∆t
, ✭✹✺✮

µt−q
n =

qn + qn−1

2
, ✭✹✻✮

µt.q
n =

qn+1 + qn−1

2
, ✭✹✼✮

et−q
n = qn−1. ✭✹✽✮
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