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for any r,s, ‘teK. Denote {u, v) = (4*f)(ue,, ve,). Since (u, v) is Z-bilinear and
2 =0 in K, it follows that the above determinant is equal to -

G+ +s*+1%)q, r)+((r+t)3+r3+t3)(1,s)+((r+s)3+r3+s’)(l, 1)
= (548, s+ D) +{s, ) +(t, i) +(r +1, sr4+-E)+ (r, rs) + (¢, st)+
+(r+s, tHr o) +(r, re) (s, st) = (s, )+, 1)+ (r, s2) (2, PS)+
+r, 5+ (s, 1) = 0. ‘
This completes the proof.

. It should be interesting to explain the situation for arbitrary fields. In particular,
is the above theorem also true for mr = 47
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Indécidabilité de la théorie des amneaux

de séries formelles a plusiewrs indéterminées
par

Frangoise Delon (Paris)

Abstract. We precise the degree of indecidability of rings of power series with several variables
over a field: We define the second order arithmetic in power series ring k[[I’]], in convergent
series ring k{X¥}, and algebraic series ring Nk(X); we prove that each arithmetical serie is
definable and that none of the inclusions Nk(X) C k{X} C k[[X]] is elementary; we give criteria
of non elementary. equivalence between power series rings over equivalent fields.

Les anneaux de séries formelles & une indéterminéde sur un corps k de caractéri-
stique nulle sont bien comnus depuis les travaux d’Ax et Kochen 131 [4] et
d’Ershov [9] [10]. On sait ainsi gque A[[X7]] est décidable ssi k Pest, que
k[[X1] = kp[[X]] ssi k, =k, et que Pinclusion C{X}=C[[X]], ot C{X} est
Pensemble des séries convergentes, est élémentaire. Le cas de plusieurs indéterminées
est entiérement différent: Ershov [11] a montré l'indécidabilité des anneaux
A[[X s s Xnl]ls 00 A est un anneau commutatif et m>2. Plus récemment Becker
et Lipshitz [5] ont établi la définissabilité de N dans k[[X, ..., X;,]], si carac (k) = 0,
et donné des exemples de corps ky = ky, Kq[1X, .., Xol] # K[ X5, oo X010

En 1951 R. M. Robinson [12] définissait N dans k{X], price & la propriété
qua cet anneau d'étre factoriel. A priori, J]a méme idée ne permet dans
k[[X,, .., X,]] que de définir ensemble des séries dont le terme constant est un
entier. Un raffinement de la méthode, déja remarqué par Becker et Lipshitz, conduit
au résultat. Les techniques utilisées ici sont plus précises en ce sens qu'elles permettent
de définir autre chose que des séries constantes; on montre par exemple, que Z[X]
ou ko[X, ] (k, est constituté par les éléments de & algébriques sur @) sont définissables
dans k[[X;, ..., X,]]; plus généralement, est définissable tout anneau A4[X,] ou
A[[X,]], ot A4 est lui-méme définissable dans k[[Xy, ..., X;,]]: Cela permet de ren-
forcer considérablement les résultats antérieurs: ‘

@) On définit dans k[[X, ..., X,,]] le modile standard de T'arithmétique du
second ordre, : .
‘.
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(i) Si (a)ye, est une suite arithmétique en n, la série Ta, X7 est définissable.
8i k est un corps réel clos, tout réel arithmétique est définissable dans & [[X}, ..., X,,]]-
Cela fournit donc des critéres de non-équivalence &lémentaire entre anneaux de
séries sur des corps réels archimédiens.

(i) L'inclusion C{Xj, ..., X,}=C[[Xy, ..., X,]], m>2, nest pas élémentaire.
Becker et Lipshitz [5] avaient résolu le cas m = 6 dans un langage enrlchl, et con-
jecturé le résultat général que nous démontrons ici.

(iv) Si Nk(Xy, .., X,) est Panncau des séries algébriques sur k[X,,.., X,
nous démontrons

770 RS AR5 S 1
NC(XI LIRS | Xm)"KC{le A} X,,,}'{C[[Xl, nrry Xm]] .

(v) On sait étendre au cas de la caractéristique p>0 ¢t m >3 les résultats gardant
un sens. '

Ces résultats, établis indépendamment de [5], sont déja partiellement contenus
dans [7], et une note résumée [8] a ét6 publiée.

Conventions et notations. On note X Je multiplet (X,, ..., X,) olt I'on suppose
m=z2; (ay, .., a,) est Iidéal engendré dans k[[X]] par al, wes ty3 M est Iidéal
maximal de % [{X‘ 1]- La notation k{X} sous-entendra que % est un sous-corps de C.
La valuation considérée sera toujours Iz valuation totwle associe & 'idéal M. On
notera val(x) la valuation d’une série x. .

Les anneaux k[[X]], k{X}, Nk(X) sont factoriels. On appellera associées deux
séries admettant les mémes diviseurs; irréductible une série non inversible minimale
pour la divisibilité; premiéres entre elles des séries non inversibles ne comportant
pas de terme commun dans leur décomposition en produit de facteurs irréductibles.

1. Définition @’un ensemble comme intersection de ses saturés, Pour définir un
sous-ensemble E de k{[X]] on procédera toujours en deux temps:

définition de Pensemble E,
pour de “bons” a.et b.,

obtention de 'ensemble E comme intersection des E,,. )

C'est la deuxiéme étape qui est Iobjet de cs chapitre; Ja proposition 1.2 est {&
pour expliquer la démarche mais ne sert pas dans la preuve des autres résultats et
exige, contrairement 2 eux, un corps de caractéristique nulle.

LeveE 1.1. Sofent a et b deux séries premidres entre elles dans k[[X 1]- Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) a+Ab et a+ub sont associés,

(i) A = p(mod(a+ih)),

(iiiy 2 = p{mod (a+ pb)).

Démonstration. (i) implique (ii): Supposons qu'il existe u inversible tel quel:

@+Abyu = a+ub.

= {xek[[X]}; il existe ueEyu= x(mod{z, b))} )

e ©
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On en déduit, puisque a et b sont premiers entre eux:

u—1=be,
u—Adu = ac,
soit en éliminant u:
p~A = ¢(a+b).

(ii) implique (i): Si A et x vérifient ’égalité ci-dessus, on a:

a+pb = (a+ b)) (1—cb)
ol 1+ch est une unité, puisque b n’est pas inversible.

L’équivalence (ii) ssi (iii) et alors évidente.

Remarque. Dés quion aura démontré la définissabilité d’une relation dans
(<[IX1]), +, .), on se permetira de Putiliser dans Pécriture d’une formule, en faisant
apparaftre variables et paramétres; c’est le cas des relations: “x; = x,”
(mod(uy, ..., u,)) et “x; divise x,”, qu'on notera “x;/x,”.

PROPOSITION 1.2, Soit k un corps de caractéristique 0, a et be k[[X]] vérifiant
les hypothéses:

a et b sont premiers entre eux,
(1 val{a) =1,
val{d)>1.
Aiors Pensemble {uek[[X]]; il existe ne N, u = n (mod(a, b))} est définissable
dans (k[[X]], +,.).
Démonstratien. Si @ et b satisfont les hypothéses (1} considérons la formule

N(x,a,b) = qvv # 0An(v, x,a, b))

ot n(p, x,a, by est la formule:

(alv) AYA {(a+2bfv) _
—+3p[pu = 2+1(mod (a, B)) A(a-+pblo)] v [A = x(mod{a, B))]} .

Montrons qu’elle définit les entiers modulo (a, b).

1° Soit x satisfaisant N(x, a, b). Les séries a, a+4,b, ...,a+3,b,.. avec 1,
congru 4 p modulo (4, b), sont irréductibies parce qu’exactement de. valvation 1,
et non associées d’aprés fe lemme 1.1. Une série v non nulle ne peut donc admettre
pour diviseurs qu’un nombre fini d’'entre elles. Si p, est le plus grand entier p pour
lequel a+pb divise v (il en existe puisque @ divise ©), on a nécessairement x = p,
{modulo (a, b)).

2° Supposons réciproquement que x vérifie la congruence 01-dessus et soit

vo = af{a+b)..(@a+pyd). On va montrer que n(y,y, x, a, b) est satisfaite dans

e T R I
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E[[X1]). Cherchons pour cela tous les diviseurs de v, de la forme a-++14b. Un tel di-
viseur est nécessairement associé A un facteur irréductible de v, et vérifie:

A = p(mod(a, b))}, ' pour un entier p, 0Kp<p, .

Deux cas se présentent:

si p<p,, alors a+(p+1)b divise v, avec p+1 = A+1 (mod(a, b)),
sip=py ona A =P=0o {mod({a, B)), correspondant aux deux termes de la
disjonction de la formule n(v, x, a, b).

Lemme 1.3, L'intersection des idéaux (X, , X§) quand p décrit N, ou tout ensemble
infini d’entiers, est I'idéal principal (X).
Démonstration. L'idéal (X;) est manifestement inclus dans () (X, X5).

reN
Pour montrer linclusion inverse, considérons un élément x de cette intersection.

Pour tout entier p, x s'écrit x = a,X, +b,X%, ce qui montre que val(x—a,X)>p.

Autrement dit, x est la limite pour la topologie M-adique, de la- suite (@, X )pen-

Cn déduit de la complétude et de la séparation de k[[X]] que , est convergente

et que:

¥ = X,limag,, donc xe(X,).

Lesve 1.4. Llimtersection () (X, +X},X3), oit P est un ensemble infini
mneP
dentiers, est Iidéal {0}.

Démonstration. On sait que la substitution envoyant X, sur X + X7 et lais-
sant invatiantes les autres indétermindes, définit un automorphisme de k[[X7].
si p e N*. Du lemme précédent, on déduit dongc:

0 (X +XE, Xy) = (X, + XD).

neP

Le résultat est alors immédiat, puisque k [[X 7] est factoriel et que deux séries X " —|—)I{' 4
et X +X3 sont associées ssi p = # (lemme 1.1).

) ProposiTioN 1.5, Soit § un sous-ensemble de k[[X 11" ayant les propriétés

Suivantes:

() il existe une formule F (éventuellement avec paramétres m), telle que, st a et b
vérifient (1), F(X, a, b) définit le saturé Sy, de S pour la congruence associée & (a, b);

Q) siFy, e Sety =y, (mod(X,, X,), alors y; = y,;
alors S est définissable avec paraméire X, (et éventuellement ),

Démonstration. Considérons la relation binaire R, définie de la fagon sui~
vante: Ra, b) ssi il existe ¢ non inversible et non irréductible. tel que

a=X +c,

b n'est ni inversible, ni irréductible,

a ne divise pas b.

icm®
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Cette relation est plus forte que les hypothéses (1) sur « et b; on a donc, quand a

et b sont liés par R: T e Sy, ssi F(X, a, b). Nous allons en déduire: § = () S.
- - Ria,b)
Ceci montrera que S est défini par la formule en X:

{VaV¥b[défpia, ) — F(%, a, B)I}

oft déf, est une définition de R.

L'inclusion S (Y S, ést évidente par réflexivité des congruences; pour montrer

Ria,b)
Pinclusion réciproque, soit x & () S,. Pour tout couple (a, b) lié par R, il existe
) Ria,by

Jab €5, Fu = x(mod(a, b)); en particulier pour a = X, +X} et b= X3, avec
p,neN* ’

D*aprés la condition (i) sur S, on veit que y,, est indépendant des entiers p
et n. Autrement dit, il existe dans S un élément congru A x, modulo (X, + X%, X3)
pour tous entiers p et 7. D*aprés Je lemume 1.4 il Iui est nécessairement égal; donc X € S.

2. Définition d’un modéle de: Parithmétique du second ordre. Cas de Ia caraclé-
ristigue 0.

THEOREME 2.1. L'ensemble N est définissable dans (k[[X1], +, )

COROLLAIRE 2.2. L’anneau k[[X]] est indécidable.

Démonstration dun théoréme. La définissabilité de N avec paramétre X
se déduit des propositions 1.2.et 1.5, L'élimination du paramétre X, se fait
grice au lemme suivant: ‘

LeMME 2.2. La relation entre x,, ..., x,.: “il existe un k-autoriorphisme de k[[X ]]
envoyant X; sur x,” est définissable sans paraméire.

Démonstration. On définit cette relation par la formule

N "
Lxy, oy %) = {A\/\ (x; non inversible) o
=1

mn
AVul(u inversible) v Juy, ..., Jufu = ¥ ux)I}
S . i=1
soient en effet des séries pon inversibles a4, ..., x,, telles que toute série rion inversible
s'écrive Zu;x;. Une telle décomposition existe en particulier pour X, j =1, ..., m.
Ceci montre que les formes initiales de degré 1 des séries x; sont linéairement indé-
pendantes; on sait que cette condition est suffisante pour que la substitution:

f(Xia R Xm) _’f(xlr vy xm)

soit un awtomorphisrne de k[[X]]. Cet antomorphisme conserve manifestement
toute série constante.

Réciproquement Pexistence d’un tel antomorphisme implique la satisfaction de
F(%1, 0y %,) dans k[[X]]. v

THEOREME 2.3. Une structure isomorphe au modéle standard de Iarithmétique
du second ordre est défintssable, avec paramétre Xy, dans (k[IX]], +,.).
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L'ensemble. V o &té précédemment défini.

Les parties de N vont &tre représentées par les séries en X 1 dont les coefficients
sont 0 ou 1. L*“appartenance” d*un entier »2 2 une telle série se traduira par le fait que
le (n+1)-eme coefficient de la série est égal a 1.

Lemve 2.4. Soient a et b deux séries vérifiant (1) (cf. prop. 1). Lensemble des
couples (x, y) tels quil existe n e N* pour lequel on a:
x = n(mod(a, b)),
¥y = X{(mod(a, B),
est définissable, avec paramétres a, b et X,
Démonstratior}. Considérons la formule snivante:

Jolw # O Ala+(1+X)bjp] A
AN {(a+2ble) A (X est un entie) [ = A'(mod (X ))]})
= 3u{le = X +1+X,0- 1) (mod(a, BY)] A (a+ bloY} v
v{[¥' = x(mod(«, BIA[A-X = y(mod(a, b))]}.
Elle est construite pour imposer & la série v des diviseurs de la forme a+i,b, avec

A,’, = 1+ X (modulo(a, b)) et Ay est alors égal & n. Soit en effet 1. entier,
A == 2,(mod (X,)); X est alors nécessairement égal & n, d'odi:

. j'u_—l; = f(mOd (ﬂ, b)) s

et
It L+ X (A1) = n+ 14 X0 = 4, (mod (@, B).

Cet ensemble de diviseurs de o est non vide (par la condition a+ (14 X;)bv); il

est nécessairement fini (deux diviseurs a+4,b et 2+ 4,5 sont non associds dés que

m # n). Le raisonnement est alors le méme que pour la proposition 1.2.
D’aprés ce lemme et la proposition 1.5 on a immédiatement la

PROPOSITION 2.3, L’ensemble des couples (n,X7), neN, est définissable avec
© paramétre X,.

PROPOSITION 2.6. I'ensemble des polyndmes en X| & coefficients égaux d 0 ou 1
et de degré <n est définissable avec paramétres X, et n.

Démonstration. On définit d’abord I'ensemble des polyndmes s'crivant
n+P(X,), ol P est sans terme constant, A coefficients 0 ou 1, avec d°(Py<n. La
formule suivante définit le saturé modulo (@, b) de cet ensemble;

(neN) Ao # Of[(a+blt) v (a+(1 +X,)8[0)] A
AVAVp [(a+JBlo) A (p e N)A(A = p(mod(X,)))]
—{<madp[[lu=p+ L+X7* (mod(a, &)} v
v{u = p+1(mod(a, b)))]/\(cz+yblu)]}v{(p =ma[d = x(mod(a, M.

® ©
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La proposition s'établit alors sans difficulté puisque le terme constant x, d'un poly-
ndéme x & coefficients entiers, est définissable. de la fagon suivante: :

(xp € N) A [(x—xg) n’est pas inversible] .

ProrosITION 2.7, L’ensemble des séries en Xy, & coefficients 0 ou 1, est défi-
nissable, avec paramétre X,.

Ce résultat est une conséquence de la proposition plus générale;

PRrOPOSITION 2.8. Le complété pour la topologie M-adique d’un ensemble défi-
nissable esi définissable. . ) o

Démonstration. Les familles d'idéaux M" et (X7, ..., X1, ne N, définissent
la méme topologie sur k[[X]]. En effet on a manifestement (X7, ..., X< M” et
Pinclusion M"c (X7, ..., X}) a lieu dés que a2=pm, On peut donc définir le com-
plété d’'un ensemble définissable E par la formule en x: o

(Vne N)3ydy,, ..., By [(y e E)a(x—y = Zy XD

Cette formule est & paramétre X, ..., X,,, Mais s Xy veey X SOt des séries satise
faisant I, (x;, ..., x,), les idéaux M"et (X)" sont égaux, Il suffit donc de quantifier
universellement les x; aprés les avoir substitués aux X, (sauf éventuellement dans la
définition. de E). )

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme 2.3: L’uni-
vers des parties d8 Nest I'ensemble de séries défini 2 la proposition 2.7. L’apparte~
nance est interprétée de la fagon suivante: si z est un entier et x une série en X, s
a coefficients 0 ou I, “r e x” ssi le (n-+1)-iéme coefficient de x est 1. Cette relation
est définissable par la formule:

yz[(ne N)A(x = y+XTHXTT ) A (p est un polyndme en X,
2 coefficients 0 ou 1 avec d°()sn—1)].

3. Non équivalence ¢lémentaire enire anneaux de séries sur des corps usuels,
PrOPOSITION 3.1. Soitk un corps de. caractéristique O et kg le sous corps de ses
élénents algébriques sur Q. Si ko # k, alors ko[ [X T et k[[X]] ne sont pas élémen-
tairement équivalents. : . R :
COROLLAIRE 3.2. 5i Q (resp. L) est le corps des nombres algébriques complexes
(resp. réels), les anneaux Q[iX1] et C[IX]] (resp. LL[XT] ez R[[X]]) ne sont pas
élémentairement équivalents. .
La proposition 3.1 s'appuie sur la, possibilité de définit .dans k[[X]] l'appli-
cation ‘ L S
' 81 ZIX < k[[X )] - k[[X]], -
_ @, 9)—>PE, o
substitution de la série x dans le pdljméme P, Plus précisément, on ales _déux lemmes
suivants: A " N
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LEMME 3.3, L'ensemble des polyriomes en X, & cocefficients dans Z et de degré
<n, est définissable, avec paramétres n et X .

Démonstration. Considérons d’aberd les polyndmes sécrivant n-+P(X),
oi P(X)) € Z[X,] n’a pas de terme constant et d°P<n. Siaet b vérifient (1), Pensem-
ble de ces polynomes est définissable, modulo (2, b), par 1a formule en x:

meN) ATvdc[{(v # O Alce Z) nlat(L+cX )b} A
AYAVp [(a+ Akl A (p & M) Ap = A(mod (X))
—{ip<maddglige Z)alu = 4 1+gXT  (mod (4, B)) A (a+pbl) ]} v
v{(p = ) A4 = x(mod{a, b]}| .

Le lemme suit alors (cf. prop. 2.6).

LemMme 3.4. Lz substitution dans un polyndme en X, @ coefficients cntlers est:

définissable, avec paramétre X,.

Démonstration. Nous allons construire une formule G(x, y, z, X) expri-
mant: x€Z[X,] et z= x()). D'aprés le lemme précédent, la condition portant
sur x est définissable, ainsi que le degré n de x en X;. On définit le coefficient x,
de X7 dans x de la fagon suivante:

Lo e Ny A<M AYI[(Y € ZIX,D A0 = p—1) A (KT —)]

y)}v{(peN)A(p»)A(x,; =0}

x—
— (x,, est le terme constant de X

La formule ci-dessous définit alors z modulo (a:b), st @ et b vérifient (1):

v # 0[a+(1+(x0-1'-x1y)X1)blv]AVZVp{[a+(p+1X1)b[v]/\(peN)}
—{(p<myadufp = p+1+@A+x,4 5" ) X {mod(a, H] A
Ala+pbl9)} v {(p = m) A[AXy = zX(mod(a, B))]} .

.

Démonstration de la propeosition 3.1. L'énoncé:

Vxandy{(ne Myalye ZIX A @0()’) =n)A
Alle terme constant de y(x) est-oul)]

est satisfait dans ko[[X ]j et non dans A[[XT].
On élimine le paramétre X, grice au lemme 2.2,

PROPOSITION 3.5. Si M est un corps réel non archimédien, M[[X]] et R[[X]]
ne sont pas élémentairement équivalents.

Démonstration. Sil'on prolonge I'ordre de M par 'ordre partiel sur M[[X]];

x>0 ssi x(@>0,

icm

Indécidabilité de la théorle des anneaux de séries fornielles

223
cet ordre est définissable par la formule: N
. BOr =2,

11 suffit dés loxs de considérer un énoncé exprimant Pexistence d’une série supérieure
4 tous les entiers.

Appelons suite définissable toute suite (r,),en telle que Iensemble de couples
{(n,ry); ne N} est définissable; la proposition suivante utilise la possibilité de
définir la limite d’une telle suite.

ProposITION 3.6. Soit r = lim¥,, o (r,) est une suite de rationnels définissable
dans k[[XT], et soit M un corps réel clos ne contenant pas r. Alors M[[X]] et R[[X1]
ne sont pas élémentairement équivalents.

Cette proposition s’applique en particulier quand r, est une fonction arithméti-
que de n. On établirait en effet quune telle suite est définissable dans k[[X]], par
une démonstration semblable a celle de la proposition 4.7 (cf. remarque 4.10).

Remarque 3.7. Le degré de transcendance ¢ de & sur son corps premier
{(de N U {co)) est fixé par la théorie de k[[X]]. Nous indiquons la démonstration:
Si 4 est un sous-anneau définissable de k[[X]], on généralise le lemme 3.3 en:
les polynomes en X, & coefficients dans A4 et de degré <, sont définissables avec
paramétres X et n. Par contre, il faut supposer que & n'intervient dans aucune
série @ € 4 pour pouveir généraliser le lemme 3.4 au cas des polyndmes & coeffi-

_cients dans A. 8i y,e k[[X,]], y, non inversible, ie e, on vérifiera, par induction
sur n, qu’il y a, pour tout entier n, une formule £ (X, ¥4, -5 Yus Yus1» 2, X) €Xprimant

xeZ[yy, o yallXi] et

Z = X(Yps1)

Pour que la substitution dans un polynéme en y,, ..., ¥, ait un sens, il faut que les
P1s s Yy SOIENt algébriquement indépendants. Remarquons que O((X>)) est de degré
de transcendance infini sur Q; il existe donc y; € Q[[X.]], i € w, algébriquement
indépendants au-dessus de @; on peut choisier ces y; de terme constant nul. On
a alors

dzn, ssi
3¢y, ..., t,€ K[[X]] tels que, pour tout polyndme P 2 n variables et & coeffi-
cients entiers, P({y, ..., ,) soit inversible dans k[[X]], ssi

Ay, s Yw € Z[[X2]]5 [(A/\ 31 nom inversible)
A/\l/\ (VPeZ[y,, ---:.Vz—l][Xl])(P #0—P(y) # 0)]
=y, e, t,VQEZ[Py, o, 1 J(C #E 0— Oty

- 4, Séries formelles, séries algébriques et (si k=) séries convergentes, On se
place ici dans un corps de caractéristique nulle, voir la généralisation au chapitre
suivant. On considére lés deux sous-structures suivantes de k[[X7]]:
le sous-anneau Nk (X) des séries algébriques sur k(X).

» ) inversible) .

"
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si 'on prend pour le un sous-corps de C, le sous anncau k{X} des séries con-
vergentes pour. la topologie usuelle sur C,

Cn a les inclusions Nk(X) <k {X } =k [[X]]. La mémé formule qui définissait V
dans k[[X]], le définit dans Nk(X) et £{X}. Dans k{X} on peut aussi transposer
ia définition du modéle de Parithmétique du second ordre qui avait été établie dans
k[[XT]. Un autre résultat est que les inclusions Nk(X )=k {X} =k [[XT] ne sont pas
élémentaires {en utilisant des théorémes d’Artin [1] [2], on montrerait néanmoins
que certains énoncés simples, 4 paramétres dans Nk(X) (resp. k{X}) sont satisfaits
en méme temps dans k[[X]] et Nk(X) (resp. k{X}): cest le cas des énoncés X,
et de certains énoncés 2,, voir [7]).

PrOPOSITION 4.1. L'ensemble N est définissable dans (Nk(X), +, .).
CoROLLAIRE 4.2. L'anneau Nk(X) est indécidable.

Démonstration de la proposition. L'ensemble N est inclus dans Nk(X)
et défini par la méme formule que dans A[[X1]: le lemme suivant établit le seul point
délicat de la démonstration.

Lemye 4.3. La Jornude I(x,, ..., %,) (cf. lemme 2.2) traduit dans Nk(X) Pexis-
tence d'un k-automorphisme envoyant X; sur x;, i =1, ..,m.

Démonstration. 1° Supposons d’abord que
NEX) E L), ooy %) .
On en déduit, comme dans la démonstration du lemme 2.2, que la substitution
5 fEY—f®

est un automorphisme de k[[X]]. 8i x, ..., x, & N(X), alors s(Nk(X)) <= Nk(X):
on ne fait quexprimer la transitivité de Palgébricité des extensions du corps k(X).
Ceci permet de considérer la restriction s’ de s & Nk(X). Montrons maintenant que
les X, sont algébriques sur k[x]: s’ établit un isomorphisme entre £[X] et k[%],
on a donc 1’égalité des degrés de transcendance:

dk'k(X) = d, k(%);
or

dk(®X) = d k(X)E) = d k(X) -

d’aprés I'bypothése x; € Ni(X). Ceci prouve quon a Nk(X)cNk(%) et &' admet
pour application réciproque la substitution de X & X; c’est donc un antomorphisme
de Nk(X).

2° Réciproquement soit # un k-automorphisme de Nk(X), envoyant X sur x;;
il suffit de montrer que tout ve M n Nk(X) peut s'écrire 3 v, X, avec v; e Nk(X).
. : i=1

i
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Dans ce cas on aura en effet, pour tout ve Nk(X) n M:
u=t@v) pour un ve Nk(X) N M

=1 i 0,X,)
=1
= Zt(”:)xi
151

ce qui monire que I,(X) est satisfaite dans Nk(X).
Considérons donc la décomposition de v:

v(X) = Xoup+0(X1s ey X1, 0}

Si P(X,2)ek[X,z] est le polyndme minimal de v sur k[X], l¢ polyndme
P(X;, s Xpoy, 0, 2) n'est pas identiquement nul en z (sinon X;, est un facteur dans
P(X,2)); v(Xq, ey Xy, 0) est done algébrique sur k[X], ..., X,,-(], et par suite
v, € Nk{X), L'écriture cherchée de v s’obtient en itérant cette décomposition.

PROPOSITION 4.4, Une siructure isomorphe au modele standard de Uarithmétigue
du second ordre est définissable, avec paramétre Xy, dans (k({X}, +, .)).

COROLLAIRE 4.5. L'anneau k{X} est indéciduble.

Démonstration de la proposition. Les séries en X, é.coefﬁcmnts Goul
sont convergentes et le lemme ci-dessous prouve que les formules utilisées au
paragraphe 2 gardent la méme signification dans k{X} que dans k[[X]]:

Levms 4.6. La formule I (%, ..., x,) traduit dans k{X} l’exlstence d’un k-auto-
morphisme envoyant X; sur x;, i = 1, ..., m.

Démonstration. 1° Supposons I,,,(J?) satisfaite dans k{X }. Alors, les x, étant
convergentes, réciproquement les X, le sont, en tant que séries en X (voir [6], para-
graphe 3). Ceci et le fait qu’en substituant des séries convergentes dans une série
convergente on obtienne une série convergente, montre que la restriction de s & k{X}
est un automorphisme de cet anneau.

2° Comme dans le lemme 4.3 la réciproque consiste 4 montrer que toute série
vek{X} n M s'écrit

v=Yy X, avec peck{X}]

i=1
Si on décompose ¢ sous la forme:
v =0(X,0,..,0+0, avec v ek{X}n (X, ...X,)

on est ramené par récurrence i montrer qu'un élément de k{X} n (X;,) s"écrit uX,,
avec ue k{X}, ce qui est trivial.
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XP
ProposiTioN 4.7, L’ensemble des couples (n, Z ;'1), neN, est définissable

1

o=
avec paramétre Xy, dans k[[X1], k{X} et Nk(X).

Démonstration. Soit  une formule de larithmétique du premier ordre
telle que:

NEy(@,b) ssi a=bhbl

Si Pon considere la relativisée y* de A 'ensemble des entiers dans 4, si 4 est un
des anneaux de séries de I'énoncé ci-dessus, il est clair qu’on a I'équivalence:

AEY*a,b) ssi a,beNeta=>b!

x?
Alors le saturé, mod(a, b) de {(n, Z ;«f«), neN} est défini par la formule:
T

v 0{[a+(1+X,)b1n] A

 vViVnlia+ by a(ne N)A{A = n(mod (X)))]

_ X;+l
— Ely[(u =n+l +m (mod(a, b))) A (a+,ub|v)jl v

v [(x = n(mod(a, b)) A{y = A—n(mod(a, b)))]}

n
ProPoSITION 4.8. L'ensemble {(n,Y p'X?}); ne N} est défnissable aqvec
1

paramétre Xy, dans k[[X]], k{X} er Nk(X).
Démonstration. Il suffit de remplacer dans la démonstration précédente la
congruence définissant g par u = n+1+@+1! XL

o
X ©
COROLLATRE 4.9, Les séries —'1— et Y nlXy sont définissables dans
: n! T
T

E[[X]], k{X} et Nk(T).

Remarque 4.10. On n’a utilisé dans la fonction factorielle que sa définissabilité
dans Tarthmétique. On a en fait établi que si une suite (r,} est arithmétique en n,

o

alors la série Z 1, X1 est définissable dans chacun des anmeaux de séries considérés.
1

PROPOSITION 4.11. Les inclusions Nl(X)ye<k{X}<k[[X]] et Nk(X)c=k[[X]]
ne sont pas élémentdires.
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Cette proposition est une conséquence immédiate du corollaire 4.9. On peut
renforcer ce résultat en considérent I'énoncé:

. - u?
Vu,,...,VumEix[Im(ﬁ)—»(x= § _1)]
p!
1

et ’énoncé analogue pour lexponentielle inverse. On Etablit ainsi la

ProrositioN 4.12. Il v’y a équivalence élémentaire entre aucun des anneaux
k[[X]], k{X} et Nk(X). :

5. Cas @une caractéristique non nufle, m>3. L’anneau des entiers m’est pas
contenu dans k[[X]] mais on définit une structure isomorphe: un entier n est
représenté par Xj.

ProposiTioN 5.1. L’ensemble N des puissances de X5 est définissable dans
(E[IXT], +,.), m=3, avec paramétres X, et X,.

Démeonstration, Soient ¢ et b vérifiant les hypothéses (1) et la proprété
supplémentaire que X, ne divise par « (conditions (2) sur a et b). Considérons la
formule:

Jv + 0{(a+blv) AV A(a-+2blv) .
- El,ul(u = AX,(mod(a, B)) Ala+pbls)] v[i = x(mod (e, B))]} -

Elle impose & la série v des diviseurs a+ 4,5, avec 4, = Xi(mod(a, b)), qui sont deux
3 deux non associés. En effet si on suppose a+ X3k et e+ XIb associés, on a d’aprés
le lemme 1.1:

X; = XE(mod(a+X3b)),
soit si on suppose n.>p:

XUXy P~ e(at+X3b)
done:
T = A(a+X3b).

La série a+X73b n'est pas inversible et contient donc au moins un facteur X3, ceci
implique que X5 divise @, situation exclue par hypothése. Cette fornule définit done,
medule (e, b), les puissances de X5; Ja condition supplémentaire (X3 ne divise
pas @) ne géne pas P'application de la proposition 1.5.

PROPOSITION 5.2. Une structure isomorphe a Panneau des entiers est définissable
dans (k[IX1], +,.), avec paramétres X, et X3.

Démonsiration. L'addition est représentée par la restriction 4 N de la
multiplication de' k[[X]]. La multiplication est moins immédiate: il faut définir
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z= X3" sl x = X3 et p = X3. Définissons d’abord z dans le cas 1<m<n par
la formule )
Pz, x, ) = qv % 0{[a+(X3+x)blw] A *
AVAVE[(a+ @+ by Ak = XA = X5) Alm' <n')]
— [a+ (X5 +p)blv] v [ = ) A (u = 2]}
Le cas général est donc donné par la formule:

[ =N Az = 2]V A D APE, x, D] v KX A 1IN APG, », %)) .

Nous ne détaillerons pas les autres démonstrations, qui repremnent les mémes
techniques qu'en caractéristique nulle, avec la correction suivante: on utilisait des
diviseurs a+2,b avec 1, = n(mod(a, b)). Cette condition devient maintenant

= X3(mod(a, b)). On peut par exemple suivre le plan siivant pour définir le
modéle standard de I'arithmétique du second ordre:

a} Exprimer que x et y sont des puissances de méme exposant de X et (X, +.X3)
respectivement. (x est une puissance de X3)A (¥ est une puissance de X, +X5) A
A (Xalx—y).

b) Définir I'ensemble des couples (X3, 1+Z 8(X>+Xs)) ou 6 =0 ou I;
on part de la définition modulo (a, b) donnée par la formule suivante (a et b véri-
fient (2)):

Ao # 0(a+X3blo) AVAVZ {[(a+ AVBID) A (L = X A 1(XL1A0]
—3Ap{fp = XAV (mod (a2, B))vu = X, A2+ (X, + X)) (mod (2, b))j A
Aa+pblo)} v {[4 = x(mod{a, B)] A[X = y(mod(a, IS

¢) Définir les séries en (X,+X,) 4 coefficients 0 ou 1.

d) Exprimer que Ie (n+1)-éme coefficient d’une telle série est égal a 1.

En conséquence on a la proposition:

PROPOSITION 5.3. Une structure isomorphe au modele standerd de Parithmétique
de second ordre est définissable dans (R[[X]], +,.), avec paramétres X 1 Xz et Xa.

o©

On peut également refaire la -démonstration de ce qu'une série Y a, X% ol [

0

est une fonction arithmétique de p est définissable. Le lemme 5.5 prouve Pexistence
de séries de cc genre transcendantes sur %[X . Il établit done la

PROPOSITION 5.4. L'inclusion Nk(X)<k[[X]] n'est pas élémentaire.
LemMe 5.5, La série x, = ZXT est transcendante sur k[X).

Demonstran on. On montre que le degré d’un éventuel polyndme annulateur
de x, sur k[X] est arbitrairement grand.
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»

En effet si o est une série annulant le polyndme A(x) = ¥ a;x" avee a; e k[X],
[]

cherchons & approcher a par un polyndme p. On a alors:

Ap) = 4(p)~4(@ = (-0, “avec c e k[X1[o],

d’on
valo[4(p)]zvaly(p—o).
Par ailleurs:
valglA (p)] <dgld (p)]
< Sup [d3(a) +1d3(p)]
OSigp

< Sup [dR(a)]+ (A d(p)

soit, pour une constante K-
valg(p— @) S K-+dAA)d5(p) -

Si l'on suppose que x, annule un polyndéme @, on devrait avoir

Vr(u!>K) = d%(Q)=n.
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