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INÉGALITÉS NUMÉRIQUES
POUR LES SURFACES DE TYPE GÉNÉRAL
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APPENDICE

L'INÉGALITÉ ̂  2 ç - 4
POUR LES SURFACES DE TYPE GÉNÉRAL

PAR

A. BEAUVILLE (»)

RÉSUMÉ. - Le but de cet article est d'améliorer la classique inégalité de Noethcr :
K2'^2p^4, valable pour les surfaces algébriques complexes minimales de type général, en
faisant intervenir l'irrégularité de la surface. On montre les inégalités suivantes :
* K2^2;^+2(ç-4), l'égalité n'ayant lieu que pour le produit de deux courbes de genre 2.

* K2^!?^ si la surface est irréguliére.
Pour ce faire, nous montrons successivement les inégalités K2^3p,—2q•^9, si le système

canonique est composé d'un pinceau; K2^3p^q-'7, si l'application canonique est
birationneiïe (ce résultat a été montré en 1947 par F. JONGMANS); K2^ îp, +4(^-4), si
l'application canonique est de degré 2, avec égalité uniquement pour le produit de deux courbes
de genres respectifs 2 et au moins 2; K2 ̂  3py -4, si l'application canonique est de degré 3 et si la
surface est irrégulière. Enfin, un appendice rédigé par A. BEAUVILLE est consacré a la
démonstration de l'inégalité p, ̂  2 q - 4. Les deux inégalités annoncées sont conséquence directe
de ces résultats.
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320 0. DEBARRE

ABSTRACT. - Thé aim ofthis article is to improve Noether's classical inequality: K1 ̂  2p^ -4,
for minimal complex algebraic surfaces of général type, by using thé irregularity of thé
surface. We show thé following inequalities:

* K2^2p^•^^q—4}, with equality oniy for thé product of two curves of genus 2.

* K2 ̂  Ipy if thé surface is irregular.

They are derived from thé following inequalities: K1 ̂  3p^ — 2 q + 9, if thé canonical System is
composed ofa pencil; K2ï3p,•^q—^, if thé canonical map is birational (this resuit is due to
F. JONGMANS. 1947); K2^2py+4(q-4},ïfthe canonical map is ofdegree 2, with equality oniy
for thé product of two curves, one of them of genus 2, thé other one of genus at least 2;
K2ï.3py—4, if thé canonical map is of degree 3 and thé surface is irregular. Finally, an
appendice written by A. BEAUVILLE is devoted to thé proofof thé inequality p^2q—4.

Introduction

On sait depuis M. Noether qu'une surface minimale de type général vérifie
l'inégalité K2 ̂  2py - 4; de plus les surfaces avec K2 = 2py - 4 et K2 = 2pg - 3
sont régulières ([Hl] et [H2]). On doit donc s'attendre à une inégalité plus fine
si l'on fait intervenir l'irrégularité q de la surface.

Le but de cet article est de montrer que toute surface complexe minimale de
type général vérifie l'inégalité :

K^lp.+Kq^

l'égalité n'ayant lieu que pour le produit de deux courbes de genre 2; on a de
plus K2^ 2py dès que q^l.

Pour cela, on montre d'abord, dans le cas où le système canonique est
composé d'un pinceau, l'inégalité :

K2^3p^2q-9.

Si l'application canonique est génériquement finie de degré d, on montre les
inégalités suivantes, dont la première est due à JONGMANS (cf. [J], p. 425) :

K2^3p^q-^ si rf=l,

K^2^+4(ç-4) si rf=2,

avec égalité si et seulement si la surface est isomorphe au produit de deux
courbes lisses dont l'une est de genre deux, l'autre de genre au moins 2 :

ï^ïîpy-^ si rf==3 et q^l.
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INÉGALITÉS NUMÉRIQUES 321

En combinant œs résultats avec l'inégalité pg^2q—4, démontrée dans
l'Appendice, on obtient l'inégalité annoncée.

Je voudrais remercier ici A. BEAUVILLE, sur les conseils duquel ce travail a
été réalisé, de l'aide qu'il m'a apportée et du temps qu'il a bien voulu me
consacrer.

1. Notations et préliminaires

1.1. Les surfaces considérées ici sont des surfaces projectives complexes.
Une surface de type général est toujours supposée lisse. Si X est une surface
lisse, on note q^ ou q son irrégularité, Ky ou K un diviseur canonique, pg{X)
ou pg son genre géométrique.

Si S est une surface contenue dans P", on dira qu'elle est non dégénérée si
elle n'est contenue dans aucun hyperplan de P". Si S est singulière et si X est
une surface lisse birationnellement isomorphe à S, on posera;^ (S) ==/^ (X) et
fc=^-

1.2. Si X est une surface lisse et D un diviseur sur X on note H1 (X, D) les
espaces de cohomologie du faisceau CPx{D) et /^(X.D) ou ^(D) leur
dimension. Si h°(D)> 1, on note <Dp : X ̂  P*0^-1 l'application rationnelle
associée au système linéaire | D \. Si E est l'image de 0^»on note ^D '• x "¥ s

l'application déduite de €>p et on dira que | D \ est composé d'un pinceau si Z
est une courbe.

1.3. SURFACES RÉGLÉES (c/. [Bl], Chap. III et IV).

Si C est une courbe lisse de genre g, S un fibre de rang 2 et de degré d sur C,

5= P(<^) -^ C la surface réglée associée, F une fibre de p, de classe / dans

H2 (S, Z) et h la classe de ^s(l) dans H2 (S, Z) on a :

H2(S,Z)^Zf@Zh .avec /^O, fh=l et h2^d.

Ks=^(-2)®^(Xc®A2<?).

La classe de Ks dans H2 (S, Z) est donc - 2 h-\-(lg- 2 +rf)/. Les sections dep
sont en correspondance bijective avec les fibres quotients de S. En particulier,
si L est un fibre de rang 1 et de degré d sur C et S ^Oç@L, on distingue deux
sections, d'images notées H et B, correspondant aux fibres quotients L et Oç.
La classe de ^ esî // et B = H — p * L est de classe h—cff.

Enfin on notera 2^ la surface réglée P (^p> ® ̂ pi (</)), de base P1, pour d^- 0.
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322 O.DEBARRE

1.4. REVÊTEMENTS DOUBLES (cf. [HO], p. 47 à 50).

Un revêtement double est un morphisme fini de degré 2, n : X -^ S entre
surfaces lisses. La surface S étant fixée, la donnée du revêtement double
îi : X -»• S est équivalente à la donnée d'une classe de diviseur 6 dans Pic (S) et
d'une courbe lisse A € 12 81, lieu de ramification de n. On a Ky = n* (Ks + ô).
Pour tout diviseur D sur S, on a A i(ïc l t tD)=A i(D)-^A i(D-8). Si^(S)=0,
l'application canonique de X se factorise en Ojç = V o TC oùx? : S ~-^ PP^- l est
l'application associée à | K^ + S |.

Les deux lemmes suivant sont démontrés par exemple dans [B2], p. 123.

LEMME 1 .5 .— Soit X une surface de type général minimale dont l'image de
l'application canonique est une surface S. On a alors K2'^(deg (pjç) (deg 2)
avec égalité si et seulement si \ K \ est sans point base, sans partie fixe.

LEMME 1.6.— Soit ScP" une surface irréductible non dégénérée. Si S est
réglée, on a deg (S) ̂  n — 1 + q^; si ï n'est pas réglée, on a deg (S) ̂  2 n — 2 ûrec
égalité seulement si 2 ̂  birationnellement isomorphe à une surface K 3, auquel
casp,(L)=l.

Enfin, on utilisera souvent le résultat suivant dû à M. REID (cf. [R] et
cor. 5.7, p. 138de[B2]).

THÉORÈME 1 . 7 . — Soit X une surface minimale de type général irrégulière,
vérifiant K^<Î^(G^}. Alors :

— Pour tout morphisme X -^ B surjectif à fibres connexes de X sur une
courbe lisse B de genre b, on a è=0 ou b^q^.

— Il existe une application rationnelle de degré 2 sur une surface de même
irrégularité que X.

— Si Inapplication canonique de X est génériquement finie, elle est de degré
pair.

2. Surfaces de type général dont le système canonique est composé (Tun
pinceau

On énonce dans ce paragraphe un théorème qui résume des résultats de
HORIKAWA et de BEAUVILLE.

On suppose que X est une surface minimale de type général dont le système
canonique est composé d'un pinceau de genre b i. e. il existe une courbe lisse B
de genre b, une application rationnelle surjective à fibres connexes/? : X -^ B,
un diviseur D sur B de degré a ̂ py — 1, tels que K = Z ~^p* D, où Z est la partie
f ixede|X| .
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Si é=0, HORIKAWA a montré (cf. th. 1.1 et 1.2, p. 211-212 de [H3]) :

(1) K1^?,-! si p,^3.

(2) K2>4p,-6 si p^5.

Si è^l etp,^2, BEAUVILLE a montré (cf. remarque 5.4, p. 136 de [B2]) :

f K2^3p,+5(b-l) sauf si ^=8 ou 9,
x " i î  ^

[ p^q=b=2.

THÉORÈME 2.1. — Soi? ^ une surface minimale de type général dont le
système canonique est composé d'un pinceau. On a alors :

X^3^+2^-9.

Démonstration. — On remarque tout d'abord que comme on n'est pas
dans le cas d'égalité de l'appendice, on 3. pg ̂ 2 q—3. Supposons d'abord
b = 0. L'inégalité est triviale si p y ̂  2. Si py $ 4, on a Çj^ $ 3 puisque py^lq—î

.et l'inégalité résulte de (1). Si ;̂ 5, elle résulte de (2) et de py> 2q-3.

On peut donc supposer b^ 1.
L'inégalité cherchée résulte alors du lemme suivant et de (3).

LEMME 2 . 2 . — Soiî X une surface de type général dont le système canonique
est composé dun pinceau de genre b^ 1. Alors q^b^-1.

Démonstration. — On reprend les notations ci-dessus. Si b^a, on a
b > a ̂ pg — 1^^—1^&— let le résultat est montré; si b < û, par Riemann-
Roch, pour tout point m de B, on a ho(D^'m)>ho(D). On se place dans ce
second cas et Z ne contient alors pas de fibres de p. On suppose q> b et on
prend une 1-forme œ sur X, qui ne soit pas dans/?* H° (B, Q^). On choisit des
coordonnées locales u sur B et x sur X, telles que, en posant /==/?* u, (A-, / )
forme un système de coordonnées locales sur un ouvert U de X. On notera,
pour tout diviseur L sur X, Ly sa restriction à 17.

La 1-forme œ s'écrit sur U :O)(A-, r)=/l(A-, t)dx+B{x, t)dt,oùAet Bsont
holomorphes dans 17.

Soit a un élément non nul de H°{B, Çîy). Dans L7, on ap*a(0=R(r)^ /
avec R holomorphe dans U.

Si A était identiquement nulle, on aurait, sachant que les 1-formes
holomorphes sur une surface lisse sont fermées, ÔB/ÔX^O, soit
œ ep* H° (B, fly ). Donc A ̂  0.
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. 324 0. DEBARRE

D'autre part, les ûbres contenues dans div (œ /\p* a) forment un diviseur de
typep*D, puisque Z n'en contient pas. En particulier, on a l'inégalité entre
diviseurs sur B : div(a)<D. Il existe donc un diviseur effectif G sur B tel que
div (A ) = Z^ + ( p* G)c, et deux fonctions holomorphes g et z sur 17 telles que :

div(z)=Zy et A(JC, t)^z(x, t)g(t).

Si œ' est une autre 1-forme vériûant les mêmes hypothèses que œ, on peut
écrire sur 17 :

et :

œ'(jc, r)==z(jc. OAO)A:+B'(JC, t)dt

œAœ'Oc, r)=2(;c. t)\g(t)V(x, t)-h(t)B(x, t)]dx^dt.

Or le diviseur de O)AÛ/ est de type Z+/?*D', donc le crochet ci-dessus ne
dépend que de r, d'où :

(4) g(t)s^(x9 ̂ -^It^' r)=a

On utilise rf©s=dco'=0 et il vient :

O-^fë^ t)h(t)^z(x, t)^(t)\ ̂ h(t)[^(x, t)g(t)^z{x,t)^{t)\

=z(^Or^O)^(^)-AO)^(r)l

Comme z^O, il s'ensuit que g et h sont proportionnelles. On suppose donc
g^h. L'égalité (4) fournit une application q> telle que :

B'(x, 0-BQc, f)=<p(r).

ce qui prouve que œ-œ'e/^J^B, Q^).

On a donc montré ^-è==dim(^°(A\ tî^/^Jf0^, ^è))^!, ce qui
termine la démonstration du lemme.

3. Surfaces de type général dont l'application canonique est birationnelle

Un résultat deJoNGMANS (cf. [J], p. 425) améliore l'inégalité de Casteinuovo
K2^3py—^ pour les surfaces minimales de type général dont l'application
canonique est birationnelle.
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PROPOSITION 3 .1 .— Soit X une surface lisse non réglée, L un diviseur sur X.
Si l'application <p^ est birationnelle, on a :

4h°(L)-6^h°(2L).

Démonstration. — On peut d'abord supposer | L \ sans partie fixe puis,
quitte à éclater ses points bases, sans points bases. On note :

72=/!°(L), S^^WcP"-2, rf=degS=L2.

On remarque aussi que, par hypothèse, la surface Z est non réglée, donc
(cf, 1.6)que^2w-4.

De plus, S est non dégénérée donc (cf. [G-H], p. 174) une section
hyperplane générique de S est irréductible, non dégénérée dans son
hyperplan. Par Bertini, il existe une courbe Ce|£|, lisse et irréductible,
d'image par (p^ une courbe Ça P"-2 non dégénérée. De nouveau (cf. [G-H],
p. 249), il existe une section hyperplane de C dont les à points sont en position
générale, i.e. aucun (w-2)-uplet n'est linéairement dépendant.

Comme d^2n—4, on peut choisir un ensemble Q= {/?o, ..., p^-6} de
points en position générale sur une section hyperplane ? de C. On notera,
pour tout diviseur D sur X, r^ la restriction de H°(X, D) à H°(C, D,c).

L'application (p^ic^C-^ est associée au sous-espace vectoriel
TC H° (X, L) de H° (C, L,c) donc, à la section hyperplane ?de C correspond
un élément s de rçHQ(X, L), de diviseur noté Z)eDiv(C), sur lequel se
trouvent les antécédents ̂  • • - Qin-e des points de Q.

Par propriété de position générale, il existe un hyperplan H^ (resp. H ^ ) de
P"~1 contenant/?i, . . . , p^.^ (resp. ̂ -2, .... p^ ,,_J mais pas /^lequel
hyperplan correspond à un élément r|i (resp. T^) de H°(X, L}. L'élément
^^(ïh ®Tl2)der^°(X, 2L)estnulen tous les ^. pour / ^ O e t non nul
en c/o.

On peut construire ainsi 2 n — 5 éléments OQ, • . • , c^n-6 de rç H° (X, 2 L)
vérifiant, pour 0 < ij ̂  2 n — 6, CT,,(q^ == 0 si î ̂ 7, a, (^, ) ̂  0. Or les éléments de
l'image de l'inclusion :

rcHQ(X,L}^rçHQ(X,lLY

sont nuls sur D. En particulier, OQ, . . . , a2n-6 sont libres dans
rcH°(X,2L)/rcH°(X,L)ei:

2n-5^dim rçH°(X, 2L)-dim r^°(^, £)==/70(2L)-/70(L)~/^0(£)+1.
d'où la proposition. -
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326 0. DEBARRE

Si X est une surface minimale de type général, on a {cf. [Bo], p. 185) :

^(IK^K2^^).
On en déduit :

THÉORÈME 3.2. — Une surface minimale X , de type générale dont
l'application canonique (p^ est birationnelle, vérifie : K2'^3py^-q—^.

Remarque 3.3. — On peut préciser légèrement le résultat 3.2 : si | M \ est la
partie mobile de | K \ et Z sa partie fixe, la proposition 3.1 donne :

A°(2M)^4^-6.

Or le théorème A de [Bo], p. 177, donne h1 (-M)=0. On a donc :

AO(2M)$AO(M+X)=x(-^^)=X(^)+^(^2-^^^)•

Toute surface vérifiant les hypothèses de 3.2 satisfait donc à :

K2>3p^q-7^KZ^lMZ.

4. Surfaces de type général dont Inapplication canonique est de degré 2

Avant de traiter le cas des surfaces de type général dont l'application
canonique est de degré 2, on va montrer deux propositions concernant les
surfaces de type général admettant une application rationnelle de degré 2 sur
une surface réglée.

PROPOSITION 4 . 1 . — Soit X une surface minimale de type général admettant
une application rationnelle de degré 2 sur une surface réglée S. On à alors :

^2^+4(^-4)+6(2-r)

avec r=q^-q^

Démonstration. — II existe une involution birationnelle o de X qui échange
les points identifiés par (p. Comme X est minimale, CT est en fait un
automorphisme de X.

Le lieu des points fixes de a est union disjointe de courbes lisses et de points
isolés. Si S est la surface obtenue en éclatant les points fixes isolés de CT,
Finvolution a induit une involution a de Ï dont l'ensemble des points fixes
est une union disjointe de courbes lisses, À, contenant tous les diviseurs
exceptionnels de ^.
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La surface S=^/o est alors lisse, birationnellement isomorphe à S donc
réglée. La donnée de l'application n : S -^ S est équivalente à la donnée d'une
courbe lisse A =71 (À) sur S et d'un élément ô de Pic (S) avec A€ | 281.

On veut maintenant montrer l'inégalité :

(5) ^^(^s+5)=l+^(Ks(Ks-h8)+(Xs+5)2) ^l+Ki+JX^S+^S2.

Elle n'est pas difficile si le système linéaire 1X5+81 contient un diviseur
irréductible (on montre plus bas que ce diviseur ne peut être contenu dans une
fibre de S).

Malheureusement, ce n'est pas le cas si |K^ j a une partie fixe et le
raisonnement est dans ce cas plus compliqué. On peut supposer Z
irrationnelle. En effet, si ^s=0, l'inégalité cherchée est K^ï 2 ̂ —2^—4,
plus faible que celle de Noether.

On suppose donc qs > 0 et on pourra parler sans ambiguïté de la fibration
canonique de S, de fibre rationnelle de S.

Soit S ' un modèle minimal de S. Le morphisme e : S ->• S ' est composé
d'éclatements :

5= 5^ —^ 5 2 -*• ... 5^-+ 5^+i =5',
Hi Ha H»

où, pour i e {1 , ..., n}, r\ ; est l'éclatement du point ̂ i -n de 5, + ^. On note,
p o u r / € { 1, . . . , n ] :

£f=îh—'ni. e=£n> £o=Ids»

Si+i^i*^)» 8'=8»+i, 8^=8,

A^=£,(A), A'=A^, A,=A,

^TL71^!)^,; £,=£?.,(£,); ^=8.£,=8,.£,

On désigne par m l'intersection de 8 avec une fibre rationnelle de 5.
Comme : , n , -, -

/i°(K5+8)=/^^^l,

|X<;-(-8| est non vide donc m^2. Si w=2, on a alors K^ .TT* T=0. Or les
images des diviseurs exceptionnels de X ont des composantes rationnelles
donc contenues dans les fibres de 5. Si £' est le morphisme X -^ X, £„, n* F est
mobile et K y . £„. n* F = 0, ce qui contredit la proposition 1, p. 174 de [Bo].
On a donc w^3.

. LEMME 4.2. — // existe un morphisme birationnel E : S -+ S\ où S ' est une
surface minimale, tel que, avec les notations ci-dessus, on ait pour tout i
{l^i^n): m ,

0<n^—-^ï<m.
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328 0. DEBARRE

Démonstration. - Remarquons que toute courbe exceptionnelle sur S
rencontre A. En effet, si ce n'était pas le cas, l'image inverse sur J? de cette
courbe serait somme disjointe de deux courbes exceptionnelles non contenues
dans À, ce qui contredit le fait que À contient toutes les courbes
exceptionnelles de S. D'autre part, comme A, n'a que des composantes
simples, on a 27î(=A,.£^ —1. On en déduit que n^O avec égalité si et
seulement si £, est composante de A, et rencontre l'ensemble des autres
composantes transversalement en un seul point. On supposera que 1 est le
plus petit entier i tel que n^O. On note :

A^C^ ... +0^, C^e^CT, mœ: =C .̂Ê...

On supposera que JS/ssC^ rencontre C^ mais pas les autres composantes
Ci3^ .. .,€}' * de A/et enfin que, pour / '€{ 2, ..., I },p,es\ sur £,»(£/ (puisque,
si ce n'est pas le cas, on peut ne pas faire la contraction T|. sans changer Ej ni
donc Uj. De plus, I reste toujours le plus petit entier i avec yî,==0.

On a alors, pour i '6{l, ..., I — 1} et je { 3, ..., s ' ] :

Supp £, n C^cSupp É, n C '̂̂ e/-.1, (C^) n £f.1, (C}^)^®

soitm^OetC^C^.
De plus C^. C^ = C^. C^ -h ̂ \ ̂ œ ̂ 2) = 0 donc A/ se présente sous la

forme :

C^ ^£,=<y
et A;+i est lisse, union disjointe de C^\,. ..., C^i.

Soit TC^X'-^S/^i le revêtement double associé à 5/+i et Ai+p
L'application Cj îi : J? ->• 5j+i se factorise par TC' (ç/; [HO], lemme 4, p. 48) et on
obtierit le diagramme commutatif :

^ y

»j Sj+i

et^-a*X^=7c*(^+ô)-a*^alt(^5^,+ô/^)=^(^=l(l-A^,)£,)
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ou :
ÎC*£/=£+^(W,~1)^,

où £ ainsi que les deux membres sont des diviseurs effectifs. D'autre part, on a
obtenu J? en éclatant sur X minimale, des points distincts. En utilisant
l'unicité du modèle minimal pour Ï , on voit que l'unique élément E du
système linéaire \K^—çt*Ky.\ n'a que des composantes simples.

On a aussi h°{n* Ej)=h°(Ej)+h°{Ei-6) {cf. 1.4).
Si Z)€|£/—8|, 2Z)-+-Ae|2Ê/L Comme le système linéaire \2Ej\ a pour

seul élément 2 Êj, on a 2 D 4- A = 2 £;, ce qui est impossible puisque A n'a que
des composantes simples.

Donc A° (n* Ej) = 1 et l'unique élément de | n* E, \ est n* Êj. Comme AI, > 1
pour KJ, on a :

^=£+^(w,-l)^£,

La courbe C^ n'est dans aucun des Ê( pour «J et, comme elle est dans A, la
courbe C^) = (1 /2) ît* C?1 ) n'est dans aucun des n* Ê( pour î < J. Le coefficient
de C^ dans le diviseur de droite de l'égalité ci-dessus est son coefficient dans
£, c'est-à-dire 0 ou 1, alors qu'il est 2 dans n* Ej puisque C^) < Ej. On a donc
une contradiction.

Après avoir montré que, pour tous les modèles minimaux de 5, on avait
7î. > 0, on va montrer qu'on peut en choisir un pour lequel n, < (m/2) +1. Pour
cela, on sépare A en A,,=C(l)-^-...4-C(t), union des composantes de A non
contenues dans les fibres de S et Ay = A — A^. Pour tout morphisme e : S -^ S '
de S sur un modèle minimal S ' d e 5, on a e (A^)2 ̂  A^. On peut donc choisir e
de façon telle que e (A,,)2 soit minimal. Si on remarque que par un point d'une
surface réglée, il passe au plus deux composantes de fibres et que si il en passe
deux, elles s'y coupent transversalement, on obtient que £. coupe, sur 5,, au
plus deux autres composantes de fibres et donc que A.,.Ê,^2.

Soit maintenant x = e (£,) € S'. Le morphisme T| = T| „ . . . T| . : S. -» S'
contracte £, en x donc se factorise à travers l'éclatement p : S ' -^ S ' de x :
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La fibre de §' au dessus de x est £+£', avec Esp"1^) et £' courbes
exceptionnelles. Soit p' : S ' -^ S" la contraction de £'. Si on pose
Afc. .=e^i(Afc),ona:

8(A,)2==T^(A,.,)2=T^'(A,.<)2+[£.T^'(A,,<)]2

^p^^A^^^Ti^A^^+^.n^A,.,)]2

par choix de e, puisque S" est minimale. Or on a :

2m=A.Fibre de S=A^. Fibre de S=îf(A^). (£+£').

DoncAfc.Ê,=mult^^(A^,+i)$mult,(A^»+i)=£.ri'(À^,)<metlelemme
découle alors de l'égalité : 27î,=Afc.Ê,+À^.Ê,.

LEMME4.3. - Ona:(5)Ki+(3/2)Xsô-Kl/2)82^^-l.

Démonstration. — Si on note ^=wA+/^(çf. 1.3), on a :

S^+mS'.X^w2^-!).

Puis avec K.se^X^+^^Êi et 8=6*5'-^^. (cf. [P], p. 104) :

82=^l82+ô.^+2-2^-2mto-l)+E^,'^^

La quantité 62•^6.K.s•^'2—2qs=2'x, ((Py) — 2 + 2 Çs est positive ou nulle, m est
au moins égal à 3 et 0<«(<m. On a donc :

82<j[82+S.Ks+2-2fc]-2m(fe-l)-n

^-Is^S.^^l-^-ôto-n-l-Ki+gte-l), puisque ^-1^0.

On peut maintenant montrer la proposition :

^^xi^s+ôï^-j^.s-^+^-^^ô+s2

=2-2^+^Ô(X,+Ô)-3+3^

=X«Pse<Ps(-8)) +3(^-r)-3
=X(^)+3^-3r-3=^(^)+2^-3r-2.
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Remarque 4.4. — Si on a égalité dans l'énoncé de la proposition
précédente, on a X^=Xi et J? est isomorphe à X. Dans ce cas, X est donc
revêtement double de S.

PROPOSITION 4 . 5 . — Soit X une surface minimale de type général admettant
une application rationnelle de degré 2 sur une surface réglée S. On suppose :
^~^z^2. On a alors :

^2^+4(^-4),

avec égalité si et seulement si X est isomorphe au produit d'une courbe lisse de
genre 2 et d'une courbe lisse de genre au moins 2.

Démonstration. — On reprend les notations de la proposition précédente.
On suppose donc r^2.

LEMME 4.6. — I I existe une courbe lisse B de genre r et un diagramme
commutatif: t ' ,»

« T

s—————>p^
où une fibre générique dep est lisse connexe de genre f^ 2, isomorphe à la fibre
correspondante de q.

Démonstration. — Soit (û)i, ..., œ^) une base de l'espace vectoriel des
1-formes holomorphes sur ^ anti-invariantes par a. Pour < e { 2 , ..., r},
cùi A ©, est une 2-forme sur ̂ invariante para donc provenant d'une 2-forme
holomorphe sur S, qui, réglée, n'admet pas de 2-forme holomorphe non nulle.
Donc (ù^ A cùf=0. La construction de la courbe B et du morphisme/? suit la
démonstration d'un résultat classique de Casteinuovo et de Franchis {cf. [Bl],
prop. X.9,p. 155). ,

On note K {^) le corps des fonctions rationnelles sur ̂ . II existe /( e K (S)
telle que œ,=/,œi. Or les 1-formes holomorphes sur S sont fermées donc
O==AÙ,=^/ ,A©Ï et il existe/i dans K{^) avec cùi=/i dj\ et dfj/\df^-=0
poury e { l , . . . , r} ,ce qui signifie que les deux éléments fj et /^ de K (S) sont
algébriquement liés : il existe un polynôme pj à deux variables tel que
Pj(fi.fj)=0- Si C est la courbe de P' adhérence de :

{(1, x,, ..., x^eP^Pi^, ̂ )=?3(^ ^3)= • • • =-Pr(^ ^r)=0},
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les fonctions rationnelles /i, ...,/,. définissent une application rationnelle
p' : ̂ -> C. Soit r\ : X -»• Ï un morphisme composé d'éclatements tel que
p' r| : X ->• C soit un morphisme et soit : X -^ B -^ C la factorisation de Stein
de p ' r } où B est une courbe lisse et où les fibres de p sont connexes. Les
1-formes o^ = u* (^ dx^) et a, = u* (x^ x,,dx^ ie { 2,. . . , r}, sont holomor-
phes sur B, libres dans H°(B, Ky), donc on a g(B)^r>0, et p contracte les
diviseurs exceptionnels éventuels de X. On en déduit que p se factorise par r\,
ce qui donne p.

Soit r le morphisme C-^P1 induit par l'application : (.x-o, ...,
^r) -^ (XQ, x^), ac l'involution de C induite par : (;Co, ..., x^) -^ {XQ, -x^x^
. . . ,x,).

Comme a* œ^= --œ^ pourye {1, ..., r}, on a :

/1<Î==-/1»

pour ie{2, ...,r},[fi^fi

et l'applicationvup : S -»- P1 se factorise par TC en un morphisme S -^ P1 dont
9 "'

la factorisation de Stein est : S -^ B' -*- P1. Pour résumer, on a obtenu les
diagrammes commutatifs suivants :

S{——————>»——————,

F» Y D^ V

« M'

t ' . B ' .C

Dl

D2

je B
^C

Comme B (resp. B') est la clôture intégrale de C (resp. P1) dans H (resp. S),
on a une flèche <)» : B -> B' qui fait commuter le diagramme Dl. De même, on
a une involution a ^ : B - * B qui fait commuter D2. De plus <I»CTB=^
puisque :

VAeB, ^as(b)=<^1tp~las(b}=qnôp-l(b)=q1tp-l(b)=^(b}.
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On en déduit que x|x est de degré 2 et qu'une fibre générique de p est isomorphe
à la fibre correspondante de q.

Montrons maintenant que B' est rationnelle. Si ce n'est pas le cas, comme S
est réglée, la fibre générique de q est rationnelle et donc aussi celle de p, ce qui
est absurde puisque J? n'est pas réglée.

Remarquons enfin que, puisqu'il n'y a pas de 1-forme holomorphe non
nulle sur P1, toutes les 1-formes holomorphes sur B sont anti-invariantes
par af et p * H ° ( B , Qi) est constitué de formes anti-invariantes par o*, ce
qui prouve g(B)^r ainsi que le lemme.

LEMME4.7. - OwûX^.Â$4(r-hl)(/-l).

Démonstration. — Si F est le lieu de ramification de V sur P1 et si
x t Supp F, n ~1 q ~1 (x) ==;? "1 V ~~1 (x) a deux composantes connexes donc A
ne rencontre pas q ' l (x). On a donc montré que q(A) a Supp F. D'autre part,
le théorème d'Hurwitz donne degr=2[g(B)+l]==2(r+l) donc À est
contenue dans au plus 2(r+1) fibres de p.

D'autre part, pour une composante A d'une fibre de p, K^. A > 0 sauf si A
est une courbe exceptionnelle de Ï . Par construction, ces courbes
exceptionnelles sont contenues dans À, et donc :

^.Â^2(r+l)^.F^4(r+l)(/-l).

Il vient alors :

(6) x(^)=2-2^+^8(X,+5)

=2~2^+17^*A.X^=2-2^+ lÂX^2-2^+(r+l)( /~l) .
o . 4

D'autre part, les courbes exceptionnelles de ̂  sont contractées par p puisque
g(B}>0 et on peut appliquer le théorème d'Arakelov (cf. Appendice) au
morphisme X -» B qui s'en déduit :

(7) O^œ^^K^-gC/'-lXr-l).
D'où:

^^-(^+2^-8)

^4(/-l)(r-l)-[2-2^+(r+l)C/-l)-3fe-3r+9]

=3(r-2)(/-2)+/-^,
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ce qui montre le théorème puisque Jf étant de type général, /^ 2 et donc
f^qs. De plus, s'il y a égalité, /=^, (^-2) (/-2)=0 et :

^(X)-(2^-4)
=X(^)-^+3=2-2/+(r+l)0^-l)-r-/+3=(r-2)(/-2)=0.

ce qui prouve que X est isomorphe au produit d'une courbe lisse de genre 2 et
d'une courbe lisse de genre au moins 2 (cf. Appendice). On peut maintenant
énoncer notre résultat.

THÉORÈME 4.8. - Soit X une surface minimale de type général dont
Inapplication canonique est de degré 2. On a alors :

^2^+4(^-4)

avec égalité si et seulement si X est isomorphe au produit S une courbe lisse de
genre 2 et d'une courbe lisse de genre au moins 2, non hyper elliptique.

Si 1$^<3, on a K^ipy-^qyl.

Démonstration. — On note S l'image de X par son application canonique.
Si S n'est pas réglée, on voit d'une part qu'on n'est pas dans le cas d'égalité de
l'appendice donc que py^lq-3, d'autre part que^^(S) vaut 0 oupy(X)
(th. 3.1, p. 127 de [B2]). Les lemmes 1.6 et 1.5 donnent :

X^2degS^2(2^~3)^2^+4^-9.

Pour les petites valeurs de ̂ , il suffit de remarquer que pgï^ donc que :

X^4/^-6>2^+2.

On suppose maintenant Z réglée. La première inégalité est alors une
conséquence directe des propositions 4.1 et 4.5.

Si ^=3, la proposition 4.1 suffit si r^l. On suppose donc r>2 et on
applique les formules (6) et (7) :

^3/-1, 2C^8(/-1).

On utilise le théorème 3 de [H], p. 89, qui montre en particulier que si X -+ B
est un morphisme d'une surface lisse minimale sur une courbe lisse de
genre g(B), à fibre générique lisse connexe de genre 2, on a :

K^2x(^)+6(^(B)-l).
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Ici, si/=2 :
K^2x(^)+6=2^+2.

Si/>3, on raisonne par l'absurde, en supposant K^<2py+2.

On a alors :

Et :
2^+1^K^8(/-1)>16 soit ^8.

^!-3/(^)<2^+2-3^+6^0.

On peut alors appliquer le théorème 1,7, qui donne r==0, ce qui est une
contradiction.

Si ^=2, la proposition 4.1 suffit si r=0. On suppose donc r>0. Le
théorème 1.7 donne alors K^ > 3 ̂  (G) y ) ̂  2pg+ls\py^3. On aura terminé si
on montre l'inégalité pour r=2. Les formules (6) et (7) s'écrivent :

p,W Xi>8(/-l).

Si/=2, le théorème d'HoRiKAWA employé ci-dessus donne Xj^2/^+4. Si
/= 3 et si on suppose K^ < 2py +4, on obtient;^ > 7, puis K^ < 3 ̂  {0y), ce qui
contredit 1.7, de la même façon que dans le cas q^ = 3. Le cas q^ = 1 est déjà
connu (cf. lemme 14, p. 212 de [Bo]).

5. Surfaces de type général dont l'application canonique est de degré 3

La meilleure inégalité que l'on peut déduire dans ce cas de 1.5 et 1.6 est
K2^3pg—6. On va montrer que les cas K2=3pg—6 et K2=3pg—5 ne se
produisent pas si la surface est irrégulière.

PROPOSITION 5 . 1 . — Tou te surface minimale de type général irrégulière don î
Inapplication canonique est de degré 3vérifie K2^/^-^.

Démonstration. - Si on note E=(pjç(X) et w=;^—l, et si on suppose
K2<3/^-4, on a :

3^-5^K2^3degZ^3(^-2),

donc E est une surface de degré w — 1 dans P", dont la liste est bien connue
(cf. [N]). On va étudier chaque cas possible pour S. Tout d'abord, le
théorème 1.7 donne :

3^-5^K2^3x(^)=3p,-3^+3 et ̂ 3.
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La remarque de la page 209 de [Bo] donne alors :

3^-5>X2>2^-^-fo-4 et /^>4.

On remarque aussi que, si | K | a une partie fixe non nulle Z et si | M \ est sa
partie mobile, on a MZ^2 (cf. [Bo], lemme 1, p. 181) et donc
K2^M2^MZ^KZ'^3(p^2)^2 ce qui n'est pas.

On suppose d'abord X2=3^—6. Le système linéaire \K\ est alors sans
point base et définit un morphisme <p : X -^ S de degré 3 (cf. Lemme 1.5).

Si S est la surface de Véronèse i. e. P2 plongé dans P5 par^pi (2), il existe un
diviseur D sur X tel que K = 2 D etpy = 6, D2 = 3, KD = 6, D2 4- KZ) impair ce
qui est impossible.

Si 2: est la surface S,, plongée par |A+Af| avec r^n—3 et 2 ^ = w — l — r , il
existe des diviseurs C et D sur X tels que KsC^kD et C2=3A•2==3r,
CD =3, ̂ =0 et Z^+KD est impair.

Si Z est un cône sur la courbe rationnelle de degré w — 1, comme dans le
lemme 1.5, p. 361 de [Hl], il existe un pinceau |D|, un diviseur effectif G
avec KG=0 et |K|=|(n-l)Z)+G|. On a :

JC2=3(n~l)=XD(»^-l) et KD^3 et D2 est impair.

3^(n-l)D2^DG donc D^l.
Il y a deux cas :

1° 72=3, ^=4, D^DG^l, K2=6, fo>3, qui contredit
K^lp^q^^

2° ,2=4,^=5, D^l.DG^, ̂ =9,^=3, G^O.
Par le théorème de l'index de Hodge, ona G =0 et K = 3 D. Alors, comme

tout élément de | K\ est 1 -connexe (lemme l,p. 181de [Bo]),Destl-connexe.
Comme D^O, le corollaire de la page 178 du même article donne
^(X, -D)=0,d'où:

A°(4D)=x(-^)=8-^<5=A°(3D)

ce qui est impossible puisque D est mobile.

Si maintenant K2=3^—5, \K\ a un point fixe. Si e : S ^ X est
l'éclatement de ce point, de diviseur exceptionnel E et si M = e* Xy — £, on a
M^^^^degq^KdegS) donc (cf. [B2] l . lû, p. 123) |M| est sans
point base et la situation est la suivante :
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S ^ ,£
> M.£=l

Xî=M+2£.

. ^ ^»

X .'

Traitons rapidement les différents cas en gardant les mêmes notations :
- Si S est la surface de Véronèse 1 = M. E = 2 D. £.
- Si S est la surface Z„D2+X^D=M.D+2£.D=3+2£:.D est impair.
- Si Z est un cône :

|M|=|(w-l)D+G|, MG=0.

Donc MZ)=3==(w-l) D^DG.
Comme K^Z)=3+2D£, D2 est impair. Il y a deux cas :
1" ^=3,^=4, j)2^^G^^ X2=7, ̂ 3, Af2=6.

On a en fait ̂  = 3 à cause de la remarque de la page 209 de [Bo], qui donne
X^2^+^-4.

On remarque que, comme l'intersection de M avec toute courbe
irréductible est positive ou nulle, les égalités M.£=l et MG=0 prouvent
que £ n'est pas composante de G donc on a G.£>0.
Comme D est mobile, D.E est positif ou nul et :

1=M.£=2D.£+G.£ donc D.£=0.

Le point base b du pinceau |D| n'est donc pas sur £. Soit e^ : S -^ X
l'éclatement de b, de courbe exceptionnelle £2. Un raisonnement analogue à
celui suivi par HORIKAWA dans la démonstration du théorème 4.1 de [H3]
permet de construire un morphisme (p : X -^ Sz, où S^ est définie en 1.3, qui
vérifie, avec les notations de 1.3 :

(p'WseîD-^, <p*(H)=£2M.

On va comparer h°(^ 2 H-F) =6 à A°(X, (p^H-F)), qui doit lui être
supérieur. On a :

h°(X, (p'lc(2A-/))=/^o(X, eî(2M-D)+£2)

^(J?, ̂ (-D-G-^-lE^^h^X, -D-G+2£)

=/î°(X, K^Z)-hG-2£)^/?°(^, A^+D+G).
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Pour calculer ce terme, on va montrer que h1 (J?, -Z) - G) est nul. Comme
(D^G)2>0, il suffit, en utilisant le théorème A, p. 177 de [Bo] et son
corollaire, de montrer que D+G est 1-connexe. On rappelle qu'un diviseur
effectif R est m-connexe si pour toute décomposition R^R^-^-R^ où R^
et J?2 sont des diviseurs effectifs, on a R^ R^m.

Tout diviseur R e | M | est 2-connexe :
Si JR=J?i+^ avec R^O, S.=JÎ,+(JÎ,£)£ est effectif et S..£=0.

Il existe S;, effectif sur X avec e* S;-=S,. On a :

S^+S^=jî+£=e*JC^.

Le lemme 1, p. 181 de [Bo] donne S[.S'^2, si S;.^0.

Dans ce cas :
\R^R^S,.S^(R^E)(R^E),
[ R^E+R^.E^l,

donc :
JK^. ï\^ ^À^ .À^^O^ •o^^Z.

Si par exemple Si =0, R^ = -(R^ E)E est :

R^R^-(R^E)(R^E)^2,
puisque :

R^E<0, Ri .£+R2.£=l .

Tout diviseur R e | D + G | est 1-connexe : si JR = J^i + R^ avec jR, ̂ 0, on a
2 = D (D + G) = DR^ + DR^ avec DR, positif ou nul puisque D est mobile. On
peut donc supposer par exemple que DR^ ̂ 1. On a alors :

D+Jîe|M|, D+R=(D+R2)+^i,

donc2^(Z)+JÎ2)•Jîl=D^l+JîlJÎ2 et RiRz^1'
On a donc :

W, X^+D+G)=x(^, ~Z)-G)=5<A°(S2, 2A-/)

ce qui est impossible.
2° ^=4,^=5, D2=l, DG==0=G2.

Le théorème de l'index donne G=0, soit M=3Z), qui contredit l'égalité
M.£==l.
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6. Résultats généraux

Les résultats des paragraphes précédents permettent d'énoncer deux
inégalités concernant toutes les surfaces minimales de type général.

THÉORÈME 6.1.— Toute surface minimale irrégulière de type général vérifie
î'inégalité K2>2 py

Démonstration. — Le cas ^=1 découle de l'inégalité K2 ̂ 2^(0 y)
(lemme 14, p. 212 de [Bo]). On suppose ^^2. Si |X| est composé d'un
pinceau^ ce résultat est montré dans le lemme 13, p. 210 de [Bo]. On suppose
que <pjç est de degré fini d. On a, si ̂ >4 :

d^4 => JC2^;^)^^ par 1.5 et 1.6,

rf=3 => K2^3p^4^2p,p3iT5A,

d^2 => K2^?^ par 4.8,

rf=l => K2^3p^q-7'^2py si q^3 par 3.2

et si ç=2, le théorème 1.7 donne K2^3^(0y)^3py-3.
Sipy = 3, la remarque de la page 209 de [Bo] donne K2 ̂  2py + q — 4 et laisse

trois possibilités qui mettent en échec l'inégalité K^^lpy :

K2=4 ou 5, ^==2; X^, ^=3.

Pour les deux premières, on a X2<3^(C^) donc (cf. 1.7), il existe une
application rationnelle de degré 2 sur une surface réglée d'irrégularité 2. La
proposition 4.1 donne alors :

^2^+4(^-1).

Ces deux cas sont impossibles. Pour éliminer le troisième, on utilise le lemme
suivant, qui m'a été communiqué par A. BEAUVILLE :

LEMME 6.2. — Une surface, minimale X avec ̂ =^=3vérifie K2^ 6.

Démonstration. — Considérons l'application de cup-produit :

(p : A2 H° (X, Sî^) ̂  H° (X, fîï).

Si (p n'est pas bijective, il existe deux 1-formes a, P sur X, non
proportionnelles, telles que a A P = 0. On sait alors (cf. [Bl], prop. X. 9) qu'il
existe un morphisme surjectif à fibres connexes de X sur une courbe de
genre ^2; le théorème d'Arakelov (cf. Appendice) entraîne alors K2^.
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On peut donc supposer (p bijective. Notons maintenant qu'il résulte
de [Bo], p. 209, remark, que le système canonique de X n'a pas de partie fixe;
ainsi il existe deux 2-formes ©i et œ^ sur X dont les diviseurs D^ et D^ n'ont
pas de composante commune. D'autre part, la surjectivité de <p et un
argument élémentaire d'algèbre linéaire montrent qu'il existe des 1-formes a,
Pi, ?2 sur X telles que :

a)i=aApi, a>2=aAp2

II en résulte que le cycle Z (a) des zéros de a est de dimension 0; son degré est
la caractéristique d'Euler-Poincaré topologique de X. On a donc :

JC2=Z)l.Z)^degZ(a)=XtopW;

puisque K2 + Xtop (X) = 12 x (Ox) = 12, on en déduit K2 ̂  6, ce qui démontre le
lemme ainsi que la proposition 6.1.

Observons que le carré symétrique d'une courbe de genre 3 vérifie
p^q^K2^.

THÉORÈME 6.3. — Toute surface minimale de type général vérifier inégalité :

K^lp^Kq-A).

I l y a égalité si et seulement si la surface est isomorphe au produit de deux
courbes lisses de genre 2.

Démonstration. — Le cas où \K\ est composé d'un pinceau est traité
en 2.1. On suppose donc (p^ génériquement finie de degré d. Si ̂ =2^-4,
cas d'égalité de l'appendice, on connaît les caractères numériques de X et on
trouve ainsi le cas d'égalité. On suppose donc de plus py^lq- 3. On a :

d=l => K2^3p^q-^^2p^3q-10,

rf=2, on utilise le théorème 4.8,

rf=3 => K2^3p^4ï2p^2q-^,

d>4 => ^4^-8^2^+4^-14,

ce qui montre le théorème pour ^>4.
Si <y<4, il est plus faible que l'inégalité du théorème 6.1.

C.Q.F.D.
La proposition et la construction suivantes donnent une réponse partielle

au problème suivant : quelle est, pour/?^ et c/ entiers fixés, la valeur minimale
que peut prendre K2 pour une surface minimale de type général de genre
géométrique py et d'irrégularité q_.
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PROPOSITION 6.4. — Toute surface minimale de type général vérifie
rinégalité :

^2^+4(ç-l),

pourvu que p^7(q-l). S'il y a égalité et si p^>7(q-l), la surface est
revêtement double d'une surface réglée de même irrégularité.

Démonstration. - Si K2^3^{e)^ le résultat est une conséquence
immédiate des hypothèses. Si jK^Sx^x) et fo>0, il se déduit tout aussi
facilement du théorème 1.7, de la proposition 4.1 et de la remarque 4.4
pour le cas d'égalité. Si ̂  =0, on peut utiliser [Hl].

Pour terminer, on va illustrer la proposition 6.4 en construisant, pour
tout^O et tout p^6q-2 pair (pour toutp^S si ^=0), une surface
minimale de type général X dont l'application canonique est de degré 2 sur
une surface réglée de même irrégularité que X avec :

qx^q. P^P. ^=2^+4(^-1).

Soit C une courbe lisse de genre q, M un diviseur sur C de degré k^q.On pose
£=2 M et d^lk. On a, avec Riemann-Roch :

degL>degXc+l => \L\ est sans point base,

deg£>degJCc => A°(£)=rf-^+l^+l.

On suppose dans la suite q>0 puisque le cas ̂ =0 a été complètement traité
par HORIKAWA dans [Hl].

On note S le fibre Oc@L, S la surface réglée P{S) etp la projection S ̂  C.
Avec les notations de 1.3, on va montrer que | H \ est sans point base, non

composé d'un pinceau.

Si x est point base de | H j, x est sur la courbe irréductible H donc pas sur
la courbe irréductible B puisque B.H^O. Si D est un diviseur dans \L\
ne passant pas par p(x), B^-p*D est dans \H\ et ne passe pas par je,
donc | H | est sans point base. De même si | H \ est composé d'un pinceau,
comme I H \ est sans partie fixe et H2 >0, ce pinceau est rationnel et Af=ûG,
A°(7f)=û+l (cf. [B2], Lié, p. 123), Mais [H]../=l donc û=l et
2=AO(^)=AO(^)=l-^/îo(JL), ce qui contredit l'inégalité h°{L)^2.

Par Bertini, il existe une courbe lisse irréductible A' dans 15 H | et, comme
A' B = 0, A = A' u B est une courbe lisse.JSi 8 est la classe du diviseur 3 H-p* M
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dans Pic (S), A est dans |2ô| et on peut construire le revêtement double
n : X -»- S associé à ô et A. On a alors (cf. 1.3.):

Ks^6=-2H^p*(Kc^L)^3H-p*M^H^p*(Kc+M).

Or, pour tout diviseur D sur S, H1 (S, D^H^C^p^D) et p ^ H ^ S
(cf. [Ha], p. 371). On a donc, avec la formule de projection et Riemann-
Roch :
P,(X)=h°(S, ̂ +Ô)=A°(S, H®P*(Kc+M))^h°(S, <?®(Kc+M))

=A°(C, Xc+M)+A°(C, Kc+I-+M)=2^-2+2rf,

^^=^(5, JCs-hS)^1^, Kc+MÎ+A^C, A:c+L+M)=0.

Xi=2(^+8)2=4rf+8(^l)=2^(JO-^4(^-l).

L'application (pj^ est birationnelle donc q>^ est de degré 2, et son image est
birationnellement isomorphe à S.
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APPENDICE

LWÉGAUTÉ p , 2q-4
POUR LES SURFACES DÉ TYPE GÉNÉRAL

PAR

A. BEAUVILLE

Cette inégalité a fait couler beaucoup d'encre. Elle est établie, sauf pour un
cas exceptionnel, par ROSENBLATT [R], suivant une idée de Casteinuovo; puis
en général par COMESSATTI [C], dont la démonstration est incorrecte. Elle a
donné lieu plus récemment à une polémique assez curieuse {voir [J] et [N]),
d'où ressort l'absence d'une démonstration complète. Nous allons voir que
l'inégalité en question résulte facilement du théorème d'Arakelov, joint à
l'idée originale de Casteinuovo.

Je profite de l'occasion pour énoncer une version suffisamment générale du
théorème d'Arakelov, valable sur un corps algébriquement clos de
caractéristique quelconque :

THÉORÈME D'ARAKELOV. — Soient X une surface lisse minimale, B une courbe
lisse, p : X -»• B un morphisme surjectif, dont la fibre générique est une courbe
lisse connexe de genre ^ 2. Soit œ^ = Ky -p* Kg la classe canonique relative.

(a) On a (œ^)2 ̂ 0 et ((ÙX/B • C)^0pour toute courbe irréductible C sur X.
(b) On suppose de plus que p est à modules variables (c'est-à-dire que les

fibres lisses de p ne sont pas toutes isomorphes). On a alors ((ùy^)2>0 et
(^X/B . C) > 0, sauf si C est une courbe rationnelle lisse d'auto-intersection — 2
contenue dans une fibre de p.

Démonstration. — Lorsque la fibration/? est semi-stable, ces propriétés sont
démontrées dans [S]. Dans le cas général, il existe un revêtement ramifié
r : D -*• B et un diagramme commutatif :

v c V K - vY<——————— r ———————^X

9 P

D————;————B

où Y' est obtenu en désingularisant X XgD, e : Y ' -* Y contracte les diviseurs
exceptionnels contenus dans les fibres, et où q est une fibration semi-stable.
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La théorie du faisceau dualisant montre qu'on a :

©y^sï^œjc/B-A'

où A' est un diviseur effectif, contenu dans des fibres de q'\ par suite :

e^œy/pSTC^œ^/B-A

où A est effectif et contenu dans des ûbres de q\

Soit C une courbe irréductible sur X. Si C est contenue dans une fibre de p,
on a :

(ÛX/B'C^g^-l-C^O

puisque X est minimale; de plus l'égalité a lieu si et seulement si C2^ -2,
g(C)=0.

Si C n'est pas contenue dans une fibre, il existe une courbe irréductible F
dans y, non contenue dans une fibre de q\ telle que îc(r)=C; on a donc
îc^r=dC, avecrfeN, et :

û>^B.C=^(îc*©^.r)=^(e*œy/z)+A).r=^((œ^.6^r)+(A.r))

d'où (ûjc/B. C ̂  0 d'après le cas semi-stable; l'égalité n'a lieu que si q, et donc p,
sont à modules constants.

On a finalement :

(û)y/o)2 = (e*o>y/z))2 = (^œjr/B)2 - A. e^œy/p - A. T^Û)̂

d'où (œx^Xdegîcr^œy/o)2 d'après ce qui précède; le théorème résulte
alors du cas semi-stable.

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème, soient b le genre de Betf
le genre de la fibre générique. On a :

(i) X^8(é-l)(/-l).
(ii) XiopW^4(è-!)(/-!).

(iii) ^)^(é-l)(/-l).
La première formule exprime la positivité de (Kyp^Ks)2'^ la seconde

résulte de [Ch], chap. IV, th. 6 et 7. La troisième est conséquence des deux
premières et de la formule de Noether :

x^^^+XtopW).
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Remarque. — Si on a égalité dans (i), lafibrationp est à modules constants;
dans (ii), p est lisse ([Ch], loc. cit.), dans (iii), p est lisse et à modules
constants.

On se place désormais sur le corps des nombres complexes.

LEMME. — Soient X une surface lisse, B une courbe lisse de genre b,
p : X -* B un morphisme surjectif à fibres connexes, f le genre (Tune fibre
générale F de p. On a alors q(X)^b+f; en cas d'égalité, X est
birationnellement équivalente à B x F .

Démonstration. — Notons L le corps des fonctions rationnelles sur B. On a
une suite exacte de variétés abéliennes :

0 -^ J{B) ̂  Pic0 (AT) -^ P -^ 0,

où P est la partie fixe (ou L/C-trace) de lajacobienne de la fibre générique F^
{voir [L], chap. VIII); cela entraîne (loc. cit.) qu'il existe un homomorphisme
injectif (p :P^-».7(FJ. On a en particulier dim(P)^/, d'où l'inégalité
q(X)^b+f.

Supposons qu'il y ait égalité. Alors (p est un isomorphisme, et il existe un
ouvert non vide (de Zariski) u de B tel que le schéma de Picard Pic°(X/B)
soit constant au-dessus de u. Il en est donc de même, pour tout n, des
systèmes locaux R^p^Z/nI.). Quitte à rétrécir u, on peut supposera lisse
au-dessus de u; en choisissant une base symplectique de R1 p^ (Z/n Z), pour
n fixé ^ 3, on définit un morphisme de u dans le schéma de modules fins des
courbes de genre/et de niveau n. D'après le théorème de Torelli, l'image de
ce morphisme est réduite à un point, ce qui signifie que la fibration p est
triviale au-dessus de u, donc que X est birationnellement équivalente
à B x F .

THÉORÈME. — Soit X une surface minimale de type général. On a alors
pg^2q—4; en cas d'égalité, X est isomorphe au produit d'une courbe de
genre 2 et d'une courbe de genre ^2.

Démonstration. — Supposons que X vérifie l'inégalité^ ̂ 2 ^ — 4 (c'est-à-
dire /(^)^<7-3). D'après Casteinuovo (cf. [B], X.8 et X.9), il existe une
courbe lisse B, de genre b > 2, et un morphisme surjectif à fibres connexes
p : X -^ B. On a :

X Wx ) ̂  (b -1 ) (/-1 ) .(corollaire), ̂  (b - 2) (/- 2) 4- b +/- 3 ̂  q - 3 (lemme).
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L'hypothèse entraîne qu'on a égalité, c'est-à-dire :

(é-2)(/-2)=0 et è+/=<7;

le lemme entraîne alors que X est isomorphe à B xf, l'une des courbes B
ou F étant de genre 2.
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