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Übungsblatt zum Dynamic Time Warping (DTW)

Lösung zu Aufgabe 1

DTW(X, Y ) = 3, DTW(X, Z) = 3, DTW(Y, Z) = 3.
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Ein optimaler Warping-Pfad ist durch

((1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 4), (4, 4), (5, 4))

gegeben. Dieser ist eindeutig.

Lösung zu Aufgabe 3

Es seien X = (x1, x2, . . . , xN ) und Y = (y1, y2, . . . , yM ) zwei beliebige Folgen über F . Weiterhin
sei p = (p1, . . . , pL) mit pℓ = (nℓ, mℓ) ∈ [1 : N ]× [1 : M ], ℓ ∈ [1 : L], ein Warping-Pfad zwischen X
und Y mit Gesamtkosten

cp(X, Y ) :=

L
∑

ℓ=1

c(xnℓ
, ymℓ

).

Wir definieren den Pfad q = (q1, . . . , qL) durch qℓ := (mℓ, nℓ) ∈ [1 : M ]× [1 : N ]. Es folgt unmittel-
bar, dass q ein Warping-Pfad zwischen Y und X definiert. Weiterhin folgt aufgrund der Symmetrie
von c, dass cq(Y, X) = cp(X, Y ). Hieraus folgt, dass q genau dann ein optimaler Warping-Pfad
zwischen Y und X ist, falls p ein optimaler Warping-Pfad zwischen X und Y ist. Daraus folgt
DTW(X, Y ) = DTW(Y, X).

Es sei F = {α, β, γ} und c : F×F → R≥0 definiert durch c(x, y) := 1−δxy. Weiterhin sei X = αβγ,
Y = αββγ und Z = αγγ. Dann gilt DTW(X, Y ) = DTW(Y, X) = 0, DTW(X, Z) = 1 und

DTW(Y, Z) = 2 > 1 = DTW(Y, X) + DTW(X, Z).

Die Dreiecksungleichung ist damit verletzt.
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Es bezeichne Lk die Pfadlänge des auf Stufe k entstehenden Warping-Pfades bezüglich der Folgen
Xk und Yk der Länge 2n−k+1, 1 ≤ k ≤ n. Dann gilt

Lk ≤ 2 · 2n−k+1 = 2n−k+2,

also z.B. L1 ≤ 2N , L2 ≤ 2(N/2) = N , etc. Damit folgt:

AMsDTW (N) = AMsDTW

(

N

2

)

+ f2
1 · L2

≤ AMsDTW

(

N

2

)

+ 4 · N

= AMsDTW

(

N

22

)

+ f2
2 · L3 + 4 · N

≤ AMsDTW

(

N

22

)

+ 4 ·

(

N

2

)

+ 4 · N

≤ . . .

≤ AMsDTW

(

N

2n−1

)

+ 4 ·

(

N

2n−2

)

. . . + 4 ·

(

N

22

)

+ 4 ·

(

N

2

)

+ 4 · N

≤ ADTW (2) + 4 ·
(

4 + . . . + 2n−2 + 2n−1 + 2n
)

≤ 4 ·
n

∑

k=0

2k

≤ 8N

Die Formel beweist man leicht durch vollständige Induktion.
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