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INTERACTION DE DEUX CHOCS POUR UN SYSTEME DE DEUX
LOIS DE CONSERVATION, EN DIMENSION DEUX D'ESPACE

GUY METIVIER

Abstract. The existence of shock front solutions to a system of conservation laws in
several space variables has been proved by A. Majda, solving a Cauchy problem,
with a suitable discontinuous Cauchy data. But, in general, the solution to such a
Cauchy problem will present N singularities, N being the number of laws. In this
paper we solve (locally) this Cauchy problem, with a Cauchy data which is piecewise
smooth, in the case where all the singularities are expected to be shock waves.
Actually the construction is written for a system of two laws, with two space
variables and similarly, for such a system, the same method enables us to study the
interaction of two shock waves. The key point, in the construction below, is the
study of a nonlinear, free boundary Goursat problem.

I. Introduction. Dans [8] A. Majda a construit des chocs pour un système de lois
de conservation:

7 = 1        1

en résolvant le problème de Cauchy pour une donnée initiale discontinue à travers
une hypersurface, convenablement choisie. Mais, en général, la solution de ce
problème de Cauchy va présenter N singularités, ondes de choc ou de raréfaction,
issues de la discontinuité initiale ( N étant la dimension du système). Dans ce travail,
on a d'abord voulu mener au bout la résolution de ce problème de Cauchy, dans le
cas où l'on s'attend á ce que la solution ne présente que des chocs, et dans le cas le
plus simple d'un système 2 X 2 en dimension d'espace n = 2 On obtiendrait un
résultat analogue pour des dimensions supérieures, en remarquant toutefois que les
hypothèses de stabilité imposées, requièrent que n < N. Par ailleurs, la présence
d'ondes de raréfaction sera étudiée ultérieurement.

De même que A. Majda ramène la construction d'un choc, à un problème mixte
hyperbolique à frontière libre, nous ramènerons la construction de ces deux chocs
issus d'une même surface initiale, à la résolution d'un problème de Goursat non
linéaire, à frontière libre.

Le deuxième but de ce travail est d'étudier, dans mêmes conditions N = n = 2,
l'interaction ou le croisement de deux chocs. Ce problème relève des mêmes
techniques que le précédent, et on le ramènera lui aussi, au même type de problème
de Goursat.
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432 GUY METIVIER

La démarche adoptée est la suivante: on part d'une situation modèle, concernant
des chocs plans, puis on perturbe cette situation, grâce à des hypothèses de stabilité.
En particulier, la notion de stabilité uniforme des chocs, introduite par A. Majda [7],
est primordiale pour ce travail. Cette démarche est particulièrement justifiée dans
l'étude des chocs faibles pour un système strictement hyperbolique, vraiment non
linéaire; en effet, dans ce cas, l'étude des chocs plans est entièrement faite par P. D.
Lax [5], alors que les hypothèses de stabilité sont automatiquement satisfaites (cf.
Appendice A).

Le plan de ce travail est le suivant: au paragraphe 2 on énonce les résultats
concernant le problème de Cauchy et le problème d'interaction. Au paragraphe 3, la
démonstration de ces résultats est ramenée à celle d'un théorème d'existence pour un
problème de Goursat dans un dièdre; ce théorème est énoncé au paragraphe 3.3. La
construction de la solution se fait selon le schéma suivant: par développement de
Taylor le long de l'arête du dièdre, on construit d'abord une "solution approchée".
Le paragraphe 4 prépare à cette construction. On est alors ramené à résoudre le
problème de Goursat dans des espaces de fonctions plates sur l'arête. Les résultats
techniques concernant ces espaces sont regroupés au paragraphe 5. On étudie alors
un problème linéarisé (paragraphe 6), et on conclut par un schéma itératif (para-
graphe 7), semblable à celui utilisé par A. Majda [8].

2. Enonce des résultats.
2.1 Problème de Cauchy. Considérons un système de la forme:

(2.1.1) ¥ + ^") + ^(M) = 0

où l'inconnue u — (m,, u2) est une fonction des variables (/, x, y) e R3, à valeurs
dans R2, et où / et g sont des fonctions C°° de R2 dans lui-même. Nous noterons
A(u) et B(u) les matrices /'(") et #'(")> et dans toute la suite nous ferons
l'hypothèse de stricte hyperbolicité suivante:

(H0) pour tout u e R2, tout (£,ij) e R2\0 la matrice £A{u)
+ t)5(m), a deux valeurs propres réelles distinctes.

Nous posons d'abord le problème de Cauchy pour (2.1.1) avec une donnée
initiale:

(2.1.2) h|,_o = «o

discontinue à travers une courbe S0. Nous nous plaçons sur un voisinage w c R2
d'un point (x0, y0) € S0, partagé en deux composantes w+ et w„ et nous notons u%
les restrictions de u0 à u±. Nous supposons que S0 est C°° et que les fonctions u\
sont C00 sur w+. Pour fixer les idées on peut choisir les coordonnées de sorte que
(xo- .Vo) = 0»"So S01t d'équation x = <p0(y) avec <p0(0) = <p'0(0) = 0, et que w±=
{(x,y)e tt|±(*-<PoOO)>0}.

Notre but est de donner des conditions raisonnables qui permettent de construire
une solution de (2.1.1), (2.1.2) sous forme de deux ondes de choc issues de la courbe
S0. De façon plus précise, nous cherchons, au voisinage de l'origine, des fonctions
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INTERACTION DE DEUX CHOCS 433

<p(t, y) et ^(r, y) telles que:

'<p(t,y) < y(t,y)   pour t > 0,

et des fonctions régulières u+, u~ et u*, telles que la fonction u suivante, soit
solution faible de (2.1.1), (2.1.2):

(u~(t,x,y)    pour* < <p(t,y),
(2.1.4) u(t,x,y)= lu*(t,x,y)     pour <p(t, y) < x < *(t, y),

\u + (t,x,y)     pour ty(t, y) < x.

En clair, cela veut dire, d'une part, que «+, u~, u* sont solutions classiques de
(2.1.1) dans les ouverts respectifs définis en (2.1.4), avec u ± \ ,=0 = Wrj ; d'autre part,
que sont satisfaites les conditions de saut de Rankine-Hugoniot:
(2.1.5)

("#-^)^ + [g("#)-g(«-)]|^ = /(«*) -/(«")    pour*-»(r..K).

(« + -«#)^ + [g(«+)-g(«#)]|y=/(« + ) -/(«*)    pour* **(*,,).

Enfin, on veut que m satisfasse certaines conditions d'entropie, et on exige, au
moins, que soient satisfaites les conditions de choc de Lax [5, 6].

Posant

«±=« + (0,0),    u* = w#(0,0,0),

P = |j>,0)   et    a -~(0,0),

(2.1.5) implique que

(2.1.6) p(«* - «-)=/(«*) -/(«"),        a(u + - «*) -/(«+) -/(«*).
En fait, si l'on pose

w~     pour je < 0,
(2.1.7) «o(*..v)=, (u pour a: > 0,

{u~ pourx < pt,

u* pour pi < x < at,
u+ pour at < x,

alors (2.1.6) signifie que u est solution faible du problème de Cauchy modèle, obtenu
en remplaçant la donnée de Cauchy m0 par u0.

Notant A,(w) et r,(w), pour i = 1,2, les valeurs propres et vecteurs propres
correspondants de la matrice A(u) (Xj < X2), les conditions de chocs de Lax [5]
pour u s'écrivent:

(2l9) Mu*)<P<\i(vr),   p<*2(u*),
\X2(« + )<a<X2(«#),     a>\1(u*).
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434 GUY METIVIER

Pour résoudre le problème (2.1.1), (2.1.2) nous sommes donc amenés à formuler
l'hypothèse suivante:

,     , posant u+= Wq(O), il existe u* e R2, p < a tels que l'on ait
(   " (2.1.6) (2.1.9).

Remarque 2.1.1. Cette hypothèse et le fait même, que l'on cherche u sous la forme
(2.1.4), sont motivés par le travail de P. D. Lax [5] qui a montré que si u+ et u~
restent dans un compact, pour |« + ̂  u~\ assez petits on peut trouver p, a et w*
vérifiant (2.1.6); en outre, si A(u) est vraiment non linéaire (c'est à dire si
r¡ grad u Xl ¥= 0 pour / = 1,2), (2.1.9) est vérifié pouf, grossièrement parlant, un quart
des (u+,u~) (dans les autres cas la solution d'entropie de (2.1.1) avec donnée initiale
u0, ne présente qu'un seul choc, ou alors au moins une onde de raréfaction).

L'idée, maintenant, est de construire u comme une "perturbation" de u; cela
conduit à faire deux hypothèses de stabilité; la première est la suivante:

,      . Les chocs plans de la fonction u (2.1.8), sont uniformément,
2 stables au sens de A. Majda [7].

Cela veut dire (cf. [7]), que pour les problèmes mixtes suivants:

(2.1.10)

3d      /   „/    tt\ \ 3d        „/   a\ ov■^ + (A{u*)-p)^ + B(u*)^=f   pourx>0,

(2.1.11)

(u*-u-)^ + [g(u*)-g(«-)]^;-(A(u*)-P)v^0 = g,

3d     i ,,   „s       \ 3d        /  *\ 3d      ,-^+{A{u*)-a)^ + B{u*)^=f    pourx<0,

(«+-«*)f- + U(u+)-g(«*)]^-(^«*)-a)D|x„0 = g,

la condition de Lopatinski uniforme est satisfaite; on renvoie à [7] où à l'ap-
pendice A pour une explicitation de cette condition. La seconde hypothèse de
stabilité se formule de la façon suivante:

Si l'on note (£) et (}) les composantes de (A(u*) - pyl{u* - u~),
(H3)      et (A(u#) -a)~\u* - u + ) dans la base r,(«#),  r2(u*), alors

\ßy\<\ao\.
Remarque 2.1.2. Si A(u) est vraiment non linéaire, dans le cas de chocs faibles,

les hypothèses (H2) et (H3) sont toujours satisfaites (cf. Appendice A).

Théorème 2.1.3. Sous les hypothèses (H0) à (H3), /'/ existe des fonctions <p, ̂ ,
u~, w* et u+, définies et de classe C1 au voisinage de l'origine, vérifiant (2.1.3), et
telle que la fonction u définie pour t > 0 par (2.1.4) soit solution faible du problème de
Cauchy (2.1.1) (2.1.2).

2.2. Interaction de deux chocs. Etudions d'abord le cas de deux chocs plans, qui, au
temps t = 0, se coupent suivant la droite x = 0: on se donne dans le passé t < 0,
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INTERACTION DE DEUX CHOCS 435

une solution faible de (2.1.1) sous la forme

u(t,x,y) =

pour x < a±t,

pour a,/ < x < pxt,
pour pxt < x,

où u~, uh, u+ sont des vecteurs de R2, deux à deux différents, et où p, < a,. On
suppose que sont satisfaites les conditions de choc de Lax.

Prolonger u pour t > 0 revient exactement à résoudre le problème de Cauchy avec
la donnée initiale (2.1.7). Le lemme suivant résulte immédiatement de [5]

Lemme 2.2.1. Supposons A(u) vraiment non linéaire. Etant donné un compact K de
R2 et un réel C, il existe e > 0 tel que si les chocs de (2.2.1) vérifient {u~,uh,u + ) G K3
et

r'- -\..b _ ..- |^ c\u + - uh\< e

alors il existe u*, p < a satisfaisant à (2.1.6) (2.1.9).

Cela signifie que si les chocs incidents sont d'intensité comparable et suffisemment
faibles, alors, dans l'avenir (t > 0), on a deux autres chocs; on peut représenter la
fonction u par la figure suivante:

=> ̂
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436 GUY METIVIER

Nous perturbons maintenant ce schéma, en nous donnant dans le passé t < 0 une
solution faible u, de (2.1.1), présentant deux chocs RY et S,, d'équations x = <jp1(î, y)
et x = ^i(?, y) avec ipl < <p,, de la forme suivante:

!u~(t, x, y)    pour x < ^(r, y),
uh(t,x,y)     pour%(t,y)<x<(p1(t,y),

u + (t,x,y)     pour <p,(i, y) < x.

On suppose que les fonctions sont régulières jusqu'en t = 0 (au voisinage de
l'origine) et que les surfaces Ä, et S, se coupent transversalement à l'origine; on
peut supposer que ^,=00,= a^f\/ay = 3(p,/3>> = 0 à l'origine; posant p, =
(3<jp,/3/)(0,0), rjj = (S^/SiXO,0), on a alors p, < av Par ailleurs, notons w+, uh et
u~ les valeurs à l'origine des fonctions correspondantes; alors la fonction u (2.2.1)
est elle aussi solution faible de (2.2.1). Guidés par le Lemme 2.2.1, nous sommes
amenés à faire l'hypothèse suivante:

(i) Les chocs de (2.2.1) sont uniformément stables au sens
(Hi) de A. Majda[l].

(ii) // existe u*, p < a, tels que l'on ait (2.1.6), (2.1.9).

Par ailleurs nous supposerons aussi que les hypothèses (H2) et (H3) sont satisfaites.
On veut alors prolonger la solution u pour t > 0, de la manière suivante: on

prolonge d'abord les fonctions u~, uh, u+, (p, et ^x; les surfaces RY et S, ainsi
prolongées vont se couper suivant une courbe S0 que l'on peut paramétrer de la
manière suivante:
(2.2.3) t = r(y);        x = ^(t, y) = %(t, y)

On aura donc

(r(y)>0,
(2.2.4) U1(t,y)>%(t,y)    pour t < r{y),

\<PÂt,y) = %U,y)    pour t = T(y),

Pour t > r(y), on cherche la solution u sous la forme:

(u~(t,x,y)     pour x < q>(t, y),

u*{t,x,y)    pour<p(t,y)<x <*{t,y),
u + (t,x,y)     pour*(t,y)<x,

les fonctions 9 et ^ vérifiant:

'<p(t,y)<*(t,y)    pour/>r(.y)
(1 9 f\\

\<p{t,y) = *(t,y) = <pl(t,y) = %(t,y)    pour t = r(y)

Théorème 2.2.2. Sous les hypothèses (H0), (U[), (H2) et (H3), /'/ existe, au
voisinage de l'origine, des prolongements réguliers de u~, uh, u+, <p, et í',, des
fonctions u#, t, <p et ^ de classe C\ vérifiant (2.2.4) et (2.2.6), de sorte que la
fonction u définie par (2.2.2) pour t < T(y) et par (2.2.5) pour t > r(y), soit solution
faible de (2.1.1).
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Remarque 2.2.3. Si le système (2.2.1) est strictement hyperbolique (vérifie (H0)) et
si A(u) est vraiment non linéaire, il résulte du Lemme 2.2.1 et de l'appendice A, que
les hypothèses (HÍ), (H2) et (H3) sont satisfaites pour des chocs incidents d'intensité
comparable, suffisemment faibles.

Terminons ce paragraphe en donnant une représentation de la solution (2.2.2),
(2.2.5) à l'aide du film suivant:

3. Reduction à un problème de Goursat.
3.1 Problème de Cauchy. Nous reprenons les notations du paragraphe 2.1 en

supposant les hypothèses du Théorème 2.1.1 satisfaites: w est un voisinage de
l'origine dans le plan (x, y), <p0 est une fonction C00 sur un voisinage de 0 dans R,
w±= {(*> y) e "I + (x - q>o(y)) > 0}, et w± sont les fonctions C00 sur «±. Nous
noterons encore uj un prolongement C°° à co, de ces fonctions.
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438 GUY METIVIER

Le système (2.1.1) étant strictement hyperbolique, il existe au voisinage de
l'origine dans R3 des fonctions C°°, u+(t, x, y) et u~(t, x, y), solutions de (2.1.1) et
ayant pour données initiales:

(3.1.1) !|/ = 0

Pour démontrer le Théorème 2.1.3, il nous reste donc à construire des fonctions <p
et <ff, vérifiant (2.1.3), et une fonction «*, définie et solution de (2.1.1), sur l'ouvert
ß# = {<p(t, y) < x < ^(r, y)}, et satisfaisant aux conditions aux limites (2.1.5).

Remarque 3.1.1. La solution (2.1.4) ne dépend pas du choix des prolongements de
m* qui déterminent u±m, en effet, les conditions de choc (2.1.9) impliquent que
p < À,(u") < \2(u~) et a > à2(h+) > A1(«+), et la restriction de w+[resp u~] à
ß + = {x > ty(t, y)} [resp Q_= {x < <p(i, y)}] ne dépend que de w+|u)  [resp. "Ö|WJ-

La construction de (u*,<p,ty) est un problème à frontière libre, que nous
ramenons en un problème sur un domaine fixe ß = {(a, ß, y) e R31 a > 0. ß > 0},
à l'aide du changement de variables et de fonctions suivant

(3.1.2)
avec

(3.1.3)

u#(t, x, y) = v(a,ß, y)

a = t
<ç(t,y)

*{t,y)-(p(t,y)
,      *(t,y)-x
*{t,y)-<p(t,y)

Alors («*, cp, ty) sera solution de (2.1.1) (2.1.5) au voisinage de 0 dans ß# dès que
(d, <p, ¥) sera solution au voisinage de 0 dans ß du problème suivant

(3.1.4)

(3.1.5)

9<p

., 3d      .. 3d      „ 3d
M-r- + N ^¿ + Bir-

aa aß oy

3(jP

0.

(V--y'v)J + [g(D_)-g(ï'D)]^+/(7'D)-/(D_) = 0,

(d + - Y"d)^ + [g(v + ) - g(y"v)] H + /(y") -f(v+) = 0,at

;=-0 <Po-(3.1.6) <p|f^o = ^

où l'on a noté

(3.1.7) y'v(t,y) = v(0,t,y)
(3.1.8) D_(í,j) = «-(í,<p(/,>'),g)

9*
3í

9<p"37
r = 0

y"v(t,y) = v(t,0,y),

v + (t,y) = u+{t,*{t,y),y).

Les matrices M, Net B de (3.1.4) sont données par les formules

/

(3.1.9)

M da"97

3/3

Id 9a     .   .      9a „,   .
A(v)+-^B(v),9.Y

N =

[B = B(

dß oß
atlà + ÉA^+fyB^'
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avec, en notant 6(t, y) - t'\^{t, y) - cp(t, y))

(da (1 3(p\. M 30 \-37=-(ö-87Ka + ̂ ^-a(ö37r + ̂ ^
9a      M

(«•"»       to"?<° + i^'

;---(.J§)<«*'-')-«(ig)(« + '.').3
3^

et des formules analogues pour dß/dt, dß/dx, dß/dy.
On peut toujours supposer que w* = 0, ce que nous ferons par la suite; en notant

<i> = {4>',4>") avec $' = (p - <¡p0 - pt, </>" = ^ - <p0 - a/, et ô(r, >>) = r\$" - <¡>)
on a

Lemme 3.1.1. Lei matrices M(d,</>), N(v,<¡>) et 5(0) so«? des fonctions C°° a«
voisinage de 0 ¿fans Ä12, des quantités: y, v(a,ß,y), V<Hft + /S, y<), ¿(a + /?, ^),
a(vS)(a + ß, y) et ß{Vo)(a + ß, y). En outre, évaluées au point 0 e R12, ces
fonctions valent respectivement

M = ^(^(«#)-Pld),    N = v^{o\d-A(u#)),    B = B(u*).

Dans ce lemme, comme par la suite, la notation v<i> désigne le gradient de la
fonction <j>.

On peut réécrire les conditions aux limites (3.1.5) sous la forme

(3.1.11) &'{t,y,y'v,V<t>',<t>') = 0,    &"{t, y,y"v,W,¥') = 0,
les fonctions &■'   et  J^"   étant des fonctions C°° de leurs arguments. Leurs
différentielles par rapport aux variables yd, v</> et <Z> seront notées

' avlr' a*'
F'(y'w,V*',*') = /'^ + o'-V- + q'*' + m'y'w,ôt ôy

(3.1.12) { aj/" avi>"
F"(y"w,V*",*") = //,£f- + P"^— + ?"*" + w"y"w.

Lemme 3.1.2. Les fonctions V, p', q' [resp. m'] sont des fonctions C00 des variables
t, y, yv,V4> et <t>, à valeurs dans U2 [resp. les matrices réelles 2 X 2]. En outre, pour
la valeur 0 de leurs arguments, ces functions valent:

&' = 0; g" = 0,
i f —à* iff + #r = y - « ; £   = «     y .
/-g(g;)-g(a#);   f" = g(»+)-g(«*),
w' = /i(«#)-pld;       m" = A(u*) -aid.

Nous énoncerons au paragraphe 3.3, un théorème permettant de résoudre des
problèmes du type (3.1.4) (3.1.11); on achèvera ainsi la construction des fonctions
«*, <p et ty et la démonstration du Théorème 2.1.3.
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440 GUY METIVIER

3.2. Interaction de deux chocs. Nous nous plaçons maintenant sous les hypothèses
du Théorème 2.2.2, et nous ramenons sa démonstration à la résolution d'un
problème (3.1.4) (3.1.11).

Par hypothèse, les fonctions u~ et uh sont C00 jusqu'en t = 0; le travail de A.
Majda [8] permet de résoudre le problème de Cauchy pour (2.1.1) avec donnée
initiale:

(u-(0,x,y)     pourx <t/-1(0,j),
(3.2.1) v0(x,y) =

(h"(0,x,>>)     pour* > t//,(0, y).
En effet, les conditions de compatibilité des données initiales sont automatique-

ment satisfaites, puisque ces conditions s'obtiennent par développement de Taylor
autour de t — 0, x = ^,(0, y) de l'équation (2.1.1) et de la condition de saut, et que
(u~, uh,<ffl) vérifient cette équation et cette condition de saut pour t < 0. Bien que le
théorème de [8] soit énoncé avec des hypothèses globales, notemment avec une
surface de choc initiale compacte, la version locale que nous voulons utiliser ici, s'en
déduit immédiatement. On obtient donc des fonctions, notées u~, vh et S^,, solutions
pour t > 0 assez petit de (2.1.1) et de la condition de saut de Rankine-Hugoniot. En
fait, A. Majda montre l'existence d'une solution H5, pour tout 5 assez grand, sur un
intervalle de temps qui dépend a priori de s; mais les inégalités d'énergie de [7 et 8],
jointes aux méthodes habituelles de dérivation des équations et régularisation, et le
fait que les conditions de compatibilité sont satisfaites à tout ordre, montrent que la
solution est en fait C00 sur un voisinage de 0.

De même, on résoud le problème de Cauchy pour la donnée initiale:

uh(0,x,y)     pour x < <jd1v0, y),
(3.2.2) w0(x,y)

\u + (0,x,y)     pour .y > <jp,(0, y),
et on obtient des fonctions C°° au voisinage de 0, notées wh, u+ et qp,, solutions de
(2.1.1) et de la condition de saut.

Par hypothèse les surfaces x = ^(i, y) et x = <p,(?, y) se coupent transversale-
ment à l'origine et on peut paramétrer la courbe d'intersection sous la forme
(3.2.3) t = j(y),        x = %(t,y) = (Pï(t,y)

Notons ßfc = {(t, x, y)\t < r(y), %(t, y) < x < <p¿t, y)}. On a

Lemme 3.2.1. Les fonctions vh et wb coincident au voisinage de 0, dans Qh.

Preuve. vh et wh ont la même trace uh(0, x, y) sur l'ouvert uh = {(x, y) ^
(0 1^,(0, y) < x < qPi(0, y)}, et prennent leurs valeurs dans un voisinage V de uh,
arbitrairement petit si on restreint le voisinage <o de 0. Les conditions de choc pour
(2.2.1) montrent que pour / et y voisins de 0, et u e Kon a

(3.2.4) ^(t,y)<\l(u)<\2(u)<d^(t,y).

En restreignant w si nécessaire, on voit alors que les surfaces re, e g [0,1] des
points (t, x, y) au dessus de uh tels que
(3 2 5)    (l-£)(x-^i(^y))Mt,y)-x)

+ e[Vl(/, y) - <plv0, y) - %(t, y) + %(0, y)] = 0
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sont non caratéristiques pour tout opérateur 3/3i + A(u)(d/dx) + B(u)(d/dy)
avec u G V. Coupant ces surfaces par un paraboloide t < e0[e2 - x2 - y2], non
caractéristique pour e0 assez petit, on obtient une famille de surfaces fe, s'appuyant
sur le bord de <bh = {(x, y) e uh/x2 + y2 < e2}, et balayant, au voisinage de 0,
l'ouvert fiA. Le Lemme 3.2.1 se déduit donc du théorèe d'unicité local pour les
solutions régulières d'un système strictement hyperbolique.

Nous noterons m* la valeur commune de vh et wh sur fift, qui prolonge la fonction
uh donnée dans t < 0.

Pour achever la démonstration du Théorème 2.2.2, il nous reste à construire les
fonctions u*, m et ¥, vérifiant (2.2.6), telles que w* soit solution de (2.1.1) sur
l'ouvert fi# = ((/, x, y)/t > r(y), <p(t, y) < x < ^(t, y)}, et satisfaisant aux con-
ditions de saut (2.1.5). Comme au paragraphe 3.1 on effectue un changement de
variables:

(3.2.6) u*(t,x,y) = v(a,ß,y)

avec

(3.2.7) « = (f-T(jO)T,*7,(',f)   ,    ß-(t-r(y))1(*(t:y)-X   v
y""<lr(t,y)-<p(t,y)    H y'"*{t,y)-<p{t,y)

On peut supposer à nouveau que u* = 0 et on pose <#> = (#', <f>") avec

(3 2 8) /*'*'' ^ = *(' + T^' ^ ~ ^(^'^ ~ pt'
\4>"(t,y) = *(: + r(y),y) - %(r(y), y) - at,

On obtient à nouveau pour (î;, #), un problème du type suivant:

',, 3d      ,r 3d      „3dM^- + N^ + B^- = Q,
da aß ay

(3.2.9) l*r'{t,y,y,oW,4>') = 0,
&"{t,y,y"v,V$",4>") = 0,

les Lemmes 3.1.1 et 3.1.2 étant encore exacts pour ce nouveau système.
3.3. Un problème de Goursat. Nous énonçons maintenant le théorème qui nous

permettra de résoudre les problèmes (3.1.4) (3.1.11) et (3.2.9). Cependant il nous a
paru commode de modifier légèrement les notations: nous noterons dorénavant
X = (x, y, z) la variable de R3, fi le dièdre x > 0, y > 0, fir sa section par
x + y < T, et fir R l'ensemble ( X e fi,||z| < R). De même (/, z) désignant la
variable de R2, u sera le demi-plan t > 0, uT la bande 0 < t < T, et uT R le
rectangle ]0, T[x] - R, R[. Si 4> est une fonction définie sur w, on convient de noter
4> la fonction définie sur fi par

(3.3.1) ï(x,y,z) = 4>(x+y,z).

Si m est une fonction définie sur fi, on note y« = (y'u, y"u) ses traces:

(3.3.2) y'u(t,z) = u(0,t,z),        y"(t, z) = u(t,0, z).

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



442 GUY METIVIER

Les inconnues étant u et <#> = (<í>', <¡>"), fonctions définies respectivement sur fi et
a?, à valeurs dans R2 on considère un système de la forme suivante:

(3.3.3)

L(u,<t>)u = A(u,4>)y + B(u,<¡>)-^- + C(u,<j>)y- = 0,

&'{t,z,y'u,V<¡>',<t>') = 0,
á?"{t,z,y"u,V<t>",4>") = 0,

i*|,-o-0,

où J*"' et !F" sont des fonctions C00 de leurs arguments à valeurs dans R2;
A(u,<j>), B(u,<t>) et C(u,4>) sont des matrices 2x2 dont les coefficients sont des
fonctions de la forme

(3.3.4) a(x,u(X),o(X),v4>(X),xVo(X),yVo(X)).

avec 8(t, z) = t_1<#>('> z), et où a est une fonction C00 de ses arguments au voisinage
de 0 dans R15.

L'hypothèse de départ est la suivante:

(3.3.5) Les fonctions Jr' et &" s'annulent à l'origine dans R7,

si bien que, si !F' et Jr" ne dépendaient pas de (/, z), u = 0, <p = 0 serait solution
triviale de (3.3.3). Il est alors naturel de linéariser ce système autour de cette solution
et on pose
/„ -, ^\ ,        . 3d      „ 3d      „3d(3.3.6) Lv = A -r- + B^r- + C^-

~~       ~~ 9x     ~~ ay      ~ az

ou A, B, C désignent les matrices obtenues en figeant les coefficients (3.3.4) en
0 g R15. De même, on note

F(y'v,*') = /'V" + P'h- + ?'*' + «S'Y'".-    9r      -    9z       -
a^"        avii"E"(y"v,-*") = i/,£J- + f^T" + ?"*" + w'Y'd,

les différentielles à l'origine de J^' et J*"", par rapport aux variables y'u, v<í>\ <i>' et
Y"«, V4>", <î>".

Pour condenser les notations on posera

jr= (^', jr")> £(yv,*) = {F(y'v,W), F"(y"v,*")), etc.

Tout l'objet de ce travail est de montrer que, si le problème

(3.3.8) Id-/,       E(yv,9)-g,
est suffisemment bien posé, alors le problème (3.3.3) possède effectivement une
solution. Toutes nos hypothèses vont donc porter sur le problème linéaire à
coefficients constants, (3.3.8). Elles seront de trois types:

(a) Hypothèses d'hyperbolicite. On suppose L strictement hyperbolique dans la
direction (1,1,0); en outre, on suppose que les deux valeurs propres de (A +B)~lA
vérifient

(3.3.9) ax < 0 < 1 < a2.
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Remarque. La condition (3.3.9) signifie que le problème de Goursat est raisonna-
ble dans les ouverts fir (cf. S. Alinhac [1]).

( ß) Hypothèses de stabilité sur les faces du dièdre. Nous supposons que les matrices
m' et m" sont régulières et que les problèmes suivants vérifient la condition de
Lopatinski uniforme (cf. A. Majda [7] et Appendice A).

(3.3.10)

(3.3.11)

„s 3tv       . 3vv      „3w      ,
(A +B)^- + A^— + C-r- =/    pourx>0,~    at      ~~ ax      ~ az

„3*'       ,3*'J-^r + ?-d7 + mw^ = g'
', ,     „Jiv 9w dw
(A+B)^- + Bj^+Ç^=f    pourj>>0,

9*"       „9*"

(y) Hypothèses de stabilité sur l'arête du dièdre. Elles consistent à dire que le
problème est bien posé au sens de séries de Taylor (cf. S. Alinhac [1]). Notant r, et r2
des vecteurs propres de (A +B)'XA (cf. hypothèse a)), b' = m'~ll', b" = m"~ll", et
(a', /?') et (a", /?") les composantes de b' et b" dans la base (/■,, r2), nous supposons
que

(3.3.12) \a"ß'\<Wß'inn I

Théorème 3.3.1. Sous les hypothèses (3.3.5), (a), (/?) et (y) ci-dessus, il existe
T > 0, R > 0, m g C\iïT r) et <#> G C2(wr R) io/i/rion du problème (3.3.3). £«
ow/re V^>(0,0) = 0.

Remarque 3.3.2 Les données étant C00, on peut montrer que la solution (u, <f>) est
en fait C00.

3.4. Fin de la preuve des Théorèmes 2.1.3 et 2.2.2. Les problèmes (3.1.4) (3.1.11) et
(3.2.9) sont, aux notations près, du type (3.3.3); le Lemme 3.1.2 affirme que
l'hypothèse (3.3.5) est satisfaite; les Lemmes 3.1.1 et 3.1.2 permettent d'identifier les
quantités A, B,...,l', etc., en fonction de u+, «*,..., etc. les hypothèses (Hj),
(H2) et (H3) assurent précisément que les hypothèses (a), (ß) et (y) du Théorème
3.3.1 sont satisfaites. On peut donc résoudre les problèmes (3.1.4) (3.1.11) et (3.2.9),
ce qui, compte tenu des paragraphes 3.1 et 3.2, achève la démonstration des
Théorèmes 2.1.3 et 2.2.2.

4. Le problème sur un quadran.
4.1. Notations et résultats. Pour T > 0 on note fir = {(x, y) G R21 x > 0, y > 0,

x + y < T}. On considère un système 2 X 2 du type

(4.1.1) Lu^A^ + Bp-+Cu=fv        ' óx dy

où les matrices A et B [resp. C] sont de classe C1 [resp. C°] sur fir. Pour u définie
sur fir, yu = (y'u, y"u) désigne les traces y'u(t) = u(0, t), y"u{t) = u(t, 0).
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Le système (4.1.1) est couplé avec des conditions aux limites du type

F'{y'u,<¡>')^l'^ + g'4>' + m'y'u = g',

{4A2) F"(y"u,4>") - V'4%- + q'V + m"y"u = g",

y(0) = *"(0) = 0.

Les vecteurs /', /", q', q" et les matrices m', m" étant continus sur [0, T0]. Nous
noterons <j> = (<(»', 4»") et F(yu,^>) = (F'(y'u,<¡>'), F "(y "u, <}>")).

On se donne aussi un système (L,F) comme en (4.1.1), (4.1.2), à coefficients A,
B, l, m constants, avec C = 0, q = 0, l'idée étant de considérer (L,F) comme une
perturbation de (L,F); en particulier nous utiliserons la notation suivante:

(4.1.3) e(I, F) = MaxjIM - A\\L^aTo), \\B - BWvOh,,*

\\l - /||l»([o,7-„]), \\m - m\\L°°(io,lo])}.

Nous ferons, sur le système (L,F), l'hypothèse suivante:

(i)   La matrice (A +B)~lA a deux valeurs propres réelles qui vérifient:
(H)        ax < 0 < 1 < a2.

(ii) Le système (L,F) satisfait à l'hypothèse (y) du paragraphe 3.3.

Avant d'énoncer le résultat introduisons une dernière notation: pour X > 0,
Cx(fir) [resp. C£([0, T])] désigne l'ensemble des fonctions u de classe Ck sur fir
[resp. h de classe Ck sur [0,T]] telles que (x + y)~Ku(x, y) [resp. t~xh(t)] soit
bornée.

Théorème 4.1.1. Sous l'hypothèse (H) ci-dessus, il existe e0 > 0 tel que si l'on a
e(L, F) < e0 alors, pour T < T0, on a:

(i) Pour tour f G C°(fir), tout g G C°([0, T]), il existe une unique solution (u,<¡>)
g C°(fir) X C1([0,r]) du problème

(4.1.4) Lu=f,        F(yu,<j>) = g,    «#,(0) = 0.

(ii) Si /G C£_i(ör), g G CA°([0, T]) pour un X > 1, la solution (u,<¡>) est dans
l'espace C°(UT)XClx+l([0,T]).

(iii) Si les coefficients de L et f sont C°° sur fir et si les coefficients de F et g sont
C°° sur [0, T], alors la solution (u, $) est dans l'espace C°°(ÏÏT) X C°°([0, T]).

La démonstration de ce théorème s'inspire directement du travail de S. Alinhac.
Nous étudions d'abord un cas particulier (§4.2), avant de ramener le cas général à ce
cas particulier (§4.3).

4.2. Un cas particulier. Considérons un système de la forme

i a -, i\ t . 3«      „ ou(4.2.1) Lu = A— + B^-,o* 9y-
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(4.2.2)
F'(T'«,f)-/'^+>"'«,

F"(y"u,$") = l"^ + y"u,

où A est une matrice diagonale,

A = ax     0
0     a-.

et    B = I - A.

On suppose que A est de classe C1 sur fir et que

(4.2.3) a, < 0 < 1 < a2    sur firo-

Les vecteurs /' = (£-) et /" = (Ç) sont supposés continus sur [0, T0], et vérifient

(4.2.4) |a"j8'|<|a'|8"|    sur[0,T0].

Nous munissons les espaces C°(QT) [resp. C°([0, T])] des normes suivantes:

(4.2.5) NHIe"T<JÎ+V>MIUsM    [resp.||A|L = ||e-T'A||£.»([0,7-])

Proposition 4.2.1. // existe C tel que pour tous T < T0, t > 0, / g C°(fir) et
g g C°([0,r]), le problème

(4.2.6) Lu = f,        F{yu,<¡>) = g, <¡>(0) = 0,

possède une unique solution (u, <¡>) G C°(fir) X C\[0, T]) qui vérifie

Wr +
d$
dt + T||*||T«C    èll/llr+llg

La démonstration se fait en plusieurs étapes
(1) Découplage des conditions aux limites.
Notons

g
Si

8
gi

,82

et posons v¡ = ß'/a!, tj" = a"/ß". L'équation F(yu,<¡>) = g se découple immédi-
atement sous la forme

(4.2.7)

(4.2.8)

' y'u2 = ijVw, + (g2 - 7,'gi) = tj'y'm, + *lf

y'\ = V'y"«2 +(g" - vYi) = V'y""2 + *2.
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(2) Reduction à une équation fonctionnelle. Notons

h fli u   -a2~l       f

Alors l'équation Lu = f s'écrit

(i-fli)-Zi

Ö2-/2

Par (4.2.3), on a 0 < o, < 1 pour / = 1,2. Par conséquent, la caractéristique de
— bfix + dy [resp. 3x - b2dy] issue d'un point (x0, y0) G fir, est, pour 0 < y < y0
[resp. 0 < x < x0], contenue dans fir, et coupe l'axe y = 0 [resp. x = 0] en un point
d'abscisse X(x0, y0) [resp. d'ordonnée Y(x0, y0)]. En outre, les fonctions (x, y) ->
X"(x, _y) et (x, y) -» y(x, _y) sont de classe C1 sur fi^, et vérifient

(4.2.10) x ^ X(x,y) ^ x + y       y ^ Y(x, y) ^ x + y.

Toute solution continue de (4.2.9) est donc de la forme

(42 n) »i(x,y) = y"Ul{X(x,y)) + Fx(x,y),
u2(x,y) = y'u2(Y(x,y)) + F2(x,y),

où   Fx(x, y) [resp.   F2(x, y)) est l'intégrale de /,   [resp. f2] le long de l'arc de
caractéristique joignant (X(x, y),0) à (x, y) [resp. (0, Y(x, y)) à (x, y)].

(4.2.11) conduit aux relations

y'Ml(0 = y""1(^(0,r)) + ^1(0,i),

Y"H2(0 = y'"2(r(i,o)) + JF2(i,o),

et la comparaison avec (4.2.7) conduit a l'équation

(4.2.13) y"ux(t) = i,Y'(0y"«i(z(0) + MO
avec Z(r) = X"(0, F(r,0)), et

(4.2.14)
h{t) = h2(t) + i^'(OAi(y('.o)) + ii"(Of2(/,o) + r,'(/)7,"(0^i(o, r(í,o)).
(3) Résolution de (4.2.13).

Lemme 4.2.2. // existe C tel que pour T < T0, t > 0, /g C°(ßr), o« az? F =
(^F^eC^ß^erllFll^iC/T)

Preuve. Notant (x(s), s) l'arc de caractéristique joignant ( X(x, y),0) à (x, y) on
a

(4.2.15) ^(x,j)= f fl(x(s),s)ds,

Par ailleurs (¿//í/í)(x(í) + s) = 1 - d,(jc(î), í) > /< > 0 et par conséquent

(4.2.16) s + x(s) ^ x + y - k(y - s).
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On en déduit la majoration

\e-^x+y)Fl{x,y)\^ C\\f\\TÇ e-Tk(y~s)ds.

F2 vérifie une estimation semblable et le lemme suit.

Lemme 4.2.3. // existe p < 1 tel que pour tout T < T0, t > 0, l'opérateur v -» Ad
= r/V'- v ° Z opère de C°([0, T}) dans lui-même avec \\ Av\\r < p||d||t.

Preuve. Z est une application continue de [0, T0] dans lui-même et, par (4.2.10),
Z(t) < /. Par ailleurs l'hypothèse (4.2.4) signifie que p = ||Tj'7)"ll/.oo(r > < 1- Compte
tenu de la définition (4.2.5) des normes, le lemme en résulte immédiatement.

Corollaire 4.2.4. // existe C tel que pour tout T < T0, t > 0, ie C°([0, T]),
l'équation v — Av = h possède une unique solution dans C°([0, T]) qui vérifie \\v\\T <
c\\h\\T.

(4) Démonstration de la Proposition 4.2.1. Soit (/, g) G C°(fir) X C°([0, T]). Les
fonctions t -> A^O, t) et t -* Y(t,0) sont continues et vérifient X(0, t) < t, Y(t,0) <
t. Il résulte du Lemme 4.2.2 et de la définition (4.2.5), que la fonction h, (4.2.14) est
dans C°([0, T]) et vérifie

(4.2.17) NIT<C{(l/T)||/||T + ||g||T}.
Le corollaire (4.2.4) fournit une solution v à l'équation

(4.2.18) v = t)t)'v°Z + h.
On définit alors successivement: v = v ° X; ux = v + F,; w = t]'y'uï + hx; w =

w ° Y et u2 = w + F2.
Par construction, y"ux = v et y'u2 = w; ux et u2 sont solutions de (4.2.9); la

première condition aux limites de (4.2.7) résulte du choix de w, quant à la seconde,
elle résulte du fait que d = y"ux est solution de (4.2.18). Enfin, en utilisant (4.2.10)
on a les estimations suivantes:

I|d||t<||d||t, kil <Ils||T+ 11^11,
IMIT<c{|h||T + ||g||T}   HIHIHI,

Il "2 llT< ll*llT+ Il F2 ||T.
Avec (4.2.17), le Corollaire (4.2.4), et le Lemme 4.2.2, on obtient finalement une

solution u de (4.2.9) (4.2.7) qui vérifie

\\u\\r<C{T-^f\\r+U\\r}.
Maintenant <j> est déterminé par (4.2.8) et on a

T||^||T<||¿<í>/¿/||T<C{||g||T+||W||T}.

Il reste maintenant à vérifier l'unicité de la solution de (4.1.4): elle résulte
clairement de l'analyse faite à la 2ème étape et de l'unicité de la solution de (4.2.13).

Nous munissons maintenant les espaces C°(fiy-) [resp. C°([0, T])] des normes
suivantes:

(4.2.19) \\u\\r.x=\\(x + y)-Xe-^^u\\LX(ilr)

[resp. |A|T,x = |rVT'/!|L»([o,ri)].
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Pour X > 1 on munit aussi C^^fi^) de la norme

(4.2.20) ||/ ||;.x = \\{X(x +y)X-l + t(x + y)Xyle-Tix+y)f\\L«(ÜT)-

Nous introduisons l'espace Cx + 1([0, T]) des fonctions <f> g Cx+1([0, T]) n
CH[0, T]) telle que <¡>(0) = 0 et dç/dt g C£([0, T]). Cet espace est muni des normes
\\d<t>/dt\\T x en remarquant que pour (j> g Cx+1([0, T]) on a

(4.2.21) (X + l)||*||T.x+i + t||«||t., < 2\\d<j>/dt\\T,x.

Proposition 4.2.5. // existe C > 0 tel que, pour T < T0, X > 1, t > 0, /g
Cx_i(ßr)» g e Cx°([0,7]), /û jo/u/ion (u,<>) <fe (4.1.4) soit dans Cx°(fir) X
C{ + 1([0,T]) et vérifie

||||||t,X+||£/*/A|It,X<   C{ll/llr,A+l|g||r,x}.

Preuve. On reprend la démonstration de la Proposition 4.2.1. L'estimation du
Lemme 4.2.2 est à remplacer par ||F||T x < C||/||^x comme cela résulte immédiate-
ment de (4.2.15) (4.2.16) et de la définition (4.2.20). On a à nouveau

||VV'(doZ)||t,x<p||d||TiX

et on conclut, suivant les lignes de la preuve de la Proposition 4.2.1, que

ll"l|r.X <   C{||/||1,X  +||g||T,x}-
L'estimation de <|> découle trivialement de (4.2.8).
Pour finir, nous étudions la régularité des solutions de (4.1.4). Munisons les

espaces C*(ßr) [resp. Ck([0, T])] des normes suivantes

(4.2.22) INIU.T-   I t*-I1|3»«i||t

[resp. |||A|||A.T = Lkj.0Tk-J\\d/h\\T].
En supposant les coefficients de L et F, C00 sur fiTo et [0, T0], on a le résultat

suivant

Proposition 4.2.6. Pour tout entier k il existe C et t0 tels que pour tous T < T0,
t > t0, / g Ck(QT) et g& C*([0, T)) la solution (u, </>) de (4.1.4) soit dans Ck(ÜT)
x Ck+\[0, T]) et vérifie

lll«lll4,T + lll*IBt+i.r<C{T-1|||/|||4.T + |||g|||*.T}.

Preuve. On reprend la démonstration de la Proposition 4.2.1. Les applications
X(x, y) et Y(x, y) sont maintenant C00 sur ßr ; l'estimation du Lemme 4.2.2 est à
remplacer par \\\F\\\k T < (C/T)|||/|||ft_T et l'estimation (4.2.17) par

l|Ä||UT<C{T-1|||/||U,T+|||g||U.T}.
Maintenant, puisque tj"»?" e C°°([0,T0]) avec p = ||tjV'IL« < 1. et Que z(0 G

C°°([0, T0]) avec Z(t) < /, on voit que pour p < p' < 1 et t assez grand on a:

||hY'-D0Z||||,,T<p'|||D||kT.
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On en déduit que la solution u de (4.2.18) est dans Ck([0, T]) et vérifie pour t
assez grand

\\\4U.r<c\\\h\\\k,r.
Les formules explicites donnant u et <£ à partir de v, F et g données dans la

démonstration   de   la   Proposition   4.2.1,   montrent   que   (u, <¡>) g Ck(üT) X
Ck + l([0, T]), avec l'estimation annoncée.

4.3. Démonstration du Théorème 4.1.1. Soit (L, F) un système (4.1.1) (4.1.2)
vérifiant (H). Si e(L, F) est assez petit, (A + B)~lA a, pour (x, ) g ßr deux valeurs
propres a, et a2 qui vérifient (4.2.3). Notant S une matrice de diagonalisation de
{A + B)~XA, de classe C1 (ou C°° si A et B le sont), en effectuant le changement de
fonctions u = S'1/, f = S~X{A + B)f, on se ramène au cas où A est diagonale,
B = I - A, avec la propriété (4.2.3). Pour e(L, F) assez petit, les matrices m' et m"
sont inversibles sur [0, T0] et on se ramène immédiatement au cas où m' = m" = Id.
On a donc

(4.3.1) Lw = L0m+Cu,    F(yu,4>) = F0(yu,<¡>) + q<l>,
avec (L0, F0) de la forme (4.2.1) (4.2.2), vérifiant (4.2.3) et (4.2.4).

Le Théorème 4.1.1 résulte alors des Propositions 4.2.1, 4.2.5 et 4.2.6 et des
estimations suivantes, qui découlent des définitions (4.2.5), (4.2.19), (4.2.20) et
(4.2.22)

(4.3.2)

(4.3.3)

|Cm||t<ä:||i/||t    pour u g C°(fir),

|9*||T<A:||*||T    pour<¡,GC°([0,r]),

I ||C«||T.x < (K/r)\\u\\T,x pour u g Cx°(fir),

\ ||î*||TiA < (K/r)\\d<t>/dt\\T,x    pour<¡> g Cx+1(fir),

et, si C et q sont C°°

(4 3 4) ÍIIIC"ll|*.r«tf|||«|||*,T Pour u g Ck(ñT),
\ |||g*|||A,T < (K/r)Mk+i.*    pour* G C* + 1([0, 7]).

5. Espaces à poids. Nous regroupons dans cette partie un certain nombre de
résultats techniques que nous utiliserons par la suite.

5.1. Notations et définitions. Nous revenons aux notations du paragraphe 3.3: fi
désigne le dièdre {(x, y, z) G R31 x > 0, y > 0} et fir sa section par x + y < T. De
même u = {(r, z) g R211 > 0} et uT est la bande 0 < t < T.

Pour k entier Hk(-) désigne l'espace de Sobolev usuel muni de sa norme naturelle.
Pour X réel Ix(fir) [resp. Ix(cot-)] est l'espace des u tels que (x + y)~xu g L2(fir)
[resp. t~xu g L2(îOt.)]. Pour k g N, i/x(fir) [resp. Hk(uT)] est l'espace des u tels
que dau G Ix_w pour toute dérivation de longueur |a| < k.-H

Ces espaces sont munis des normes suivantes:

(5.1.1) ||M|kx.r=   I   I  (l+|A|r*-|0|)||3a«
1/2

2<*-M)||

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



450 GUY METIVIER

On introduit enfin les espaces C°°(ßr) [resp. C°°(uT)] des fonctions Cx à support
compact dans (fir) [resp. uT], et nulles au voisinage de l'arête x = y = 0 [resp.
t = 0]. Le lemme suivant est classique.

Lemme 5.1.1. Les espaces Cx(ttT) et Cx(uT) sont denses dans //x(fir) et
H£(aT).

Comme A. Majda [8], nous aurons besoin du lemme d'extension suivant.

Lemme 5.1.2. Pour tout entier N, il existe une constante C telle que: pour tout
T > 0 il existe des opérateurs de prolongement ET et E'T, qui, pour 0 < k < N et
X G R, envoient respectivement Hx(ÇiT) dans //x(fi) et //x(wr) dans //x(w), avec-
une norme majorée par C. En outre, ETu [resp. E'Tf\ est à support dans fi2r< [resp.
û2T].

Preuve. Soit x G C°°(R), nulle pour / > 2/3, valant 1 pour t < 1/2. Pour
u g //^(fir) posons

(5.1.2) "-X^)«.        w-(l-x(*¥))u.

On a D g //x(fir), à support dans fi27-/3. En outre

(5.1.3) ||d||a.x,7"< C||«||*,x,7-

avec C indépendant de k ^ N, X g R et T > 0. On prolonge v par 0, et il suffit
clairement de prolonger w. Posons

(5.1.4) w(x,y,z)= T3^2w{Tx,Ty,Tz).

Sur le support de w on a x + y g [7/2, 7]; on en déduit que w g Hk(Q,l), est
supporté dans x + y > 1/2, et que l'on a

(5.1.5) C-1||w||t.x,7-< 7"x||w|U,x< C\\w\\k.x.T

avec

/ 2 ^ 1/2
(5.1.6) ||*||*.x-     E (l + |A|)2<A~H|3a*IUßl>

\ |a|<*

et C indépendant de k < N, X et 7 > 0.
Notons £ un opérateur de prolongement de Hk(Q1) dans Hk(&), pour /c =

0,..., N, tel que £ u soit supporté dans fi2. Alors E est aussi borné, uniformément
par rapport à X, si on munit les espaces Hx des normes (5.1.6) || \\k x. Il suffit
maintenant de poser

(5.1.7) ETu = v+T-3{Ew)[^,^,^\

La construction de E'T est tout à fait similaire.
5.2. Coordonnées cylindriques. Il est naturel de passer en coordonnées cylindriques:

nous posons t = x + y, d = x/(jc + j), et pour u définie sur fi

(5.2.1) Jxu(t,e,z) = rxu(i0,i(l - 6),z).
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yx est une isométrie de Lx+1/2(ßr) sur L2(ÙT) si l'on note fir = ]0, 7[ X ]0,1[ X R.
Plus généralement notons Hk(ÛT) l'espace des v g L2(Ût) tels que tJ+ld/d^v G
L2(fir) pour j + l + m *z k, que nous munissons des normes

I 2 ^ 1/2

(5.2.2) ||D||';.x.r=        E     (l+|X|)2<*"y'_'_m)|^+'3/3i3^|L=
l j + l+m^k

On a alors

Lemme 5.2.1. Jx est un isomorphisme de HX+1/2(QT) sur Hk(ÛT); en outre on a

C    H"IL,x+i/2,r ^ Il A"ll*,x,r < II" IL,x+1/2,7-

avec C indépendant de X et T.

Introduisons maintenant une fonction x e Cx(]j, 2[) telle que

(5.2.3) Ex(2;0 = l    pour/>0.
yeZ

A une fonction v définie sur fir on associe les fonctions suivantes

(5.2.4) Vj(t,e,z) = x(2Jt)v(t,6,z)   pour2^+17>l

Le lemme suivant est immédiat

Lemme 5.2.2. (i) Si v g Hk(ÙT) alors d, g Hk(ÙT) et

(5-2-5) E    M*.x.r <H*.x.r

(ii) Si les Wj G Hk(ÛT) sont à support dans y12"y < t < y2y et vérifient E||w-||^2x T
< + oo, alors v = EjWj G Hk(ÛT) et

(5-2-6) l<A.r<<3>Xx.rj
Dans (5.2.5) (5.2.6) les constantes C sont indépendantes de 7 > 0 et X g R.
On complète maintenant l'opération de découpage (5.2.4) par des dilatations: on

pose

(5.2.7) Vj{t,e,z) = 2~J Vj(2-h,e,2-Jz).

Notons Tj = \nt{2,T2J), ùTj l'ouvert [-oo, 7}[X]0,1[XR et || ■ ||; x la norme sur
Hk(ÙT) définie par

On remarquera que Tj> \ pour 2i+lT > 1, et que Vj est à support dans \- \, 7].
On en déduit aussitôt

(5-2.8) Kx=(  Ed+lAir^llS-wHl^,)172.

Lemme 5.2.3. (i) Si v g H"(Qt) alors Vj g Hk(QT) et

(5-2.9) E     ll^li:2x<C||D||r,x,r.
2¿ + lT>l
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(ii) Si les Wj g Hk(ÛT), pour T2J + l > 1, sont à support dans t > y > 0, et
vérifient T,\\Wj\\k2x < +oo, alors

v{t,e,z) = £2^(2^,0,2^) G Hk(tiT)
j

avec

/ \ ii    n" I t—i i,       n"2   I
(5-2-10) l°l*.x.r<c|L|wJtfX}.

Dans (5.2.9), (5.2.10) les constantes C sont indépendantes de X et 7 > 0.
On peut répéter les opérations ci-dessus pour les fonctions <j> définies sur u: on

définit

(5.2.11) Jxï(t,z) = t-X4>(t,z).

Notant Hk(uT) l'espace des fonctions § telles que t'+ld/d!,<¡> g L2(wr) pour
j + l < k, muni des normes

(5.2.12) H\\:,x.T-{   E   (l+|Xir^1^+'3/3i/|Uw      ■

On a

Lemme 5.2.4. Jxest un isomorphisme de Hx(osT) sur Hk(uT) et

C~ ||<í>IU,x,7-<ll>/x(í,IL.x,7'< CWkx.r
avec C indépendant de X et T.

Pour ^ g Hk(uT) on définit

(5.2.13) *j(t,z)-x(2Jt)+(t,z)   pour72J + 1>l

(5.2.14) %(t,z) = 2-^(2-H,2-Jz).

Notons maintenant ùT =]-oo, 7y[XR et munissons Hk(ùr) des normes

(5.2.15) 1/H.x-i    E    (l+lM^'^oroift^S2-
y m + l^k ' I

Les Lemmes 5.2.2 et 5.2.3 sont encore vrais mot pour mot, si l'on change fir par
uT et ÙT par üT.

5.3. Multiplication par une fonction de H1.

Proposition 5.3.1. Soit l un entier > 2. // existe C el que pour k < /, 7 < 70,
X G R, a G H'(ilTo) [resp. b G H'(o>TJ] et u G H£(QT) [resp. <f> G HJt(aT)], on a
u G Hk(Qr) [resp. £></> g H£(aT)] avec

lla"ILx.r<Höllff'(O7.0)ll"IUx,7'
[resp. ||í><f>||*,x.r< C||¿>||w/(     jH^ll^^j.].
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Commençons par établir un lemme de plongement

Lemme 5.3.2 Etant donnés l et T0> 0, il existe C tel que: pour k < /, X G R,
7 < 70, u g //x(fir) etq>2 vérifiant \ > \ > Max(0, \ - \), on a

(i+\Mr3t^yyx+ip4L^T)^c\\u\\kxT
avec p = i - ij.

Preuve. On passe en coordonnées polaires: on pose v = JX-\/2u et on définit v,
et Vj par les formules (5.2.4) (5.2.7). Posant e- = \\Vj\\'k x, on a donc

(5.3.1) \\(ej)\\fi<C\\u\\k,x,T.
Les conditions de support des o¡ montrent que

(5.3.2) ¡(x + yyx+iP4[HÙTr\\t2pv\\[HÙT)< cE||Dy||l,(0 ,.

Pour w g Hk(ÙT ) on a les injections de Sobolev et les inégalités suivantes:

(5.3.3) (l+|X|)*-31vv||L,<c{||Hi„t+(l+|X|)V|lL2}

pour p= % - L.tt\>\> Max(0, £ - f ).
On a donc

(5.3.4) (1 +|X|)*-3p||ey||i, <C||d,||;i,

et avec (5.3.2) (5.3.1) et l'inégalité ||( £,)!!,<, < ||(e,)||/2, on en déduit le lemme.

Lemme 5.3.3. Etant donnés l et 70 > 0 il existe C tel que: pour k < /, X G R,
7 < 70, 4> g Hx(uT) et q ^ 2 vérifiant

1 1      «      -,      ^y > - ^ 0    sik>2,
L       q

-r  ^   -  > 0     S/' fc = 1.
2 <?

On a

(i +\X\)k-2p\\rx+2^\\L^T)^ cH\\k,x_T.

Preuve. Elle est similaire à celle du lemme précédent, en posant ^ = Jx4>, et
définissant ^ et ^ par (5.2.13) et (5.2.14). Il faut seulement, lorsque k = 1, faire
attention au cas limite de l'injection de Sobolev de Hk(ùT) dans Lq(aT).

Lemme 5.3.4. Etant donnés l et T0> 0, il existe C tel que: pour k < /, m < /, avec
k + m > 2, pour X G R, 7 < 70, a G //""(fi^) e/ u G H^T) on a

(i) S/' w > 2, a u G Lx(fir) auec

(5-3.5) (1 +|X|)*|M|o.x.7-< C||fl||ff..(0ro)||u|kx.7-.

(ii) Si m < 1 a/ors a w G Ix_3/2+m(fi7-) ûd^c

(5.3.6) (l+lAD^^laMlkx^/z^.r^Cllall^^^lU.x.r.

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



454 GUY METIVIER

Preuve. Si m > 2 alors a g Io0(ß^) et (5.3.5) est immédiat. Si m < 1 alors
a G L/,(fi7- ) pour j, = \ - f > 0. Puisque ¿V + m > 2, on peut appliquer le Lemme
5.3.2 avec jt = \ - j, = f > ^ - ^,eton obtient (5.3.6) par l'inégalité de Holder.

On a un énoncé analogue pour b g Hm(uT ) et $ g Hx(osr) avec m + â: > 2. Il
faut cependant remplacer (5.3.6) par

(5.3.7) (1 +|X|)*"l6<¡>||o,xw< C[|í>||„„((<,ro)||<¡>|Lx,r
avec p = lsiw = 0etp arbitraire dans ]0,1] si m = 1, à cause du cas limite de
l'injection de Hm(uT(¡) dans Lp(uT ).

Démonstration de la Proposition 5.3.1. Soit a une dérivation de longueur \a\ < k.
Il suffit d'obtenir une estimation du type

(5.3.8) (1 +|X|)*-w||9',fla«-',«||o.x-M.r< C\\a\\H,(aJ\u\\k,x,T

pour ß < a. On a dßa G //'-^(fi^) et u = da~ßu g H^Z¡^¡I¡(Qt) avec

(5-3.9) l^^llff'-'WdJro)^!!0!!«'«!!^)

(5.3.10) llf;IL-W + ̂ l.X-|a|+|^.r<ll"l|A-.x,r
Le Lemme 5.3.4 permet de majorer par le membre de droite de (5.3.8), la quantité

(l + |X|)*-|"l+",|-1(3/'fl).D||o.x-|«|^|-p,r

avec p = 0 si / - \ß\ > 2 et p = \ - l + \ß[ si / - \ß\ < 1. Puisque \ß\- p> 0, la
majoration (5.3.8) en découle, si l'on fait la remarque triviale suivante

(5.3.11) || wllo.ii,r < Cllwllo.ii + o.r
avec C indépendant de 7 < 70, et de p g R, pourvu que 0 < a < /.

Pour b g H'(cjt ) et </> g Hx(uT), la démonstration est parfaitement similaire.
Nous terminons ce paragraphe par une extension de la Proposition 5.3.1

Proposition 5.3.5. Soit go(0) g C°°([0,1]) et soit g(0, X), définie sur [0,1] x fi^
telle que 8 -* g(6, •) ío/í C00 sur [0,1] à valeurs dans H'(QT). O« pose a/ors
a(jc, y, z) = g(x/(x + y), x, y, z) + g0(x/(x + y)).

Si / > 2, il existe C tel que: pour tous k < /, 7 < 70, X G R e/ w G Hx(SlT) on a
u g HX(QT) avec

(5.3.12) ||au||*,x,r< C||w||*,x,r.

Preuve. Par décomposition sur les polynômes de Legendre on peut écrire
00

g{e,x)= Ig,(*)*,(*)
7 = 1

avec E||a,|| hi(qt ) < + oo, la suite gy étant bornée dans C°°([0,1]).
Avec la Proposition 5.3.1, on voit qu'il nous reste à établir la Proposition 5.3.5

pour a(x, y, z) = g(x/(x + y)) avec g g C°°([0,1]). Dans ce cas on a

\daa(x,y,z)\^ C\x+y\'W

et l'estimation (5.3.12) s'en déduit directement à partir de la formule de Leibniz.
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5.4. Propriétés d'algèbre.

Proposition 5.4.1. Soit k entier, k > 2. // existe C tel que pour tous X, w g
//¿(fir), u' G //x(fir) [resp. <i> g H^{uT), 4> g H£(ut)] le produit uu' est dans
#2Ax-3/2(fir) [resp. 4>4>' g ff2*x_i(wr)] «

||««'||*,2X-3/2.r< C||«||*,x,r||«'||*,x,7-,

[res/;. \\<t><t>'\\k,2x-i,T < CII+IU.x.rlMU.x.r]-
Preuve. A nouveau, on n'écrit la preuve que pour les fonctions de Hx(ilT). On

utilise les coordonnées polaires et on pose d = Jx~\/2u, d' = ./X-i/2M'- On applique
ensuite aux fonctions d et v' la décomposition (5.2.4). Introduisons la fonction
w = J2X_2(uu') = tvv' = Ewy avec

(5.4.1) wj-oj    E    *>/■

On applique aux fonctions w- et Dy les dilations (5.2.7) et on note w, = Vj ■ v'¡ avec

(5.4.2) 5;(i,0,z)=     E    2-^(2-^,^,2-^).
l/-y|<l

Comme au Lemme 5.2.3 on vérifie que

(5-4-3) E|D;i;2x<c||D'ii';2xr.

Puisque k ^ 2, Hk(ÛT) est une algèbre et

\\¥k.x^cht.M\L-
Avec le Lemme 5.2.3 et (5.4.3) on en tire que

„'2 „„     ,,"2       M   ,||"2
U.x.rlr lu.x.rl\\*j\\;.x*c\\u\\.

j
TkIl résulte alors des Lemmes 5.2.1 et 5.2.3 que u g H2X^3/2(iïT) avec l'estimation

annoncée.

Proposition 5.4.2. Soit f une fonction Cx sur R telle que /(0) = 0. On se donne
70 > 0, k > 2 et K > 0. Alors il existe C tel que pour tout X > k, tout u G Hx(ßT )
[resp. 4> g Hx(ur)], à valeurs réelles, et vérifiant

(5-4.4) ll«ll*,x,r0<*    [resp.UWk.x.n^K].
On a

(i) /(u) G ffftQ^) [resp. /(*) G ff*(Mro)J, et pour T < 70,

(5.4.5)      ||/(«)L,x,r< CJnJ|*,x.r    [resp. |/(>)ll*A,r < C||<i>||*,x,r]
(ii) v = f(u) - uf'(u) g Hkx_3/2(QTo) [resp. * = /(*) - */'($) G ff|x-i(*>r„)]

et pour 7 < 70,

(5-4-6) IK,2X-3/2.r<CHMlÎ,A,7"
k^-ll*ll*,2X-i.r<Q*llix,7-]-
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Preuve. Puisque X > k, on a

ll"llff*(aro)< ^IIwIU.x.t-,, < C' K-
Ecrivant /(£) = | • g(£), on a ||g(w)||L«(n7. , < C, et on en déduit que

(5-4.7) (l+|X|)1/(«)lk(Or,<C1||«||t.x.r.
Pour 0 < \a\ < k on écrit 3"/(«) comme une somme de termes

(5.4.8) w = f(«\u)da>u ••• da«u

avec |a,| + • • • + \aq\ = \a\ et |«y| > 0. Le terme f(q)(u) est borné dans Lx(ttTo). Si
q = 1, alors |aj = \a\ et on estime le terme (5.4.8) par

(5-4.9) (1 +|X|)*-|a|||w||LLH«M< C||w||*,x,r,

Si q = 2 on écrit que da'u g Hk~^(ílT(¡) et que da*u G HÎ-fâ1' Le Lemme 5.3.4
et l'inégalité (5.3.11) permettent d'obtenir à nouveau l'estimation (5.4.9).

Si q > 3 alors k - \aj\ > 2 pour j = \,...,q. On écrit que 3a»«,...,9^_,m sont
bornés dans L°°(fir ), alors que 9a«w g Hxz\â"\- On en tire encore la majoration
(5.4.9).

Finalement (5.4.9) et (5.4.7) donnent le point (i) de la proposition.
Pour obtenir le point (ii) il suffit d'écrire que /(£) - ¿/'(¿) = £ ■ g(£) où g g

C°°(R) avec g(0) = 0. On applique le point (i) à g(u), et on conclut grâce à la
Proposition 5.4.1.

La Proposition 5.4.2 se généralise aussitôt au cas où / est C°° sur R" et les
fonctions u et <j> sont à valeurs dans R"; on peut également supposer que / dépend
de façon C°° de (x, y, z) G fir ou de (r, z) g ¿5r.

6. Le problème de Goursat linéaire.
6.1. Notations et résultats. Nous reprenons les notations du paragraphe 3.3 et nous

étudions un système (3.3.3) linéarisé, du type suivant

.du      „3« du
Lu = Air-  + Bit-  + C^~,dx dy àz

F'(y'u,<t>') = /'^ + p'^- + q'Ü + m'y'u,

F"(y"",*") = 1"%- +p"*-f +P"^ + «V + m'Y%
où les matrices 2x2, A, B et C sont réelles, de classe C2 sur fir, et où les vecteurs
/', p', q', l", p", q" et les matrices m' et m" sont réelles et de classe C2 sur uTo.

Par ailleurs, on se donne un système (1,7) comme (6.1.1) à coefficients A,
B,...,/',..., m" constants. Nous supposerons tout au long de cette partie que le
système (L, F) satisfait aux hypothèses (a) et (/?) du paragraphe 3.3.

Notre but est de résoude le système

(6.1.2) Lu=f,        F(U,<¡>) = g;    <>|i=0 = 0,

ce que nous ferons en supposant (L, F) voisin de {L, F).
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Nous  noterons   e(L, F)  le  maximum  de   \\A - A\\L°o(üj. ̂ [B - B\\l«,(Qt j
l£-Cr,).-    -.llW-îSlIi-i«,.,,)-

Enfin, nous nous donnons un entier N > 4 et nous supposons que yl - !¡4, B - B
et C - C sont dans HN(iïT ), et que / - [,..., m - m sont dans HN(uT). On note
||I, F|| # le maximum des normes HN de ces fonctions.

Pour terminer, introduisons deux autres notations: WXT désigne l'espace des
couples (u,<|>) g //x<+1/2(fir) x HxX\{uT) tels que y« g Hx(uT). Cet espace est
muni de la norme

(2 2 2 "v ̂/2
X||w||A,x + i/2,:r + ||y"IU.A,r + l!<í>IU + i,A-n,7-j     •

De même WXT désigne l'espace des couples (/, g) G 77x_1/2(fir) X Hx(ccT); il
est muni de la norme

(6.1.4) |||/,g||ll,x,r = {X-1||/ll*.x-i/2,7- + ||g||*,x,7-}.

Théorème 6.1.1. Sous les hypothèses ci-dessus, il existe e0 > 0 et des fonctions
X0(K), C0(K) telles que si l'on a,

(6.1.5) e(l,F)«e0,       ||I,F|U<A:,
alors, pour tour X > X0(K), tout T < 70, /oui (/, g) G Wx*7- «Dec k ^ N, le système
(6.1.2) possède une unique solution («,</>) G W* r ¿p« vérifie

(6.1.6) flk*ll*.x.r<Q(*)lll/.*ffl*-.x.r.
£« oi/rre, sif et g sont réelles, il en est de même de (u, </>).

Pour démontrer ce théorème l'idée essentielle est de passer en coordonnées
cylindriques, puis d'effectuer les partitions de l'unité et les dilatations comme au
paragraphe 5.2, pour se ramener à un problème mixte du type de ceux étudiés par A.
Majda [7]. Pour plus de clarté nous énonçons d'abord le résultat concernant ce
problème mixte et nous reviendrons ensuite au Théorème 6.1.1.

6.2. Un théorème de A. Majda. Notons (t, 6, z) la variable de fi = R X ]0,1[ XR
et considérons un opérateur de la forme
,, ,., ï       9«      ^9m , . ^9«
(6.2.1) L=-+GTe+p{t)CTz
où G = (1 — 0)G0 + 0GV Les matrices G0, G, et C sont supposées de classe C2 sur
fi, bornées ainsi que leurs dérivées; p est une fonction strictement positive, C°° et
constante hors d'un compact.

On désigne par y" = (y'w, y"m) les traces de u sur les bords 0 = 0 et 6 = 1 et on
adjoint à (6.2.1) des conditions aux limites

F'(y'u,<i>') = /'¿£ + P(t)p'^ + W + m'y'u,
(6.2.2) { ó[ ÓZir

lF"(y"«,r) = /"-^ + p(t)P"^- + W + m"y"u,

les vecteurs 1 et p étant de classe C2 sur R2,q et m étant de classe C1, bornés à
dérivées bornées.
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Par ailleurs on se donne (L,F) un système du type de (6.2.1) (6.2.2) où les
coefficients G0, G,, C, /, p, m sont constants et où q = 0.

Nous faisons les hypothèses suivantes:
(à) L est strictement hyperbolique dans la direction 3,.
(/?) Les problèmes suivants sont uniformément stables au sens de Majda:

au j r 9m j. rou (a a ^ nT—•" Gn -^tt + C -^— = / dans 0 > 0,9i       — 90      — 9z
T,3</>'     _,a*'/77+-/'^7+^"i^0 = g'

9"  j    n    au  _l ^9w       /    j        fl ^ i"^—•" G, -T7T + C^— = /    dans o < 1,3í       —-dB      - dz

7 ~dT+p ^T+m^x = 8 ■

Nous   notons   e(L, F)   un   majorant   de   ||G0 - Go||L=c(û),   \\G1 - G^^ß,,
l|C-_Ç||t»(û),   ||/ - /|Il»(^),   IIP - Pli/.«<#)   et   II™ - ^lli.«(R2)   (°n  notera  que
e(L, F) ne dépend pas de la fonction p(t)), enfin désignons par ||I, 7||C2  un
majorant des normes C2 de G0, G,, C, /, p et des normes C1 de Ä, g, w.

X étant un paramètre assez grand, nous étudions le problème suivant

(6.2.5) Lu + Xu=f,       F(yu,<¡>) +(X + 1)<J> = g.

Théorème 6.2.1. Sows /es hypothèses (â), ■(/?) ci-dessus, il existe e0 > 0 e/ <ies
fonctions X0(K) et C0(K) telles que si l'on, a

(6.2.6) e(î,F) <e0,        ||î, F||c> < *,

a/ors, powr tout X ^ X0(K), tout (/, g) G L2(fi) X L2(R2) ¿/ existe une unique
solution (u,<t>) g L2(fi) X H\R2) de (6.2.5). En outre, yu g L2(R2) et pour tout
T G R on a

(6.2.7) (X||M||o,r + ||Yw||o,r+X2||<M|o,7H Co{^l\\f\\l.T + llgllo.r) ■
Si f et g so«/ nulles pour t < r0 // e« esi c/e même de (w, <i>).
Enfin, si les coefficients de L et F sont Cx et ont toutes leurs dérivées bornées e£ si f

et g sont Cx à support compact dans fi et R2, la solution (w, <i>) est dans C°°(fi) X
C°°(R2).

Dans (6.2.7) || \\kT désigne la norme Hk{ÙT) ou Hk(ûr) si

fir = ]-oo,7[x]0,l[xRet ¿>7 = ]-oo,7[xR

Aux hypothèses de réguluarité des coefficients près, ce théorème résulte immédi-
atement du travail de A. Majda. Néanmoins, il a paru intéressant d'en donner une
démonstration qui utilise des méthodes différentes: on la trouvera dans l'appendice
B.

6.3. Inégalités d'énergie. Nous revenons à la démonstration du Théorème 6.1.1, en
commençant par établir des inégalités d'énergie.

(6.2.3)

(6.2.4)
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Proposition 6.3.1. Sous les hypothèses du Théorème 6.1.1, il existe e0 > 0, X0(K)
et C0(K) tels que, si l'on a (6.1.5), alors, pour tout X > X0(K) tout T < 70 et tout
(u,<t>)<E C0O(fir)X Cx(uT), on a

(6.3.1) ||MIUo.x,7-< C0(K)\\\Lu,F{yu,<l»)\\\'0^T

Démonstration. Puisque A +B est inversible, en supposant e0 assez petit et en
multipliant L par (A + B)'1, on se ramène au cas où A + B = Id.

Avec les notations du paragraphe 5.2, nous posons ù = Jxu, <f> = /x + 1</>; on a alors
Jx_xLu = Lxù et JxF(yu,<¡>) = 7x(yw,<f>) avec

(6.3.2) Lxù = t^- + Xù + [(1 - 0)Â - dB] || + tC^-,at ou oz

Fx(yw,<i>) = ^ +(* + !) +
3<i>

/ + t-r-p + 4>q + myu,
oz

yù désignant les traces y'û(t, z) = û(t,0, z),  y"û(t, z) = û(t, 1, z);   ,4(i, 0, z) =
v4(iö, /(l — 0), z) et des formules analogues pour B et C.

Avec la définition (5.2.2), posons

(6.3.3) |||D,^|||o:x,r={X||D||ö2x,7 + ||yD||o'2x,r + ||^ll'i',x,r}1/2,

(6.3.4) lll/,g|||o,x,r={X-1||/||;'2x,r + ||g||ö,2x,r}1/2.

Compte tenu du Lemme 5.2.1 l'estimation d'énergie, (6.3.1) équivaut à la suivante

(6.3.5) |||D,*|||o,x,r< C1(iC)|||îxD,7x(yD,^)|||;;x,r

pour (d,'*) g C°°(fir) X C°°(wr), C°°(ÙT) désignant l'espace des fonctions C00 à
support compact dans ]0, 7[ X [0,1] X R.

Pour démontrer l'estimation (6.3.5) nous appliquons aux fonctions v et ^ les
découpages (5.3.4) et (5.3.13). On écrit

txvJ = x(2Jt)txv + wj,

h{v>j*+j) = x(2Jt)h{v>,*j) + gy
avec

HWyllo,X,r< CHi;llz.2[2-'-'<I<2-'+']'      H^llo.X.7-^ CH*H¿í[2-^-'</<2->+'r
Avec le Lemme 5.2.2 on obtient donc les majorations

(6.3.6) iiiD,*iii;:2x,r<ciiiiDy,^.||i;;2Ar
j

T,ÎL>Pj,Px(yuj,4>j)£<KT
< C{\\\íxv, Fx(yv,V) |||;;2x,r + X-1||d||o.x.t + ||<f>|lo.x.r}.

Quitte à augmenter X0(K), on voit donc qu'il suffit d'établir (6.3.5) pour les
fonctions (d-,1^-).
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Nous appliquons à ces fonctions les dilatations (5.2.7) et (5.2.14) on écrit alors que

TJj = L{BJt    Fx(yvj, *,) = Fl(yvj, *,)
avec

(6.3.8) L{W = t^ + Xw + [(1 - 9)Âj - êBj] || + tufé,

H(yw,X) = [t^ -(X + l)x)/, + tj^Pj + Xi, + ñjyw

et Âj(t, 6,z) = ÂQ.-H, 0,2-'z), lj(t, z) = 1(2~Jt, 2~'z), etc.
Avec le Lemme 5.2.3 on voit que la Proposition 6.3.1 résulte alors des inégalités

suivantes:

2 2 2 2^IklIo.^+llyHlo.T-+llxlli,r, + ̂ 2Hxllo,r,
(6-3-9) ,      ..    .   ,|2 .. „2    x

<Q(A:)|X-1|l¿w|0>7.+||Fj[(YW,x)|o.Ty}.

avec C2(K) indépendant de j,  7^ 70,  X^X2(K), pour w [resp.  xl G00  sur
]0, Tj] X [0,1] X R [resp. ]0, Tj] X R] à support compact dans \ < t < 7}.

Les coefficients de LJX et F^ sont de classe C2 sur [¿,2] X [0,1] X R, et bornés
uniformément par rapport à / En prolongeant ces coefficients et en effectuant le
changement de variable t = es on se ramène à un système de la forme (6.2.1), (6.2.2)
et l'estimation (6.3.9) résulte du Théorème 6.2.1.

Proposition 6.3.2. Sous les hypothèses du Théorème 6.1.1 il existe e0 > 0, X0(A")
et C0(K) tels que si l'on a (6.1.5) alors pour tout X > X0(A^), tout T < 70, k < N et
tout (u,<l>) G CX(QT) X C°°(u>T):

(6.3.10) ||k*||U,x,r« C0(/O|||lH,F(Y",*)|||l,x,r-

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur k et nous supposons (6.3.10)
établi à l'ordre k < N.

Notons Dx = xdx + yd et D2 = (x + y)dz. [L, D¡] est une somme de termes de la
forme ad, x(3a)3\ y(da)d' où 3 et 3' désignent des dérivations d'ordre 1 et a une
fonction de la forme a = q + ax, avec q constante et ax g H*(ilT ).

Pour u g Hx+\/2(tiT) on a 3w g HX_X/2(ÜT), et on en déduit, avec la Proposi-
tion 5.3.1, que

(6.3.11) ||[I, AHkx-i/2.7- < C|l«ll*+1 ,x+i/2.r-
Notons de même Dx = td, et D2 = tdz, et remarquons que yDtu = D¡yu. Alors,

grâce à la Proposition 5.3.1, on montre aussi que

(6.3.12) ||F(YA«.A*)-A^(Y«.*)L,x.r<C{||Y«lkx,r + lk!l*+i.x.r}.
On tire de (6.3.11), (6.3.12) et de l'hypothèse de récurrence (6.3.10) que

(6.3.13) |||Z),",A«í>IL,x,r<c{lll¿"^(Y«.<í>)llll + i,x,r+^1|||",«í>llki.x,r}.
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Admettons un instant les estimations

(6.3.14) ||<í>|l* + i.x + i,r< Cl   E   \\DM\k.\+i,T+ M\<l>\\k,\+i,T
W-1,2

(6.3.15)

H"L + l,X+l/2,r< C{     E    II A" II*. X +1/2, 7"+ X|lMllft,X + l/2,7- + ll^"ll*.X-l/2,7'
V/ = l,2

Avec (6.3.13) on en déduit que:

(6.3.16)      |||«,*|||*+i.x,7-<c(|||l«,F(Yii,*)|||A+lix,7. + X|||ii,^|||t.x,7-

1
X+ tIII(«.*)III*+i.x.7-}-

Pour X assez grand, le dernier terme de (6.3.16) s'absorbe dans le membre de
gauche; le terme X|||«,<¡>\\\k x T s'estime par l'hypothèse de récurrence, et on en
déduit immédiatement l'estimation 6.3.10 à l'ordre k + 1.

Il nous reste à établir (6.3.14) et (6.3.15); (6.3.14) est une conséquence quasi-
immédiate des définitions. Pour obtenir (6.3.15), on introduit l'opérateur D3
= (x + y)(dx - 3V) et on remarque d'abord que

(6.3.17) NLi,x+i/2,r« C{ £ llA«ll*.x+i/2,r+^ll"L,x+1/2,r

comme on le voit immédiatement en passant en coordonnées cylindriques, et en
utilisant le Lemme 5.2.1, puisque dans ces coordonnées les opérateurs D¡ deviennent
td„ i3z et de.

Maintenant on écrit que

(x + y)L =(A+ B)D1 +[a - jjr^(A + B))Di + CD2-

D'après l'hypothèse (a) du paragraphe 3.3, si e0 est assez petit, la matrice
A( X) - Ô(A + B)(X) est inversible pour 6 g [0,1] et X g üT(¡; notons G(6; X) son
inverse et G'(x, y, z) = G(x/(x + y); x, y, z). On remarque que G(6, X) est de la
forme G(0) + Gj(0, X) où G est C00 sur [0,1] et G, une application Cx de
d g [0,1] à valeurs dans HN(QT<¡). On a

(6.3.18) D3u= G'{(x + y)Lu-(A + B)Dxu - CD2u)

et on tire des Propositions 5.3.1 et 5.3.5, l'estimation

ll^3"ll*,x+i/2,r< c)||lH||t x_1/2r+    E   llA"ll*,x+i/2,r
V 1 = 1,2

Avec (6.3.17), on en déduit la majoration (6.3.15) ce qui achève la démonstration
de la Proposition 6.3.2.

6.4. Démonstration du Théorème 6.1.1. Nous montrons d'abord l'existence d'une
solution pour le problème (6.1.2), nous établirons l'unicité ensuite.
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(1) Existence.

Lemme 6.4.1. Il existe e0 > 0 tel que, si (L, F) est un système (6.1.1) dont les
coefficients sont Cx et on toutes leurs dérivées bornées sur fir et ûT, et qui vérifie
e(L, F) < e0 alors pour tout (f, g) G C°°(fir) X Cx(uT) le problème (6.1.2) possède
une solution (w,<?>) G Hx(iïT) X Hx(uT), nulle au voisinage de l'arête x = y = 0,
t = 0.

Preuve. Passons en coordonnées polaires et posons / = J0f, g = Jxg. Avec la
notation (6.3.2), le problème (6.1.2) s'écrit

(6.4.1) Lxù=f,        Fx(yû,4>) = g,
f et g sont supportés dans t ^ t0 > 0. On effectue le changement de variables
t = es, et 0, se ramène à un système du type (6.2.1), (6.2.2):

(6.4.2) la-/,        F(ya,¿) = g.
On prolonge les coefficients de L et F pour s < Log?0 et s > Log 7, et le

Théorème 6.2.2 fournit une solution (ü,<j>) g C^Xfi) X C°°(R), nulle pour s < Logr0.
En revenant aux coordonnées initiales, on en déduit une solution (u,<j>) du problème
(6.1.2).

Lemme 6.4.2. // existe e0, X0(K) et C0(K) tels que si le système (L, F) vérifie
(6.1.5) et a ses coefficients C00 bornés, ainsi que leurs dérivées sur £lT X Z5T, alors
pour X > X0(K), 7< 70, (/, g) G WXNT, le problème (6.1.2) possède une solution
(u,<j>) g Wx T, qui vérifie l'inégalité d'énergie 6.3.10.

Preuve. Cx(üt) et C°°(wr) sont denses dans H^_X/2{Q,T) et //x(wr). On
approche alors (/, g) par une suite (/, gj) g C°°(fir) X Cx(uT) et le Lemme 6.4.1
permet de trouver («,, t^.) tels que

(6.4.3) *<",=/,.        F(yuj,*j) = gj,

et  (m-,<î> ) g W' T  pour tout  / et tout  p.  L'inégalité (6.3.10) se prolonge par
continuité à HX+X/2(UT) X Hx+x(uT), et on en déduit que

(6.4.4) \î(«J><l>j)\L,X,T<C\\\f>8\\\N,X,T.
Quitte à extraire une sous suite, on en déduit que (Uj, ty) converge vers une limite

(u, <t>), faiblement dans WXT, et fortement dans Cl{Q,T) X Cl{û>T). Le Lemme 6.4.2
s'en déduit par passage à la limite dans (6.4.3) et (6.4.4).

Lemme 6.4.3. On peut supprimer dans le Lemme 6.4.2, l'hypothèse de régularité Cx
des coefficients.

Preuve. On approche les coefficients de (L, F) par des coefficients Cx, construi-
sant des systèmes (I, F). Pour j assez grand on a

(6.4.5) e(l,,F,.)<2e(l,F),    ¡I,, Fj\\N < ||I, F||y+ 1.
Pour (/, g) G WXNT, si e(L, F) est assez petit, le Lemme 6.4.3 fournit une solution

(«/,<>/■) au problème

(6.4.6) Ljuj-f>        fj(y«jAj) = g-
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En même temps, pour X assez grand on a

(6.4.7) |lh-.*,-IL XT<C\\\f,g\\\'N,x.T
avec C indépendant de / Le Lemme 6.4.3 se déduit à nouveau par passage à la
limite dans (6.4.6) (6.4.7).

Le Lemme 6.4.3 achève la démonstration de la partie existence du Théorème 6.1.1.
(2) Unicité. Notons 3)XT l'espace des (u, $) g L2x+x/2(Q,t) X Hx + x(wT) tels que

Lu g Lx_1/2(fir) et y" G Ix(w) (on notera que si « g Ix+1/2 et Lu g Ix_1/2 les
y w sont bien définies).

Notons aussi Qx T le sous-espace des fonctions à support compact dans fir et ûT
et nulles au voisinage d l'arête x = y = 0 et t = 0.

Par troncature, il est clair 3¡x T est dense dans 3>XT. En dehors d l'arête les
solutions faibles sont solutions fortes, et on en déduit que WXT est dense dans @>XT.

L'inégalité d'énergie (6.3.1) se prolonge donc à WXT puis à 3>XT, ce qui assure
l'unicité dans 2>x T de la solution du problème (6.2.1).

7. Le problème de Goursat non linéaire. Dans cette partie nous donnons la
démonstration du Théorème 3.3.1. On procède en deux étapes: on construit d'abord
une solution approchée au sens du développement de Taylor sur l'arête, puis, par un
schéma itératif basé sur le Théorème 6.1.1, on construit une solution exacte.

7.1. Solution approchée—choix des paramètres. On utilise les notations du para-
graphe 3.3, et on considère un système (3.3.3) vérifiant les hypothèses indiquées.

Si <j> est définie sur u, il sera commode de noter

(7.1.1) MX)=^(X),l[^yX),^(x),xl[V^]j(X),y[v^]j(X^

avec la convention (3.1.1), de sorte que les coefficients A(u,<¡>) de L sont des
fonctions Cx au voisinage de l'origine de x, u(x), j<i>(x). On introduit alors l'espace
WT des (M,<f>) g HN(tiT) X NN+\o>T) tels que yu g HN(uT) et j<¡> g Hn(Qt),
muni de la norme

(7.1.2) ||«,<í>Lr = ||M||^v(ar) + ||y"||^(„r) + ||<í>||,/.víl(ü;r) + ||y'<#.||//,(Qr).

On notera aussi

(7.1.3) £r(".<í>)=ll"llz.»(ar) + ll<í'll^(<,r) + l|v<í>||z.«(Ur) + ||i«í>||^(í2r).

On se donne maintenant une fonction x e G0°°(R), qui vaut 1 pour |z| < I et
nulle pour |z| > 1. Pour p > 0 on note

(7.1.4) Ap(u,4>)=A(x,y,zX(z/P),u,j<¡>),

&o{yu,4>) = &{t,zX{z/p),yu,V<ï>,<S>),

et L»{u,<$>) l'opérateur Ap{u,$)(d/dx) + Bp(u,<t>)(d/dy) + C(u,<j>)(d/dz), de
sorte qu'il nous suffit de résoudre pour p assez petit

(7.1.5) L"(u,<¡>) = 0,    &p(u,<t>) = 0;       <i»,,=0 = 0.
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Nous noterons Fpu ̂  le système obtenu par differentiation de 3^p   autour de
(y«,4>)

Ffu.ohv,'*) = -i:      ^P(y" + syv,4> + s*),
"S    5-0

et on écrira
(7.1.6)

3^ 9SP"
F£,,<,(yd,*) = lp(yu,<¡,)-^- + pp(yu,4>)j^ + qp(yu,<¡>)^ + m»(yu,<t>) ■ yv.

Pour résoudre (7.1.5) nous étudierons les problèmes linéarisés suivants:
(7.1.7) L»(u,<¡>)v=f,        FypuJyv,*) = g;    *„=0 = 0,
qui sont du type (6.1.1). En particulier, si on fige à l'origine les coefficients du
linéarisé autour de y" = 0, <f> = 0, on obtient le système (L,F) introduit en (3.3.6)
(3.3.7).

Pour construire la solution approchée, nous ferons usage des systèmes

LÇ(u,<t>)v = A»(u,<¡>)^- + Bp(u,<¡>)ây

F0P(yu,*)(yv,*) = /"(«,<í>)-97 + mp(M,<í,)YD,

qui sont du type (4.1.1) (4.1.2), si l'on considère la variable z corne paramètre. De
même on note

(7.1.9) LjLv = A^c+B^y,    Fo(YD,*) = /^+mYD.

Le Théorème 4.1.1 associe au système (I0, F0) un réel e0 > 0, alors que le
Théorème 6.1.1 associe à (L,F) un e0 > 0 et des fonctions X0(AT), C0(K). On peut
bien sur prendre le même e0.

La forme (7.1.4) des coefficients de Lp et Fp, montre que

Lemme 7.1.1. 77 existe p* > 0, e* > 0 et 70 > 0 tels que pour tout («,<£) G WT<¡
vérifiant
(7.1.10) eTg(u,4>)<2E*

alors, pour p < p* on a:

e(L"(u,<#,),F;ii,J < e0,    e(LS(u,4>),F£(yu^) < e0.
En outre il existe une fonction K, continue sur ]0, p*[ X [0, oo[, telle que

(7.1.11) \\l»(u,c¡>), fpuJn ^ k{p,\\u,4>\WTo).

Dans ce lemme sont utilisées les notations e(L, F) et \\L, F\\N introduites aux
paragraphes 4.1 et 6.1.

Proposition 7.1.2. Pour tout e > 0, /'/ existe des constantes p g]0, p*] et M, et une
suite (u, <$>j) g C°°(fi) X C°°(w) à support dans ÜT(¡   et ûTa   et telles que

ifJ = Lp(uJ,<t>J) = 0{(x+y)J)     (pourx+y^0),

\gJ=P»{ujAj) = 0{t^1) (pourt^O),
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(7.1.13) eTo(uj,4>j) < e,

(7.1.14) \\uj,<j>j\\Wro^M.

Preuve. Considérons la fonction qui à (z, d, t', t") GRxR2xRxR associe
(J*"(0, z,d,(t',0),0), J^"(0,z,d,(t",0),0))g R4. Sa différentielle à l'origine par
rapport aux variables (d, t) est

(8v,St) -> («t' • /' + m'ov,OT"l" + m"ov).

Il résulte de l'hypothèse (y) que cette différentielle est bijective et, avec (3.3.5), le
théorème des fonctions implicites permet de trouver des fonctions d(z) et t(z), Cx
au voisinage de l'origine, et telles que

J^'(0,z,d(z),(t'(z),0),0) = 0,

(7.1-15) ^"(0,z,d(z),(t"(z),0),0) = 0,
d(0) = 0;    t(0) = 0.

Si p est assez petit, les fonctions

(7.1.16) u0(x,y,z) = v(zX(z/p)),    <¡>0(t, z) = /t(zX(z/P)),

sont définies et C°° sur fi et w, vérifient

(7.1.17) eTo(u0,<l>0) ̂  e,

et (7.1.15) implique que

(7.1.18) ¿"(«o.*o)|r-o = 0.
Pour simplifier notons L0 = Lß(u0,<i>0), F0 = F§Áyu ^ y On peut toujours sup-

poser que e < e* et p < p*, si bien que e(L0, F0) < e0, d'après le lemme 7.1.1. Le
Théorème 4.1.1 permet alors de définir par récurrence une suite («„,</>„) de la
manière suivante:

(7.1.19) "„ + i = "„ + d„,    <t>„+1 = *„ + *„,

LrPn=   -LP(Un,<t>n)Un'

Fo(yv„,%) = -&p(yun,4>„);   %u.0 = 0.

On obtient immédiatement par récurrence que (un,4>n) g C°°(fir ) X C°°(üT ), et
que (un,4>n) = 0 pour |z| ^ p. Montrons par récurrence que (7.1.12) est satisfait et
que un - u0 = 0(x + y), <t>„- <t>0 - 0(t2). Pour n = 0 cela résulte de (7.1.18). Si
cela est vrai à l'ordre n, alors, d'après le Théorème 4.1.1 on a

(7.1.20) vn = 0{{x + y)n+l),       % = 0(t"+2).

Maintenant on écrit que

f„+i = (¿(«n + i-'fWi) - Lp(u„,<¡>„))un+X +(Lp(u,„<¡>n) - L0)v„.

On tire de (7.1.20) que j% = 0((x + y)" + l), puis que Ap(un + V<j>„ + X) -
A»(u„.4>„) = Oiix +y)"+ï). De même j(<j>n - <¡>0) = O(t) et A"(u„,$„) -
Ap(u0, <¡>0) = 0(x + y). Ecrivant que V*,VD„ = 0((x + y)") et dvjdz =
0((x + y)" + l) on obtient finalement que fn + x = 0((x + y)"+1).
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De même on écrit que

g„+i = (/?.„,♦. - F0)(yv„,%) + o(|yd„|2 +|*„|2),

et avec (7.1.20) et l'annulation yun — yu0 = O(t), 4>n — <f>0 = 0(t2) on en déduit
queg„ + 1 = 0(i" + 2).

Pour satisfaire à (7.1.13), (7.1.14) on modifie la suite (u„,4>„), en posant, pour
n > N,

(7.1.21) M* =xrr^ "íí + xhV" (»„- «aí)

# = xh-kv + xh- M» - *N)

où x e C^iR) vaut 1 au voisinage de l'origine.
Puisque uN - uQ = 0(x + y), que <j>N - 4>0 = 0(t2) et que

J*% = X\*7JL)J*N +
4>N :|^)v^ +

on voit, avec (7.1.17), que si 8N est assez petit, on a

(7.1.22) e(u*,<t>l)^KQE

où K0 ne dépend que de la fonction de troncature x-
Maintenant, on a  u„ - uN = 0((x + y)" + 1) et <t>„ - <¡>N = 0(íw + 2). On peut

donc choisir ô„ assez petit pour que

(7.1.23)        e(ii;-«£,#-<)<£, "*<<# - <i>* |k,o< i-

(7.1.13) résulte de (7.1.22), (7.1.23), en changeant e en e/(K0 + 1) et (7.1.23)
conduit à (7.1.14) en posant M = 1 + \\u*, 4>* || w .

Lemme 7.1.3. Il existe une constante H telle que pour tout X, et tout <f> g //^/("r )>
onaj<¡> G Hxy+x/2(ttTn) et

||/<f>|U.A + l/2.7'() < ^ll^lU+l.X + l.ro.

Preuve. On remarque d'abord que l'opérateur (3.3.1) <j> -* 4> est continu de Hk
dans /7*+1/2. Pour </> G #£# on a V<f> g ////, <f>/r G //xv + 1 et V«»//) G Hf_v
Enfin pour m g H^(ütJ on a clairement xw et yu G 7/^+,. La composition de ces
différents opérateurs donne le lemme.

En utilisant le plongement trivial Hx ■-> HN pour X > TV, on obtient

Corollaire 7.1.4. Il existe une constante H0 telle que pour tout X > N, et tout
(w,*) e »-"¿V, o« a (t;,¥) g Wr ei

:D,*)ikn<#0|ik*i w.A,r„-
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Nous sommes maintenant en mesure de procéder au
Choix des paramètres. Les constantes p*, e* et 70 sont fixées par le Lemme 7.1.1.

La Proposition 7.1.2, appliquée à e = £* détermine p, que l'on peut supposer < p*,
M, et une suite («,$,) véfrifiant (7.1.13), (7.1.14). Avec la fonction K du Lemme
7.1.1 et la constante 770 du Corollaire 7.1.4, posons K = K(p, M + 770). Enfin, à ce
K, sont associées des constantes X0 = X0(K) et C0 = C0(K). Fixons maintenant
j > MaxIXoi/Q, N) + 1; appelons («„,<£„) la fonctions (uj,fy) et X =j - 1, on a
alors

(7.1.24) er„(««.*.)<e*.       ll«-.*-'Lro < M>

(7.1.25) /fl = -Lp(ua,4>a)ua g T^^fiJ,

ga= -^p(Y«a,<»Je/VxAr+1(W7.o).

En outre, ces choix étant faits, on peut résoudre le problème linéairisé (7.1.7) de la
manière suivante:

Proposition 7.1.5. Pour tout (v,^) g WXTo vérifiant

(7.1.26) eTo(v,*)<iE*,    ||o,*|||w,Xiï.0<i,

et pour tout (/, g) g WxkT, k < N, si l'on pose u = ua + v, et <f> = <j>a + ^,  le
problème

(7.1.27) Lp(u,4>)w=f,       FpuJyw,6) = g,    6^0 = 0,
possède une solution (w, 0) G Wx T, qui vérifie pour 7 < 70.

(7.1.28) ||k,Ö|||,;vr<C0|||/,g|||l,x,r.

Cette proposition résulte en effet du Théorème 6.1.1, que l'on peut appliquer grâce
au Lemme 7.1.1 et au Corollaire 7.1.4.

7.2. Schema itératif, p étant fixé, nous noterons maintenant L, F à la place de Lp,
F", etc. Nous définissons une suite («„, 4>„) par le schéma itératif suivant: (u0, <£0) =
("a.«í>a)et

(7.2.1)

avec

«>„ = <*>* + **,       *.-^r(*B)r-r.

'¿("„-tk+i = -L(un,$n)ua=fn,

{FyUa.+„(y»>n+i,0n+i) = -^(y"„><f>J + ¿wJyv*«) = g„,

où 7 est un paramètre à choisir dans ]0, 70[ et ET un opérateur d'extension,
introduit au Lemme 5.1.2, opérant de 77x(fir) dans 77x(fir ) pour k < TV + 1, et de
Hx(côt) dans Hx(uT ). La construction du Lemme 5.1.2 montre que l'on peut faire
en sorte que y Er u = ETyu, et on utilisera le fait que ET opère de Wx'T dans Wx'T,
avec une norme majorée par une constante 77,, indépendante de 7 < 70 et de X.
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Proposition 7.2.1. Il existe 7* g]0, 70] tel que, pour 7 < 7*, il existe une suite
(un,<j>„) vérifiant (7.2.1) (7.2.2) et

(7-2.3) eTo(v„,%)^e*,    |||Dn,^||U,x,ro<l.

Preuve. Par récurrence sur n. Supposons que l'on ait (7.2.3). On a

(7-2.4) /»-/.+(£(«.,+.) - L{un,$n))ua

(wa' $a) e CX(QT ) X Cx(ûT ), et a son support dans fir   X wT . Avec (7.2.3), on
peut appliquer la Proposition 5.4.2 et conclure que

IA{u„,cf>„) -i4(«a,*fl)||w,x-i/2.r < c{||ü„|U,x-i/2.r + \\J%\\n,\-\/i,t'}
avec C indépendant de X, 7' et n. On tire alors du Lemme 7.1.3 l'estimation

(7.2.5) ll/„L,x-i/2,r<C{||/aL,x_1/2,7-+|||Dn,^J||iV,x_1,r}.
Puisque fu G 77xv+1/2(fir ) et que l'on a supposé (7.2.3), on obtient l'estimation

(7-2.6) ll/,lkx-i/2.r< Qr
avec C, indépendant de 7' et h.

Par ailleurs on a

g„+l   =  ga-{^(yUn'<t>„)  -&(yUa,4>a)  ~ Fyu„^„(yV„,%)} ,

et la Proposition 5.4.2 permet d'en déduire que

(7.2.7)        ||g„+1 - gJU,2x-i.r < C{\\y»n\\N,\,r + ll*Jlw+i.x+i,r}-
Puisque 2X - 1 > X + 1 et que gu g Hx + l(uT), on en tire, avec (7.2.3), que

(7-2.9) llgn + ilU.x,r<Q7'.
La Proposition 7.1.5 permet, grâce à (7.2.3), de résoudre le problème (7.2.2), et on

trouve une solution (wn + x,6n+x) qui, d'après (7.2.6) et (7.2.9) vérifie pour tout
T' < 70,

(7.2.10) llk+1,0B+1||Ux,r<C37'.
La fonction (d,1 + 1, <î>„ + 1) vérifie alors

er„(o-+i.*«+i) < Qllk+i>*„+illkx,r0 < C3QHXT,
et (7.2.3) à l'ordre n + 1 en résulte pourvu que 7 < 7* = Inf(l/C377,, e*/C4C3771).

Nous étudions maintenant la convergence du schéma (7.2.1), (7.2.2). Celle-ci
résulutera de la proposition suivante

Proposition 7.2.2. Il existe une constante C, telle que pour tout 7 < 7*, la suite
(u„,<í>„) définie par (7.2.1), (7.2.2) vérifie

lll",, + 2  _   "» + 1.^ + 2 -  *n+llL-l,A,r<   CT\\\Un+l   -   Un><t>n+l   ~  $n IIIaT-1,X.7-

Preuve. Posons a„ = un+x - u„, a„ = </>n+1 - <i>„ et

(7.2.11) o„ = l("„+i,<Î>„+iK+i,    Ä = F       .    (Ya„+1,a„+1).
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Puisque d„ = w„ sur fir et que <irn = dn sur ur, on a

(7.2.12) b„ =(L(u„,<t>„) -I(«n+1,4>„+1))«n+1    surfir,

ß„= -^{yu„ + xAn + x) +^{yu„,<i>n) + FyUi^yan,an)    sur uT.

D'après la Proposition 7.2.1, la suite (un,4>„) est borné dans WT. On déduit de la
Proposition 5.4.2 et du Lemme 7.1.3 que l'on a

M("„.<>») -^(«n+i.*n+i)IU-i,x-i/2,r< C|||a,,>aJL-i,x-i,r-
La Proposition 7.2.1 implique aussi que ||VMn||w»i(i2 >, est borné, et la Proposi-

tion 5.3.1 conduit à la majoration

(7.2.13) ||oJU-i,x-i/2,t-< C|lk„,«JU-i,A-i,r< G7|||a„,aJ|^_liXr.
De même la Proposition 5.4.2 implique que

ll/U;v-i,2X-i,7-< CIllïûJL-i.x.r + lkJL.A+i.T-}
. rw |,,2^  Cllla«'anlll/V-l,X,7-

Puisque 2X - 1 > X + 1, et que la suite (an,an) est bornée dans Wx^x, on en
déduit la majoration

(7.2.14) ll/U^-i.x.r^CTllk^JIU-i.x.r-
La Proposition 7.2.1 permet d'appliquer la Proposition 7.1.5 au système (7.2.11).

On a donc

lllan + l'a« + lllU-l,X,T ̂ QIII"n>/»nllU-i,x,:r
ce qui, compte tenu de (7.2.13), (7.2.14), achève la démonstration de la Proposition
7.2.2.

Démonstration du Théorème 3.3.1. La constante C étant celle déterminée à la
Proposition 7.2.2, on choisit 7< Inf{7*, 1/2C}. Le schéma itératif (7.2.1) (7.2.2)
fournit une suite (u„,<j>„) = (ua,<l>a) + {vn,^n) bornée dans WTq, avec (d„,^„) de
Cauchy dans W^f1. La limite (u,<j>) = (ua,<j>a) + (v,^) est donc dans l'espace
WT c C2(fir) X C3(ûT), et la convergence a lieu dans C1(fir) X C2(ûT). Passant à
la limite dans (7.2.2) tenant compte du fait que w„ = u„ sur fir et que Bn = tyn sur
<¿T, on voit que

L(u,4>)v= -L(u,<t>)ua    sur fi r,
^(yu,<¡>) = 0 sur uT.

(«,</>) est donc solution du problème (7.1.5) sur fir X uT, et solution du problème
initial (3.3.3) sur QTtP/2 X wr,P/2-

Appendice A—stabilité des chocs faibles. Le but de cet appendice est de vérifier,
que pour un système strictement hyperbolique vraiment non linéaire les chocs faibles
sont uniformément stables.

A.l. Condition de Lopatinski uniforme pour un système 2x2. Selon A. Majda [7],
la stabilité des chocs plans conduit à expliciter la condition de Lopatinski pour un
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système de la forme

du       ,du       „du       .
Lu = -t—*"^ä—     ä~~ = ■>    Pourx >   '

F(YK,<i>)      =      /-^        +Pgj        +^H|jt.0-g.

où les matrices réelles A et B sont constantes, ainsi que les vecteurs / et p.
L est supposé strictement hyperbolique dans la direction 9, et A est supposée

avoir deux valeurs propres réelles X et p telles que

(A.1.2) X < 0 < p.
Sans nuire à la généralité, nous supposerons A diagonale; nous noterons alors [ahlä]

la matrice B, l'hypothèse d'hyperbolicité stricte se traduisant simplement par la
condition

(A.1.3) bc> 0

Pour t G C vérifiant IrriT < 0 et pour t; g R, avec |t| + |tj| =h 0 l'équation en £,
det(Tld + £A + r¡B) = 0 possède une unique racine ¿ + (t, tj) dans le demi-plan
Im£ > 0, et l'espace propre F + (t, tj) = Ker(Tld + i-+A + i)B) est de dimension 1.
En outre, £+ et E+ ont des limites lorsque Irai -» 0, pour |t| + 9tj| ¥= 0. Alors, la
condition de Lopatinski uniforme pour le système (A.l.l) s'écrit

, Pour tout t G C, Imr < 0 et tout 17 G R avec |t| + |tj| ¥= 0,
(   ' t/+tjpG/I£ + (t,7j).

Notons

li\      ,    (Piet
l2\ \P2

les composantes de / et p (dans la base de diagonalisation de A). On introduit les
quantités suivantes

(A.1.4)

2y/0Cp|X|   . f~Wy°      p - x   '   s°    V p\M '
cl2 c lxp2 - Pi¡2      a Pi      ~Xd- p.a

a = —¡- ;    a —-,    0 — —-.-r—
llIx p ¡2 lx p - X

Lemme A.l. Sous les hypothèses suivantes:
(i) lx * 0,
(ù)/>(/1p2-p1/2)>0,

(iii) |0| < 70,
(iv) S0 >(a + p/(T0 - B)) et S0 > (p/(70 + 8) - a),

le système (A.l.l) vérifie la condition de Lopatinski uniforme (L).

Remarque. La condition (i) est nécessaire, et si (i) et (ii) sont satisfaits, (iii) et (iv)
deviennent nécessaires et suffisants pour la condition (L).
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Preuve. (1) pour tj = 0 on a £+= -r/p, E + = C(?) et t/ £ AE+ par la condi-
tion (i).

(2) On a £+( — f, — ij) = - £+(t,tj), £+( —t,tj) = £ + (t,t)). Par homogénéité, il
nous suffit donc de montrer que Vt g C, Imi < 0, t/ + p £ AE + (t, 1).

Cela revient à dire que l'équation

(A.1.5) £+(t,1)(t/ + p) +(rld + B)Al(jl + p) = 0

n'admet pas de solution t avec Imr < 0.
L'équation (A.1.5) implique que

€+K + Pi) +(1x^)(t/i + Pi) + ̂ r'i + pJ = °-
Donc si t est solution de (A. 1.5), on a d'abord (t/, + p,) =£ 0 par la condition (ii),

et ensuite

¡k i c\ t  i    i\     Z + a      c l2      c lxp2-pxl2        1(A.1.6) -€+(t,1) = —t— + -.T- +
X Php l2 t + Px/h '

Notons /(t) le membre de droite de (A.1.6). La condition (ii), (A.1.2) et (A.1.3)
impliquent que Im/(r) > 0 pour Idit < 0; par conséquent l'équation (A.1.5) n'a
pas de solution pour Imr < 0.

(3) On sait déjà que si t réel est solution de (A.1.5) alors t ¥= px/lx et ¿+(t, 1) =
—/(t) est réel.

On simplifie les calculs en posant

t a   i   n\ T _l hd-Pa        f        v   i    a ~ d(A.1.7) t = T-\-î—.    t = X H-r--
p - X p - X

L'équation det(r + ÇA + -qB) = 0 s'écrit, pour -q = l,(XX + T)(¡iX + T) = be,
et la fonction ^.,.(7), correspondant à £+(t, 1), est non réelle pour |7| < 70, réelle
pour |7| > 70, décroissante sur chaque intervalle ] - oo, - 70] et ]70, + oo[, et
asymptote à la droite p.X + 7=0. Après le changement (A.1.7), (A.1.6) devient,
avec les notations (A.1.4).

(A.1.8) X+(T) = -F(7)
où F(7) = T/X + a + p/(T - 6).

On a déjà dit que (A.1.8) n'a pas de solution 7 dans l'intervalle ] - 70, 70[; la
condition (iii) assure que F est définie et strictement décroisante sur ] - oo, 70] et
[70, oo [; la condition (iv) traduit que

XAT0)=-^T0<-F(T0),

XA-T0) = ^T0> -F(-70),
X-r-p,
2Xp

et par conséquent (A.1.8) n'a pas non plus de solution sur |7| ^ 70.
A.2. Chocs faibles. Considérons un système de deux lois de conservation

(A.2.1) |j + £/(B)+.jLf(B)_o
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et un choc plan

(A.2.2) u=[U-     P—<öi'
\ u+     pour x > at.

On a donc

(A.2.3) o(ii+- «_)=/(« + ) -/(«-)•
Notons /1+, 7? + [resp. -4", 7i"], les matrrices /'("+)> g'(" + ) [resp. /'(«_),

g'(w_)]. On súpose que les opérateurs I±= 3/9/ + yf±(9/3x) + 7i±(3/3>') sont
strictement hyperboliques dans la direction 9,. Enfin on note X^ < X^ les valeurs
propres de A±.

Suivant Lax [5] on dit que (A.2.2) est un 1-choc si l'on a

(A.2.4) Xx+ < a < Xx     et    a < XJ
et que c'est un 2-choc si

(A.2.5) X2 < a < X2    et    a > Xx .
Selon A. Majda [7], le 1-choc [resp. 2-choc] est uniformément stable, si le

problème suivant satisfait à la condition de Lopatinski uniforme:

(A.2.6)

[resp.

(A.2.7)

3d    / „ 4.      \ 3d _ , 3d_+(,!+-«)_+ +*+_-/    pour*>0,

(m+- u_)-^+(g(u + ) ~g{u-))j-{A + - o)vlx=0 = g,

3d     / ._% 3d      „_ 3d      ,
J7+(a~A   ]dx~ + B   Jy-=f    P°ur^>0'

(«+- w_)-^-+(g(w + )-g(M_))gy +(A--a)vlx=0 = g

Donnons-nous maintenant u0 G R2; supposons que L0 = d/dt + f'(u0)(d/dx) +
g'( «0X9/9^) est strictement hyperbolique dans la direction 9r Supposons aussi que
f'(u) est vraiment non linéaire, au voisinage de u0, c'est à dire que

r, • grandMX, + 0    pour i = 1,2

en désignant par X,(w) < X2(m) et rx(u), r2(u) les valeurs propres et vecteurs
propres de f'(u).

Lemme A.2. Sous les hypothèses ci-dessus, il existe un voisinage V de u0 tel que tous
les \-chocs et tous les 2-chocs (A.2.2) avec (u+,u_)g Vx V sont uniformément
stables.

Preuve. Faisons la démonstration pour les 1-chocs. Selon Lax [5], sur un
voisinage v de uQ, les couples («_, i/+) formant un 1-choc sont ceux de la forme
u + = ^(e, u_) avec 0 < e < e0, où & est une fonction Cx; après normalisation on
peut supposer que

(A.2.8) u + - u_= £rx(u + ) + 0(e2),    Xx+ - a = -e.
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On a alors

(A.2.9) g(u + ) - g(u_) = EB+rx(u + ) + 0(e2)

Notant [ah j] la matrice de B+ dans la base rx(u + ), r2(u + ), on évalue grâce à
(A.2.8) et (A.2.9) les quantités introduites en (A.1.4)

„,     ^HK - g)  r fa      1
A2 _ Ai )JX2 - a ]/e

a = 0(e);    P = t-^+0(e);    0 = 0(e),
A2 — a

Puisque 6c et X2 — Xx restent minorés par un nombre strictement positif pour
u+ dans un voisinage de u0, un simple calcul montre que les hypothèses du Lemme
A.l sont vérifiées pour e assez petit.

A. 3. Verification des Remarques 2.1.1 et 2.2.3. Il nous reste à vérifier quel'hypothèse
(H3) est satisfaite pour les chocs faibles, pour un système vraiment non linéaire.
Dans la situation (2.1.8) de deux chocs vérifiant (2.1.9) on a, pour des chocs faibles

«* - U'= Erx(u*) + 0{e2),    u + - u* = r¡r2(u#) + 6>(tj2),

Xx{u#) -p = -e < 0;    X2(w#) -a = ij > 0.

Avec les notations de (H 3) on a donc a = S = 1 et ß = 0(e), y = 0(tj), si bien
que la condition \yß\ < |aô| est trivialement vérifiée pour e et tj assez petits.

Appendice B. Problème mixte à coefficients C2. Nous indiquons ici une démon-
stration du Théorème 6.2.1, dont l'idée principale est d'utiliser les méthodes para-
différentielles de J. M. Bony [2] pour obtenir les inégalités d'énergie I2, pour un
problème à coefficients G2. On améliore ainsi très légèrement le Theoreme 2 de A.
Majda [7].

B.l. Calcul paradiffèrentiel à paramétre. Nous reprenons d'abord les principales
définitions et les principaux résultats de J. M. Bony [2] et Y. Meyer [9, 10] dans le
cas "à paramètre".

Notons x la variable de R" et i la variable duale. Pour X > 1 on note A =
(X2 + |DX.|2)1/2, et on munit Hs des normes

(B.l.l) ||U||i,x=||AsM||^.

Soit x G C°°([0, oo[) à support dans [0,2], valant 1 sur [0,1]. Pour j > 0 on pose

(B.1.2)        Sj(Dx) = x(2-'IAJ),    Ay,x(A) = x(2-^1A)-x(2-^A).
Pour p > 0 entier, Cp désigne l'espace des fonctions de classe Cp sur R", bornées

ainsi que leurs dérivées. Pour p non entier, Cp est l'espace de Holder (uniforme)
usuel sur R". Pour m réel et p > 0, Tpm désigne l'ensemble des symboles a(x, £, X),
de classe Cp en x et C°° en £, et tels que, pour tout a g N" il existe Ca pour lequel

(B.1.3) V£gR",VX>1    ||9^(-,£,X)||CP<Ca(X+|£|r-|a|.

On désigne par 2™ l'ensemble des symboles a g r,,"1, dont la transformée de
Fourier partielle en jc, <t(tj, £, X) est supportée dans une région |t)| < e(X + |£|) pour
un e < 1.

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



474 GUY METIVIER

On introduit la fonction

(B.1.4) G(y,i,\)- (211)- f e1" E S,-2(t,)A,,xU) dv

qui vérifie

(B.1.5) |9|"G(-,£,X)||Ll(R„)<Ca(X+|£|)Ha|.

A a G r™, on associe le symbole

(B.1.6) oa(x,è,X) = JG(x-y,è,X)a(y,è,X)dy

et il résulte de (B.1.5) et des définitions (B.1.2) que aa g 2™. On note alors Tx
l'opérateur aa(x, Dx, X). En particulier, si a est une fonction a(x) G CP(R") on a:

(B.1.7) 7>= E S,-2(A>A;,x(A>
j>2

Convenons de dire qu'une famille Rx d'opérateurs est bornée de 77s dans 77s
uniformément en X, s'il existe une constante C telle que pour tout u g 77j et tout
X > 1 on ait Rxu g H*' avec ||Äx«||,iX < C||«||,iV

On peut alors énconcer

Proposition B.l.l. Soit a g 2"; alors pour tout s g R, a(x, Dx, X) est borné de
77 dans Hs~m, uniformément en X.

Ce résultat s'applique en particulier aux symboles aa (B.1.6) et on a

Proposition B.1.2. Soit a g Tpm; alors Tx est borné de Hs dans Hs~m uniformé-
ment en X; en outre si p > m > 0, Tx — a(x, Dx, X) est borné de L2 dans L2,
uniformément en X.

En outre, on a le calcul symbolique suivant:

Proposition B.1.3. (i) Soit a g r™ avec p > 1. Alors (Tx)* - 7/ est borné de Hs
dans Hs~m+1, uniformément en X.

(ii) Soit a g Tpm, b g Tpm' avec p > 1. /1/ors 7aA ° 7^ - 7;xft ej/ borné de Hs dans
jjs-m-m +1 unijormement en X.

Enfin, on a les inégalités de Garding suivantes:

Proposition B.1.4. (i) Soit a g rm ûd^c p > 1, tel que

Rea(x,i;,X)>(X + \è\)m.

Alors existe C et c tels que pour tout X > 1 et tout u G 77m, on ait

cll"lll/2.x< Re(7>,«) + C||«||(m_1)/2X.
(ii) Soit a G F"' avec p > 2, tel que Re a(x, i, X) > 0. Alors il existe C tel que pour

tout X ^ 1 et tout u G 77m, on ait

-CHV1)/2,x<Re(7>,M).
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Pour la preuve de ces propositions, on renvoie à J. M. Bony [2] et Y. Meyer [9, 10],
l'introduction du paramètre X, suivant les régies indiquées en (B.1.2), (B.1.6), ne
modifiant en rien les démonstrations. Nous allons cependant reprendre la démon-
stration du point (ii) de la Proposition B.1.4, pour bien mettre en évidence le rôle de
l'hypothèse p > 2.

On se ramène d'abord au cas m = 1. Soit alors f une fonction C00, réelle et paire,
telle que f soit à support compact, et vérifiant: ||f ||¿2(Rn) = 1. Soit W l'opérateur de
L2(R")dans L2(R2"),

wu(x,î) = <i»(e)"/2/ e"-*-«»-(*(€X* - y))«(y)ày

où <i>(£) = (X2 + |£|2)1/4. L'adjoint W* de West

W*F(x) = (2»)"/ e"-'-tS(*U){x. -y))F{yAMi)"/2dydl

L'opérateur 7?x = W*aWest positif par construction et on a,

Bxu(x)= (2v)~"j e,x-y ib(x,y,í,X)u(y)dydí

avec

b(x,y,Í,\) = 4>{t)ñ[ $(4>U)(x - z))S(4>U)(z-y))a(z,i,\)dz.

On voit que

\dlvdib(x,y,i,X)\^CaJX+\è\)l-m+M/2
c'est à dire que b est dans une classe de symboles Sj(1 /2 associée à la fonction poids
X + |£|. On en conclut que

n

(B.1.8) Bx = b(x,x,Dx,\)+ Z{d(Dvb)(x,x,Dx,X) + Rx
7 = 1

où Rx g SiX/2 est borné dans L2, uniformément en X.
Posons b(x, £, X) = b(x, x, £, X) et a(x, £, X) = aa(x, £, X). On a

(B.1.9) o(r,,|,X) = HÍy{ÍÍ)(riMe))a(v,e,X).
Si le support de f est assez petit, b a son support contenu dans |t/| ^ 4<M£)

< i(X + |£|), et sur le support de b, â = ô. Compte tenu de la parité de f on en
déduit que

(B.1.10)    b(x,t,\) = o(x,í,X)+ *({)"/ f2(<í>(¿)(* - z))à(x,z,t,X)dz

avec

a(jc, z, |, X) = 0(2,|, X) - a(x, |, X) -   £ (z, - */)9,.»(*, É, M-
7 = 1

Puisque a G T1, avec p > 2, on a a g 2p et

à(x,zA,X) < CJjc - 2|2(X + |í|)_1~N.
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Avec (B.1.10), il en résulte que

\d?(b-o)(x,£,x)\<ca(x + \e\yla{

et par suite que b - a G 2°. Avec la Proposition B.l.l on en déduit que b(x, Dx, X)
— Txest borné dans L2 uniformément en X.

Utilisant la parité de f et le même argument de support qu'en (B.1.9), on a aussi

(DVjb)(x,x,£,\)

= m" + 1 j \{D^f(4,U)(x - z))(a(z,Ç,X) - a(x,LX)) dz

d'où l'on tire que (Dyb)(x, x,£, X) g 2p_j puisque(dt.Dvb)(x, x, £, X) g 2°_,.
Finalement, avec (B.1.8), on voit que 7?x - Tx est borné dans L2, uniformément

en X; puisque B est positif par construction, l'inégalité

Re(Taxu,u)> -C\\uf0

en résulte.
B.2. Inégalités d'énergie. Nous reprenons les notations du paragraphe 6.2, en

oubliant les tildas, ß est l'ouvert R X ]0,1[XR, et L est un opérateur de la forme
(6.2.1), associé à des conditions aux limites, F(yu,<f>), du type (6.2.2), (L,F) est un
système du même type, à coefficients constants, et vérifiant les hypothèses (a) et
(/?)•

Proposition B.2.1. Il existe e0 > 0 et des fonctions X0(K) et C0(K) telles que si
l'on a

(B.2.1) e(L,F)^e0, \\L,F\\c><K

alors pour tout X S* X0(K), tout (u, <i>) G C0°°(R X [0,1] X R) X C0°°(R2) on a

(B.2.2)    X||M||2Li+||yM||2¿i+||<>||^<C0(7í)|i||LM||2Li+||F(YW^)||li}

où \\u\\L2 désigne la norme \\e~x'u\\L2 sur ß, comme sur R2, et

W//í = (llv<í.||2z.j+lkl|li)1/2.

Preuve. Notons e(t, z, r, f, X) = (/'t + X)/'(/, z) + iÇp'(t, z). Les vecteurs /' et p'
sont indépendants, et donc e' + 0 pour |t| + X + |f | # 0, si e0 est assez petit.
Notons 77 le projecteur sur C • e:

2
<n(t,z,i,l,X)v = (d,<?)/|î?|

Alors, on pose

(B.2.3) fr(/,z,T,f,A)-(/-*(r,z,T,f,X))m'(f,z).
Enfin, on introduit

(B.2.4)       r(t,0,z,T,$,X)=G-l(t,6,z){(iT + X)ld + iïC(t,e,z)}.
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L'hypothèse de stabilité uniforme pour le problème (6.2.3) implique l'existence
d'un symétriseur de Kreiss [4], s(t, d, z, t, £, X), défini pour 6 assez petit de classe C2
en (t, O, z), Cx et homogène de degré 0 en (t, f, X) g R3/0 (cf. A. Majda [7]). Ce
symétriseur vérifie

(i)       *-**,
(B.2.5)     (ii)      il existe C0 > 0 tel que sr + r*s > XC0 Id,

(iii)     il existe Cx et CX tels que, pour 0 = 0, on ait .s + Cxk*k > Cl Id.

Enfin on introduit les symboles ex, trx, kx, r, et sx obtenus en substituant p(/)f à
f. Ils vérifient encore (B.2.5).

Notons ici x = (t,z), et considérons sx comme un symbole de r2° en x, dépendant
de façon continue de 6 g [0,6Q]. On a aussi dsx/d6 g Tx.

L'opérateur e~x'G~lLex' s'écrit

(B.2.6) d/dd+ rx(t, 8, z,D„ Dz, X),
et, avec la Proposition B.1.2 il s'écrit

(B.2.7) IA = d/dO + Tx + Rx

avec Rx borné dans L2, uniformément en X.
Posons S = \(TX + (Tx)*). Alors [d/dO, S] = l2(Tds¡/d9 + (Ta,i/a9)*), est borné

dans L2, uniformément en X.
Pour u g C0°°(R X [0,0o[xR), en intégrant ReSLxuïï sur fi, on obtient, grâce au

calcul symbolique de la Proposition B.1.3 et à (B.2.5)

(B.2.8)    X||W||2+||Y'«||^c{||Lxu|yM||0+||7,VM||o+ll"llo+llY'"ir-i,A}

et on en tire, que pour X assez grand

(B.2.9) ^ll«llL+lk'Hlo.x<C{^1II^A"llî.A + ||^Y«||o.x}
On a aussi e-x'F'(y'ex'u,ex'^') = Fx\y'u,<¡>') avec

(B.2.10) Fx'(y'«,«i»') = r,y + Txy'u + 0{yy +|y'«||.1.x).

Puisque (1 — •nx)ex = 0 on a

(B.2.11) Txy'u = TÎ_vF{{y'u,#) + o(|*'||0 +||y'«||-i.x).

De même, puisque ex*ex est elliptique de degré 2, on a

(B.2.12) ll*lli.x<c(||rey|0 + |*'|0)

<c{||Fx(y'«,*')Io + IIt'«'IIo + II*'I|o)
On déduit de (B.2.9) (B.2.11) que, pour X assez grand

xil«IÉ + Hy'«IIo < c{x-x\\lxu\\1 + ||fx(y'm,<î»') Ho + Mo},
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et avec (B.2.12) on obtient l'estimation (B.2.2) pour u g C0°°(R X [0,Ôo[XR), </>' g
C0-(R2).

De même, l'hypothèse de stabilité pour le problème (6.2.4), conduit à l'estimation
(B.2.2) pour u g C0°°(R X ]8X, 1] X R) et <f>" g C?(R2).

Enfin, en utilisant un symétriseur paradifférentiel en (8, z) que l'on construit
grâce l'hypothèse de stricte hyperbolicité de L, on établit (B.2.2) pour u g C<f(fi).

La Proposition B.2.1, s'en déduit par partition de l'unité en 8.
B.3. Existence—régularité des solutions. Pour le problème

(B.3.1) Lu=f,        F(yu,<t>) = g.
A. Majda [7] a montré l'existence d'une solution par une méthode de régularisation.
Une méthode classique de dualité conduit aussi au résultat.

Supposons d'abord que le coefficient q de (6.2.2) soit identiquement nul. Alors, /'
et p' [resp. /" et p"] étant linéairement indépendants (pour e0 assez petit),
l'équation F(yu,4>) = g, peut se mettre sous la forme

(B.3.2) V<i>' + M'y'u = h\    V<t>" + M"y"u = h",
où h s'exprime linéairement en fonction de g.

Ce système est un système surdéterminé en (<£', <£"); les conditions de compatibi-
lité s'écrivent

(B.3.3) rot(M'y'u - h') = 0,    rot{M"y"u - h") = 0,
si, pour w = (wj,w2), rotw = 9w2/9? — 9w,/9z.

Posons H'(t,z)= G0*(r,0,z), H"(t,z)= -Gf(r,l,z), N' = (M'*)~lH' et N"
= (M"*Y1H". Formellement on

(B.3.4)    (Lu,v)L2(Çl)-(u,L*v)lMa)= -{y'u, T/'y'dW) -{y"u, 7/"y"dW)

et

(B.3.5) (Lu,v)L\a)+(Myu,Nyv)o(in= (u, L*v)L2(í¡).

Si l'on note div(wj,w2) = dwx/dt + 9w2/9z, le problème (L*,divA/y) est adjoint
au problème (L,rotMy), et vérifie donc la condition de Lopatinski uniforme
rétrograde (le caractère différentiel ou pseudodifférentiel des conditions aux limites,
n'intervient pas dans la formulation algébrique de cette condition). On en déduit,
que pour X assez grand on a

(B.3.6) M\v\\2Lh+\\yv\\2L2_x < ^||l*d|2l2_a

pour tout D dans l'espace S des fonctions de H\x telles que â'wNyv = 0.
Pour (/, h) g Ix(ß) X L2X(R2), on en déduit l'existence d'un u g Ix(ß) tel que

(/, d)/.2(0) +{h, Nyv)L2{R2) = (u, L*d)L2(î2)

pour tout d G S. Par identification on a L«=/GLx(fi) et donc e~x'yu g
77"1/2(R2). Par comparaison avec (B.3.5) on voit que

Vcp g Crj°(R2)divrp = 0,    (Myu - h,<p)Liç#)= 0

et par suite il existe </> g ex'771/2(R2) tel que v«i> - Myu = h.
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Lorsque les coefficients de L et 7 sont Cx, et lorsque (/, h) g C0°°(ß) X C0°°(R2),
les méthodes classiques de régularisation (cf. par exemple Chazarain-Piriou [3,
Chapitre VII, Proposition 6.8]) montrent que (u,<¡>) G Cx et vérifie les inégalités
d'énergie (B.2.2).

Par régularisation de (/, g), puis des coefficients des (L, F), on en tire

Proposition B.3.1. Supposons q = 0 Alors il existe e0 > 0, X0(K) et C0(K) tels
que si (L, F) satisfait à (B.2.1), alors pour tout X > X0(K), tout (f, g) G L2(fi) X
L2(R2) il existe un unique (m,^>)g Lx(fi) X 77x(fi) solution de (B.3.1). En outre
yu G LX(R2) et l'estimation (B.2.2) est satisfaite.

Enfin, si (f, g) c C0°°(fi) X CX(R2), alors (u,4>) c C°°(fi) X C°°(7f2).

Maintenant, l'estimation (B.2.2) et un simple argument de perturbation, permet-
tent de supprimer la condition q = 0.

Pour achever la démonstration du Théorème 6.2.1, il faut vérifier que, si (/, g) = 0,
pour t < h, il en est de même pour (u, <¡>), et obtenir les inégalités d'énergie localisées
sur / < 7, (6.2.7). Ces deux points sont des conséquences classiques de (B.2.2) et du
résultat d'existence et d'unicité.
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