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INVARIANT  FUNCTIONS  FOR  AMENABLE  SEMIGROUPS

OF  POSITIVE  CONTRACTIONS  ON L
l

BY  WATARU  TAKAHASHI

1.  Introduction.

Let  (X, 3?,m)  be  a  σ-finite  measure  space  and  Σ  be  an  amenable  semigroup  of
positive  contractions  on  L

1
=L

1
(X,  £F, m).  In this paper, we  are  interested  in  finding

necessary  and  sufficient  conditions for  the  existence  of  a  strictly  positive  element
which  is  invariant  under  every  element  T  in  an  amenable  semigroup  of  positive
contractions  on  L

1
  and  obtaining  a  generalization  of  well  known  ergodic  theorem

proved  for  the  case  when  Σ  is  the  semigroup  generated  by  a  single  positive  con-
traction  Ton  L

1
.  So far  various  necessary  and sufficient  conditions  for  the  existence

of  invariant  measure  equivalent  to  m  have  been  obtained  by  several  authors  for
the  case  when  Σ  is  the  semigroup  generated  by  a  single  positive  contraction  T on
L

1
;  that  is,  there  are  several  conditions  obtained  by  Hopf  [14],  Dowker  [5]  [6],

Calderόn  [2],  Hajian-Kakutani  [12]  and  Sucheston  [19]  for  the  case  of  an  operator
which arises  from  a  measurable  transformation, and  by  Ito  [16]  and  Hajian-Ito  [13]
for  the  case  of  an  operator  which  arises  from  a  Markov  process.  Furthermore,
these  have  been  extended  elegantly  by  Neveu  [18]  for  the  case  of  a  positive  con-
traction  on  ZA  In  this  paper,  we  extend  some  results  obtained  by  Neveu  [18]  to
an  amenable  semigroup  of  positive  contractions  on  ZA  On  the  other  hand,  the
ergodic  theorem  also  has  been  obtained  by  several  authors  for  the  case  when  Σ  is
the  semigroup  generated  by  a  single  operator.  It  was  first  proved  by  Birkhoff  [1]
for  point  transformations  with  an  invariant  (/-finite  measure.  For Markov  processes,
Kakutani  [17]  proved  it  for  a  finite  invariant  measure  and  for  bounded  functions.
Hopf  [15]  extended  it  to  a  finite  invariant  measure  and  functions  in  ZA  Dunford-
Schwartz  [7] proved  it  for  a  σ-finite  invariant  measure  and  functions  in ZA

Main  results  in  this  paper  are  the  following;  at  first,  we  find  necessary  and
sifficient  conditions for  the existence  of a  strictly  positive  element  which  is  invariant
under  every  T  in  Σ]  see Theorem  1.  Secondly,  we find several equivalent  conditions
for  no  existence  of  non-trivial  and  non-negative  element  in  L

1
  which  is  invariant

under  every  T  in  Σ',  see  Theorem  2.  Finally,  we  extend  the  well  known  ergodic
theorem  to  an  arbitrary  amenable  semigroup  which  has  been  proved  for  a  single
positive  contraction T with  a strictly  positive  invariant  function  in  L

1
;  see  Theorem

3.  It  is  interesting  to note that essentially  same  results (Theorem  1) were performed
by  Y.  Ito  in  a  recent  conference  of  the  Mathematical  Society  of  Japan.
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2.  Preliminaries.

Let  Σ  be  an  abstract  semigroup  and  m(Σ)  be  the  Banach  space  of  all  bounded
real  valued  functions  on  Σ  with  the  supremum  norm.  For  each  seΣ  and  fem(Σ),
we  define  elements  /,  and f

s
  in  m(Σ)  given  by  f

s
(f)=f(st)  and f

s
(t)=f(ts)  for  all

teΣ.  An  element  µ€m(Σ)*  (the  dual  space  of  m(Σ))  is  called  a  mean  on  m(Σ)  if
||µ||=rµ(l)—1.  A  mean  µ  is  called  /0/f  [ng /tf]  invariant  if  µ(f

s
)=µ(f)  [µ(f

s
)=µ(f)]

for  all  fem(Σ)  and 5el'.  An  invariant  mean  is  a  left  and  right  invariant  mean.
A  semigroup  which  has  a  left  invariant  mean  [right  invariant  mean]  is  called  left
amenable  [right  amenable].  A  semigroup  which  has  an  invariant  mean  is  called
amenable.  Let  Σ  be  an  amenable  semigroup,  then  ΣsΠΣt^φ  and  sΣntΣ^φ  for
all  5, tsΣ  [10]  [11].  So, if  we  define  an order t^s  by t€Σs(J{s},  Σ  is  a  directed  set.

LEMMA  1.  Let  Σ  be  a  semigroup  and  M be the  closed  linear  span  of  the  subset
{/,—/,  f

s
—f'  fzm(Σ)  and  scΣ]  of  m(Σ).  Then,  Σ  is  amenable  if  and  only  if  1  is

not  contained  in  M.  If  Σ  is  an  amenable  semigroup  with  the  order  defined  above
and  f  is  an  element  of  m(Σ\  then  we  have

sup inf f(f)  ^ µ(f) ^ inf sup /  (f)

for  any  invariant  mean  µ  on  m(Σ).

Proof.  If  Σ  is  amenable,  by  definition  there  exists an  invariant  mean on  m(Σ).
Since  #(/)=() for all/eM, it  is obvious  that  1  is  not  contained  in  M.  On  the  other
hand,  if  1  is  not  contained  in  M,  then  there  exists  an  element  µ€m(Σ)*  such  that
||µ||=µ(l)=l  and  µ(/)=0  for  all /€M Therefore,  Σ  has  an  invariant  mean.  Let
c  be  a  real  number  satisfying

Then  there exists an element u such  that  c<f(t)  for  all  t^u.  Since  f
u
(t)=f(tu)>c

for  all  teΣ  and  µ  is  an  invariant  mean  on  m(Σ),  we  have  µ(f)=µ(f
u
)^µ(c)=c.

Therefore,

Similarly,  we  obtain

X/)^ inf sup/00.

Throughout  this  paper,  let  (X,  £F, m)  be  a  finite  or  σ-finite  measure  space  and
let  L

1
=L

1
(Jζ£F,w)  and  Lr=D°(X,$,m)  be  Banach  spaces  with  their  respective
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norms  defined  as  usual.  Since  L°°  is  the  dual  space  of  L
1
,  we  use  this  duality  to

write  </, hy  for  ff-hdm,  where /eL
1
 and  heL

00
.  A  notation 1

F
  is  the  characteristic

function  of  a  measurable  set  F.  Let  T  be a  linear  operator  on  L
1
,  then  we  denote

the  adjoint  operator  by  T*.  If  T  is  a  positive  contraction  on L
1
,  then  Γ*  is  also

a  positive  contraction on  L°°.  The  following  Lemma  was  proved  by  Neveu  [18].

LEMMA  2.  Let  λ  be  a  positive  linear  form  defined  on  Ώ°,  that  is,  let
Then  there  exists  the  largest  element  gζL

1
  such  that  the  form  induced  by  it  on  L°°

verifies  g^λ.  Moreover,  the  complement  G = {x:g(x)=0}  of  the  support  of  g  is  the
largest  set  in  £F  for  which  there  exists  AeL+  with  h>Q  on  G  and  λ(ti)=Q.  In  par-
ticular, ifg>0,  then  λ(h)=ΰ  for  every  hcL+,  h^O.  If  0=0,  then  λ(h}=§  for  at  least
one  hsL*

3
  such  that

3.  Invariant  functions.

The  main  part  of  the  following Theorem  was  proved  by  Neveu  [18]  for  the
case  when  Σ  is  the  semigroup  generated  by  a  single  positive  contraction  T  on L

1
.

The  proof  is  similar  to  that  of  Neveu.

THEOREM  1.  Let  Σ  be  an  amenable  semigroup  of  positive  contractions  on  L
1
,

and  let fsL
1
  be  arbitrary  but  fixed  and />0.  Then,  the  following  conditions  are

equivalent:
(1)  there  exists  gζL

1
  such  that  g>Q  and  Tg=g  for  all  T  in  Σ;

(2)  if  AeL?  and  inf
r
  <T/, h}=$,  then  h=Q;

(3)  if h€L°ΐ  and  sups inf^r  <T/, A>=0,  then  ^=0;
(4)  if  hcL™  and  µτ(Tf,hy=Q  for  an  invariant  mean  µ  on  m(Σ),  then  k=Q;
(5)  if  AeL+  ana  $£~cό{T*h:TGΣ},  then  h=Q  (here  coB  is  the  closed  convex

hull  of  BdL°°  in  the  sense  of  LΓ-norm}\
(6)  if h€L°ΐ  and  ΣΓ=o T*A<2  for  some  sequence  {7

1
*}  in  Σ,  then  h=Q',

(7)  if  heL+  and  ΣΓ=o  T*A<oo  for  some  sequence  {Ti}  in  Σ,  then  h=Q;
(8)  ΣΓ=o T

ί
f=oo  for  any  sequence  {Ti}  in  Σ;

(9)  if F€£F and  ΣΓ=o T*l^l+ε  for  some  sequence  {Ti}  in  Σ,  then  F—φ  (here
ε>0  denotes  an  arbitrary  but  fixed  number).

Proof.  (1)=M2).  Take /,/0€L
1
 such that />0 and /0>0. Since f»^af+(f,-af)

+

for any real number a,

and hence if inf  <Γ/, /z>=0,  it  is  seen  that

If  we  take  fo=g,  we  obtain  <g, A>=0  and  hence  h=Q.
(2)=>(3)  is  obvious.

is  obvious  from  Lemma 1
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(4)=X5).  Let  heL
0
?  and  Qeco{T*h:  TsΣ}.  Then,  for  ε>0,  there  exists  an

element  Σι=ιaίTfh  (Σ?-ι<*ί = l  and α^O  for  each  ϊ)  such  that

Now,  we  have

β>sup||Γ/||
1
.||Σα

i
Γ*A||  iS

T  ||
t=1

  ||» r

f,Σ
τ = l

Therefore,  //
Γ
<T/,A>=0.  We  obtain  A=0  by (4).

(5)i>(6).  Let /*€£? and  Σ^
=0

  T*Λ<2  for  some  sequence  {Γ*}  in  .̂  From  the
inequalities

1  Tl-l  1  oo  O

-Σ  Tfh^-ΣTfk^-
n

 z
 = o « t = o «

for  w = l,2, —,  it  follows  that  θ€^{Γ*A: Γel
7
}.  Therefore,  we  obtain  h=Q  by (5).

(4) =>(!).  We  define  λ  by  λ(h)=µ
τ
<Tf,K>  for  all  AeL°°.  It  is  obvious  that  λ  is

a  positive  linear  form  satisfying

Also,  for  any  AeL
00

  and  T
0
eΣ,

2(T*h)=µ
τ
<Tf,  T*hy=

Since  Λ€(L°°)J, there exists the largest element g in L
1
 with  g^λ  by  Lemma  2.

This  element  g  is  invariant  under  each  T  in  Jt
1
.  In  fact,

for  /z<=L?  and  hence  Tg^/l.  This  implies  Tg^g.  On  the  other  hand,  since
and  ^(Γ*l) = l,  we  have  (λ-g)(T*l)^(λ—g)(ϊ)  and  hence  <Γg,l>^<g, 1>.  Therefore,
Tg=g  for  all  T  in  2

1
.  Now,  we  show  g>0.  By  (4),  if  heL+  and

Besides,  suppose  that  G = {x:  g(^)=0}  is  nonempty.  Then, by  Lemma 2, there  exists
AeL?  such  that  A>0  on  G and  λ(h)=Q.  This  is  a  contradiction.  Therefore,  G=φ
and  hence  we  have  g>0.
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The  proofs  of  the  remained  parts  have  need  of  the  following  Lemma  which  is
a  generalization  of  lemma  3  in  [18].

LEMMA  3.  Take  hzL™  with  Q^h^l  and />0, /eL
1
  with

supinf  <Γ/,A>=0,
S  S^T

then,  there  exists  for  each  <5>0  an  element  h
δ
$L™  such that  h

δ
^h,  {f

y
h—h

δ
}<d  and

ΣΓ-o Tfhs^l  for  some  sequence  {T
τ
  :/=T

0
^Tι^  }  in  Σ.

Proof.  Take  /,/o^L
1
  such  that  />0  and  /

0
>0.  Then,  since  the  condition

supinf  <T/,^>=0  implies

supinf  <T/
0
,Λ>-0,

S  S^T

we  can  choose Uj€Σ  inductively  such  that  </, U^h)<dβ  and

Define

and  then  h
δ
=(h—h

0
)

+
.  Obviously,  Q^h

δ
^h  and  h

δ
^h—h

0
.  We  will  show  that

(f,h-h
δ
y<δ.  In  fact,

To  finish  the  proof  of  Lemma  3,  it  suffices  to  show  that

tf^^

for  all  nonnegative  integers  i,k.  The  sufficiency  of  the  above  inequality  is  clear
by  taking  i'=0,  /=Γ

0
,  7\ = C/ι,  T

2
=U

2
U

1
,--,  T

J
=U

J
U

J
-

1
~  U

1
, --,  and  letting  A-^ oo.

It  is  obvious  that  F
l l0

^l  for  all  i.  Assume  that  the  inequality  is  true  for  all
i  and  for  the  value  &— 1.  From
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=h
δ
 + U*

+1
(h, + U*

+1+1
h

δ
 +  + ( U

M+k
-,  - ZΛ

+
ι

+1
)*A,)

we  obtain  that  Ft,*^!  on  {x:h
δ
(x)=Q}.  On  the  other  hand,  we  have  that  on

{x:  h
δ
(x)>Q},  h

δ
=h—h

0
  and  hence

This  completes  the  proof  of  Lemma  3.
We  prove  that  (6)^(3).  Let  hzL%  such  that

supinf  <Γ/,A>=0.
S S^T

We  can  assume  without  loss  of  generality  that  O^/^l  and

supinf

By  Lemma  3, there  exists  A
5
eL+  such  that  h

δ
^h,  (f,h—h

δ
}<δ  and  Σ£

for  some  sequence  {7i}  in  J.  Since  (6) implies  A
δ
=0,  we  obtain  </, A><<5  for  all

.  Therefore,  we  have  A=0.
)=^>(8).  Let  {Ti}  be  a  sequence  in  Σ  and  /ΌeZ^nL

0 0
  with /

0
^0.  If  we  define

by  A=/o(l+ ΣΓ-o^t/)"
1
  with  the  convention  (+oo)~

1
=0,  then  obviously

A(ΣΓ=o T
t
/)^/

0
  with  the  convention  0  oo=0  and  hence

(A- Σ  r,/rf»f=  Σ  (h-τ
l
fdm=  Σ  <τ

l
f

)
hy<oo.

J  t=0  ι=0  J  t=0

Therefore,  inf» <Γ
t
/, A>=0  and  hence  we  obtain  A=0  by  (2).

(8)=>(7).  Take  AeL^  such  as  ΣΓ-o  T*A<oo  for  some  sequence  {Ti}  in  I
1
  and

take f^U^LT  with /
0
>0.  If  we  define  /'eLV  by

1=0

then /
7
>0  and /'(ΣΓ=o T*A)^/

0
.  Therefore,  we  obtain

and  hence  h=0  by (8).
(7)=M6)  and  (7)^(9)  are  obvious.
(9)=>(3).  Take  AeL?  such  as
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supinf  <Γ/,A>=0.
S  S^T

If  F={x:  h(x)>a]  where  #>0,  then  we  obtain

supinf  (Tf,l
F
y=Q.

S  S^T

Let  ε, ε'>0  and  d=εε'/(l+e)  From  Lemma  3,  there  exists  h
δ
€JL+ such that

Aβ^lf,  </, I f — A β X d  and  Σ?U T*λ
β
 ̂  1  for  some  sequence  {T<}  in  I

7
.  If

},  then  F.,,,  is a subset  of  F  satisfying  </, lf-lf.
ιβ/

Xe'  and

Therefore,  we  obtain  F
ε
,

ε
, = ψ  from  (9)  and  hence  F  = φ.  Finally,  since  a  is

arbitrary,  we  obtain  ^=0.

We  obtain  necessary  and  sufficient  conditions  for  no  existence  of  invariant
measure  weaker  than  m.

THEOREM  2.  Let  Σ  be  an  amenable  semigroup  of  positive  contractions  on  L
1

and  feL
1
  be  arbitrary  but  fixed  and  />0.  Then,  the  following  conditions  are

(1)  //  g$L\  and  Tg=g  for  all  T  in  Σ,  then  g=Q;
(2)  there  exists  hcL

00
  such  that  h>Q  and

(3)  there  exists h€L°° such that h>Q and

supinf <T/,A>
S S^T

(4) there exists  hεL™  such  that  h>0  and

where  µ  is  an  invariant  mean  on  m(Σ);
(5)  there  exists  hzD°  such  that  A>0  and

(6)  there  exists  hεL
00

  such  that  h>0  and  ΣΓ=o T*h<2  for  some  sequence
in  Σ]

(7)  there  exists  AeL°°  such  that  h>0  and  ΣJL
0
  T*A<oo  for  some  sequence

in  Σ\
(8)  ΣΓ=o T

z
f<oo  for  some  sequence  {Tt}  in  Σ;

(9)  there  exist  positive  real  numbers  M
n
  \ oo  and  elements  F

n
\  X  in  £F  such

that  Σ^
=0

 T*l
Fu

^l+M
n
  for  some  sequence  {T

τ
}  in  Σ.
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Proof.  (l)φ(2),  (3) or  (4).  Let  λ(h)=µ
τ
(Tf,K>  for  all  hsL°°.  Then

From  Lemma  2,  we  can  find  g$L\  such  that  g^λ  and  Tg=g  for  all  Tel
7
.  Since

(1)  is  valid,  g=0.  Therefore,  by  Lemma  2,  there  exists  hsD*  such  that  h>0  on
X={x:g(x)=0}  and

is  obvious.
(2) =>(!).  Take f^U  with  /

0
>0.  Since  the  condition  inf <T/, A>=0  implies

inf<:r/o,A>=o,
Γ

by  taking  fo=g,  we  obtain

Therefore,  we  have  g=Q.
(5)^>(4)  and  (6)=>(5)  are  obvious  from  (4)=>(5)  and  (5)^(6)  in  Theorem  1.
(3)=>(6).  The  proofs  of  the  rest  have  need  of  the  following  Lemma.

LEMMA  4.  For  heL°°  with  (K/z^l  and />0, /eL
1
  with

supinf<T/,Λ>-0,

there  exists  an  element  h'zL
00

  such  that  0<h'^h  and  ΣΓ-o Tfh'^l  for  some
sequence  {T

l
:I=T

0
^T

1
^'~}  in  Σ.

Proof.  Take /
0
 e L

1
  with /

0
 > 0.  Then,  since  the  condition  sup inf <T/, Λ> =0

implies

supinf  <Γ/o,&>=0,
S  S^T

we  can  find  UjsΣ  inductively  such  that  </, Ufh)<lβ
2
  and

For  ί=l,2,  •••,  define

and  h
2
-i=(h—hi)

+
.  Obviously,  0^/z

2
-^A  and h^^h—hi  for  all  z.  We  can  show
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by  the  method  of  Lemma  3  that  </, h— A
2
-*>^2~*  for  all  i.  Define  A'eL+  by

k'=Σ~ h*-i
ι=0 A

Then,  we  have  {x:h'(x)>Q}=\J
%
{x:Ih-i(x)>Q}  and

(  /• h dm^ (f  (h-h
2
-i)dm^ ^.

J{Λ
2
-ί=0}  J  ^

Therefore,  we  obtain  A'>0.  Also,  we  can  show  by  the  method  of  Lemma  3  that

for  all  nonnegative  integers  z",  A  and  a  fixed  nonnegative  integer  p.  Taking z"=0
and  Γ

0
=/,  TI=£/I, — ,  T

J
=U

ί
U

i
-

1
  -U

1
,  --  and  letting  &-+oo,  we  obtain  Σr=o  Γ*A

2
-*

^1  for  all  £.  Therefore,  ΣΓ-o Tfh'^l.  This  completes  the  proof  of  Lemma  4.
The  proof  of  (3)=>(6)  is  obvious  from  Lemma 4.  (6)=>(7)  is  also clear.  (7)=>(8)

is  obvious  from  (8)φ(7)  in  Theorem  1.
(8)ι>(2).  Let  {Ti}  be  a  sequence  in  ^  such  that  Σ?-oT

t
f<oo.  If  we  define

h=f
0
(l+Σΐ-<>  T

τ
fY

l
  where  f

Q
sL

l
{MJ»  with /

0
>0,  then  A>0 and

inf<Γ/,A>=0.
T

In  fact,  from  /z(ΣΓ=o Γ»/)^/o,  we  obtain

(3)=>(9).  Let  A be  an  element  in  L°°  such  that  0<A^1  and

supinf<Γ/,A>=0.
5  <S^Γ

Then  by  Lemma  4,  there  exists A'€L°° such that 0<A'^A and  ΣΓ=o TfA'^1  for
some  /— Γo^TΊ^  .  Since  A

r
  is  strictly  positive,  there  exist  positive  real  numbers

M
n
  t  oo  such  that

We  can  also  show  that  ΣΓ-o Γfl^^l+Mn.  In  fact,  since

Σ  Γ*lF
n
=i d+M

n
) Σ  ΓfA'^l+Mn.

ι=0 ι=0

(9)z>(6).  Let M
w
 ί oo,  M

n
^0 and  F

n
 |  -X",  F

Λ
e£F  such  that  ΣΓ=o

for  some  sequence  {Ti}  in  Σ.  if  we  choose  &
w
  such  that  l+M

n
<2

kn
  and  define
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then  ho  is  strictly  positive  and  ΣΓ=o T*h
ϋ
<2.  In  fact,

=  Σ  2*n+n

This  completes  the  proof  of  Theorem  2.

4.  Ergodic  theorem.

In  this  section,  let  (X,  £F, m)  be a  finite  measure  space.  The  following Theorem
is  a  generalization  of  the  well  known  ergodic  theorem  for  the  case  when  Σ  is  the
semigroup  generated  by  a  single  positive  contraction  T  in  Σ.

THEOREM  3.  Let  (X,  £F, m)  be  a  finite  measure  space  and  Σ  be  an  amenable
semigroup  of  positive  contractions  T  on  L

1
  and  suppose  that  Tl = l  for  all  T  in  Σ.

If  f$L\  and $ = {A:  T*1
A
 = 1

A
, Te^},  then  the  conditional  expectation  E(f\&)  o f f

relative  to  <$  is  contained  in  Έo{Tf:  TeΣ},  where  ΈbB  is  the  closed  convex  hull  of
BdL

1
  in  the  sense  of  U-norm.

Proof.  Since  Γ*l=l  for  all  T  in  Σ,  it  is  obvious  that  X<B$.  That ^ is  a σ-
field is  obvious  from  that  $

T
={A:  T*I

A
 = 1

A
}  for  each  Tin Σ  is a Afield.  We  will

show  that  {Tf:  TsΣ}  is  weakly  sequentially  compact.  To  show  this,  it  suffices  to
show  that  countable  additivity  of  the  integrals  J

E
  Tfdm  is  uniform  with  respect

to  T  in  Σ.  (See p.  292  in  [8].)
Let /

n
=min (/,«!)  for  all  »=1,2,  ••• and ε>0.  Since  /„ |/,  by  the  Lebesque's

convergence  theorem,  there  exists  an  integer  ^
0
>0  such  that  ||/— Λ

0
||ι<ε/2.  Fix

this  integer  n
0
  and  determine  a  number  d=£/2n

0
.  If  m(E)<δ,  we  have

<τf,  ι*>^

for  all  T  in  Σ.  Therefore,  it  follows  that the  countable additivity  of  the  integrals
\Έ  Tfdm  is  uniform  with  respect  to  T in Σ.  Since  {Tf:  TςΣ}  is  weakly  sequentially
compact,  it  follows  that  co{Tf:T^Σ}  is  weakly  compact (see p.  430  and  p.  434
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in  [8]).  On  the  other  hand,  since  {Tf:  TcΣ}  is  invariant  under  each  T  in  Σ  and
each  T  in  Σ  is  weakly  continuous  and  linear,  cό{Tf:  Tel}  is  also  invariant  under
each  Tin Σ.  Now, by  using  Day's  fixed  point  theorem  [4],  we  can  find  an  element
uscό{Tf:  TeΣ}  such  that  Tu=u  for  all  T  in  Σ.  We  will  show  that  this  function
u  is  ^-measurable.  Let a be a real  number, then  it  is  obvious  that  T(u— α\)—u— αl
for  all  T  in  Σ.  Therefore,

By  positivity  of  T, we  obtain  that

(u-αiγ^T(u-αV)
+
  and  (u-αiγ

Hence,  it  follows  by  ||T||^1  that

(u-αiγ = T(u-αl)
+
  and  (u-αiγ

Therefore,

Tmin (1, ^-tfl)
+
)^min  (1, n(u-α\Y)

for  all  w=l, 2,  •••  and  hence

Tmin (1, n(u— αiY)=  min (1,  n(u—αl)
+
).

Since  min(l,w(w— «1)
+
) |  l{t*>αj  as  -̂>oo, we obtain  that  Tl

( M
>

α )
=l

( w > α )
for  all T i n

Σ.  By  using  this,  we  shall  obtain  that  u  is  ^-measurable.  In  fact,  since
Γ*l

ltt>
α]^T*l=l,  we  obtain

1  T*1  <1J-{w>α}^  J-{M>α) = J-{w>α}

and  hence  following  equalities

r
\(l{w>α)  l {u>α]T  l[

U
>α])dm

J

=m({u>α})-(l
lu>α}

T*l
ίu>α]

dm

=m({u>α})—\Tl
[u>α]

l
[u>α]

dm

Therefore,  we  have
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Besides, since

l
[u
>a]dm=m({u>a}),

we  obtain  T*l
{w>α)

— l
(w>α)

.  Therefore  &  is  ^-measurable.
Finally,  we  show  that  u=E(f\&).  Let  Az^B  and

where  Σ?=ι«i = l
 and

 tf*=0
 for

  ΐ=l,2, •»,».  Then

If  Σ?-ι«ί?l/— »«  in  the  sense  of  ZΛnorm,  it  follows  that  <w, 1̂ > = </, 1^>.  On  the
other  hand,  we  know  that

Therefore,

for  all ^4.€^. Since w is ^-measurable, we obtain that u=E(f\*B).

REMARK. It is obvious that u is a unique invariant function in  cό{Tf:
For  the  case  when  Σ  is  the  semigroup  generated  by  a  single positive  contraction
T  on  L

1
,  l/n  Σ?-o  Γ*/  tends  to  E(f\φ)  in  the  sense  of  ZΛnorm.
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