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ITERATIVE  EINSCHLIESSUNGEN  VON  LÖSUNGEN 

NICHTLINEARER  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

DURCH  NEWTON-ÄHNLICHE ITERATIONSVERFAHREN 

RUDOLF  L.  VOLLER 

(Eingegangen  am 22.  Februar 1984) 

Zusammenfassung.  In der vorliegenden  Arbeit  untersuchen wir monoton einschließende Newton
ähnliche Iterationsverfahren  zur näherungsweisen  Lösung  verschiedener  Klassen  vonnichtlinearen 
Differentialgleichungen.  Die  behandelten  Methoden sind  auch für  nichtkonvexe Nichtlinearitäten 
anwendbar.  Ferner  konstruieren  wir einschließende  Startnäherungen für  diese  Verfahren,  so  daß 
wir  die Existenz  der Lösungen  der gegebenen  Differentialgleichungen  sichern  können. Die  Kon
vergenz  der  Verfahren  wird  auch  für  den Fall  bewiesen,  daß  die  Halbordnungkegel  der be
trachteten  Funktionenräume nicht  regulär  sind.  Es werden  vier  Beispiele  angegeben. 

AMS Classification: 65J15,  65L10,  65P05. 

1.  EINLEITUNG 

Lassen  sich  zur  näherungsweisen  Lösung  nichtlinearer  Operatorgleichungen  mo

noton  einschließende  Iterationsverfahren  heranziehen,  so  gewinnt  der  Anwender 

gegenüber  lokal  konvergenten  Methoden  zwei  Vorteile.  Zum  einen  ist  der  Einzugs

bereich  für  eine  Lösung  im  Vergleich  zu  letzteren  in  der  Regel  erheblich  größer, 

zum  anderen  erhält  man  durch  die  Einschließungen  in  einfacher  Weise  Fehler

abschätzungen,  wenn  der  zugrundegelegte  Vektorraum  eine Halbordnung  und  eine 

Topologie  besitzt,  die  miteinander  verträglich  sind.  Kann  man  für  die  Iterations

verfahren  sogenannte  einschließende  Startnäherungen  konstruieren,  so  läßt  sich 

außerdem  die  Existenzfrage  für  die  gegebene  Operatorgleichung  häufig  vorab  be

antworten  (vgl.  [4],  [8],  [16]),  insbesondere  für  nichtlineare  Randwertaufgaben 

(vgl.  [3],  [4],  [25],  [28]).  Unter gewissen  Voraussetzungen  kann  man  die  Lösungen 

solcher  Randweraufgaben  nach  dem  Verfahren  der  sukzessiven  Approximation  (SA) 

iterativ  einschließen  (vgl.  [3],  [21],  [25],  [32]).  Läßt  sich  die  Differentialgleichung 

jedoch  als  Operatorgleichung  der  Form 

(0  Ą*) = o 



schreiben, wobei F eine nichtlineare Abbildung von einer Teilmenge eines halb-
geordneten Banachraumes X in einen halbgeordneten Banachraum Y ist, so erzielt 
man schnellere Konvergenz als bei SA, wenn man das Newton-Verfahren oder 
geeignete Newtonähnlische Verfahren verwendet. Dabei sind dann aber zusätzliche 
Voraussetzungen an den Operator F wie Differenzierbarkeit, Konvexität oder Ähnli-
ches zu stellen. Das monotone Newton-Verfahren wird zur Lösung nichtlinearer 
Differentialgleichungen beispielsweise in [12], [13], [15], [21] und [30] verwendet. 
Mit schwächeren Voraussetzungen kommt man im Vergleich dazu aus, wenn man 
die Verfahren aus [34] bzw. [35] benutzt. Im folgenden Abschnitt beweisen wir 
hierzu einen neuen Satz, der neben ähnlichen Sätzen aus [26] und [27] der allgemeinste 
dieser Art ist. Dabei verzichten wir im Hinblick auf die im weiteren behandelten 
Beispiele auf spezielle Forderungen an die Halbordnungen in X und Y, insbesondere 
auf die Regularität des Kegels, die in [26] und [27] gefordert wird (dort wird außer-
dem stets X = Y gesetzt). Ferner kommen wir anders als die Sätze aus [26], [27], 
[29], [34] und [35] ohne Operatorhalbordnungen aus. Diesen Satz wenden wir auf 
verschiedene Arten von Differentialgleichungen an. Er eignet sich daneben auch zur 
Behandlung diskreter Probleme, wie sie etwa in [6], [23] oder [33] untersucht 
werden. 

Die Existenz von Lösungen zeigen wir mit Hilfe einer Unter- und einer Oberlösung, 
die wir explizit konstruieren und als Startnäherungen für die Iterationsverfahren 
verwenden. Die Konvergenz der Iterationsfolgen beweisen wir mit Hilfe induzierter 
Normen und Halbordnungen. Diese neue Vorgehensweise erweist sich immer dann 
als zweckmäßig, wenn die zugrundegelegten Funktionenräume keinen regulären 
Kegel besitzen, so daß ein solcher Beweis nicht wie im Fall nichtlinearer Gleichungs-
systeme erfolgen kann. Abschließend bestimmen wir dann explizite Näherungs-
lösungen für konkrete Beispiele. Dabei werden die Verfahrensgleichungen gegebenen-
falls durch geeignete Ungleichungen ersetzt. Für einige aus der Literatur bekannte 
Beispiele konnten dadurch verbesserte Einschließungen erzielt werden. 

2. MONOTON EINSCHLIESSENDE NEWTON-ÄHNLICHE VERFAHREN 

Zunächst stellen wir einige Definition von Begriffen aus der Theorie der halb-
geordneten Vektorräume zusammen, die wir aus [4], [5], [7], [8] und [16] über-
nehmen. 

V sei ein Vektorraum über R. V heißt halbgeordneter Vektorraum (hVR) genau 
dann, wenn auf V eine zweistellige, reflexive, antisymmetrische und transitive Rela-
tion ^ definiert ist, die den Bedingungen 

(2) Vx, y, z e V: x^y=>x + z^y + z 

(3) V ^ O V x j e K : x ^ j l = > Xx ^ Xy 
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genügt. Sind x und y zwei Elemente aus V, so verstehen wir unter dem Ordnungs-
intervall [x, y] die Menge [ve V: x ^ v g y}. Ist die Beziehung x ^ y nicht erfüllt, 
so gilt [x, y] = 0. Die Menge K : = {v e V: v = 0} nennen wir den Kegel von V 

Der Kegel K besitzt wegen (2) und (3) die Eigenschaften K + K c K; VJl = 0: 
AK c K; x e K, — x e K <=> x = 0. Der Kegel K von V heißt erzeugend genau dann, 
wenn für jedes v e VElemente vl9 v2eK existieren mit v = vx — v2. Ist Vein Banach-
raum, so heißt V halbgeordneter Banachraum (hBR) genau dann, wenn der Kegel 
abgeschlossen ist. Ist Vein hBR, dann heißt der Kegel K von Vnormal genau dann, 
wenn es ein N e R gibt, so daß für alle x, y eK mit x ^ y gilt ||x|| :g N||y||. Eine 
Teilmenge V0 von V heißt O-beschränkt genau dann, wenn es ein Ordnungsintervall 
aus Vgibt, das V0 enthält. Ist Vein hBR, so heißt der Kegel K von regulär genau 
dann, wenn jede O-beschränkte, monotone Folge aus Vkonvergiert. Ist Wein weiterer 
hVR, so heißt eine Abbildung F: D a V-> W invers-isoton genau dann, wenn für 
alle x, y e D mit F(x) :g F(y) folgt x :g y. L(V, W) bezeichne den Raum der linearen 
Abbildungen von Vnach W. Es sei AeL(V, W), dann heißt eine Abbildung ALJj1 e 
e L(W, V) linke Subinverse von A genau dann, wenn für alle veK c V gilt: 
AsVAv <: v. 

Der folgende Satz gestattet nun die Einschließung von Lösungen der Gleichung 
(1) durch monoton einschließende Newtonähnliche Iterationsverfahren. 

Satz 1, V, W seien zwei halbgeordnete Vektorräume, D eine Teilmenge von V 

und F eine nichtlineare Abbildung von D nach W. Es mögen Elemente x0, y0e D 

mit x0 <; y0, [x0, y0] cz DundF(x0) <; 0 ^ F(y0) sowie Abbildungen St: [x0, y0] x 
x [*o, yo] -+ L(V, W), i = 1, 2 existieren, so daß gilt: 

(VI) Vx, y e [x0, y0] mit x .g y: St(x, y) (x - y) = F(x) - F(y) 

(V2) Vx, y G [x0, y0] mit x 5̂  y sind die Abbildungen St(x, y) invers-isotonr und 

das Bild von V unter St(x, y) umfaßt das Bild von [x0, y0] unter F 

(V3) Vz e [x0, y0] und Vx, y e [x0, z] mit x ^ y gilt entweder [St(x, z) -

- Si(y, z)] (x - y) ^ 0 oder [St(y, z) - S(x, z)] (y - z) = 0 

(V4) Vx e [x0, y0] und Vy, z e [x, y0] mit y ^ z ^ilt entweder [S2(x, y) — 
~ S2(x, z)] (y - z) ^ 0 oder [S2(x, z) - S(x, y)] (x - y) ^ 0. 

Dann liefern die Verfahren 

(2) Vk G N0: S,(yk, yk) (yk+1 - yk) = -F(yk) 

S2(
x
k,

x
k)(

x
k+i ~

 x
k) = ~

F
(

x
k) 

mit ^ '•— y/c? falls in (V3) die erste Bedingung erfüllt ist, und yk :̂ = xk, sonst und 

entsprechend xk := xk, falls in (V4) die erste Bedingung erfüllt ist und xk := yk 

andernfalls, Folgen {y/J^No' {xk}keNo, so daß für alle keN0 gilt: 

(Bl) x0 S ••• = xk ^ xk+i S y/c+i S yk S ... ^ yo 



(B2) F(xk) SO^ F(yk) 

(B3) Vx* e [x0, y0] mit Fvx*) = 0: xk S ** = yk. 

Beweis durch vollständige Induktion. Die Behauptungen (B2) und (B3) gelten 
nach Voraussetzung für k = 0. Wegen (V2) existieren eindeutige Lösungen y0 und x0 

der Gleichungen Si(y0, yo) yo = —F(y0) und S2(x0, x0) x0 — - F ( x 0 ) und es gilt 
yo =* 0 = x0, Daher sind yi •= y0 + yo ur-d x t := x0 + x0 Lösungen von (2) 
für k = 0 und es gilt 

(3) x0 ^ xx und y! ^ y0 . 

Ferner ist 

(4) Si(y0> yo) (x0 - yi) = Si(y0? yo) [(x0 ~ yo) + (yo ~ yi)] 

= Si(yo, y0) (x0 - y0) + F(y0) 

Gilt die erste Bedingung von (V3), so ist 

Si(yo, yo) (*o - yo) = Si(yo, yo) (*o ~ yo) = 

= St(x0, y0) (x0 - y0) + [Si(y0, y0) - Si(x0, y0)] (x0 - y0) = 

S Sx(x0, y0) (x0 - y0) , 

andernfalls ist y0 = x0, so daß aus (4) und (VI) folgt 

Si(yo, yo) (x0 - yi) S S(x0, y0) (x0 - y0) + F(y0) S 

S F(x0) - F(y0) + F(y0) S 0 , 

woraus sich mit (V3) 

(5) x0 ^ yi 

ergibt. Dann gilt weiter wegen (3) und (V1) 

^(y i) ~ F(y0) = Si(yi, y0) (yi - y0) = 

= S(y0, y0) (yi - y0) + [Si(yi, y0) - Si(y0> yo)] (yi - yo) = 

= -F{yo) + 
gs(yi, y0) - s , ^ , y0)l (* - yo) gemâB (2) bzw, (v3) -, _ % o ) 

lLsi(yi» yo) - S^XQ, y0)J (yi - y0) 

wegen (5) und (V3), woraus F(yi) ^ 0 folgt. Analog zeigt man F(xx) ^ 0 mit Hilfe 
von (3) und (V4). Aus 

S2(x0, x0) (xt - yi) = S2(x0, x0) [(xx - x0) + (x0 - yx)] = 

= S2(x0, x0) (xx - x0) + [S2(*o> x0) - S2(x0, yx)] (x0 - yt) + 

+ S2(x0, yt) (x0 - yi) S ~F(x0) + F(x0) - F(yt) £ 0 



folgt wegen (V2) dann xx ^ yt. Ist schließlich x* e [x0, y0] eine Lösung von (1), 
so gilt 

Si(y05 yo) (** ~ yi) = ^ ( y o , yo) [{x* ~ y0) + (y0 - y.)] = 

= Sx(x*, yo) {x* - yo) + Sx{y09 y0) (y0 - yx) + 

+ [Si(yo, yo) ~ St(x*, y0)] (x* - y0) ^ F(x*) - F(y0) + F(y0) = 0 

und somit nach (V2) x* = yt. Analog folgt xt ^ x*. Die Gültigkeit der Behauptun-

gen für alle k e N zeigt man nun ebenso, indem man lediglich y0, y0, x0, x0, y1? xt 

jeweils durch y/c_l3 yfc-i?
 xk-u xk-u y&> xk ersetzen muß. • 

B e m e r k u n g 1. Ist V ein hBR mit normalem Kegel, so resultiert aus (B3) die 

Fehlerabschätzung 

(6) max {||x* - xfe||, ||x* - yk\} = N\xk - yk\\ 

Ist der Kegel von V regulär, so folgt aus (Bl) die Konvergenz der Folgen {yk}keNo 

und {xk}keNo. 

Ist F stetig und sind die Abbildungen Si(yfe, yk) und S2(xk, xk) gleichmäßig in k 

beschränkt, so sind die Grenzwerte dieser Folgen Lösungen von (1), wie sich leicht 
aus (2) ergibt. 

B e m e r k u n g 2. Die Aussagen von Satz 1 bleiben gültig, wenn die Voraussetzung 

(V2) ersetzt wird durch 

(V2)' Vx, y e [x0, y0] mit x = y besitze St(x, y), i = 1, 2 eine positive, injektive, 
linke Subinverse P,-(x, y): W-* V, so daß die Abbildungen At(x, y, z): 

V-> V, i = 1, 2 mit 
A,(x, y, z)h:=h-(- iy Pt(x, y) [F(z) + (-1) ' ' St(x, y) h] , h e V 

für alle x, y, z e [x0, y0] mit x ^ y = z genau einen Fixpunkt besitzen. 

Der Beweis erfolgt analog zu dem Satz 1. • 

3. EXISTENZ UND KONVERGENZ, KONSTRUKTION VON STARTNÄHERUNGEN 

Zur Durchführung der Verfahren (2) benötigen wir die einschließenden Start-
näherungen x0, y0. Mit deren Hilfe zeigen wir dann die Existenz von Lösungen dei 
Gleichung (1) im Ordnungsintervall [x0, y0]. Außerdem stellen wir in diesem Ab-
schnitt die Hilfsmittel für den Nachweis der Konvergenz der durch (2) erzeugten 
Iterationsfolgen für den Fall vor, daß die Bemerkung 1 zu Satz 1 nicht angewendet 
werden kann. 

Satz 2. V, Wseien hVR und der Kegel von Wsei erzeugend. D sei eine Teilmenge 

von V und F: D -> W eine nichtlineare Abbildung. Es mögen eine invers-isotone 

Abbildung G: V-* W mit G(0) = 0 sowie ein Element z ^ 0 aus W existieren, so 



daß für ein xe D die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

\JyeD mit x g y: F(x) - F(y) = G(x - y) + z 

VyeD mit x = y: F(y) - F(x) = G(y - x) + z 

Besitzen dann die Ungleichungen 

(7) G(v) = - F(x)x - z , G(w) = - F(x)4 - z 

mit F(x) = F(x)± — F(x)4, F(x)1 = 0, F(x)2 = 0, da W einen erzeugenden Kegel 
besitzt, Lösungen v, w, so daß das Ordnungsintervall [x + v, x — w] in D liegt, 
so gilt für die Elemente 

(8) x0 : = x + v , y0 : = x - w 

x0 = y0 und F(x0) = 0 = F(y0). 

Beweis siehe (35, Satz 4], • 

Bemerkung 1. Gilt bereits F(x) ^ 0 oder F(x) = 0, so muß jeweils nur eine der 
Bedingungen von Satz 2 erfüllt sein und die entsprechende Ungleichung aus (7) 
gelöst werden. 

Bemerkung 2. Gibt es Elemente x, x e Vmit x = x, so daß die Voraussetzungen 
von Satz 2 für ein x e [x, x] und alle y e [x, x] erfüllt sind, so gelten die Aussagen 
von Satz 2, falls die Elemente x0, y0 aus (8) ebenfalls in [x, x] liegen. 

Läßt sich die Operatorgleichung (1) ais Fixpunktgleichung 

(9) T(x) = x 

wobei Peine Teilmenge D eines hVR Vnach Vabbildet, schreiben, so wird die Existenz 
einer Lösung von (1) bzw. (9) durch folgenden Satz aus [16] gesichert. 

Satz 3. V sei ein hBR mit normalem Kegel und es gebe Elemente x0, y0 e D mit 
*o = yoj [*o> yo] ^ -̂  sowie x0 — T(x0), T(y0) ^ y0, so daß die Einschränkung 
von Tauf [x0, }>0] vollstetig und isoton ist. Dann besitzt Teinen Fixpunkt in [x0, j>0] 
und die durch das Verfahren der sukzessiven Approximation (SA) bestimmten 
Folgen {xk}keNo, {yk}keNo mit xk+i = T(xk), yk+1 = T(yk) konvergieren gegen 
Fixpunkte x*, y* e [x0, y0~\ von T 

Beweis siehe [16, Abschn. 4.1]. • 
Speziell für Dirichletsche Randwertprobleme übernehmen wir ferner einen Exi-

stenzsatz, dessen Beweis sich auf Satz 3 zurückführen läßt, aus [3], der auf verschie-
dene andere Rundwertprobleme erweitert werden kann (s. [3], [34]). 

Korollar. Es seien Q eine beschränkte, offene, einfachzusammenhängende Teil-
menge des Rm, me N, und L ein linearer Differentialausdruck zweiter Ordnung, 



so daß die folgenden Voraussetzungen erfüllt seien: 

m = 1: a,beR, a < b, Q - (a,b) 

Lu = ~cxu" + c2u' + c3u; ct e C(Ü), i = 1, 2, 3 

c3(x) :> 0, cx(x) > 0 für alle xeQ sowie a = 0 

<p e C(ß), <p(a) = a, c/>(b) = ß, a, ß e R 

m = 2: dQ sei aus C2 + (T im Sinne von [2, Dcf 9.2], ae(0, 1) 

m m ~ 

Lu = - I cttD..Dfc!i + ^ c ^ u + c0u, D(:= — 
-•*-*- i = l ö x , -

mit symmetrischer Koeffizientenmatrix (cik), 
cik, ch c0 e C°(Q\ i, k = l(l)m c0(x) > 0 für alle xeQ 

Lsei gleichmäßig streng elliptisch sowie cp e C°(dQ). 

Ferner sei feCa(Q x J), J := [w0, v0] mit u0, v0 e C2*ff(Q) und [L(u0)] (x) = 

= f (x, u0(x)), f(x, v0(x)) = [L(tf0)] (x), xeQ u0 = v0 und u0 = cp = v0 auf dQ. 

Außerdem gebe es eine positive Funktion w e Ca(Q), so daß für alle xeQ und alle 

Tl5 T2 mit u0(x) = xx = T2 = v0(x) gilt 

f(x, r2) - f(x, Ti) = ~w(x) (T2 - Ti) . 

Dann besitzt das Randwertproblem 

Lu = f(x, u) , u\dQ = cp 

eine minimale Lösung umin und eine maximale Lösung umax im Ordnungsintervall J. 
Ferner liefert das modifizierte Verfahren SA 

(10) k e N: [Luk] (x) + w(x) ufc(x) = f(x, uk^(x)) + w(x) ufc_r(x) 

[Lvk] (x) + w(x) vk(x) = f(x, vfc_x(x)) + w(x) vfc_x(x) 

wfc|öß = vk\dQ = cp 

eine isoton in C2+a(Q) gegen umin konvergierende Folge {uk}keNo und eine antiton 

gegen umax konvergierende Folge {vk}heNo. 

Beweis siehe [3, Theorem 1] bzw. [25]. • 
Für den Nachweis der Konvergenz der durch (2) bestimmten Iterationsfolgen 

benötigen wir nun noch den folgenden 

Hilfssatz. Es sei X ein reeller Vektorraum und Y ein hBR, A:X -> Y ein Iso-

morphismus. Dann wird X mit der durch A von Y induzierten Norm 

(ii) 



ein Banachraum und mit der durch A von Y induzierten Halbordnung 

(12) x ^ j :<->Ax ^ Ay 

ein hBR. A ist isoton und invers-isoton bzgl. ^A und es gilt: 

(1.3) | |A | | ^ := sup HAxll = WA-%:- sup \\A^y\\A = 1 
il*IU = i lbll = i 

Beweis. Die Aussagen des Hilfssatzes sind offenkundig bis auf die Abgeschlossen-
heit des induzierten Kegels in X. Sei daher {xk}keNo c X eine Folge mit xk^A0 

und lim \\xk — x*\\A = 0, x * e l . Dann gilt perdefinitionem Axk = 0 in Y und 
fc-»oo 

lim \Axk — Ax*|| — 0. Aus der Abgeschlossenheit des Kegels in Yfolgt dann Ax* — 0 
fc-+O0 

und damit nach (12) die Behauptung. • 

Bemerkung . Es seien die Voraussetzungen des vorstehenden Hilfssatzes erfüllt. 
Ist dann der Kegel von Y erzeugend, normal oder regulär, so ist der durch die in-
duzierte Halbordnung (12) in X definierte Kegel ebenfalls erzeugend, normal bzw. 

regulär. Der Beweis ergibt sich aus der Linearität und Bijektivität von A. • 

4, ANWENDUNG AUF RANDWERTPROBLEME BEI GEWÖHNLICHEN 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

Beispiel 1. Als einführendes Beispiel betrachten wir das Randwertproblem 

(14) -y"(t) = Xy2(t), XeR, t e [0, 1] 

y(0) = y(l) = 1 

Wir transformieren (14) auf homogene Randbedingungen und erhalten 

(15) -*'(0 ~ 4*0 + i]2 

x(0) = x(l) = 0 

Es sei nun V:= C2[0, 1], W:= C[0, 1], D := {x e V| x(0) = x(l) = 0} und F: 
D -» W definiert durch [F(x)] (t): = ~x"(t) - X[x(t) + l ] 2 , so daß (15) äquivalent 
zu (1) wird. Wir bestimmen nun zunächst mit Hilfe der Bemerkungen 1 und 2 zu 
Satz 2 einschließende Startnäherungen. Dabei behandeln wir zunächst den Fall 
X < 0. Dann erfüllt j ; 0 = 0 die Bedingung F(y0) ^ 0 und die zweite Ungleichung 
der Voraussetzungen zu Satz 2 ist für alle y = — 1 mit 

F(y) -
 F

iyo) = -y" wx(y + i)2 + x = - / - xy = C(y - y0) + z 

erfüllt, wenn man z = 0, x = - 1 und Gh = -h" - Xh für h e V wählt. Als Lösung 



der ersten Ungleichung aus (7) erhält man dann 

sinh[^l1/2 t 

sinh 
(16) x0(í) = (1 - cosh  |Л|

1 / 2
)  =Qӣjŕ  + cosh  Џ\

1
'
2
  t  -  1 

Für k > 0 erfüllt x0 = 0 die Bedingung F(x0) = 0 und wir erhalten mit a : = 

:= 11183, x = a, z = 0 und Gh := -h" - k(2 + a) h9 h e V, wobei G für k = 

= 7c2/(2 + a) bekanntlich invers-isoton ist, als Lösung des zweiten Ungleichung 

aus (7) 

. ^ / x 1 / l - cos [(2 + a) k\1/2 . r / ^ , ,-,,,, 
(17) y0(t) = — - ^ . r ^ - T ^ " s ^ [(2 + a) ^ ] 1 / 2 r + 

2 + a \ sin [(2 + a) k\l/z 

cos [(2 + a)k]l/2t - l Y 

Für k = 2-32416 < 7i2/(2 + a) gilt j ; 0 = x. Damit sind geeignete Startnäherungen 

mit Hilfe von Satz 2 bestimmt. Die Existenz einer Lösung von (15) im Ordnungs-

intervall [x0, y0] folgt daher wegen der Glattheit vonf(t, x) = k(x + l )2 unmittelbar 

aus dem Korollar zu Satz 3. 

Zur Durchführung der Verfahren (2) definieren wir 

S^x, y) h := St(x9 y) h := S2(x9 y)h:= -h" - k\x + y + 2] 

so daß (VI) für allz x, y e [x0, j ;0] erfüllt ist. S(x, y) ist dann bekanntlich für alle 

k = TC2/(2 + 2a) = 2-32416 invers-isoton. Ferner gilt für S die zweite Bedingung von 

(V3) und die erste von (V4). Damit läßt sich Satz 1 zur iterativen Einschließung 

einer Lösung von (15) anwenden. Für k > 0 ist dabei die Folge {yk}keNo und für 

k < 0 die Folge {xk}keNo die durch das Newton-Verfahren bestimmte Iterationsfolge. 

Diese approximiert auch für k > 2-32416 ,,einseitig monoton" eine Lösung von (15), 

und zwar bis zum kritischen Wert k = 2-42 (vgl. [22]). 

Den Nachweis der Konvergenz der nach (2) berechneten Iterationsfolgen führen 

wir im Raum C[0, 1] zunächst mit Hilfe des Korollars zu Satz 3. Wählt man nämlich 

für den Fall 2 > 0 w = 0 und für den Fall k <0 w = - 2 , so liefern die Formeln 

(10) eine isoton gegen die minimale Lösung umin konvergierende Folge {ufc}fcejv0 

und eine antiton gegen die maximale Lösung umax konvergierende Folge {vk}keNo. 

Dabei sei u0 :== x0 uno v0 := j ; 0 . Dann gilt für alle keN0: uk = xk = um,n
 = 

^ umax ^ yk = vk. Für k = 0 ist dies klar. Wir zeigen nun exemplarisch für k > 0 

daß aus uk = xk folgt uk+1 = xk+l. Es ist nämlich -u'k+i = k(uk + l ) 2 und 

-xl+1 = k(xk + l ) 2 + 21(1 + xk)(xk+1 - xk)9 woraus - ( x ^ + 1 - iij+1) = 

= k[(xk + l )2 - (uk + l)2] + 21(1 + x,) (xk+1 - x,) folgt. Wegen uk = xfc = 

= xk+l9 xh = - 1 und X > 0 folgt daraus weiter - ( x j + 1 - < + 1 ) = 0 und daraus 

nach dem Maximumprinzip (vgl. [24]) die Behauptung. Da der Kegel von C[0, 1], 

bzgl. der hier verwendeten natürlichen Halbordnung normal ist, folgt hieraus die 

gleichmäßige Konvergenz der Folge {xk}keNo in C[0, l ] gegen um,n und analog von 

ly/J/ceNo ^ g e n umax. 



Für weitergehende Aussagen beschränkten wir uns zunächst auf den Fall X > 0 
und definieren mit 

(18) Ah:= -h" 

einen Isomorphismus von V2'2(Q) := {xe W2'2(Q) j x(0) = x(i) = 0} - W2'2(Q) 
siehe [1], S. 45 — nach Ü(Q). Damit ist V2a(Q) nach dem Hilfssatz aus dem vorigen 
Abschnitt bezüglich der durch A induzierten Norm und Halbordnung ein hBR. 
Wir zeigen nun, daß die nach (2) berechneten Iterationsfolgen auch bezüglich der 
induzierten Halbordnung monoton sind. Wegen (17) gilt bereits —X'Q S — y0 in 
C[0, 1] und damit auch in L(0, 1). Die Abbildungen Si(yfe, yk) und S2(xk, xk) sind 
invers-isoton, so daß für alle ke N0 gilt: 

S,(yk, yk)h = 0=>h = 0, S2(xk, xk) h = 0 => h = 0 

Dann gilt weiter 

Kyk + h + 2)h = o , x(xk + xh + 2)h = o 
und somit 

-h" = X(yk + yk + 2) h = 0 bzw. -h" = X(xk + xk + 2) h = 0. 

Daraus folgt nach dem Maximumprinzip zusammen mit entsprechenden Eindeutig-
keitssaussagen für verallgemeinerte Lösungen von (2) (vgl. etwa [10]) die Monotonie 
der Folgen {xk}keNo und {yk}keNo in V2'2(Ö) bzgl. SA- D a diese Folgen auch bezüglich 
der induzierten Halbordnung in [x0, y0~] liegen, konvergieren sie wegen der Regu-
larität des induzierten Kegels (L(0, 1) besitzt nach [16] einen regulären Kegel) in 
V2'2(Q) bzgl der induzierten Norm gegen Elemente x* bzw. y*. Sie konvergieren 
nach Satz 1 aus Kap. III [18] dann auch in der üblichen Sobolev-Norm (vgl. [1]). 
Aufgrund der Sobolevschen Einbettungssätze (s. [1], Kap. 5) sind x* und y* e 
e Cx[0, 1]. Insbesondere konvergieren daher die Folgen in C[0, 1] gegen x* und y*, 
woraus x* = umm und y* = umax folgt. Damit ist die Konvergenz von {xk}keNo 

gegen umm und von {yk}keNo gegen umax in V2'2[0, 1] und C^O, 1] und damit gegen 
Lösungen von (15) gezeigt. Die Eindeutigkeit der Lösung umm = umax in [x0, y0] 
ergibt sich aus [3], Für den Fall X < 0 erzielt man dieselben Aussagen mit 

Ah = -h" + Xh 
statt (18). 

Beispiel 2. Untersucht man die Einwirkung einer axialen Last auf die Auslenkung 
einer auf elastischer Grundlage ruhenden, homogenen Säule, die sich in einem ge-
wissen ausgelenkten. Anfangszustand befindet, so hat man das Randwertproblem 

(19) x"" + ßx" + x - x3 = -ßf, iieR, feC\0, 1] 

x(0) = x(\) = x"(0) = x"(\) = 0 

zu lösen (vgl. [11]). Wir behandeln hier den Spezialfall 

f(t) = 0-5 sin %t. 
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Dabei erfüllt die Funktion y0 = 0 für den Operator F: D -> W, wobei V:= C4[0, 1], 
W:= C[0, 1], D:={xeV\ x"(0) = x"(l) = x(0) = x(l) = 0} und 

[F(xJ\ (t) := x""(t) + iix"(t) + x(t) - x\t) + £ sin Tut 

die Bedingung F(y0) 1= 0. Mit x == — 1, z = 0 und Gh := ft"" + /jh" ergibt sich nach 
den Bemerkungen 1 und 2 zu Satz 2 x0 als Lösung der Ungleichung 

x0"(t) + fi x0(t) = - - sin nt 

für alle \i e (0, 2TT4/(1 -f- 2TT2)) ZU 

(20) x0(t) = -sinnt. 

Stellt man das Randwertproblem (19) nun in der Form 

[L(x)](t)=f(t,x(t)) 

x"(0) = x"(l) = x(0) = x(l) = 0 
mit 

Lx := x"" + fix" + x 
und 

f(t, x(t)) := x3(t) - - sin nt 

dar, so läßt sich Lals Hinter einander ausführung der Operatoren Lt und L2 darstellen, 
die gegeben sind durch 

L,x = -x" - ^ - ( - l ) /4-l)>/- x , i = 1, 2 . 

Lx und L2 sind bekanntlich für /i e [2, 2TC4/(1 + 27i2)] als Abbildungen von 
{x e C2[0, 1] | x(0) = x(l) = 0} nach C[0, 1] invertierbar und die Inversen sind 
isoton und kompakt (vgl. etwa [3]). Daher existiert LT1 = L^1 oL"/ und L"1 ist 
ebenfalls isoton und kompakt und läßt sich zu einer ebensolchen Abbildung von 
C[0, 1] nach C[0, 1] erweitern. Da die Abbildung F(x) := / ( • , x) (s.o.) stetig und 
isoton ist, ist schließlich die Abbildung T(x) : = 17 * F(x) eine vollstetige Abbildung 
von C[0, 1] nach C[0, 1], x0 und y0 erfüllen die Voraussetzungen von Satz 3, mit 
dessen Hilfe sich folglich die Existenzfrage für (19) beantworten läßt. Außerdem 
konvergieren die SA-Folgen aus Satz 3 gegen Lösungen von (19). 

Um nun Satz 1 anwenden zu können, definieren wir für h e V 

S(x, y)h:= Sx(x, y) h := S2(x, y) h := h"" + \ih + (1 - x2 - xy - y1) h 

so daß (VI), die erste Bedingung von (V3) und die zweite Bedingung von (V4) erfüllt 
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sind. Zum Nachweis von (V2) zerlegen wir die Operatoren S(x, y) wie zuvor L in 
S(x, y) = S+(x, y) S~(x, y) (vgl. [17], Bsp. 4.9) mit 

S+(x, y)h:= -h" - f̂  + (/E74 - 1 + u2 + uv + v2)1/21 h 

S~(x, y) h := -h" - f- - (i"2/4 - 1 + u2 + uv + v2)1/2l h 

die für /z ^ 2 wohldefiniert ist. Dann ist (V2) erfüllt ,weil Theorem 4.4 aus [4] für 
JXE\2, (TC4 — 2)/TC2] jeweils auf S+(x, y) und S~(x, y) angewendet werden kann. 

Die Verfahren (2) sind daher für alle JI e [2, 2TC4/(1 + 2TT2)] durchführbar. Die Folge 
{yij/ceivo i s t dabei mit der nach dem Newton-Verfahren berechneten Iterationsfolge 
identisch. Durch einen Vergleich dieser Folgen mit den nach Satz 3 bestimmten 
SA-Folgen zeigt man analog zu Beispiel 1 die Konvergenz gegen Lösungen von (19) 
in C[0, 1]. 

5. ANWENDUNG AUF PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

Beispiel 3. Wir betrachten auf dem Kreis Q := {x e R2 \ \\x\\2 < 1} die Helm-
holtzgleichung mit nichtlinearer Störung 

(21) - A u - Xu = g - u3 - | u 2 , XeR 

u(x) = 0 für xedQ 

wobei g e Ca(Q), o e (0, 1), und — f = g(x) 5g 0 für alle xeQ gelte. Ferner sei 
V:= C2+a(Q), W:= Ca(Q) und D := {u e V\ u(x) = 0, xedQ}. Außerdem defi-
nieren wir F durch F(u) := —Au — Xu + -fu2 + u3 — g. Dann gilt für v0 = 0: 
F(v0) ^ 0. Mit Gu := —Au, z := f sowie ü := —1 ergibt sich dann nach den 
Bemerkungen 1 und 2 zu Satz 2 die zweite Startnäherung u0 als Lösung der Unglei-
chung — Au0 = g — | zu 

(22) u0(x) = i(\\x\\2
2 - 1) . 

F ist auf [u0, v0] nicht konvex. Daher können wir zur Durchführung der Verfahren 
(2) hier nicht wie bei den zuvor behandelten Beispielen den üblichen Steigungsopertor 
heranziehen. Die Voraussetzungen (Vi), die zweite Bedingung von (V3) und die 
erste Bedingung von (V4) von Satz 1 werden aber erfüllt durch 

S(u, v)h := Sx(u, v) h := S2(u, v) := -Ah - Xh + (u2 + uv + v2) h . 

Nach [4], Theorem 4.1 bzw. 4.4 (vgl. auch [24]) genügt S für alle X e ( - o o , ; o l ) , 
- Jo i = 2-40483 bezeichnet die kleinste positive Nullstelle der Besselfunktion erster 
Art der Ordnung 0 - (VI), so daß die Verfahren (2) auch für (21) durchführbar sind. 
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Hinsichtlich der Existenz von Lösungen und der Konvergenz der nach (2) berechne-
ten Iterationsfolgen erhalten wir ähnliche Aussagen wie bei Beispiel 1. Mit den ein-
schließenden Start v0 = 0 und u0 aus (22) sowie f(x, u) := g — u3 — \u2 sind 
die Voraussetzungen des Korollars zu Satz 3 erfüllt und damit die Existenz einer 
maximalen und einer minimalen Lösung von (21) in [u0, v0] gezeigt. Mit der durch 
die Abbildung 

Au := — Au + yu 

induzierten Norm und Halbordnung folgt für y := 27/16 — X < j 0 1 analog zu 
Beispiel 1 die Konvergenz der nach (2) berechneten Folgen {uk}keNo und {vk}keNo 

in V2,2(Q), und aufgrund des entsprechenden Einbettungssatzes aus [1], Kap. 5 
die gleichmäßige Konvergenz dieser Folgen in C(ß). Die Grenzwerte sind starke Lö-
sungen von (21), da F eine stetige Abbildung von V2,2(.Q) nach L2(Q) ist und die Ab-
bildungen S(vk, vk) und S(uk, ük) gleichmäßig in k durch C := max (2, \X\ + 3||u0||2} 
als Abbildungen von V2a(Q) nach L2(Q) beschränkt sind, so daß gilt: 

0 = \\F(uk)\\ = \S(uk,ük)(uk+1 - uk)\\ = C\uk+i - uk\\ -> 0 

(analog für {vk}keNo). (Vgl. Bern. 1 zu Satz 1.) 

Beispiel 4. Wir behandeln als abschließen des Beispiel die charakteristische An-
fangswertaufgabe 

(23) vxy(x, y) = iv(x, y) vy(x, y) + ±y , (x, y) € (0, 1) x (0, 1) 

v(0, y) = v(x, 0) = 1 , x e ( 0 , 1), ye(0, 1) 

aus [9]. Wir transformieren (23) auf homogene Anfangsbedingungen und erhalten 
das äquivalente Problem 

(24) uxy(x, y) = iuy(x, y) [u(x, y) + 1] + \y 

u(0, y) = w(x, 0) = 0 

Es sei Q := (0, 1) x (0, 1), V:= {u e C\Q) \ uxyeC(Q)}, W:= C(Q) und D : = 
:= {u e V| w(0, y) = u(x, 0) = 0}. Wir versehen Wmit der natürlichen Halbordnung 
und wählen für Vnach einer Idee aus [12] die folgende Halbordnung: 

u = 0 :<=> u(x, \;) = 0 und uy(x, y) = 0 V(x, y) e Q . 

Mit [F(u)] (x, y) := uxy(x, y) — | [ 1 + u(x, x)] u3;(x, y) — \y wird (24) äquivalent 
zu (1) und u0 = 0 erfüllt die Bedingung F(w0) = 0. 

Wir wenden jetzt die Bemerkungen 1 und 2 zu Satz 2 an. Dabei wählen wir 
c := 1*2784, z = 0, G(u) := uxy — icuy und w := c — 1. Als Lösung der Un-
gleichung 

v0xy(x, y)~~^v0y= - ^ 
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erhalten wir dann 

(25) v0(x, y) = y ( — + 8c exp (x/4) - 1 - - - — ) 

V
4
 L

 4 3 4
J / 

und damit geeignete Startnäherungen u0, v0
 ZUr Anwendung von Satz 1. Für 

S(u, v) h := Sx(u, v) h := S2(u, v) h := hX3. — i(l + v) h^ — ivy/i 

sind die Voraussetzungen von Satz 1 in gleicher Weise wie die eines spezielleren 
Einschließungssatzes aus [12] erfüllt, so daß die Verfahren (2) zur Berechnung 
einschließender Iterationsfolgen verwendet werden können. Dabei stimmt die Folge 
{uk]keN0

 m i t der nach dem Newton-Verfahren berechneten Näherungsfolge überein. 
Wir zeigen nun, daß diese Folge gegen eine Lösung von (24) konvergiert. 

Mit der durch den Operator 

Ah : = hxy - \hy 

von Winduzierten Norm wird D nach dem Hilfssatz aus Abschn. 3 ein Banachraum. 
Bezüglich der Norm || • \\A sind aber die Voraussetzungen des Satzes über das Newton-
Verfahren aus [14] (Kap. XIX Satz 5) erfüllt. Denn, wählen wir u0 = 0 als Start-
näherung, dann ist 

[F(u0)] (x, y) = -iy=> \\F(u0)\\ = \ . 

Ferner ist F'(u0) = A und daher nach unserem Hilfssatz 

||[FH)]-1IU = i-
Schließlich ist K = sup ||F"(u) hk\ = \ sup \\kyh + hyk^. Wegen 

11*11-11*11-1 ||ft|U=||fc|U = i 

rx r*y 

[hyk] (x, y) = hy exp (x/4) exp (-aJ4) [kxy(a, T) - \ky(a, T)] da dz 
Jo Jo 

und 

hy(x, y) = exp (x/4) exp (-0,4) [hxy(a, y) - %hy(a, y)] da 

(analog für kyh und ky) erhält man durch einfache Abschätzung 

K ^ 4(exp (1/4) - l)2 . 

Damit ist 

l[I7'("o)]_1|U^l"i-"o|U = 
= I I ^ H ) ] - 1 ! ^ ! ^ « « ) « » = 2(exp(l/4) - l ) 2 < 0-163 < 0-5 . 

Nach dem oben zitierten Satz aus [14] ist somit die Existenz einer Lösung u* von 
(24) ebenso bewiesen wie die (quadratische) Konvergenz der Folge {uk}keNo gegen u*. 
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6. DIE EXPLIZITE BERECHNUNG VON EINSCHLIESSUNGEN 

Nachdem wir in den vorigen Abschnitten die einschließenden Startnäherungen 
bestimmt haben, die Existenz von Lösungen gesichert und die Durchführbarkeit 
und Konvergenz der Verfahren (2) bewiesen haben, werden wir nun einige Näherun-
gen explizit bestimmen. 

Beispie l 1. Für den Spezialfall X = — 1 ergibt sich yi als Lösung der Differen-
tialgleichung 

- y i +2yi= - 1 , yi(0) = yi(l) - 0 

zu 

y (t) = - ( ~ C ° S V s i n h //2) t + c o s h /(2) t - 1 ) . 

w 2 V sinh ^ 2 v w v w ) 

Beispiel 2. Für fi = 4 ist y1 Lösung der Randwertaufgabe 

yr + W + yi - - 2 sin nt, yx(o) = yi(i) = y(o) = y;(i) = o. 
Wir erhalten 

2 
}Ut) = sin nt = -0-03394 sin 71t. 

47T2 — 7T4" — 1 

Beispiel 3. Die Verfahrensgleichungen sind analytisch nicht zu lösen. 

Beispei l 4. ui ergibt sich als Lösung der charakteristischen Anfangswertaufgabe 

uixy(x, y) - iuly(x, y) = -\y , u^x, 0) = u^O, y) = 0 
ZU 

ui(x, y) = 8j[exp (x/4) - (1 + x/4)] 

mit der gegenüber [9] verbesserten Einschließung 

||u! - vo|| = 6-2. 1<T3. 

Wie schon bei Bsp. 3 scheitert die weitere Berechnung von Näherungen daran, daß 
die entsprechenden linearen Probleme nicht mehr direkt gelöst werden können. 
Die Berechnung verbesserter Näherungen ist aber möglich, wenn man die Gleichun-
gen (2) durch die Ungleichungen 

(26) Sx(yk, yk) clk ^ F(yk) , 0 _ clk g yk - x0 , h+i = yk- clk 

^2(xk^ xk) c2k _ — F(xk), 0 — c2k = y0 ~~ xk, xk + 1 = xk + c2k 

ersetzt. Denn dann gilt wegen (VI) und (V2) 

Xk _ Xk+1 ^ Xk+1 ^ yk+1 S h+1 = y/c-

15 



Für Bsp. 2 ergibt  sich z.B. x^ als Lösung der Ungleichung 

xi"  + 4x"  +  [1  - x0] xi  ^  2x0  -  2 sin nt 

mit xi(0)  = xi(l)  = x'i'(O)  = x;'(l)  = 0 zu 

Xi
(t) =  -0-06042 sin nt  + 6 6 . 10"5  sin 3nt 

und  ||xi  -  jif^  =- 0-0264 gegenüber  ||x0  - y^  = 1. 

Für  Bsp.  3 führen  die Ungleichungen (26) auf  die gleiche  Problemstellung,  die in 
[19]  behandelt  wird.  Dort wird  eine  Methode zur  Einschließung  von  Lösungen  li
nearer elliptischer  Randwertaufgaben  mit Finiten Elementen angegeben.  Da derartige 
Näherungen nur stückweise  stetig  differenzierbar  sind, müssen  die  Funktionenräume 
anders  als  in  Abschn.  5 gewählt  werden  (vgl.  [19],  [20]).  In  [20]  oder  [36] finden 
sich geeignete  Maximumprinzipien zum Nachweis  der Invers-Isotonie von Si(yfe, y*) 
und S

2
(x

k
, x

k
).  Mit  Hilfe  einiger  Unterprogramme  aus  [31]  berechneten  wir  bei 

129  Knotenvariablen: 

(x,y) " 0 ui  u

2 
v

2
 vi  ô 

(-ÍV2,-W2)  -
(0,0) 

(-  W2,  łV2) 

-0-16406 
-0-75000 
-0-56250 

-0-06591 
-0-31090 
-0-21344 

-0-05155 
-0-19643 
-0-14181 

-0-05029  -0-04936 
-0-18568  -0-17895 
-0-13548  -0-13135 

0 
0 
0 

mit \\u
0
 - øoЦoo =  0-75,  | |u i  - ÖlЦoo  =

  0 1 4
>  Џl  ~ 
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Souhrn 

ITERATIVNÍ  SEVŘENÍ  ŘEŠENÍ  NELINEÁRNÍCH DIFERENCIÁLNÍCH  ROVNIC 
METODAMI  NEWTONOVA  TYPU 

RUDOLF L. VOLLER 

Autor  vyšetřuje  monotónní metody  Newtonova  typu  použitelné  k  přibližnému  řešení  několika 
druhů  nelineárních  diferenciálních  rovnic.  Tyto  metody  lze  použít  i  v  případě  nekonvexních 
nelinearit. Jsou  zkonstruovány  vhodné počáteční vektory  pro tyto metody,  takže je  možno zaručit 
existenci  řešení  vyšetřovaných  diferenciálních  rovnic.  Je  dokázána  konvergence  studovaných 
metod  i  v  případe,  že  kužele  uvažovaných  funkčních  prostorů  nejsou  regulární. Podrobně  jsou 
řešeny  čtyři  příklady. 

P e 3 K ) M e 

HTEPA^HOHHOE  OTFOPA^CMBAHHE  PEIBEHHM  HEJIHHEMHbIX 
^^HOOEPEH^HAJlbHbIX  yPABHEHHH  METO/JAMH  THnA  HBíOTOHA 

RUDOLF L. VOLLER 

ABTOP  HCCJiezryeT  MOHOTOHHBIC  MCTO/JM  raná  HieTOira,  KOTOpbie  MO)KHO  Hcnojib30BaTb  AJIH 
npHÓJiH ĉeHHoro  peuieHHH HecKOJiBKHX  THnoB nejiHHeiíHbix AHý^epeHHHajibHbix  ypaBHeHHií.  3 T H 
MeTO/Tbi  npMMeHHMbi H B ciiynae  HeBbinyKJibix  HejiHHeHHOCTeíí. B  pa6oTe  nocTpoeHbi  no/rxo-
AHuine  Hâ iajibHbie  BeKTopbi jiJin  STHX  MCTO/JOB, TaK HTO  MO>KHO  rapaHTKpOBaTb  cymscTBOBaHHe 
peuieHHH  HCCJieAyeMbix jiH(j)(j)epeHHHajibHbrx  ypaBHeHHií. /I,oKa3aHa  CXO^HMOCTB  MsynaeMbuc Me-
TO/TOB  TaK5Ke B ciryHae,  HTO  KOHVCBI  paccMaTpHBaeMbix  npocrpaHCTB  ýyHKHHH  He  peryjnipHbi. 
HpHBeAeHO  no/Tpo6Hoe  peiueHHe  neTbipěx npnMepoB. 
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