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Kinetic theory of the shear viscosity of a strongly coupled classical one-component plasma 
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We présent an approximation to the linearized collision operator or memory function of the exact kinetic 
équation obeyed by the corrélation function of the phase-space density of a classical one-component plasma. 
This approximate collision operator generalizes the well known Balescu-Guemsey-Lenard (BGL) operator to 
fmite wavelengths, fmite frequencies, and fmite coupling constants. It, moreover, satisfies the necessary 
symmetry relations, leads to appropriate conservation laws, and fulfills its first sum rule exactly. Next we 
use this operator to compute the shear viscosity T) for a séries of coupling constants spanning the whole fluid 
phase. For weak coupling we make contact with the BGL theory, while for strong coupling we confirm, at 
least qualitatively, the results of Vieillefosse and Hansen, who predicted a minimum in i) as a function of 
température. We also demonstrate the important rôle played by the sum rules in the quantitative évaluation 
of a transport coefficient such as i). 

I. INTRODUCTION 

In the p a s t d é c a d e s , the k i n e t i c theory of p l a s 
m a s ' h a s b e e n c o n c e r n e d m a i n l y with w e a k l y 
c o u p l e d S y s t e m s w h e r e X, the i n v e r s e of the n u m 
b e r o f p a r t i c l e s i n a D e b y e c u b e , \ = kg/n, i s s m a l l 
( X « l ) . M o r e r e c e n t l y , an i m p r e s s i v e n u m b e r of 
n u m e r i c a l r e s u l t s , m a i n l y due to H a n s e n et al.,' 
h a v e b e e n o b t a i n e d f o r the s i m p l e s t p l a s m a m o d e l , 
the c l a s s i c a l o n e  c o m p o n e n t p l a s m a (OCP) with 
a n i n e r t n e u t r a l i z i n g b a c k g r o u n d . T h è s e r e s u l t s 
c o v e r the w h o l e r a n g e of X v a l u e s b e l o n g i n g to the 
d e n s e p h a s e (X s 1) and a s s u c h h a v e s t i m u l a t e d a 
n u m b e r of r é c e n t t h e o r e t i c a l w o r k s on s t r o n g l y 
c o u p l e d C o u l o m b S y s t e m s . ^ ' ^ In a s é r i e s of p a p e r s , 
I c h i m a r u et al.^ h a v e c o n s i d e r e d a n u m b e r of a p 
p r o x i m a t e c a l c u l a t i o n s of the s t a t i c and d y n a m i c 
p r o p e r t i e s of a c l a s s i c a l O C P w h i c h e x t e n d s o m e 
of t h e k n o w n r e s u l t s to s e c o n d o r d e r in t h e p l a s m a 
p a r a m e t e r X. Gould and Mazenko ' ' h a v e p r e s e n t e d 
a f a i r l y g ê n e r a i t h e o r y f o r the s i n g l e  p a r t i c l e 
m o t i o n s of t h e O C P in r e l a t i o n to the m o l e c u l a r 
d y n a m i c s r e s u l t s f o r the s e U  d i f f u s i o n c o n s t a n t . 
O n e o f u s (M.B. ) ob ta ined^ a n u m b e r of e x a c t l o n g 
w a v e l e n g t h r e s u l t s f o r a v a r i e t y of C o u l o m b S y s 
t e m s , s u b s t a n t i a t i n g s o m e of the p r e v i o u s n u m e r 
i c a l a n d t h e o r e t i c a l w o r k s . 

In t h i s p a p e r , w e p r é s e n t a k i n e t i c t h e o r y f o r the 
c o l l e c t i v e m o t i o n s of t h e O C P a n d app ly i t to the 
c a l c u l a t i o n of t h e s h e a r v i s c o s i t y 7] of a s t r o n g l y 
c o u p l e d O C P . W e p r é s e n t a s i m p l e a p p r o x i m a t i o n 
w h i c h q u a l i t a t i v e l y d e s c r i b e s the m a c r o s c o p i c v a r i 
a t i o n of t h e s h e a r v i s c o s i t y o v e r the w h o l e f lu id 
p h a s e i n c l u d i n g the m i n i m u m of TJ a s a f u n c t i o n of 
t e m p é r a t u r e o b t a i n e d by V i e i l l e f o s s e and H a n 
s e n .2"> 

In S e c . I I , we h a v e s u m m a r i z e d t h e m a i n k i n e t i c 
t h e o r e t i c a l s t e p s , r e f e r r i n g the r e a d e r to t h e e x 
i s t i n g l i t e r a t u r e f o r t h e d é t a i l s , b u t c l e a r l y e x h i b 

i t i n g the i n t r i n s i c s i m p l i c i t y of t h e t h e o r y a s c o m 
p a r e d , f o r i n s t a n c e , to the t r a d i t i o n a l C h a p m a n 
E n s k o g s c h e m e f o r w e a k l y c o u p l e d S y s t e m s . 
O u r a p p r o x i m a t i o n to the c o l l i s i o n o p e r a t o r i s p r e 
s e n t e d in S e c . III , w h i l e i t s p r o p e r t i e s a r e r e 
v i e w e d in Se c . IV. T h e p r é s e n t k i n e t i c t h e o r y i s 
a p p l i e d to the s t u d y of t h e s h e a r v i s c o s i t y in S e c . 
V. O u r n u m e r i c a l r e s u l t s a r e p r e s e n t e d in S e c . 
VI w h e r e we a l s o c o m p a r e t h e m w i t h t h e known 
r e s u l t s . S e c t i o n VII c o n t a i n s o u r c o n c l u s i o n s . 

U. KINETIC THEORY 

A s o u r s t a r t i n g p o i n t , we c o n s i d e r t h e e x a c t 
k i n e t i c équa t ion o b e y e d ^ ' by t h e t w o  p o i n t e q u i l 
i b r i u m c o r r é l a t i o n f u n c t i o n 

S ( r  r ' , ;  p , p ' ) = i W , P , t)^(r', p ' , t')) 

of t h e e q u i l i b r i u m f l u c t u a t i o n à f = f - { / ) of t h e 
s p a c e d e n s i t y 

A f , p , t ) = iô{r-x^{t))à^-p,{t)), 

2 S ( k , z ; p , p ' )  J d P i S ( k , z ; p , P i ) S ( k , 2 ; P i , p ' ) 

= tS(k,< = 0 ; p , p ' ) , (2.1) 

w h e r e we have u s e d a F o u r i e r  L a p l a c e t r a n s f o r m 
d e f i n e d a s f o U o w s : 

S ( k , « ; p , p ' ) 

= f d r f dte'"-'^-'Sir,t;p,p'); l m z > 0 . (2.2) 
Ja •'0 

T h e k i n e t i c é q u a t i o n (2.1) i s an e x a c t p r o p e r t y of 
the S y s t e m and h a s b e e n t h e o b j e c t of a n u m b e r of 
r é c e n t s tud i e s . ^ " ' H e r e , w e h a v e a d o p t e d the n o t a 
t ion of Réf . 5(a) w h e r e m o r e d e t a i l e d e x p r e s s i o n s 
of t h e known i n i t i a l c o n d i t i o n S(k ,< = 0 ; p , p ' ) a n d t h e 
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g ê n e r a i m e m o r y f u n c t i o n S ( k , z ; p , p ' ) can be f o u n d 

t o g e t h e r w i t h a d é r i v a t i o n of E q . (2.1) f r o m f i r s t 

p r i n c i p l e s . T h e g ê n e r a i m e m o r y f u n c t i o n S c a n 

b e s p l i t i n t o t h r e e p a r t s , S = S ° + S ' + S'', t he f r e e -

s t r e a m i n g t e r m S ° ( k , z ; p , p ' ) = k ' v ô ( p - p ' ) , t h e 

s e l f - c o n s i s t e n t f i e l d t e r m 

S ' ( k , z ; p , p ' ) = - k - v i ^ ( p ) c ( f e ) 

[ w h e r e , a s in R é f . 5(a) , (p{p) i s t h e M a x w e l l i a n 

n o r m a l i z e d to o n e a n d c{k) t h e d i m e n s i o n l e s s 

d i r e c t - c o r r é l a t i o n f u n c t i o n ] , a n d t h e g e n u i n e m e m -

o r y f u n c t i o n [ see R é f . 5(a) f o r t h e d é t a i l s of t h e 

n o t a t i o n w h i c h w i l l n o t b e n e e d e d h e r e ] 

S = ( k , z ; p , p ' ) = ( ô f ( k , p ) - QLQT'QL | ^ ( k , p ' ) ) 

X M')]-', (2.3) 

w h i c h w i l l a l s o b e r e f e r r e d to a s t he n o n l o c a l c o l -

l i s i o n o p e r a t o r , f o r r e a s o n s w h i c h w e w i l l e x p l a i n 

in S e c . I I I . 

T h e o b j e c t s c o n t a i n i n g the m a c r o s c o p i c i n f o r m a -

t i o n abou t t h e S y s t e m a r e t h e h y d r o d y n a m i c c o r -

r e l a t i o n f u n c t i o n s 

G,j(^,z) = (i\S(^,zKn(p)-'\j) 

w h i c h o b e y t h e h y d r o d y n a m i c t r a n s p o r t é q u a t i o n s ^ ' * 

%i,=nm l i m (l/fe^)<x|îS<^(k,2 = 0) |± ) , 

î].^, =nm l i m {l/k^){±\[Z°+i:'{^, 0)]Q[tQ S=(Ô ,0)Q]-'Q 

zGij(^,z)- J^^Slij.(^,z)Gj.j(^,z)=iG°ij(ji), (2 .4) 

w h e r e t a n d j r u n o v e r t h e f i v e h y d r o d y n a m i c a l 

S t a t e s ( the d e n s i t y i=n, the e n e r g y i = e , t he 

l o n g i t u d i n a l m o m e n t u m i=l, a n d t h e two t r a n s -

v e r s e m o m e n t u m s t a t e s i = t^ and <2 j o i n t l y d e s i g n e d 

a s I = x ) . H e r e we w i l l b e e s p e c i a l l y i n t e r e s t e d in 

t h e ( n o r m a l i z e d ) t r a n s v e r s e m o m e n t u m c o r r é l a -

t ion G j ^ ( k , z ) 3 G , j j j ( k , z ) , 

G^^,z) = - ^ J d p d p ' c r p e j - p ' S ( k , 2 ; p , p » ) , (2 .5) 

w h e r e e j d é n o t e s a u n i t v e c t o r p e r p e n d i c u l a r to 

k , nm i s t h e m a s s d e n s i t y , a n d ^'^=kpT. B e -

c a u s e of t he r o t a t i o n a l s y m m e t r y of t h e S y s t e m , 

Gĵ  i s c o m p l e t e l y u n c o u p l e d f r o m the r e m a i n i n g 

c o r r é l a t i o n f u n c t i o n s Gj^ a n d E q . (2.4) y i e l d s i m -

m e d i a t e l y G J)ii,z)=i[z-^lJ^,z)Y^. F u r t h e r m o r e , 

b e c a u s e of m o m e n t u m c o n s e r v a t i o n , w e c a n w r i t e 

Çl j^(k, « ) = - î jfê  (nm )'^7j (k, z ) , 

i n t r o d u c i n g a n o n l o c a l s h e a r v i s c o s i t y '7 (k ,z ) f r o m 

w h i c h t h e o r d i n a r y s h e a r v i s c o s i t y rj c a n b e o b -

t a i n e d a s r) = 77(k = 0 , z = 0 ) . T h e k i n e t i c - t h e o r e t i c a l 

e x p r e s s i o n f o r 7j o b t a i n e d i n t h i s w a y i s seen^'** 

t o s p l i t n a t u r a l l y in to two p a r t s , rj = q^^^ x].^, 

(2 .6a) 

'' + S ' = ( k , 0 ) ] | ± ) , (2.6b) 

wh ich , f o l l o w i n g R é f . 6, we d e s i g n a t e a s t h e d i r e c t 

[Eq. (2 .6a) ] and i n d i r e c t [Eq. (2 .6b)] p a r t of t h e 

s h e a r v i s c o s i t y T). T h i s s é p a r a t i o n of t he v i s c o s i t y 

i s not to b e c o n f u s e d w i t h t h e s é p a r a t i o n of r\ i n t o 

a k i n e t i c a n d p o t e n t i a l p a r t , f a m i l i a r f r o m t h e 

G r e e n - K u b o e x p r e s s i o n f o r TJ. I n d e e d , w h e r e a s 

t he k i n e t i c p a r t of T) i s c o m p l e t e l y c o n t a i n e d in 

Tjj^j, b o t h rj,„j a n d JĴ ^ c o n t r i b u t e to t h e p o t e n t i a l 

p a r t of 77. T o c o n c l u d e t h i s i n t r o d u c t o r y s e c t i o n 

w e m a k e the i m p o r t a n t r e m a r k ^ t h a t w h e n t h e 

c o l l i s i o n o p e r a t o r iT,'^ i s p o s i t i v e d e f i n i t e b o t h 

Tjj.̂  and 77 w i l l b e s e p a r a t e l y p o s i t i v e a s s e e n 

f r o m E q . (2 .6) . 

n i . APPROXIMATE COLLISION OPERATOR 

T h e g ê n e r a i e x p r e s s i o n g i v e n f o r S " i n E q . 

(2.3) i n v o l v e s iV^-body c o n s t r u c t s l i k e t h e L i o u -

v i l l e o p e r a t o r L a n d , a s s u c h , i s c o n v e n i e n t w h e n 

i n v o k i n g , f o r i n s t a n c e , t h e c o n s e r v a t i o n l a w s of 

the S y s t e m , b u t r a t h e r i n c o n v é n i e n t a s a s t a r t i n g 

po in t of a n a p p r o x i m a t e k i n e t i c t h e o r y . W e p r e -

f e r i n s t e a d t o s t a r t f r o m t h e f o l l o w i n g a l t e r n a t i v e 

bu t é q u i v a l e n t f o r m of S ' ' c o m p l e t e l y e x p r e s s e d in 

t e r m s of f e w - b o d y c o n s t r u c t s ' ' ' ' ' : 

îS=(l ,2;f)n<;p(P2) 

= j d l ' r f 2 ' L ; ( l l ' ) L f ( 2 2 ' ) C ( l l ' , 2 2 ' , ; ) , (3.1) 

w h e r e l = ( r i , P i ) , d l = d r l d p i , e t c . , w h i l e L ^ ( l , 2) 

i s t h e t w o - b o d y i n t e r a c t i o n o p e r a t o r 

L , ( 1 2 ) = - ^ K ( | f . - r , | ) . ( 4 - ^ ) , (3.2) 

V b e i n g t h e C o u l o m b p o t e n t i a l . In E q . (3 .1 ) , 

C ( l l ' , 2 2 ' ; / ) r e p r e s e n t s a c o n t r a c t e d f o u r - p o i n t 

c o r r é l a t i o n f u n c t i o n w h o s e d e t a i l e d e x p r e s s i o n 

w i l l n o t b e n e e d e d h e r e bu t w h i c h c a n b e c o n s t r u c t -

e d w i t h t h e a i d of t h e t h r e e - a n d f o u r - p o i n t g e n e r -

a l i z a t i o n s of t he t w o - p o i n t c o r r é l a t i o n f u n c t i o n 

S ( l , 2 ; f ) of E q . (2 .2) . T h e d é t a i l s of t h e d é r i v a t i o n 

of t h e a l t e r n a t i v e e x p r e s s i o n (3.1) c a n b e f o u n d in 

t h e l i t e r a t u r e . ' ' " T h e b a s i c j u s t i f i c a t i o n f o r c a l l i n g 

S"^ e i t h e r t h e m e m o r y f u n c t i o n ^ o r t h e c o l l i s i o n o p -

e r a t o r ^ a l s o s t e m s f r o m E q . (3 .1 ) . I n d e e d , a f t e r 

s u b s t i t u t i o n of e x p r e s s i o n (3.1) f o r S ° i n t o E q . 

(2 .1 ) , w e c a n i n t é g r a l e t h e m o m e n t u m v a r i a b l e s 
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by p a r t s and f r e e l y t r a n s f o r m the f u n c t i o n , E q . 

(3.1), in to an o p e r a t o r a c t i n g on the m o m e n t u m 

v a r i a b l e s . A s s u c h , Eq . (3.1) a l s o f o r m s a c o n -

v e n i e n t s t a r t i n g poin t f o r a k i n e t i c t h e o r y . I ndeed , 

foUowing Mazenko ' ' we sp l i t the c o n t r a c t e d f o u r -

po in t c o r r é l a t i o n func t ion C ( l l ' , 2 2 ' ; < ) in to a con-

n e c t e d (C^) and a d i s c o n n e c t e d (C^) p a r t C = C o 

+ C(,. T h e d i s c o n n e c t e d p a r t can be s i m p l y 

w r i t t e n in t e r m s of the o r d i n a r y two poin t func t ion 

S : 

C ^ ( 1 1 ' , 2 2 ' ; 0 = S ( 1 , 1 ' ; < ) S ( 2 , 2 ' ; < ) 

+ S ( 1 , 2 ' ; 0 S ( 2 , 1 ' ; 0 , (3.3) 

w h i l e no s u c h r e l a t i o n e x i s t s f o r C^- Now s u b -

s t i t u t i ng C = Cc+C„ in to Eq . (3.1) we ob ta in a c -

c o r d i n g l y I;'' = S C + S D e a c h t e r m of S"̂  hav ing a 

s i m p l e p h y s i c a l m e a n i n g . I ndeed , f r o m Eq. (3.3) 

we s e e tha t d e s c r i b e s a co l l i s i on p r o c e s s in 

wh ich the i n t e r a c t i n g p a r t i c l e s p r o p a g a t e , d u r i n g 

t he co l l i s i on p r o c e s s , t h r o u g h the m é d i u m wi th 

t h e i r exact p r o p a g a t o r S , w h i l e S^., on the c o n -

t r a r y , d e s c r i b e s a co l l i s i on p r o c e s s d u r i n g wh ic h 

t he coUiding p a r t i c l e s s t ay c l o s e t o g e t h e r . A s i n -

d i c a t e d prev ious ly^"" '^"= ' S | ( k , 2 ) i s a l r e a d y a n i n t e r -

e s t i n g a p p r o x i m a t i o n to S'^(k,2) a s i t g e n e r a l i z e s 

the l i n e a r i z e d B a l e s c u - G u e r n s e y - L e n a r d (BGL) 

c o l l i s i o n o p e r a t o r ' to f i n i t e v a l u e s of k , z and the 

coup l ing X. We wUl c o m e back to t h i s po in t in 

S e c . I V . 

W e a r e now r e a d y to i n t r o d u c e o u r b a s i c a p p r o x -

i m a t i o n to the c o l l i s i o n o p e r a t o r . F i r s t , we wi l l 

a s s u m e tha t we can n e g l e c t t he c o n n e c t e d c o n t r i -

b u t i o n s to the d y n a m i c s , i . e . , we t ake C(t) - C D ( < ) 

in E q . (3.1). S ince s u c h a n e g l e c t of the c l o s e -

co l l i s i on c o n t r i b u t i o n s to C{t) w i l l l e ad to d e f e c t s 

f o r s t r o n g coup l ing , we t r y to r e m e d y t h i s by 

k e e p i n g t h e i r c o n t r i b u t i o n to the s t a t i c s and the 

s h o r t - t i m e b e h a v i o r . H e n c e , a s a s e c o n d cond i -

t i on , w e w i l l r e q u i r e tha t the a p p r o x i m a t e co l l i -

s i on o p e r a t o r s t i l l s a t i s f i e s i t s f i r s t s u m r u l e , ° a 

p r o p e r t y wh ich i s known to imply^ tha t the f i r s t 

t h r e e s u m r u l e s f o r S w i l l be s a t i s f i e d . We now 

look t h e r e f o r e f o r an a p p r o x i m a t i o n to 'Z'^it) which 

s t a r t s f r o m the e x a c t i n i t i a l v a l u e S'^(f = 0) , s o a s 

to g u a r a n t e e i t s f i r s t s u m r u l e , but wh ic h n e g l e c t s 

the c l o s e - c o l l i s i o n p r o c e s s e s a t the l a t e r t i m e s . 

In o r d e r to r e a l i z e t h i s a p p r o x i m a t i o n s c h e m e , 

we f i r s t r e n o r m a l i z e the c o l l i s i o n o p e r a t o r "L" 

a long the l i n e s deve loped in M a z e n k o ' s fu l ly r e -

n o r m a l i z e d k i n e t i c t h e o r y (FRKT).^ In a n u t s h e l l , 

t h i s r e n o r m a l i z a t i o n p r o c é d u r e c o n s i s t s in r e p l a c -

ing C{t) in S''(^), E q . (3 .1) , b y , o m i t t i n g no t a t i on -

a l d é t a i l s , 

C(t) = i\AA"C(t)B-'B +BB-'C(.t)A-'A], (3.4) 

w h e r e A and B a r e s o m e , a s y e t u n s p e c i f i e d , 

s t a t i c c o r r é l a t i o n f u n c t i o n s . A f t e r subs t i t u t ion 

of Eq . (3.4) into E q . (3 .1) , LiA,LjB and A-'C{t)B-\ 

B"'C(;)A" ' can b e i n t e r p r e t e d , r e s p e c t i v e l y , a s r e -

n o r m a l i z e d v e r t i c e s and r e n o r m a l i z e d p r o p a g a t o r s . 

In h i s F R K T M a z e n k o did t a k e A = B =C(< = 0) in 

wh ich ca se the r e n o r m a l i z e d p r o p a g a t o r b e c o m e s 

C(<)=C"'(0)C(i)C"nO), w h i l e t he r e n o r m a l i z e d v e r -

t ex LjC{t = 0) h a s the i n t e r e s t i n g p r o p e r t y of be ing 

e n t i r e l y e x p r e s s i b l e in t e r m s of s t a t i c c o r r é l a -

t ion func t i ons e l i m i n a t i n g t h e r e b y any exp l i c i t 

r é f é r e n c e to the b a r e i n t e r a c t i o n po t en t i a l . The 

k i n e t i c équat ion (2.1) b e c o m e s then an exac t r e l a -

t ion be tween d y n a m i c and s t a t i c c o r r é l a t i o n f u n c -

t i o n s . Although t h i s c h o i c e of A and B i s v e r y a p -

pea l ing f r o m an a e s t h e t i c po in t of v i ew , it does 

l e ad to some d i f f i c u l t i e s if we a p p r o x i m a t e the 

d y n a m i c s C{t) by i t s d i s c o n n e c t e d p a r t €„(<) 

= C'^{0)Cp(t)CoHO)- I n d e e d the a p p r o x i m a t i o n of 

C(t) by Cjj(t) a m o u n t s to r e p l a c i n g C{t) in Eq . 

(3.1) by C{Q)Co{t)C(0). S ince C(0)Co(0)C(0) # C ( 0 ) , 

the a p p r o x i m a t e c o l l i s i o n o p e r a t o r 7^''(t) v i o l â t e s 

i t s f i r s t s u m r u l e b e c a u s e the e x a c t and a p p r o x i -

m a t e e x p r e s s i o n s f o r S'^(/) t end to d i f f é r e n t i n i t i a l 

v a l u e s as t~0. In o r d e r to r e s t o r e the s u m r u l e , 

we wi l l m a k e the l e s s s y m m e t r i c ch o i ce A=C(0} 

and B =1 in Eq . (3.4). In the d i s c o n n e c t e d a p p r o x -

i m a t i o n , we now r e p l a c e C(t) in Eq . (3.1) by 

i [C(0)Ci ' (0)C„(O + Co(t)Cl'(0)C(Q)], 

c o r r e s p o n d i n g to the d i s c o n n e c t e d a p p r o x i m a t i o n 

of the r e n o r m a l i z e d p r o p a g a t o r s C'^{0)C{t) 

='Cl'(0)Co(t) and C{t)C-'(0) ^Co{t)ClHO). With t h i s 

cho i c e of A and B we canno t e l i m i n a t e the po t en t i a l 

comple t e ly s i n c e now one of t he v e r t i c e s ( L / B ) 

r e m a i n s u n r e n o r m a l i z e d {B = / ) . T h i s cho ice h a s , 

h o w e v e r , the a d v a n t a g e tha t bo th the a p p r o x i m a t e 

and exact e x p r e s s i o n of "S'il) do have t he s a m e i n -

i t i a l va lue S'^(; = 0) g u a r a n t e e i n g t h e r e b y that o u r 

a p p r o x i m a t e S'^(0 s a t i s f i e s i t s f i r s t s u m r u l e . 

O u r choice of A and B and the d i s c o n n e c t e d ap -

p r o x i m a t i o n l e a d s to the fo l lowing e x p r e s s i o n f o r 

the co lUs iona l p a r t of the m e m o r y func t ion 
I 

S ' ' ( k , < ; p i , p > ^ f ( p 2 ) - g l ^ J ^ f dPsJ dpJl'B^'â^c{î)V, S^-î,t;p„p^)S(î,t;p^,p^) 

+ l-d,(j^-l) 'd^ c(î)Vi.i S ( k - î , < ; P j , P 3 ) S ( r , ; ; p „ P 2 ) 

, + k - 8 i r - a , a ( î , k - î ) F î S ( k - r , < ; p 3 , P 2 ) S ( î , < ) < p ( P i ) < ? ' ( P 4 ) 

+ ( 1 - 2 ) ] , (3.5) 
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w h e r e F j =47reVfe^ and c (k ) a r e t h e F o u r i e r t r a n s -

f o r m s o f , r e s p e c t i v e l y , t h e C o u l o m b p o t e n t i a l 

and the d i r e c t c o r r é l a t i o n f o n c t i o n , i n t h e n o t a t i o n 

of Ré f . 5 (a) . In E q . (3.5) w e h a v e a l s o i n t r o d u c e d 

S(î,t)= J d p j d p ' S ( î , n p , p ' ) 

a n d a( l , k - 1 ) d e f i n e d a s 

a ( î , k - î ) = D ( k , - î ) [ l - c ( î ) ] [1 - - î ) ] 

- c ( î ) c ( k - î ) , (3.6) 

w h e r e 

D ( k , - r ) = n n i - c ( k ) ] 

x j d r j d f ' B ( j r ; f ' , Ô ) e x p - î ( k � f ' ) , 

(3 .7) 

w i t h n t he n u m b e r d e n s i t y a n d 

B ( r i ; r 2 , r 3 ) = g - 3 ( r i , r 2 , f 3 ) 

-g2i^2 - ^s)ig2i^2 - Ti) + ^ 2 ( r 3 - Ti) - 1 ] , 

(3 .8) 

^2 and ^3 b e i n g the t w o - a n d t h r e e - b o d y e q u i l i b r i u m 

c o r r é l a t i o n f u n c t i o n s . ' ' 

S u b s t i t u t i o n of t h e L a p l a c e t r a n s f o r m of e x p r e s -

s i o n (3.5) in to E q . (2.1) y i e l d s an a p p r o x i m a t e 

c l o s e d k i n e t i c é q u a t i o n f o r S ( k , z ; p , p ' ) w h i c h c o n -

s t i t u t e s t h e b a s i c k i n e t i c é q u a t i o n of t h i s p a p e r . 

T h i s é q u a t i o n i m p r o v e s t he e x i s t i n g ( l i n e a r i z e d ) 

k i n e t i c t h é o r i e s in v a r i o u s a s p e c t s a s c a n b e 

l e a r n e d f r o m i t s p r o p e r t i e s r e v i e w e d in S e c . IV , 

w h e r e w e a l s o i n d i c a t e i t s r e l a t i o n to t h e u n r e -

n o r m a l i z e d k i n e t i c é q u a t i o n w e u s e d p r e v i o u s -

IV. PROPERTIES OF THE APPROXIMATE COLLISION 
OPERATOR 

T h e g ê n e r a i p r o p e r t i e s of t h e exact c o l l i s i o n 

o p e r a t o r , E q . (3 .1 ) , h a v e a l r e a d y b e e n r e v i e w e d 

by F o r s t e r . ^ I t i s c o n v e n i e n t t o e x p r e s s t h e m in 

t e r m s of t h e F o u r i e r t r a n s f o r m in t i m e of i S ° ( i ) , 

r ( k , a ) ; p , p ' ) = t jF rf^e'"'S%,i;p,p'). (4.1) 

F o r the approximate c o l l i s i o n o p e r a t o r g iven 

by Eq. (3 .5) , s o m e of t he g ê n e r a i p r o p e r t i e s a r e 

s t i l l t r i v i a l l y s a t i s f i e d w h i l e o t h e r s n e e d a m o r e 

c a r e f u l i n v e s t i g a t i o n . W e now r e v i e w t h e p r o p e r -

t i e s of E q . (3.5) 

A. Invariance and symmetry properties 

E q u a t i o n (3.5) l e a d s t o a f u n c t i o n r ( k , w ; P i , P 2 ) , 

d e f i n e d by E q . (4 .1) , w h i c h i s (i) r e a l , (ii) s y m -

m e t r i c u n d e r a p e r m u t a t i o n of p^ a n d P j , ( i i i) e v e n 

u n d e r t he t r a n s f o r m a t i o n of (k,a)) i n t o ( - k , - a j ) , 

a n d (iv) i n v a r i a n t u n d e r r o t a t i o n s a n d r e f l e c t i o n s . 

T h e p roof of t h è s e p r o p e r t i e s f o U o w s i m m e d i a t e l y 

f r o m the f a c t t ha t s i m i l a r p r o p e r t i e s hold^ f o r t h e 

S ( k , ^ ; P l , P 2 ) f u n c t i o n s e n t e r i n g the r i g h t - h a n d s i d e 

of E q . (3 .5) . 

B. Collisional invariants 

D i r e c t c o m p u t a t i o n of / d p M ( p ) S ° ( k , z ; p , p ' ) f r o m 

E q . (3.5) f o r M(p) = { l , p , p ^ } s h o w s t h a t 1 i s a c o l -

l i s i o n a l i n v a r i a n t f o r a i l k and z v a l u e s , p i s a 

c o l l i s i o n a l i n v a r i a n t f o r a i l z bu t v a n i s h i n g K', 

w h i l e p ^ i s a c o l l i s i o n a l i n v a r i a n t on ly w h e n b o t h 

k a n d z v a n i s h . T h è s e p r o p e r t i e s i n s u r e t h e n t h a t 

t he a d é q u a t e c o n s e r v a t i o n l a w s of t h e n u m b e r , 

m o m e n t u m , a n d total e n e r g y of t h e p a r t i c l e s w i l l 

b e s a t i s f i e d . ° 

C. Sum rule 

T h e f i r s t s u m r u l e s t a t e s t h a t 

/ r ( k , co;Pi,p2)<?'(p2) 

= î S ' ' ( k , f = 0;Pi ,p2)(^(P2), (4 .2) 

w h e r e t he i n i t i a l v a l u e S''(^ = 0) c a n b e c o m p u t e d 

e x a c t l y ^ " " in t e r m s of t h e e q u i l i b r i u m p r o p e r t i e s : 

t S % , ^ = 0;Pi,P2)<^(P2) 

+ I F ; ) k � a . k . d,cp{pMP2), ( 4 . 3 ) 

w h e r e h(k) a n d c(k) a r e r e l a t e d to t h e s t a t i c s t r u c -

t u r e f a c t o r ^ ' » ' by S(k) = l+h{k) = [l - c{k)]-\ By 

d i r e c t c o m p u t a t i o n o n e c a n show t h a t E q . (3.5) s a t -

i s f i e s t h i s f i r s t s u m r u l e e x a c t l y , i . e . , Comput ing 

the r i g h t - h a n d s i d e of E q . (4.2) f r o m t h e a p p r o x -

i m a t i o n , E q . (3 .5 ) , one f i n d s t h e r i g h t - h a n d s i d e 

of E q . (4 .3) . A s a m a t t e r of f a c t , t h i s p r o p e r t y i s 

g u a r a n t e e d h e r e b y the v e r y c o n s t r u c t i o n of the 

a p p r o x i m a t i o n g i v e n by E q . (3 .5) . T h e f i r s t s u m 

r u l e f o r Z'it), E q s . (4.2) a n d (4 .3 ) , g u a r a n t e e s 

t h e n , in t u r n , t h a t t he f i r s t t h r e e s u m r u l e s f o r 

S ( k , ^ , p , p ' ) w i l l b e s a t i s f i e d a n d h e n c e t h a t the 

s t a t i c s S(k) and t h e s h o r t - t i m e b e h a v i o r of S ( k , 0 

r e m a i n e x a c t . 

I t i s i m p o r t a n t to n o t e t h a t if w e h a d u s e d M a z e n -

k o ' s s y m m e t r i c v e r t e x r e n o r m a l i z a t i o n , t o g e t h e r 

w i t h t h e d i s c o n n e c t e d a p p r o x i m a t i o n f o r C , t he 

s u m r u l e E q s . (4.2) a n d (4.3) w o u l d h a v e b e e n v i o -

l a t e d ( s e e f o r i n s t a n c e E q s . (3 .11) a n d (3.12) of 
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R é f . 4(b)] . F o r p r o b l e m s w h e r e t h e s h o r t - t i m e d y -

n a m i c s i s i m p o r t a n t , t h i s w i l l c o n s t i t u t e a m a j o r 

d e f e c t . 

D. Positivity 

T h e s y s t e m ' s s t a b i l i t y i s r e l a t e d t o t h e p o s i t i v e -

n e s s of r ( k , w ; P i , P 2 ) d e f i n e d in E q . (4 .1 ) . T h e r e -

f o r e w e w o u l d l i k e , f o r a n a r b i t r a r y f u n c t i o n / ( p ) , 

t h a t 

( / | r ( k , w ) [ / > 

(4 .4) 

would s t i l l ho ld f o r r ( k , oj) a s o b t a i n e d f r o m E q s . 

(3.5) and (4 .1) . W e h a v e n o t s u c c e e d e d in t r e a t i n g 

the g ê n e r a i c a s e , E q . (4 .4 ) , b u t i n s t e a d h a v e c o n -

s i d e r e d the l o c a l a n d M a r k o v i a n c a s e k = 0 , a . = 0 

f o r which w e o b t a i n f r o m E q . (3.5) 

(/I r ( 0 , 0 ) \ f ) = f ^ f i ^ 3 y . ^ [(Fïl'Sil w ) \ F ï ) (1 | S ( Î , c.) | 1 ) - {F;\5(Î, U,) 11) (1 | S ( ! , c o ) \ F i ) ] , (4 .5) 

I 

w h e r e w e h a v e p u t F^ = l � (3 /9p) / ' (p ) , 

S ( î , w ; P i , P 2 ) = S ( î , a ) ;P i ,P2 ) [w<?(pJ ] - \ 

S ( l , a) ;Pi ,P2) b e i n g the F o u r i e r t r a n s f o r m in t i m e 

oîS(i,t;p„p^). S i n c e ( / | S ( Î , a ) ) | / ) s O , f o r a i l / , 

S c h w a r t z ' s i n e q u a l i t y f o r t he s c a l a r p r o d u c t (4.4) 

e n s u r e s t h a t t he f a c t o r b e t w e e n b r a c k e t s in t h e 

r i g h t - h a n d s i d e of E q . (4.5) i s p o s i t i v e . H e n c e t h e 

c o n d i t i o n 

< / | r ( 0 , 0 ) | / ) ï O , (4.6) 

f o r a i l / , w i l l b e s a t i s f i e d a s l o n g a s t h e d i r e c t 

c o r r é l a t i o n f u n c t i o n c{l) d o e s no t c h a n g e s i g n , o r 

e l s e d o e s s o in a r é g i o n of / v a l u e s w h i c h c o n t r i -

b u t e s l i t t l e to E q . (4 .5) . N o t e t h a t b o t h f o r w e a k 

c o u p l i n g a n d f o r s m a l l l, c{l) t e n d s t o -nfiV,, i . e . , 

c{l)<0. W h e n o n e of t h è s e c o n d i t i o n s on c{l) i s n o t 

s a t i s f i e d no g ê n e r a i s t a t e m e n t a b o u t t h e v a l i d i t y of 

E q . (4.6) c a n b e m a d e a n d a / o r i î o r i , a b o u t E q . (4 .4) . 

E. Vertex and propagator renormalization 

T h e r e l a t i o n of Eq . (3.5) t o o u r p r e v i o u s u n r e -

n o r m a l i z e d k i n e t i c theory^ ' ' ' '^* '^ ' i s q u i t e s t r a i g h t -

f o r w a r d . I n d e e d , w i t h o u t t he v e r t e x r e n o r m a l i z a -

t i o n t h e c ( 0 f a c t o r in t h e f i r s t two t e r m s on t h e 

r i g h t - h a n d s i d e of Eq . (3.5) w o u l d r e t u r n to t h e i r 

b a r e - p o t e n t i a l v a l u e s : cil)" -nfiV,. M o r e o v e r , 

w i t h o u t t he p r o p a g a t o r r e n o r m a l i z a t i o n t h e t h i r d 

t e r m in t h e r i g h t - h a n d s i d e of E q . (3 .5) , w h i c h d e -

s c r i b e s t he n e c e s s a r y r e a d j u s t m e n t of t h e i n i t i a l 

c o n d i t i o n , w i l l a l s o b e a b s e n t a n d E q . (3.5) i s s e e n 

t o r e d u c e t h e n t o t h e u n r e n o r m a l i z e d c o l l i s i o n o p -

e r a t o r of Eq . (3 .1a) of R é f . 5(b) . 

In R é f . 4, Gou ld a n d M a z e n k o c o n s i d e r t h e s i n -

g l e - p a r t i c l e m o t i o n s of a c l a s s i c a l o n e - c o m p o n e n t 

p l a s m a and u s e t h e s y m m e t r i c v e r t e x r e n o r m a l i z -

a t i o n and t h e d i s c o n n e c t e d a p p r o x i m a t i o n . I t i s 

s h o w n tha t t h e i r a p p r o x i m a t i o n l e a d s t o i n c o r r e c t 

s h o r t - t i m e d y n a m i c s . If w e a d a p t t he a p p r o a c h of 

Ré f . 4 to t he p r é s e n t c a s e , t h e t h i r d t e r m in t h e 

r i g h t - h a n d s i d e of E q . (3.5) w o u l d b e s l i g h t l y m o d -

i f i e d , whi le t he b a r e p o t e n t i a l V, in t h e f i r s t two 

t e r m s of t he r i g h t - h a n d s i d e of E q . (3.5) w o u l d b e 

r e n o r m a l i z e d to -c(l)/nfi. 

F. Relation to the BGL collision operator 

T h e l i n e a r i z e d B G L t h e o r y i s c o n c e r n e d ^ w i t h t h e 

l o c a l M a r k o v i a n c o l l i s i o n o p e r a t o r S ' ' ( 5 = 0 , z = 0) 

for weakly c o u p l e d S y s t e m s . O u r a p p r o x i m a t e c o l -

l i s i o n o p e r a t o r of E q . (3.5) i s s e e n t o d é p e n d on t h e 

o n e - p a r t i c l e p r o p a g a t o r S(E, ^ ; p , p ' ) w h i c h i s g i v e n 

s e l f - c o n s i s t e n t l y in t e r m s of t h e c o l l i s i o n o p e r a t o r 

by Eq . (2.1). In o r d e r to o b t a i n S*̂  f o r a w e a k l y 

c o u p l e d S y s t e m , w e f i r s t c o m p u t e S° wi th t h e a i d 

of t h e e x p r e s s i o n f o r S o b t a i n e d f r o m t h e c o l l i s i o n -

l e s s k i n e t i c é q u a t i o n , i . e . , E q . (2.1) wi th t h e c o l -

l i s i o n t e r m T," d e l e t e d f r o m S . T h i s c o U i s i o n l e s s 

k i n e t i c é q u a t i o n i s n o t h i n g bu t a l i n e a r i z e d V l a s s o v 

é q u a t i o n i n c l u d i n g , h o w e v e r , t h e e x a c t s t a t i c s . 

Subs t i t u t ing t h i s r e s u i t f o r S ( k , / ; p , p ' ) i n to E q . 

(3.5) we ob t a in i n t h e l i m i t of v a n i s h i n g E a n d z 

f 

ffl''(g=0,z=0;p„p,)«y(p,)= j j * I ^ T - 8 , 1 - 3 , \^^lf^^)\2 

X | ^7rô ( î -Vi- l -V2 )</ ) (Pi )<;) (P2) -6(p i -p2)(^) (p i ) J d p 3 7 r6 ( î -Vi -r -V3) (^(P3) , 

(4 .7) 
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w h e r e t h e d i e l e c t r i c c o n s t a n t « ' ( z ) i s d e f i n e d a s 

c(fe) r ^ £ � 9y (p) 
(4.8) 

K we now a l s o a p p r o x i m a t e t he static p r o p e r t i e s 

b y t h e i r w e a k - c o u p l i n g l i m i t i n g v a l u e , w e h a v e to 

r e p l a c e t h e d i r e c t c o r r é l a t i o n f u n c t i o n c(k) b y i t s 

w e a k - c o u p l i n g D e b y e - H u c k e l e x p r e s s i o n c(k) 

— CDH(^) = -n^^k- S u b s t i t u t i n g t h i s r e s u i t i n to E q s . 

(4.7) a n d (4.8), t h e c o l l i s i o n o p e r a t o r of E q . (4.7) 

i s s e e n to r e d u c e e x a c t l y to t h e l i n e a r i z e d BGL 

o p e r a t o r . H e n c e i t i s j u s t i f i e d to c a l l E q . (3.5) a 

g e n e r a l i z a t i o n of t he B G L t h e o r y t o f i n i t e v a l u e s 

of a s w e l l a s to s t r o n g l y c o u p l e d s i t u a t i o n s . 

B e f o r e c l o s i n g t h i s s e c t i o n l e t u s i n d i c a t e a n i n -

t e r e s t i n g p r o p e r t y of E q . (4 .7) . A s s t a t e d a b o v e , 

in the B G L t h e o r y one t a k e s c ( 0 — -^nVi, a n d 

h e n c e the l i n t é g r a l of E q . (4.7) i s s e e n to d i v e r g e 

f o r l a r g e l v a l u e s . F r o m the c o m p u t e r r e s u l t s of 

H a n s e n et al.'^^^^ w e k n o w , h o w e v e r , t h a t 

c ( r = 0) / d\ 
8îT3 

c ( 0 

i s f i n i t e a n d h e n c e c(Z) h a s to d e c r e a s e a t l e a s t a s 

Z " ' " " ( a > 0 ) f o r l a r g e l, in w h i c h c a s e t h e l i n t é -

g r a l of E q . (4.7) i s s e e n t o b e c o n v e r g e n t , r e p a i r -

ing one of the m a j o r d e f e c t s of t h e B G L t h e o r y . ^ 

V. SHEAR VISCOSITY 

T h e a p p r o x i m a t e c o l l i s i o n o p e r a t o r g i v e n in E q . 

(3.5) wiU now b e u s e d to e v a l u a t e t he s h e a r v i s c o s -

i ty d e f i n e d by E q . (2 .6 ) . V e r y f o r t u n a t e l y , t h e 

t h i r d t e r m in t he r i g h t - h a n d s i d e of E q . (3.5) i n -

v o l v i n g the e q u i l i b r i u m t r i p l e c o r r é l a t i o n s d o e s 

n o t c o n t r i b u t e to t h e v i s c o s i t y f o r s y m m e t r y r e a -

s o n s . L e t u s f i r s t i n t r o d u c e a d i m e n s i o n l e s s v i s -

c o s i t y Jj* = ''j/îJo wi th r)^ = nmojpkô^, w h e r e ko i s a 

c h a r a c t e r i s t i c w a v e v e c t o r w h i c h w e w i l l t a k e 

e q u a l to t h e D e b y e w a v e v e c t o r fe^ w h e n u s i n g A. 

= k]/n a s c o u p l i n g c o n s t a n t , w h e r e a s i t i s m o r e 

c o n v e n i e n t t o p u t e q u a l to a " ^ = (�fin)^' '^ w h e n 

c o m p a r i n g w i t h t he r e s u l t s of H a n s e n et al.^ w h o 

u s e T = e^^a'^ a s c o u p l i n g p a r a m e t e r . W e r e c a l l 

t h a t f o r a O C P of n u m b e r d e n s i t y n, c h a r g e d e n -

s i t y en, m a s s d e n s i t y mn, a n d t e m p é r a t u r e T 

-(^UB)'^ w e h a v e Wp = 47rweVm a n d fe^=4iTe^«|3, 

w h e r e a s t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e two c o u p l i n g p a -

r a m e t e r s X a n d V r e a d s 

1 / 3 X Y / 3 

^ = 3 ( 4 7 ) � 
\ = f 7r(3^)^''^ (5.1) 

N o t i c e a l s o t h a t ako= (3r)^'^. S u b s t i t u t i n g now E q . 

(3.5) i n t o t h e r i g h t - h a n d s i d e of Eq , (2 .6a ) w e o b -

t a i n f o r t h e d i r e c t p a r t of î]* 

' 7 Î i r ^ ^ d i r / ' ' o = ^ l ( ^ ) . ( 5 . 2 ) 

w i t h t h e d i m e n s i o n l e s s i n t é g r a l d e f i n e d a s 

w h e r e k = , w h i l e e d é n o t e s a u n i t v e c t o r = 1 

o r t h o g o n a l to k . I n E q . (5.3) , we h a v e p u t m o r e o v e r 

7 , = â ; | / Z 2 and G j l , t ) = {\/n)i dç j dVS^,t;v,V) 
which d é n o t e s t h e d i m e n s i o n l e s s d e n s i t y -

d e n s i t y c o r r é l a t i o n f u n c t i o n . N o t i c e t h a t in Eq . 

(5.3) a n d t h i s s e c t i o n w e w i l l l e a v e the s c a l e f a c t o r 

ka u n d e t e r m i n e d , a p r o c é d u r e w h i c h a l l o w s a n e a s y 

t r a n s l a t i o n b e t w e e n t h e X - r a n d ku-a'^ l a n -

g u a g e s . 

In o r d e r to c o m p u t e t h e i n d i r e c t p a r t of t h e s h e a r 

v i s c o s i t y t ] ^ , d e f i n e d b y E q , (2 .6b) , w e h a v e to 

i n v e r t S ° ( 0 , 0 ) in t h e s u b s p a c e o r t h o g o n a l to t he h y -

d r o d y n a m i c a l one . If w e e x p a n d i;°(0, 0 ; p , p ' ) i n to 

a H e r m i t e p o l y n o m i a l b a s i s w i t h r e s p e c t to p a n d 

p ' , the f i r s t n o n z e r o c o n t r i b u t i o n t o Qi ; ° (0 ;O)Q 

wi l l c o m e f r o m the p r e s s u r e - t e n s o r s t a t e s (rPiPj)-

If we s t o p the e x p a n s i o n of Q S ^ Q a t t h i s f i r s t n o n -

v a n i s h i n g c o n t r i b u t i o n , w h i c h i s é q u i v a l e n t to a 

o n e - S o n i n e - p o l y n o m i a l e x p a n s i o n , o n e c a n e a s i l y 

i n v e r t QJfQ a n d c o m p u t e Eq , (2 ,6b) t o b e 

77 = n m l i m fe-^ (±1 S " + S " (£, 0) |Z ± ) 
Aî-.0 

x<Zx | iS<' (0 ,0 ) | xZ) -^ 

x < ± Z | S ° + S ' ( k , 0 ) | x > , (5.4) 

w h e r e \l^.) = \^-l) = fe - p e � p(wP"^w^^^) '^ i s t h e only 

s u r v i v i n g c o m p o n e n t of t h e p r e s s u r e s t a t e s . W e 

p r o c e e d now by e v a l u a t i n g the r i g h t - h a n d s i d e of 

Eq , (5,4) w i t h t he a i d of t h e a p p r o x i m a t e c o l l i s i o n 

o p e r a t o r (3 .5) a n d o b t a i n f o r t h e i n d i r e c t p a r t of 

T)* 

^ J T M ^ [ l + X / a ( X ) ] ^ 

X / 3 ( X ) 
(5.5) 

w h e r e w e h a v e i n t r o d u c e d two m o r e d i m e n s i o n l e s s 

i n t é g r a i s 

k'o'f j T " dt(î-kr{î-erG„„{i,t) 

x [ a , G „ „ ( Z , Z ) ] Z ^ [ V , c ( Z ) ] , 

(5 .6) 
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XG„„{l,t)GAl,t). (5.7) 

In Eq . (5 .6) , Gx{l,t) d é n o t e s t he d i m e n s i o n l e s s 

t r a n s v e r s e m o m e n t u m c o r r é l a t i o n f u n c t i o n 

GAl,t)=^(nm)-' f dp f d p ' e - p € - p ' S ( î , i ; p , p ' ) . 

T h e é v a l u a t i o n of t h e t o t a l ( r e d u c e d ) v i s c o s i t y TJ* 

= î?*j i s now s e e n t o d é p e n d on t h e v a l u e of t h e 

t h r e e i n t é g r a i s Z^, / j , a n d d e f i n e d , r e s p e c t i v e -

ly , by E q s . (5 .3) , (5 .6) , a n d (5 .7) . E a c h of t h è s e 

i n t é g r a i s c o n t a i n s i n f o r m a t i o n a b o u t t he s t a t i c a n d 

d y n a m i c p r o p e r t i e s of t h e S y s t e m . In o r d e r t o 

s e p a r a t e t h e m c o m p l e t e l y , w e pu t G„„(l,t) 

= S{l)G„„{l, t) w i t h G„„(/, t = 0) =S(Z) = 1 +h(l) = [1 

- c (Z) ] "^ d e n o t i n g t h e s t a t i c s t r u c t u r e f a c t o r , 

w h e r e a s G , t) G , t), b e c a u s e Gi_{l,t-0)=1. 

Using t h è s e f o r m s in t h e e x p r e s s i o n s of I^, I2, 

a n d I3, w e s e e t h a t a i l t h e i n f o r m a t i o n a b o u t t h e 

s t a t i c s c a n be e x p r e s s e d in t e r m s of t h e s t a t i c 

s t r u c t u r e f a c t o r S{1), w h e r e a s a i l the i n f o r m a t i o n 

a b o u t t h e d y n a m i c s i s c o n t a i n e d now in t h e two c o r -

r e l a t i o n f u n c t i o n s G„„{l,t) a n d Gj_(l,t). Bo th f u n c -

t i o n s G„„{l,t) a n d Gj_(l,t) h a v e the s a m e l i m i t i n g 

v a l u e s : G„„(/, i = 0) = Gx( / , ^ = 0 ) = 1 a n d G„„{l,t = '^) 

-Gi_(l,t = 'x>) = Q. Wi th t h e h e l p of t h i s i n f o r m a t i o n 

w e c a n p e r f o r m t h e t i m e i n t é g r a t i o n in / j , Eq . 

(5.6) , w i t h t he e x a c t r e s u i t 

/ 2 = 6 ^ f^' dx{2[SHx)-l] + [l-S{x)]}, (5.8) 

w h e r e w e h a v e p u t x = l/kg. H e n c e , f r o m Eq . (5 .8) , 

I2 i s s e e n t o b e i n d e p e n d e n t of t he d y n a m i c s . F o r 

t h e é v a l u a t i o n of a n d I^, w e n e e d , on t h e c o n -

t r a r y , t o s p e c i f y t h e d y n a m i c s t h r o u g h the t i m e 

i n t é g r a i s of G^„(Z, t) a n d G„„{1, t)G^(l, t). T h e p r é -

c i s e w a y in w h i c h t h è s e i n t e g r a n d s d r o p f r o m one 

(a t t = 0) to z é r o ( a s i — «>) w i l l d é p e n d on the v a l u e 

of t h e c o u p l i n g c o n s t a n t X. T h e only a v a i l a b l e e x -

p r e s s i o n s f o r G„„{l,t) a n d Gj_{l,t) c o n c e r n t h e i r 

(a) f r e e - p a r t i c l e l i m i t , (b) r a n d o m - p h a s e a p p r o x i -

m a t i o n , a n d (c) h y d r o d y n a m i c a l l i m i t . A d o s e r 

i n s p e c t i o n of I ^ a n d I3 r e v e a l s t h a t t he d o m a i n of 

t h e / i n t é g r a i s c o r r e s p o n d i n g t o s m a l l a n d v e r y 

l a r g e v a l u e s of l c o n t r i b u t e s l i t t l e . H e n c e the m a -

j o r c o n t r i b u t i o n t o a n d I3 c o r n e s f r o m t h e i n t e r -

m e d i a t e l s m a l l t r é g i o n b e c a u s e f o r l a t e r t i m e s 

t h e i n t e g r a n d s s t a r t t o o s c i l l a t e r a p i d l y . T h e r e -

f o r e o u r b a s i c a p p r o x i m a t i o n f o r I ^ a n d w i l l 

c o n s i s t in t a k i n g t h e s i m p l e f r e e - p a r t i c l e ( F P ) a p -

p r o x i m a t i o n f o r t h e d y n a m i c s (iOp^kj^^ 

G^(l,t) = e-^'^^^^"">t)\ (5 .9a) 

G r " ( Z , 0 = e - < ' ^ ' ^ ^ ' V ) % (5.9b) 

w h i l e k e e p i n g t h e s t a t i c s S{1) e x a c t . 

B e c a u s e of t h e l o n g r a n g e of t h e C o u l o m b p o t e n -

t i a l , t h e s t a t i c p r o p e r t i e s b e c o m e of o v e r w h e l m -

ing i m p o r t a n c e a n d , h e n c e , w e a r e f o r c e d t o u s e 

t h e n u m e r i c a l v a l u e s of S(l) a s i n p u t . A s f a r a s 

t h e d y n a m i c s a r e c o n c e r n e d , o u r a p p r o x i m a t i o n 

t r e a t s t h e m c o r r e c t l y f o r s h o r t t i m e s e s p e c i a l l y 

b e c a u s e a s a r e s u i t of t h e s u m r u l e (4.2) w e s t a r t 

f r o m the e x a c t i n i t i a l c o n d i t i o n . H e n c e , t h e m a j o r 

u n c e r t a i n t y of o u r c a l c u l a t i o n r e s u l t i n g f r o m t h e 

u s e of Eq. (5.9) s t e m s f r o m t h e n e g l e c t of t h e o s -

c i l l a t o r y t a i l s in t he t i m e i n t é g r a i s of E q s . (5.3) 

a n d (5.7) . No te , h o w e v e r , t h a t in t h e i n t e r m e d i a t e 

l r é g i o n , w h i c h c o n t r i b u t i o n d o m i n â t e s , t h è s e o s -

c i l l a t i o n s a r e s t r o n g l y d a m p e d , a s a r e t h e p l a s m a 

o s c i l l a t i o n s w h i c h g i v e r i s e to t h e m . T h i s r e -

m a i n s t r u e f o r a i l v a l u e s of X, t h e c o u p l i n g c o n -

s t a n t . H e n c e , w e e x p e c t o u r a p p r o x i m a t i o n t o r e -

p r o d u c e , a t l e a s t q u a l i t a t i v e l y , t h e b e h a v i o r of r) 

a s a f imc t ion of X o v e r t he w h o l e r a n g e of X v a l u e s 

b e l o n g i n g to t h e f l u i d p h a s e . 

If w e now p r o c e e d to c o m p u t e I ^ a n d w i t h t h e 

h e l p of Eq. (5.9) w e o b t a i n f r o m E q . (5.3) 

a n d f r o m E q . (5.7) 

IV = ^ ^ dxx[l-S{x)]. (5 .11) 

T o ob t a in E q . (5 .10) , w e h a v e u s e d t h e g ê n e r a i 

p r o p e r t i e s S(i = 0) = O a n d S ( Z = » ) = 1 . M o s t r e -

m a r k a b l y , / f i s i n d e p e n d e n t of t h e s t a t i c s . T o 

p r o c e e d with I2 a n d I^^ w e h a v e t o u s e a n u m e r i -

c a l i n t é g r a t i o n , t he r e s u l t s of w h i c h a r e p r e s e n t e d 

in S e c . VI. 

VI. NUMERICAL RESULTS 

In o r d e r t o c o m p a r e o u r r e s u l t s w i t h t h o s e of 

H a n s e n et al.,^ w e t a k e t h e s c a l e f a c t o r e q u a l 

t o = {jnnY'^ and m e a s u r e t h e c o u p l i n g w i t h t h e 

a id of r of E q . (5.1) . T o p r o c e e d w i t h t h e é v a l u a -

t i o n o f / j i E q . (5.8) a n d / j ^ , E q . (5 .11) , and h e n c e 

of 77* t h r o u g h Eq. (5 .2) and E q . (5 .5) , w e n e e d t h e 

v a l u e s of S{k) w h i c h w e w i l l t a k e f r o m t h e l i t e r a -

t u r e . 

A. Large T: 2 < T < 160 

F o r the T v a l u e s in t h e r a n g e 2 « F « 160 w e h a v e 

u s e d t h e M o n t e C a r l o r e s u l t s of H a n s e n et aZ.^**'^'" 

f o r S(?c) w i th x = fea* 1. F o r 1 w e h a v e u s e d t h e 

a n a l y t i c resu l t^*» ' ' ^ '* ' 

S ( * ) = ( - ^ + — V \ f o r A ; « l , (6.1) 

w h e r e X r / X r t h e r a t i o of t h e i s o t h e r m a l c o m -
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p r e s s i b i l i t i e s o f , r e s p e c t i v e l y , t h e p e r f e c t g a s 

and the O C P . W e h a v e c o m p u t e d Xr f r o m t h e é q u a -

t i o n of S t a t e g i v e n by G a l a m and H a n s e n . ^ ' " T h e 

r i g h t - h a n d s i d e of E q s . (5 .8) and (5 .11) h a v e t h e n 

b e e n c o m p u t e d a n a l y t i c a l l y in t h e r a n g e 0 1 

and n u m e r i c a l l y in t h e r a n g e 1 « x « °°. T o t e s t 

t h e p r é c i s i o n of t h e n u m e r i c a l i n t é g r a t i o n , w e h a v e 

c o m p a r e d o u r r e s u l t s f o r t h e i n t é g r a l dx[l 

-S(Ar)] w h i c h a p p e a r s i n / j , Eq . (5 .8) , w i t h t h e 

Monte C a r l o r e s u l t s f o r t h e c o r r é l a t i o n e n e r g y 

density^**' t o w h i c h t h i s i n t é g r a l i s p r o p o r t i o n a l . 

W e found t h e e r r o r t o b e l e s s t h a n 1% f o r a i l t h e 

v a l u e s of F l i s t e d in T a b l e I. W e a l s o found t h a t 

the n u m e r i c a l v a l u e s o b t a i n e d in t h i s way c a n b e 

f i t t ed to w i t h i n a f e w p e r c e n t to t h o s e o b t a i n e d f o r 

T)* (but not f o r / j and / " s e p a r a t e l y ) f r o m t h e f o l -

lowing p o w e r l a w s : 

/ 2 = ( l / 6 P 7 r 2 ) ( 0 . 4 9 - 2 . 2 3 r - ' / ^ ) , (6 .2a) 

/ P = ( l / 1 0 7 r ' / ' ) ( 2 . 4 i r ' / 9 ) , (6 .2b) 

w h e r e a s E q s . ( 5 ) - ( 1 0 ) y i e l d s e x a c t l y 

/ f ' ' = ( l / 6 0 7 r ^ / 2 ) ( l / 3 r ) . (6 .3) 

F r o m E q s . (6 .2) , (6.3) , (5.1), (5 .2) , and (5 .5) w e 

s e e t ha t b o t h 77*jj. and r]^^^ a r e s e p a r a t e l y p o s i t i v e 

f o r a i l F v a l u e s a s t hey s h o u l d be^ and t h a t , a s 

e x p e c t e d , ^ ' ' " r|*^^ i n c r e a s e s w h i l e r)J^^ d e c r e a s e s 

w i t h i n c r e a s i n g F . H e n c e rj* = r]*^^ + rj*^ i s b o u n d 

t o exh ib i t a m i n i m u m a s a f u n c t i o n of F . T h e p r é -

c i s e v a l u e s of T;* a r e g i v e n in T a b l e I, w h e r e a s 

the v a r i a t i o n of J)* w i t h F o v e r t h e w h o l e f l u i d 

p h a s e 2 « F « 160 i s p i c t u r e d in F i g . 1. W e h a v e 

a l s o c o m p a r e d o u r r e s u l t s w i t h t h o s e of H a n s e n 

et aZ.^**' T h e o v e r a l l a g r e e m e n t i s r a t h e r g o o d , 

w h e r e a s t h e e x i s t e n c e of a p r o n o u n c e d m i n i m u m 

i s a l s o c o n f i r m e d h e r e . T h e p o s i t i o n of t h e m i n i -

m u m i s , h o w e v e r , r a t h e r s e n s i t i v e t o t h e v a r i o u s 

a p p r o x i m a t i o n s . W e h a v e l o c a t e d t h e m i n i m u m 

at F - 8 c o r r e s p o n d i n g to 7)*,^ = 0 .070 , w h e r e a s 

TABLE I. Reduced shea r vlscosi ty r]*=r)/nmcjûpa^ f o r 
2 S r €l60 a s calculated f rom the présent kinetic theory . 
The r e s u l t s obtained by Viei l lefosse and Hansen [Réf. 
2(e)] fo r T)* a r e denoted by T)i|fH ^"d compared to the 
kinetic s - theore t i c r e su l t s . 

r V* 'ÏVH 

2 0 .29 0 .19 1 .5 

3 0.15 
4 0.10 0 .12 0 .8 
6 0 .074 

10 0.072 0 .083 0 .9 

20 0.097 0 .078 1 .2 

40 0.14 0 .088 1 .6 
100 0.22 0.12 1 . 8 
160 0 .29 0 .14 2 .1 

1 8 

H a n s e n et al. found t h e m i n i m u m a t F ~ 20 w i t h 

a s l i g h t l y h i g h e r v a l u e of JJ*,^. F o r F = 152 .4 an 

i n d e p e n d e n t e s t i m a t e of T/*, b a s e d on a m o l e c u l a r -

d y n a m i c s ^ ' " ' r e s u i t , d i d y i e l d 7 } * ^ 0 . 2 5 , a s i n d i c a t e d 

by t h e i s o l a t e d po in t in F i g . 1. 

B. Intermediate F: O . K P < 2 

In t h i s d o m a i n of F v a l u e s no M o n t e C a r l o r e -

s u l t s f o r S{k) a r e a v a i l a b l e . H e r e , w e h a v e u s e d 

t h e v a l u e s o b t a i n e d f o r S{k) by H a n s e n " t h r o u g h 

n u m e r i c a l s o l u t i o n of t h e h y p e r n e t t e d - c h a i n é q u a -

t i o n s ' " f o r 0 .1 « F « 1. In t h i s r é g i o n , t h e f i t s p r o -

v i d e d by Eq. (6 .2) a r e no l o n g e r v a l i d w h i l e w e do 

no t p o s s e s s a s ye t s u f f i c i e n t F v a l u e s to p r é s e n t 

f i t s a d é q u a t e f o r t h e i n t e r m e d i a t e F v a l u e s . 

It i s i n t e r e s t i n g to n o t e t h a t in t h i s r é g i o n w e 

a r e not ye t a l l owed t o u s e t h e D e b y e - H u c k e l a p -

p r o x i m a t i o n f o r t h e s t a t i c s o r t h e B G L a p p r o x i -

m a t i o n f o r t h e d y n a m i c s . I n d e e d , t h e u s e of t h e 

D e b y e - H u c k e l a p p r o x i m a t i o n f o r S(k) l e a d s , f o r 

i n s t a n c e , to c o r r é l a t i o n é n e r g i e s w h i c h a r e t o c 

l a r g e by a f a c t o r of 4 a t , f o r e x a m p l e , F = 2. As 

f a r a s t h e d y n a m i c s i s c o n c e r n e d , l e t u s r e c a l l " 

t h a t T]*, a s c o m p u t e d f r o m t h e L a n d a u k i n e t i c 

é q u a t i o n [wi th c u t o f f s t a k e n a s u s u a l a t k = kD and 

= (e'/3)-i] would r e a d 

ni = ^ ^ { ^ l n € - ^ r , (6 .4) 

w h e r e € = A/47r c a n b e r e l a t e d t o F by Eq. (5.1) . 

S i m i l a r l y , t h e v a l u e of TJ* a s c o m p u t e d f r o m t h e 

m 

I 1 I I 1 1 1 1 1 1 1— 

1 2 3 ( 6 10 20 O) 70 100 160 

FIG. 1. Reduced s h e a r v l s c o s i t y T)*=Tj/nmcj^a^ as 

a function of r for 2 « r « 160 . The s o l i d l ine (WB) 
dénotes the p r é s e n t k i n e t i c - t h e o r y r e s u l t s . The dashed 

l ine (VH) c o r r e s p o n d s to the r e s u l t s of V i e i l l e f o s s e 
and Hansen [Réf . 2(e)] , wh i l e the i so la t ed point (cross ) 
at r = 152.4 is taken f r o m Hansen, McDonald, and 

P o U o c k l R e f . 2(0)1 . 
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B G L é q u a t i o n [ w i t h a c u t o f f a t fe = {e^PT'] i s " 

r Î B * G L = ^ * ( l + - ^ ) " . ( 6 . 5 ) 

T h è s e a p p r o x i m a t i o n s o f r]* a r e s t i l l i n a d é q u a t e 

f o r t h e i n t e r m e d i a t e r v a l u e s a s c a n b e s e e n f r o m 

T a b l e II. A t t h e l o w e s t p o s s i b l e v a l u e F = 0 . 1 , 

t h è s e w e a k - c o u p l i n g t h é o r i e s l e a d t o TĴ  = 9 3 a n d 

TJBGL = 8 3 , w h e r e a s w e o b t a i n 7]* = 8 6 . T h e a g r é e -

m e n t h e r e i s a l r e a d y r a t h e r g o o d i n v i e w o f t h e 

c u t o f f u n e e r t a i n t y i n E q s . ( 6 . 4 ) a n d ( 6 . 5 ) a n d i n -

d i c a t e s t h a t w e a r e a p p r o a c h i n g t h e r é g i o n w h e r e 

t h e w e a k - c o u p l i n g t h é o r i e s b e c o m e a d é q u a t e . 

O u r v a l u e s of v* f o r t h e i n t e r m e d i a t e F c a n b e 

f o u n d i n T a b l e II, w h e r e a s F i g . 2 i n d i c a t e s t h e 

t r a n s i t i o n f r o m w e a k t o s t r o n g c o u p l i n g . In t h e 

w e a k - c o u p l i n g r é g i o n F « 0 . 1 , n o v a l u e s o f S(k) 

a r e a v a i l a b l e b u t t h e a g r e e m e n t f o u n d a t F = 0 . 1 

s e e m s t o i n d i c a t e t h a t f o r F « 0 . 1 E q s . ( 6 . 4 ) a n d 

( 6 . 5 ) s h o u l d y i e l d r e l i a b l e v a l u e s o f 77. 

C. Importance of first sum rule 

At v a r i o u s s t a g e s w e h a v e i n s i s t e d o n t h e i m -

p o r t a n c e o f u s i n g a n a p p r o x i m a t e c o l l i s i o n o p e r a -

t o r S ' ' ( k , t ) w h i c h s t i l l s t a r t s f r o m t h e e x a c t i n i t i a l 

c o n d i t i o n S ° ( k , i = 0 ) g i v e n i n E q . ( 4 . 3 ) . T h e s h e a r 

v i s c o s i t y i s d e t e r m i n e d b y t h e z e r o - f r e q u e n c y 

c o l l i s i o n o p e r a t o r S ° ( k , z = 0) w h i c h i s t h e t i m e i n -

t é g r a l o f S<'(k, t ) ; S = ( k , z = 0 ) = J â dti:'(X,t). B e -

c a u s e of t h e d a m p e d p l a s m a o s c i l l a t i o n s w h i c h 

s h o w u p i n S ' ' (k , t ) a t l a t e r t i m e s , t h e v a l u e o f 

i s v e r y s e n s i t i v e t o t h e s h o r t - t i m e 

b e h a v i o r o f S ° ( k , t ) a n d h e n c e t o i t s i n i t i a l c o n -

d i t i o n S'^(k, ^ = 0 ) . A s o u r a p p r o x i m a t e c o l l i s i o n 

o p e r a t o r o f E q . ( 3 . 5 ) d o e s s a t i s f y t h e s u m r u l e , 

E q s . ( 4 . 2 ) a n d ( 4 . 3 ) , i t s i n i t i a l v a l u e i s e x a c t . 

A s d i s c u s s e d i n S e c . III t h i s w o u l d n o t h a v e b e e n 

t h e c a s e i f w e h a d u s e d M a z e n k o ' s s y m m e t r i c 

r e n o r m a l i z a t i o n . T o e s t i m a t e t h e q u a n t i t a t i v e 

i m p o r t a n c e o f t h e s u m r u l e w e h a v e c o m p a r e d t h e 

k i n e t i c s h e a r v i s c o s i t y r?J^= (A/3)"' a s c o m p u t e d 

f r o m b o t h t h é o r i e s . In t h e p r é s e n t t h e o r y , t h e 

k i n e t i c s h e a r v i s c o s i t y 77]̂  i s d e t e r m i n e d b y I^^ 

a s g i v e n i n E q . ( 5 . 1 1 ) . W i t h M a z e n k o ' s r e n o r -

T A B L E II. R e d u c e d s h e a r v i s c o s i t y T^* = Tj/nmu}pa^ f o r 

0 . 1 s r «s 2 a s c a l c u l a t e d f r o m t h e p r é s e n t k ine t i c t h e o r y 

and c o m p a r e d with the r e s u l t s f r o m t h e Landau (TĴ ) and 

B G L t h e o r y (TĴ QL) irom R é f . 2 (e ) (TJVH). 

r 7)* VL IIBGL '7VH 

0 .1 86 93 8 3 

0 . 5 3 .7 9 .8 5 .8 

1 1 . 0 � � � � � � 0 . 3 5 

2 0 . 2 9 � � � � � � 0 . 1 9 

m a l i z a t i o n E q . ( 5 . 1 1 ) i s r e p l a c e d b y 

where x = k/ko. T h e r a t i o o f c o m p u t e d w i t h t h e 

a i d o f E q . ( 6 . 6 ) , t o TJJJ-, c o m p u t e d w i t h E q . ( 5 . 1 1 ) , 

i s g i v e n i n T a b l e III. W e s e e t h a t % s y s t e m a t i c a l l y 

e x c e e d s T)^ b y a f a c t o r o f a b o u t | . T h i s r a t i o i s 

o f t h e s a m e o r d e r of m a g n i t u d e a s t h e o n e b e t w e e n 

t h e v a l u e s o f t h e s e l f - d i f f u s i o n c o n s t a n t c o m p u t e d 

b y G o u l d a n d M a z e n k o t o t h e m o l e c u l a r - d y n a m i c s 

v a l u e s . W e c o n j e c t u r e t h a t a m o d i f i c a t i o n of t h e i r 

c a l c u l a t i o n t h a t r e t a i n s t h e e x a c t f i r s t s u m r u l e 

f o r 'S" m i g h t b r i n g t h e i r c a l c u l a t e d v a l u e s d o s e r 

t o t h e m o l e c u l a r - d y n a m i c s o n e s . N o t e a l s o t h a t 

a t t h e e d g e of t h e w e a k - c o u p l i n g r é g i o n F = 0 . 1 , 

t h e r a t i o V^/VK^ 1 - 3 5 i s s t i l l s i g n i f i c a n t , w h e r e a s 

o u r v a l u e of r]^ a l r e a d y c o m p a r e s f a v o r a b l y w i t h 

t h e B G L v a l u e . In t h e w e a k - c o u p l i n g r é g i o n F « 1 , 

a i l t h é o r i e s s h o u l d n e v e r t h e l e s s b e c o m e é q u i v a -

l e n t . 

VII. CONCLUSIONS 

W e h a v e s e t u p a m l c r o s c o p i c t h e o r y c a p a b l e o f 

s t u d y i n g t h e t r a n s p o r t p r o p e r t l e s of s t r o n g l y 

0.1 

- � � �N 

\ 
\ 
\ 

V ...BGL ... 

\ w B 

V \ 

1 1 1 1 1 > —1 I I 1 1 ^ r-
0.1 0.5 1 2 3 C 

FIG. 2 . R e d u c e d s h e a r v i s c o s i t y T)*= rj/nmiOpO^ a s a 

func t ion of V in the t r a n s i t i o n r é g i o n f r o m w e a k t o 

s t r o n g coupl ing 0 . 1 « r « 4 . T h e s o l l d l i n e (WB) 

d é n o t e s the p r é s e n t k i n e t i c - t h e o r y r e s u l t s . T h e d a s h e d -

dot ted l i n e (L) and the dot ted l i n e (BG L) r e p r e s e n t the 

w e a k - c o u p l i n g r e s u l t s g i v e n b y the Landau and B G L 

e x p r e s s i o n s o f , r e s p e c t i v e l y , E q s . (6.4) and (6 .5 ) . 

The d a s h e d l ine (VH) c o r r e s p o n d s to the s t r o n g -

c o u p l i n g r e s u l t s of V i e i l l e f o s s e and H a n s e n [Réf . 2 (e)l . 
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c o u p l e d p l a s m a s w h e n the e q u i U b r i u m p r o p e r t i e s 

a r e u s e d a s inpu t . T o t h i s e n d , w e h a v e u s e d a 

g ê n e r a i k l n e t i c t h e o r e t i c a l s e t u p , s u m m a r l z e d in 

S e c . n , w h i c h f o U o w s c l o s e l y the p r e v i o u s s t u d i e s 

of F o r s t e r ^ and Mazenko ' ' a s a d a p t e d b y o n e of 

us^ '* ' to t he c a s e of C o u l o m b Systems. I t p r o v i d e s 

a n é l é g a n t s c h e m e f o r t he s t u d y of t h e e q u i i i b r i u m 

f l u c t u t a t i o n s and t r a n s p o r t p r o p e r t i e s of t h e c l a s -

s i c a l OCP. In o r d e r to p e r f o r m e x p l i c i t c a l c u l a -

t i o n s , a n a p p r o x i m a t e e x p r e s s i o n of t h e c o l l i s i o n 

o p e r a t o r 2^(1^, z) i s , h o w e v e r , n e e d e d . S u c h a n 

a p p r o x i m a t e c o l l i s i o n o p e r a t o r w a s d e r i v e d in 

S e c . m on t he b a s i s of a s l i g h t l y m o d i f i e d v e r s i o n 

of M a z e n k o ' s F R K T . ' ' T h e r e s u i t , E q . (3 .5) , r e p -

r e s e n t s a r a t h e r s t r a i g h t f o r w a r d g e n e r a l i z a t i o n 

of the B G L t h e o r y . I t d o e s , h o w e v e r , s a t i s f y a 

n u m b e r of a d d i t i o n a l r e q u i r e m e n t s , c o r r e c t i n g 

t h e r e b y a n u m b e r of w e l l - k n o w n d e f e c t s of t h e 

B G L t h e o r y . A m o n g s t t h e m we c i t e t h e f a c t t h a t 

no d i v e r g e n t i n t é g r a i s a p p e a r , t h a t b o t h t h e w a v e -

l e n g t h and f r e q u e n c y d e p e n d e n c e of t he c o l l i s i o n 

o p e r a t o r i s r e t a i n e d , and t h a t the c o l l i s i o n p r o c e s s 

i s r e a s o n a b l y w e l l d e s c r i b e d e v e n f o r f i n i t e c o u p -

l i ng c o n s t a n t s \ = k\/n. F o r i n s t a n c e , a t < = 0 the 

c o l l i s i o n p r o c e s s i s d e s c r i b e d e x a c t l y to a i l o r d e r s 

in X . 

To t e s t o u r a p p r o x i m a t i o n , w e h a v e c o m p u t e d 

the s h e a r v i s c o s i t y of t h e O C P o v e r a w i d e r a i ^ e 

of X v a l u e s c o v e r i n g the f l u id p h a s e . H e r e , b e s i d e s 

t he s t a n d a r d o n e - S o n i n e - p o l y n o m i a l a p p r o x i m a t i o n 

f o r Computing the i n v e r s e of t h e c o l l i s i o n o p e r a t o r , 

o t h e r a p p r o x i m a t i o n s h a v e b e e n n e c e s s a r y . W e 

took t h e point of v i ew t h a t the b e h a v i o r of TJ a s a 

f u n c t i o n of X cou ld b e r e n d e r e d , a t l e a s t q u a l i t a -

t i ve ly , f o r a i l X, w h e n k e e p i n g t h e s t a t i c p r o p e r -

t i e s e x a c t w h i l e u s i n g a r a t h e r n a i v e a p p r o x i m a -

t ion f o r t he d y n a m i c s . T h i s p o i n t of v i e w i s b a s e d 

on the o b s e r v a t i o n tha t , in the p r é s e n c e of t h e 

l o n g - r a n g e d C o u l o m b f o r c e s , t h e s t a t i c p r o p e r -

t i e s b e c o m e , i n d e e d , of o v e r w h e l m i n g i m p o r t a n c e , 

w h i l e , on the o t h e r h a n d , t he d y n a m i c s w i l l a l -

w a y s l e a d to c o m p e n s a t i n g p l a s m a o s c i l l a t i o n s 

w h i c h e m p h a s i z e t h e r e f o r e the s h o r t - t i m e d y n a m -

i c s w h i c h , in t u m , i s t r e a t e d e x a c t l y w i t h i n the 

p r é s e n t a p p r o x i m a t i o n . 

F r o m T a b l e I and F i g . 1 i t c a n b e s e e n t h a t the 

r e s u l t s of t h i s r a t h e r s i m p l e k i n e t i c t h e o r y , w i t h -

out a d j u s t a b l e p a r a m e t e r s , c o m p a r e a t l e a s t 

q u a l i t a t i v e l y w i t h the r e s u l t s o b t a i n e d b y V i e i l l e -

f o s s e and H a n s e r f ' " ' f r o m the f o r m a l i s m of g e n -

e r a l i z e d h y d r o d y n a m i c s w i t h a G a u s s i a n a p p r o x -

i m a t i o n f o r t he m e m o r y f u n c t i o n of the s h e a r 

v i s c o s i t y and f i t t i n g the p a r a m e t e r s of t h e G a u s -

s i a n w i t h the a id of s u m r u l e s . T h è s e a u t h o r s 

a l s o u s e d the s u p e r p o s i t i o n a p p r o x i m a t i o n f o r t h e 

t r i p l e t e q u i i i b r i u m c o r r é l a t i o n f u n c t i o n w h i c h a p -

p e a r e d in t h e i r s e c o n d s u m r u l e . F o r s m a l l e r 

v a l u e s of the c o u p l i n g t h a n t h o s e c o n s i d e r e d by 

the p r e v i o u s a u t h o r s w e h a v e o b t a i n e d , m o r e o v e r , 

the t r a n s i t i o n f r o m t h e s t r o n g - to the w e a k - c o u p -

l i ng r é g i m e w h i c h in t u r n c a n b e a d e q u a t e l y d e s -

c r i b e d by the BGL t h e o r y a s s e e n f r o m T a b l e n 

and F i g . 2 . F i n a l l y t he i m p o r t a n c e of k e e p i n g 

the d e s c r i p t i o n of t he s h o r t - t i m e c o l l i s i o n p r o c e s s 

e x a c t f o r a i l X v a l u e s i s s h o w n q u a n t i t a t i v e l y in 

T a b l e m . 

A s a b y - p r o d u c t , w e a l s o o b t a i n e d a s i m p l e e x -

p l a n a t i o n ^ " " of the a p p e a r a n c e of a m i n i m u m 

in 7}* a s a f u n c t i o n of X, one of t he m o s t s t r i k i n g 

f e a t u r e s of t he r e s u l t s of V i e i l l e f o s s e and H a n -

sen .^ ' * ' I n d e e d , w i t h i n the p r é s e n t k i n e t i c t h e o r y , 

t he s h e a r v i s c o s i t y t] a p p e a r s a s the s u m of two 

p a r t i a l v i s c o s l t i e s �q^^^ and 7],„j, e a c h of w h i c h i s 

s e p a r a t e l y pos i t ive .® Note t h a t o u r a p p r o x i m a t i o n s 

do p r é s e r v e t h i s p r o p e r t y . On d i m e n s i o n a l 

g r o u n d s , one e x p e c t s TĴ Î , w h i c h is p r o p o r t i o n a l 

to t he c o l l i s i o n o p e r a t o r , to i n c r e a s e w i t h X, 

w h e r e a s 77,„j, w h i c h i s i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l t o 

the c o l l i s i o n o p e r a t o r , t o d e c r e a s e w i t h X and 

h e n c e t h e i r s u m i s b o u n d to e x h i b i t a m i n i m u m . 

T h i s p r o p e r t y , w h i c h i s c e r t a i n l y t r u e f o r s m a l l 

X, i s s e e n h e r e to p e r s i s t f o r l a r g e X. I n d e e d , 

f r o m E q s . (5 .2) a n d (6 .3) w e s e e t h a t TJJĴ  i n c r e a s e s 

a s T^'^, w h e r e a s E q s . (5.5) and (6.2) i n d i c a t e t ha t 

rjfnd d e c r e a s e s r o u g h l y a s r"^^'" [ h e r e T i s s i m p l y 

r e l a t e d t o X b y E q . (5 .1) ] . T h e b e h a v i o r of ?)* a s 

a f u n c t i o n of T r e f l e c t s t he b e h a v i o r of T; a s a 

f u n c t i o n of t h e i n v e r s e t e m p é r a t u r e T" ' . N o t e a l s o 

t h a t t he b e h a v i o r of 77 a s a f u n c t i o n of t he d e n s i t y 

n i s g i v e n b y r^ '^77*(r) (wh ich i s s e e n to i n c r e a s e 

m o n o t o n i c a l l y w i t h T~n^'^). T h e v e r y p o s i t i o n 

of t he m i n i m u m of r\*{T) i s , h o w e v e r , s e e n t o d é -

p e n d on t h e a p p r o x i m a t i o n s a s w e l o c a t e i t a t 

r ~ 8 , w h e r e a s V i e U l e f o s s e and H a n s e n d id f ind 

r ~ 2 0 . H e n c e , in o r d e r to s e l e c t a b e t t e r t h e o r y 

and t e s t t he a p p r o x i m a t i o n s , a d i r e c t m o l e c u l a r -

d y n a m i c s c a l c u l a t i o n of 77 w o u l d b e of m u c h i n t e r -

e s t . 

In f a c t , v e r y r e c e n t l y , a f t e r t h i s w o r k w a s c o m -

p l e t e d [ s e e R é f . 5(d)] , w e l e a r n e d a b o u t a m o l e c u -

TABLE i n . Reduced kinetic shear viscos i ty 7)J=T)J/ 
nmopO^ as computed from Eq. ( 5 . 1 1 ) oompared with the 
results {)J obtained from Eq. (6.6) based on a symmetrlc 
vertex renormallzation. 

r Tj* 

0 . 1 8 7 1 1 7 1 . 3 5 

2 0 . 3 5 0 . 5 3 1 . S 4 

6 0 . 0 5 8 0 . 0 8 6 1 . 4 7 

2 0 0 . 0 0 8 9 0 . 0 1 2 1 . 3 8 

1 0 0 0 . 0 0 0 7 5 0 . 0 0 0 9 7 1 . 3 0 
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l a r d y n a m i c s ( M D ) c a l c u l a t i o n of t h e G r e e n - K u b o 

f o r m u l a f o r t h e s h e a r v i s c o s i t y . ^ ^ T h e r a t i o , rj^yg/ 

7)̂ 05 of o u r r e s u i t ( % B ) t o t h e m o l e c u l a r - d y n a m i c s 

o n e (7)„p) r e a d s , TJWBAMD = 0 - 9 7 , 0 . 8 6 , a n d 1 . 2 2 f o r , 

r e s p e c t i v e l y , r = 1 . 0 , 1 0 . 4 , a n d 1 0 0 . 4 , w h i c h a r e 

t h e t h r e e v a l u e s of r c o n s i d e r e d i n t h è s e M D e x -

p e r i m e n t s . T h e s t a t i s t i c a l e r r o r s i n t h è s e e x -

p e r i m e n t s h a v e b e e n e s t i m a t e d ' ^ t o b e of t h e o r d e r 

of 1 5 % . H e n c e , t h e a g r e e m e n t w i t h o u r r e l a t i v e l y 

s i m p l e k i n e t i c t h e o r y , w i t h o u t a d j u s t a b l e p a r a -

m e t e r s , i s r a t h e r g o o d . 

ACKNOWLEDGMENTS 

W e t h a n k J . P . H a n s e n f o r p r o v i d i n g u s w i t h t h e 

t a b u l a t e d v a l u e s of S(k) r e f e r r e d t o i n S e c . V I B . 

O n e of u s ( M . B . ) i s C h e r c h e u r Q u a l i f i é d u F o n d s 

N a t i o n a l B e l g e d e l a R e c h e r c h e S c i e n t i f i q u e . 

See , for e x a m p l e , S. I ch imaru , Basic Principles of 

Plasma Physics (Benjamin, New Y o r k , 1973) . 

^(a) J . P . Hansen, P h y s . R e v . A 6, 3096 (1973); (b) E . L. 

Po l lock and J. P . Hansen, ibid. 8, 3110 (1973); (c) J. P. 

Hansen, I. R. M c D o n a l d , and E. L. P o l l o c k , ibid. 11, 

1025 (1975); (d) J . P . Hansen and I. R . McDonald, 

ibid. 11 , 2111 (1975); (e) P . V i e i l l e f o s s e and J . P . 

Hansen, ibid. 12, 1106 (1975); (f) S. Galam and J . P . 

Hansen, ibid. 14, 816 (1976); 

' (a) S. Ichimaru, P h y s . Rev. A 2, 494 (1970); (b) H. Totsuj i 

and S. Ichimaru, P r o g . T h e o r . P h y s . 50 , 753 (1973); 

(c) H. Totsuj i , and S. Ich imaru , ibid.'E^, 42 (1974); 

(d) S. I ch imaru , H. Tot su j i , T . T a n g e , and D. P i n e s , 

P r o g . Theor . P h y s . 54 , 1077 (1975). 

*(a) H. Gould and G. F . Mazenko, P h y s . R e v . Lett . 35 , 

1455 (1975); (b) H. Gould and G. F . Mazenko , P h y s . 

Rev. A 15, 1274 (1977). 

*(a) M. B a u s , P h y s i c a 79A, 377 (1975); (b) M. B a u s , 

Phys . Rev . A 15 , 790 (1977); (c) M. Baus and 

J . Wallenborn, J . Stat. P h y s . 16, 91 (1977); (d) 

J . Wallenborn and M. B a u s , P h y s . Let t . 61A, 35 

(1977); (e) M. B a u s , P h y s i c a (Utr.) 88A, 319 (1977); 

88A, 336 (1977) . 

^D. F o r s t e r , P h y s . R e v . A 9 , 943 (1974). 

' G . F . Mazenko, P h y s . Rev . A 9 , 360 (1974). 

'M. Lindenfeld, P h y s . Rev . A 15 , 1801 (1977). 

' j . P . Hansen (private communica t ion) . 

'"j . F . Spr inger , M. A . P o k r a n t , and F. A . S t e v e n s , J r . 

J . C h e m . P h y s . 58 , 4863 (1973). 

" E . Braun, P h y s . F lu ids 10 , 731 (1967). 

'^B. Bernu , P . V i e i l l e f o s s e , and J . P . Hansen , 

Phys . Lett. 63A, 301 (1977). 




