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L'ALGÈBRE DE FOURIER
D'UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT ;

PIERRE EYMARD (1)
(Nancy).

Cet article décrit une méthode permettant d'étendre aux groupes
localement compacts quelconques un certain nombre de résultats de
l'analyse harmonique sur les groupes abéliens.

Le cas de ces derniers est désormais classique : qu'on se reporte, par
exemple, à l'Ouvrage de W. RUDIN [26]. Rappelons-en quelques points.
Soit r un groupe localement compact abélien, et soit G son groupe dual.
La théorie décrit notamment l'algèbre de convolution M1 (F) des mesures
de Radon bornées sur r et sa sous-algèbre L^T) des fonctions inté-
grables pour la mesure de Haar sur F. Par transformation de Fourier,
M^r) et L^F) deviennent des algèbres de Banach, notées B(G)
et A (G) respectivement, de fonctions définies sur G, avec, pour norme
de la transformée de Fourier de la mesure .̂, la masse de | pL[. Les résultats
les plus significatifs se rapportent aux idéaux de A (G); entre autres :

i° L'espace topologique des idéaux maximaux ou spectre de Gelfand
de A (G) s'identifie naturellement à G;

2° On connaît des conditions suffisantes pour qu'une fonction f appar-
tenant à L' (JT) soit limite faible de combinaisons linéaires de carac-
tères appartenant au spectre de f; parmi ces énoncés de synthèse spectrale,
les plus importants furent, dans l'ordre chronologique, le théorème
taubérien de WIENER-GODEMENT ([35], [16]), le théorème sur les idéaux
primaires de BEURLING-KAPLANSKY ([2], [20J), et enfin, les englobant,
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un théorème dont l'origine remonte à DITKIN [10], démontré par
S. AGMON et S. MANDELBROJT [1] pour G == R, et par H. HELSON
([18], théorème 2) pour G abélien.

Ces résultats, nous les avons plus particulièrement cités parce qu'ils
reçoivent aux chapitres 3 et 4 du présent Mémoire une formulation
valable pour tout groupe localement compact G. Mais en l'absence,
dans le cas général, de groupe dual r, il nous a fallu d'abord définir
et étudier les algèbres B( G) et A (G) en soi, sans recourir, via la trans-
formation de Fourier, à des algèbres de mesures.

B (G) est l'algèbre commutative des combinaisons linéaires complexes
de fonctions continues de type positif sur G, avec la norme d'espace
de Banach dual de la (7-algèbre du groupe G. Le chapitre 2 expose les
propriétés de B(G) et de ses sous-espaces B^ (G) associés aux classes
d'équivalence faible, au sens de J. M. G. FELL [14], de représentations
unitaires continues de G. Les raisonnements s'appuient de façon essen-
tielle sur les notions, brièvement rappelées au chapitre 1, d'algèbre de
von Neumann biduale d'une C*-algèbre, et de valeur absolue d'une forme
linéaire sur une C*-algèbre (cf. Z. TAKEDA [3l], A. GROTHENDIECK [17],
S. SAKAI [27], M. TOMITA [33]). Les propriétés fonctorielles de l'appli-
cation G-^By(G) sont mises en évidence; notamment, on obtient
en (2.24) une extension à un groupe quelconque d'un théorème dû à
S. BOCHNER [3] et I. J. SCHOENBERG [28] pour G = R, et à
W. F. EBERLEIN [11] pour G abélien.

L'algèbre de Fourier A (G) est définie au début du chapitre 3 : c'est
la sous-algèbre de Banach de B (G) engendrée par les fonctions continues
de type positif à support compact. L'espace de Banach dual de A (G)
s'identifie, au théorème (3.io), à l'algèbre de von Neumann VN(G)
engendrée par les opérateurs de translation à gauche dans L^G), la
topologie faible des opérateurs apparaissant comme topologie faible de
la dualité avec A (G). Ici, comme en maintes occasions, VN(G) joue
donc le rôle dévolu à .L°°(r) dans le cas abélien. On démontre pour A (G)
un certain nombre de propriétés familières dans le cas classique, par
exemple l'existence de partitions de l'unité, et l'identité de A (G) avec
l'ensemble des fonctions f -Ar g , où f et g parcourent L^G). Les relations
de A (G) et VN(G) avec la théorie des distributions sur les groupes
(cf. F. BRUHAT [6]) sont analysées, mais on notera que l'ensemble de
nos résultats est établi indépendamment de cette théorie, donc ne repose
pas sur la solution du cinquième problème. En (3.34), enfin, est énoncé
le résultat principal du chapitre, concernant le spectre de Gelfand
de A (G), et son corollaire, l'extension à un groupe localement compact
quelconque du théorème taubérien de Wiener-Godement.

Le chapitre 4 est consacré à la synthèse spectrale. On commence par
définir et étudier la notion de support d'un opérateur T appartenant
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à YN(G), notion qui joue dans la question le rôle tenu, dans le cas
abélien, par le spectre d'une fonction f appartenant à L^r). Puis on
donne deux démonstrations essentiellement différentes, dont l'une fondée
sur la théorie des distributions, d'un énoncé qui généralise aux groupes
non nécessairement abéliens le théorème de Beurling-Kaplansky.
(A. GROTHENDIECK m'a dit avoir obtenu cet énoncé, qu'il n'a pas publié,
et que j'ai établi indépendamment.) L'article s'achève sur une extension
du théorème de Ditkin; la formulation n'en est absolument satisfaisante
que pour les opérateurs obéissant à une certaine condition (H), mais
nous n'avons pas réussi à construire un exemple d'opérateur qui ne
remplisse pas cette condition.

Les résultats obtenus ont été annoncés dans [13].
Le présent travail constitue une partie de ma thèse. Au cours de son

élaboration, de fructueuses conversations avec M. J. DIXMIER m'ont
bien souvent mis sur la voie. Qu'il veuille trouver ici l'expression de ma
profonde reconnaissance.

CHAPITRE 1.

PRÉLIMINAIRES.

Avant toute considération sur les groupes, rappelons sans démons-
tration quelques propriétés des C*-algèbres, que nous aurons à utiliser.

( l . i ) L'algèbre de von Neumann biduale d'une C*-algèbre.

Soit M une C*-algèbre. Soit M' l'espace de Banach des formes linéaires
continues sur M, soit M'}, l'ensemble des uç.M' qui sont hermitiennes
[i. e. telles que u (T*) = u(T) quel que soit TçM], soit M+ l'ensemble
des ueM/, qui sont positives [i. e. telles que u(TT*)^o quel que
soit Te M]. Toute uçM'^ définit, comme il est décrit par exemple dans
C. E. RICKART ([25], chap. IV, § 5), une représentation TT,, de M dans
un espace hilbertien S€u. Soit TS la représentation somme des TT^, laquelle
s'effectue dans l'espace ^C^, somme hilbertienne des ^ quand u
parcourt M^. Alors, d'après Z. TAKEDA [3l], A. GROTHENDIECK [17],
on sait que OT applique isométriquement M dans l'algèbre -x°(^j) des
opérateurs bornés sur ^C^, et que la bitransposée de l'application CT
[quand ^(^cr) est muni de la topologie faible, donc réflexif] identifie
isométriquement le bidual de l'espace de Banach M à l'algèbre de
von Neumann M" engendrée par rs(M) dans ^(^cr). De plus, la topo-
logie faible v(M", M') de dualité est identique à la topologie ultrafaible
des opérateurs de M", et les éléments de M' [resp. M'/,, resp. M'^\ corres-
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pondent exactement aux formes linéaires ultrafaiblement continues
[resp. ultrafaiblement continues hermitiennes, resp. positives normales]
sur M". L'algèbre M." ainsi décrite sera dite l'algèbre de von Neumann
biduale de la C*-algèbre M.

On a, de plus, la propriété suivante : toute représentation TT de M
dans un espace hilbertien ̂  s'écrit de façon unique TT = T T ^ O ?n, où v."
est une représentation normale de l'algèbre de von Neumann M"
dans ̂ , T:" s'obtenant d'ailleurs en bitransposant l'application n de M
dans -^(^).

(1.2) Décomposition de Jordan et décomposition polaire d'une
fonctionnelle.

Soit M" une algèbre de von Neumann (on songera en particulier au
cas où M" est la biduale d'une C^-algèbre), soit M' (resp. M'j,, resp. M'+)
l'ensemble des formes linéaires ultrafaiblement continues (resp. ultra-
faiblement continues hermitiennes, resp. positives normales) sur M".
Alors, d'après A. GROTHENDIECK [17], toute uçM'/, s'écrit de façon unique
sousiaformeu == u+—u-, où u+çM^ u-ç.M'+,etoù\\ u |[ = || u+\\ + [| u~\\
(décomposition de Jordan de u).

Si T ç.M" et si uçAT, notons Tu l'élément de M' défini par : quel
que soit S ç.M", < 5, Tu > == < 5T, u >. Alors, d'après S. SAKAI [27],
M. TOMITA [33], EFFRÔS [12], pour tout uç.M', il existe un couple (V, p)
et un seul avec les propriétés suivantes :

a. peM+ et ||p |] == || u [ ] ;
b. V est un opérateur partiellement isométrique de M" dont le projec-

teur final est égal au support de p ([9], p. 61);

c. u == Vp, p = VU

On dit que p est la valeur absolue de iz, et on la note | u |. L'égalité
u == V\u\ s'appelle la décomposition polaire de u. De plus, la « valeur
absolue » \u\ de u est Punique élément de M'+ qui vérifie les conditions :
(1.3) | | |u | [ [ = | | u [ | et, quel que soit Te M",

\^T,uy\^\\u[\^TT\\u\y

(cf. M. TOMITA [33], p. 67); si, plus précisément, M" est la biduale d'une
C*-algèbre M, il suffit même de vérifier (1.3) pour les T ç.M. Enfin,
si u est hermitienne, et si u = «+—u~ est sa décomposition de Jordan,
alors on a | u 1 == u^ + u~, et donc

u+=ï(u+\u\) et u-^^du^—u)

(cf. [33], p. 68).



ALGÈBRE DE FOURIER. l85

Notations et formulaire.

Soit G un groupe localement compact. On désigne par M1 (G) l'algèbre
de Banach involutive des mesures complexes bornées sur G, pour le

produit de convolution, la norme || ̂  [|i == j d \ p. \ (x), et l'involution

isométrique ^->^, où d^(x) = d^(x~1). On note ôa la masse i au
point a e G.

On désigne par e(G) l'ensemble de toutes les fonctions continues,
à valeurs complexes, définies dans G, et par L(G) le sous-ensemble
de celles qui sont à support compact. Une mesure de Haar à gauche dx
sur G est choisie une fois pour toutes. Pour i ̂  p ̂  +oc ? oi1 définit
comme d'habitude les espaces LP(G) relatifs à dx.

Pour toute fonction complexe ^sur G, adoptons les notations suivantes :

f(x) = f^) ; f(x) = f(x-1) ; af{x) = f(ax) ; fa (x) = f(xd).

Notons x->.\(x) le module du groupe G. On rappelle les formules :

(1.4) fh(x) d^(x) ==fh(x) d^(x),

(1.5) ff(xd) dx - A (a)-1^^) dx,

(1.6) ff(x-1) A (x-1) dx =ff(x) dx,

(1.7) ^ * f = a-^\ f * ̂  = A (a)-1 fa-^

où
hçL(G), feL^G), açG, ^çM^G).

On rappelle que, par l'application f-> f(x) dx, L^G) s'identifie iso-
métriquement à un idéal bilatère fermé de M1 (G). Restreinte de M1

à L1, l'involution est donnée par la formule

(1.8) r=fA-.
De plus, on a la formule

(1.9) (.-fr==A(a)(D..
Enfin, nous notons P(G) l'ensemble des fonctions continues de type

positif sur G, et nous renvoyons à R. GODEMENT [15] en ce qui concerne
les principales propriétés de ces fonctions.
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Les C*-algèbres du groupe G.

Désignons par i l'ensemble de toutes les (classes de) représentations
unitaires continues de G. Si 7:ei, et si ̂  est l'espace de la repré-
sentation TT, on sait que TT se prolonge par la formule

^-^n^)=J7:(x)d^(x)

en une représentation de l'algèbre involutive M1 (G) dans -^, dont la
restriction à L^(G) est non dégénérée.

Soit ^ une partie de i. Pour toute ^eM'(G), posons

(l.io) . 11^11^= sup | |[7r(^)[|[,
r^ç-s

où |||7r(^)||| désigne la norme dans ^(^) de l'opérateur T:(^). Il est
immédiat que ̂ -> |[ ^ ||^ est une semi-norme sur l'espace vectoriel M' (G),
et que, pour ^.eM', ^çM\ feL\ a e G, 6 € G, on a les formules

( II^^II^IMUMh,;
( 1 - 1 1 ) ll^-ll^; ll^*^ll^ll^llâ;

( 1 1 ^ 1 1 ^ 1 1 ^ 1 1 . ; 11^= ll/^; IIAII^A^)-1!!/'!^

L'ensemble N^ des feL1 telles que, quel que soit T: e cS', on ait r.{f) == o,
est un idéal bilatère autoadjoint de L1. Si / désigne la classe de f dans
l'algèbre involutive quotient L^N^, le nombre

( 1 - 1 2 ) \\fL=\\f^
ne dépend pas du représentant f choisi dans f, et définit une norme
pour laquelle il est clair, d'après (1.11), que L1/^ est une algèbre
normée, à involution isométrique, vérifiant

ll̂ r!l.=ro.
De plus, G opère par translation à droite et à gauche dans I^/N^, et l'on a

11^=11/IL=A(6)||ML.
(l . i 3) DÉFINITION. — On note C^(G) l'algèbre de Gelfand-Neumark
obtenue en complétant L^N^ pour la norme (1.12).

Les opérateurs de translation par les éléments de G se prolongent de
façon unique à C^(G'), avec

I I .9 11^ = I I 9 11^ -A^) [ ] ̂  pour tout gçC^(G).



ALGÈBRE DE FOURIER. 187

(1. i4) EXEMPLE 1. — Si ^ =•• ^ est l'ensemble de toutes les classes de
représentations unitaires continues de G, on a NS = f o } ; on notera
simplement C*(G) l'algèbre C^(G) ainsi obtenue en complétant L^(G)
pour la norme || /'||s. Ses propriétés sont bien connues : cf. J.M. G. FELL[14].
On sait qu'il y a une bijection canonique de ^ sur l'ensemble des classes
de représentations non dégénérées de l'algèbre involutive C*(G); si TTC I,
on notera encore TT son « prolongement » à C*(G). Pour éclairer la défi-
nition (1. i3), remarquons que, en fait, pour chaque ̂ c -S, l'algèbre C^(G)
s'obtient à partir de C*(G) par passage au quotient; de façon précise :

(l . i 5) PROPOSITION. — Soit ^c^, et soit N'^ l'intersection des noyaux
dans C*(G) des TT€^ [prendre garde qu'en général N'g est strictement
plus grand que l'adhérence de N^ dans C*(G); cf. ci-après (l.iô)].

Alors l'application f->f de L^(G) sur L^N^ se prolonge en un homo-
morphisme surjectif de C*-algèbres, a^ : C\G)-> C^(G), de noyau N'^.

DÉMONSTRATION. — Comme l l f H ^ ^ I I / ' l l s , f—^f se prolonge par
continuité en un ^r-homomorphisme a^ : C* ( G) ->Cy( G) diminuant
les normes. L'homomorphisme a^ est surjectif, car l'image, partout dense
dans C^(G) puisqu'elle contient DfN^ y est aussi fermée, en vertu des
propriétés des homomorphismes de C*-algèbres (cf. [24], p. 326). Soit
g ç N y ; si fn^L1 est une suite telle que [| g—fn\\^ tende vers zéro,
on a a fortiori

lim | [ fn | [^ = o, donc a^ (g) == lim o^ (fn) = o.
n n

Réciproquement, soit gçC*(G) tel que a^(^) = o; il existe une suite
fn^L1 telle que [ I fn\\^ == || fn\\^ tende vers zéro, et telle que

sup]|[7r((7)--7r(/,)|||^||^-/,||s
7Î € •§

tende vers zéro; d'où l'on déduit, en faisant tendre n vers l'infini, que

^Plll71^)]!! ̂ ^ donc 9^N'^^ç-s

Remarquons que l'^-isomorphisme C* ( G)/N^-^ C^ ( G) que nous
venons de définir est même isométrique (cf. [24], p. 822).

(1.16) EXEMPLE 2. — Considérons la partie ^ = { p { de 1- réduite à la
seule représentation régulière gauche p de G dans 1^(6), dans laquelle,
si ^eM^G), p(p-) est l'opérateur h->^-kh dans L^G). Conuen-
tionneîlement, dans toute la suite, si T est un opérateur borné sur ^(G),
on notera | |r| |p sa norme d'opérateur. On a évidemment N p = = { o } ,
ce qui permet d'identifier, comme nous le ferons toujours, C^(G) à la
sous-algèbre uniformément fermée de -^(L^G)) engendrée par les
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opérateurs p(f), où fç.Ll(G) [ou aussi feL(G), ce qui revient au même];
cette identification respecte les normes. On prendra garde que, pour
certains groupes, on n'a pas Np= { o j , et donc que les algèbres C*(G)
et C^(G) diffèrent essentiellement; cette circonstance se produit exacte-
ment quand G ne possède pas la propriété (R) d'approximation
suivante :

(R) La constante i est limite uniforme sur tout compact de fonctions f-k f,
où fçL(G) (cf. R. GODEMENT [15], problème 5; H. YOSHIZAWA [36];
0. TAKENOUCHI [32]; W. F. DARSOW [8]).

(1.17) EXEMPLE 3. — Supposons G abélien, de groupe dual G. Prenons
^cG; soit ^ son adhérence dans &. Alors N^=N^ est l'ensemble
des fç. L1 ( G) dont la transformée de Fourier f s'annule sur cS. On a N^ == o
si et seulement si "S est partout dense dans ô; dans ce cas,

et C^(G) = C^(G) = C*(G) s'identifie, par la transformation de Fourier,
à la C*-algèbre commutative <3o(ê) des fonctions continues sur d
tendant vers zéro à l'infini. Si ^ n'est pas dense dans G, alors L^N^
s'identifie à l'algèbre des restrictions à ^ des fonctions f, où fç.U(G),
munie de la norme de la convergence uniforme sur eS, donc C^(G)

s'identifie à ^o(^).

(l.i 8) EXEMPLE 4. — Désignons par Gd le groupe G rendu discret,
Nous étudierons en (2.20) les relations entre les duals de C*(G) et Cf(Gw).
Notons que, si G est abélien, C^(Gd) s'identifie à la C^-algèbre des
fonctions presque-périodiques sur G.

Formes linéaires positives sur C^(G).

(1.19) Si ueP(G), on associe canoniquement à u une représentation
unitaire TTu de G et un vecteur totalisateur ^ € ^€^ tels que u(x) = (rr^ | i)
pour tout xç. G (cf. [15], p. 21). On sait qu'il existe une bijection u—^u
de P(G) sur l'ensemble des formes linéaires positives sur C*(G), corres-
pondance caractérisée par la formule

^(f)== ff(x)u(x)dx si feL^G)
^G

et, en outre,

(1.20) ^(9)=(^(9W) si gçC^(G).

De plus, on a |] ^u \\ == u(e).
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A cause de (1. i5), l'ensemble des formes linéaires positives sur C^(G)
s'identifie à une partie de P(G), caractérisée par la proposition suivante,
due essentiellement à 0. TAKENOUCHI [32] et J. M. G. FELL [14].

(1.21) PROPOSITION. — Soit -S une partie de I, et soit u ç. P( G). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) pour la convergence compacte sur G, u est limite de sommes de fonc-
tions de type positif associées à des TT€^ ;

(ii) le noyau dans C*(G) de Uu contient V intersection des noyaux
dans C*(G) des nç^;

(iii) l'Z existe une forme linéaire positive cp sur U algèbre involutive C^(G)
telle que, pour toute fç.D(G) de classe f dans L^Ny, on ait

(1.22) cp(f)== Cf(x)u(x)dx.

DÉMONSTRATION. — Pour l'équivalence (i)<==>(ii), se reporter à
J. M. G. FELL [14]. Montrons l'équivalence (ii) <==> (iii). Soit N^ l'inter-
section des noyaux dans C*(G) des TTE^. L'assertion (ii) énonce
que 7^u(g) == o pour tout g ç N ' ^ , ce qui équivaut à

(iiy(Tr^) Ç [ ^) = o pour tout geN^,

comme il résulte immédiatement du fait que ^ est totalisateur et de la
remarque que N'^ est un idéal bilatère de C*(G). Mais, en vertu de (1. i5),
les formes linéaires positives sur C^(G) proviennent exactement des
formes linéaires positives sur (^(G) qui sont nulles sur A^. Donc,
(iii) équivaut à ^n{g) == o pour tout g e N ' ^ , c'est-à-dire à (ii)',
d'après (1.20).

DÉFINITION. — On notera P^(G) l'ensemble des uçP(G) qui satisfont
aux propriétés équivalentes (1.2i).

J. M. G. FELL [14] introduit la notion suivante. Si ^ et ^ sont deux
parties de 1, disons que ^ est subordonnée à 'S si N^cN^. (FELL dit :
weakiy contained.) D'après (1.2i), il revient au même de dire que
^(^^^(G). La précision suivante nous servira :

(1.23) LEMME. — Pour que ^ soit subordonnée à ^S, il faut que, pour
toute ^çM^G), on ait || ̂  |[^[| ̂  |[^, et il suffît que, pour toute fçL1 (G),
on ait \\f\\^\\f\\^

DÉMONSTRATION. — En efîet, si cette dernière condition est remplie,
et si uçP^(G), on a, pour fçD(G),

ff(x)u(x)dx ^\\f\^u(e)^\\f\^u(e);
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par suite, u définit une forme linéaire continue et positive sur I^/AT^,
laquelle se prolonge en une forme positive sur C^(G) vérifiant (1.22);
donc uçP^(G).

Réciproquement, puisque, d'après (l.i5), \\f[\^ est la norme quotient
de ^(f) dans C*(G)/A^, il est clair que l'hypothèse A^cNg entraîne
qu'on a

\\f\\^\\f\\^ pour toute /eL^G).

Par régularisation, nous allons étendre cette inégalité aux p-eM^G).
Soit V l'ensemble filtrant des voisinages de e et, pour chaque VçV,
soit kf une fonction ^o, à support compact contenu dans V, et telle
que I I k/ i i == i. Si l'on pose />=== ^ ̂  kr, on sait que les mesures f^(x) dx
convergent vers ^ selon V dans M1 (G) muni de la topologie faible de
dualité avec l'espace des fonctions continues bornées sur G. Soient 7re2,
et £, -n des vecteurs de <^. Puisque

(7r(^.)Ç 7i)=: j(^(x)^\ri)d^(x)

== lim f(n(x) Ç | vî) fr(x) dx = lim(7r(^) , | -n),
v J v

dans c'(X7^) l'opérateur 7:(p) est limite des ^{fr) faiblement et même
ultrafaiblement, car les ^(/V) restent dans une boule fermée de ^(^7:) :

III ̂ (^)lil^ 1 1 1 ^ ) 1 1 1 ;

de telles boules étant faiblement fermées, on a même

|||7r(^)[||=sup|||7r(/>)[|[.
rçv

Puisque ^ est subordonnée à eS, on a, pour toute Tre^,

| | |7r(^|| |-sup|[[7r(f,)[| |^sup||^||^
/'e^ vç.v

^ SUp I I ^11^= SUp SUp [|| 7T(/)) I I I == |[ .̂ [|^
^ey ^e^^e^

donc
UL L>-^1 1 IIS-

C. Q. F. D.

(1.24) Disons que deux parties ^ et ^ de î sont coordonnées (FELL dit
weakiy équivalent) si chacune est subordonnée à l'autre, autrement dit
si N^ = N^, ou encore si P^ == Pg. Pour cela, il suffit que, pour toute
feL\(G), on ait ||/'||^= |[ f\\^, et il faut que, pour toute ^eM^G),
on ait ||^.|]^ = [1^11^ .

Si c'est le cas, les algèbres C^(G) et C^(G) sont égales.



ALGÈBRE DE FOURIER. 191

On sait (cf. R. GODEMENT [15], p. 43; J. M. G. FELL [14], p. 875) que,
pour toute eS c I, il existe un fermé et un seul du dual G de G qui soit
coordonné à cS', « l'analyseur de cS ». L'ensemble des C^ peut être indexé
par l'ensemble des fermés de G; la relation de subordination dans î
se traduit sur les analyseurs par la relation d'inclusion des parties
fermées de G. On a C^(G) == Cê(G). Pour que C*(G)=q(G),
i. e. pour qu'on ait la propriété (R) citée en (l.i6), il faut et il suffit
que toute représentation unitaire irréductible de G soit subordonnée à
la représentation régulière gauche. Tel est le cas, par exemple, des
groupes abéliens, et des groupes compacts.

(1.25) Pour terminer ces rappels, précisons, d'après 0. TAKENOUCHI [32]
et W. F. DARSOW [8], que, parmi les uçP(G), les fonctions u appar-
tenant à P^(G) sont celles qui remplissent les conditions équivalentes
qui suivent : u est limite, pour la convergence compacte sur G :

(i) de fonctions f^f, où fç.L(G);
(ii) de fonctions appartenant à (PnL)(G);
(iiï) de fonctions appartenant à (PnL^G). Dans ce cas particulier,

ces assertions complètent (1.2i).

CHAPITRE 2.

L'ALGÈBRE DE FOURIER-STIELTJES B (G).

Propriétés générales.

(2.i) PROPOSITION. — Soit u une fonction sur G, et soit ^ une partie
de I-. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est combinaison linéaire, à coefficients complexes, de fonctions
appartenant à P^(G);

(ii) il existe T T C ^ L , subordonnée à cS', et des vecteurs '^, Y] dans ̂  tels
que u(x) =.{7:(x)i ri)',

(iii) la fonction u est continue bornée sur G, et

SUD / f(x)u(x)dx < +00.
/e^(G'), ii/i 1^1 J " /

DÉMONSTRATION. — (i) => (ii). Puisque, d'après (1.2i), (ii), toute
uçPy(G) satisfait à (2.i), (ii), il suffit de voir que les fonctions rem-
plissant (2. i), (ii) forment un espace vectoriel. Soient TTi et 712 des repré-
sentations subordonnées à ^, a. et Yîi des vecteurs de S€^, £2 et ^.2 des
vecteurs de c'»C ,̂ Ai et ')^ des scalaires. Alors la représentation TTi ® 712,
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qui s'effectue dans 3€^ (B^a, est encore subordonnée à cS', car
N^r\N'^=N^^; de plus,

^1 (7r! (̂ ) Si 1 ^l) + ^2 (7T2 (^) ^2 | ^2) == (TTl © 7:2 GK) (Ai ̂ i, 7i ̂ 2) 1 (r]l, TÎ2)).

(U) =^ (iii). Car, puisque TT est subordonnée à e^, on a d'après (1.23),

\ff(x)u(x)dx =|(7r(f)S|ï î) 1^111 Tr(f) I I I I S I . I T Î I

-ll/IUSI.M^II/'ySI.M.

(iiï) => (i). Car (2.2) exprime que u définit une forme linéaire continue
sur C^(G), donc une combinaison linéaire de formes positives, lesquelles
sont données par (l.ai), (iii).

(2.2) DÉFINITION. — On notera B^(G) l'ensemble des fonctions qui
satisfont aux conditions équivalentes (2.i). On notera simplement B(G)
U ensemble B^(G) des combinaisons linéaires de toutes les fonctions
continues de type positif sur G, autrement dit, l'ensemble de tous les
coefficients (n (x) Ç | -n) des représentations unitaires continues de G.
Pour uçB^g, on pose

== sup / f(x) u(x) dx
/e^^iVil^i J

[Cette quantité est indépendante de ^; cf. (2.6), i°.]
En vertu de (2.i), (iii) et de (1.19), B (G) s'identifie au dual topolo-

gique de l'espace de Banach C*(G) par la formule

(2.3) < / ; y > = ff(x)u(x)dx, où feL^G), uçB(G);

on a

(2.4) <^">=(^HI^ si gçC^(G) et si u (x) == (T: (x) \-n).

Munissons B(G) de la norme duale, i. e, posons, pour toute uçB(G),

(2.5) [ | u | ] = = sup ff(x)u(x)dx
/e^(G),n/iis^i J

EXEMPLE. — Si G est abélien, il résulte du théorème de Bochner
que B(G) est l'espace de Banach des transformées de Fourier u des
mesures ^eM^G), avec la norme || u || = || ̂  ||i.

(2.6) REMARQUES.

1° Soit ^ une partie de î. Puisque, d'après (l.i5), C^(G) s'identifie
isométriquement à un quotient de l'espace de Banach C*(G), son
dual B^(G) est un sous-espace vectoriel fermé de B (G), et, si uçB^(G),
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les normes de u définies par (2.2) et (2.5) sont égales. En particulier,
si uçB^(G), on a

| u [ | == sup / f(x) u(x) dx ,
ffEL(G),\\f\\^l J

formule qui, dans certains cas, sera plus commode que (2.5).

2° Soit uçB^cB. De (1.6) et (1.8), on déduit immédiatement que
la forme linéaire définie par u sur C^ est hermitienne si et seulement
si u = u. D'autre part, en vertu de (1.2), si u == u, en considérant
que uçB, on a une décomposition de Jordan de u

(2.7) u==u-—u- (^eP.u-eP), \\u\\ ^u^Çe)+u-(e).

Considérant maintenant que uçB^, on a une décomposition de Jordan

u = z4— u^ (u^eP^ u^çP^), I I u I I == u^(e) + u^(e).

Mais il n'y a pas lieu de faire cette distinction, car on a

u^ == u^ et u^ == u~,

sinon l'unicité de la décomposition (2.7) dans B serait infirmée. De même,
si u e B^, la valeur absolue | ;z | de la fonctionnelle u sur C^ est indé-
pendante de ^, comme il résulte immédiatement de la caractérisation
de | u | citée en (1.2) d'après M. TOMITA : | u \ est l'unique élément
de P(G) vérifiant \\u\\ =|u|(e) et, pour toute fç.U(G\ l'inégalité

(2.8) [ ff(x) u(x)dx ^H u IIJ7* r(x)[ u\ (x) dx.

On voit donc que, si u appartient à B^ (G), alors [u\ appartient à P^(G),
ainsi que u+ et u~ si u = 5.

3° Soit CT la représentation de C*(G) somme des TT^, où ueP(G),
qui conduit à [^(G)]" comme on l'a décrit en (1. i). [C*(G)r est l'algèbre
de von Neumann engendrée dans ^(^vj) par les ^(/), f^L^G), donc
aussi par les ^(x), où rce G, car ^(L1) et ^(G) ont même commutant
dans x^Xcj). Soit ^ç.Ml(G), et soient y^ les régularisées de ^ intro-
duites dans la démonstration de (1.23). Puisque rs(y) est limite ultra-
faible des ?n(/>), on voit que ^(y) appartient à [C^G)]". De plus,
B(G)==[C*(G)}', et, de la formule

(f^u>=jf^(x)u(x)dx,^^(f^),u>=j f,

où uejB(G), on déduit, en passant à la limite que, dans la dualité
entre B(G) = [C*(G)]' et [C*(G)Y, on a la formule

(2.9) <^), uy=j u(x)d^(x),
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où uçB(G), ^.eM'(G1), et, en particulier,

(^lo) <X^), u>==u(;r) ,

où uçB(G), xç:G.

4° Enfin, soit uçB(G), et soit u(x) = {7: (x)^ ri) une expression
pour u du type (2. i), (ii). Dans la dualité entre B(G) et ^(GW on a
si^C-(G), L v ^

<>((7), u> = (T:(^ [ rî) = (T:̂ ^ [ r,),

d'après (2.4) et (l.i), d'où l'on déduit plus généralement, en passant à
la limite ultrafaible, la formule de dualité

(2-11) <T, uy=(7:"(T)^\ri)

valable pour Te[C*(G)r, ueB(G), et u(x) = (^(x)\ \ ri).

(2.12) LEMME. — Soit u =ûçB(G). Alors les fonctions ir, u- et\u\
sont limites uniformes sur G de combinaisons linéaires de translatées
à droite de la fonction u.

DÉMONSTRATION. — II suffit de la faire pour | u |. Soit u == V\u[
la décomposition polaire de u. Soit a la sous-*-algèbre de [C*(G)]"
engendrée par les ^(x), xç. G. Étant partiellement isométrique, V* est
dans la boule unité de [C*(G)Y. D'après le théorème de densité de
Kaplansky (cf. J. DIXMIER [9], p. 46), Y* est donc limite forte d'opé-
rateurs S^ça, avec ||[<S'a||[^i. Chaque fonction

x->S^u(x)==^^(x), S^uy==<(^(x)S^ u>

est une combinaison linéaire de translatées à droite de u. Soit x € G.
On a

\u\(x)—S^u(x)\2=\^^(x),\u\y—^^(x)S^uy\î

==\<^(X), V^>——<^(a;)Sa,U>|2=[<^(a;)(y^——^),U>|^

^[[u[[<(V^—5,)^(^)^(^)(V^_Sa),|u|>
= II " IK (V'-WY*-5a), M >.

On a appliqué (2.9), (1.3) et le fait que u(T*) == u(T) |, puisque u est
hermitienne. Or, les So, tendant fortement vers V*, les (Y* — 5'a)*(V* _ Sy)
tendent vers zéro faiblement, donc ultrafaiblement, car ils restent dans
une boule de [(^(G)]'7. Comme la topologie ultrafaible sur [C^G)]" n'est
autre que ^([^(G)]", B), l'inégalité précédente établit que |u| est
limite uniforme sur G des Sofu.

Les lemmes suivants (2.i3) et (2.i4) donnent pour la norme
d'une uçB^(G) deux expressions formellement différentes de (2.2).
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(2. i3) LEMME. — Soit S ci, et soit ue^(G). Alors on a

\\U\\ =SUp ^CnU(Xn) ,

où le sup est étendu à tous les systèmes finis de Xnç. G et de c/,€C tels

que Vc^ ^i.
~ -s

DÉMONSTRATION. — Supposons d'abord ^ === î. Soit cl la sous-*-
algèbre de [C^G)]' engendrée par ?n(G). D'après le théorème de densité
de Kaplansky, la boule unité de a est ultrafaiblement dense dans celle
de [C*(G)r, donc

I I " I I - sup |<T,^
Tç.[C^G)}",\\\T\\\^' x

= sup \^s,u^\== sup ^CnU(Xn) ,^ e a . i i i ^ i i i ^ i IS^ô.

d'après (2. lo).

Supposons maintenant c^ quelconque. Soit Gci le groupe G rendu
discret. Il apparaît sur (1.2i), (i) que P^(G)cP^(Gv). Ainsi

uçB^Gd)cB^(Gci)

et la remarque (2.6), 10, appliquée au groupe Gd, montre que

sup
[1:^5.

^CnU(Xn) sup
IS^^jl^i

^ C,, U (Xn)

On est donc ramené au cas précédent. [N. B. — Dans la formule^(2.2),
on a, sous le signe sup, remplacé UÇG) par L(G), ce qui se justifie
immédiatement par des arguments de densité.]

(2.i 4) LEMME. — Pour toute expression de uçB(G) sous la
forme (2.i), (ii), on a || u \\^,\ Ç | . | TÎ |. Réciproquement, si uçB^(G),
il existe une représentation TT ç i, subordonnée à ^, et des vecteurs ^ r\
de ̂ , tels que

u(x) ==(TT(x)^\n) et " I I - I S I . 1 ^ 1 .

De façon précise, si u = = V|u| est la décomposition polaire de u, avec
V e [C* ( G)]//, i7 suffît de prendre n et Y] tels que [ u | (x) = (TT (^) TÎ [ r,), avec r]
totalisateur dans ^, et de poser ^^"(V)^.

DÉMONSTRATION. — Si u(x) == (TTi^Ei [ 7îi), alors

" == sup Çf(x)u(x)dx
/ez-sil/îla^ilJ / v / v / ^P .K^OTSil^OI^ISi l.l^i 1./€^,l|/|ls^l
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Montrons que, en adoptant la procédure de l'énoncé, on a l'inégalité
en sens contraire. D'abord, puisque |u|eP^(G), d'après (1.2i), (ii),
TT est subordonnée à ^. Ensuite on a | î, \ ̂  \ Y} , car V est partiellement
isométrique, donc [ | [ 7r^(V) [||^i; par conséquent,

I I " I I = I I 1 " 1 I I = 1 " 1 (e) = (TÎ | ri) = | YÎ |̂  | ^ |. [ YÎ |.

Enfin, on a, d'après (2.n),

u(x)=^(x), u>=<^(;r), V|u|>=<^(a;)V,|u|>

= OrWr) V) TÎ [ ïî) = (7r(.r) TT^V) r)\rï)=(n(x)^\ -n).

(2.15). REMARQUES.

io D'après (2.5) et l'inégalité |[ f\\^\\ f[\i, il est clair que, pour
toute uçB(G), on a

I I "11.̂  I l " I I .

2° Soit ^.eM^G). Alors, pour toute ^ cl-, on a la formule

| |^|[^= sup j u ( x ) d ^ ( x )
uç.B^,\\u\\^l \J v ^ ' ^ ^

Soit, en effet, ^ la forme linéaire continue sur B^{G) définie par

u->fu(x)d^(x).

Soit, d'après (2. i4),

u(x)==(7:(x)^^çB^(G),

où TT est subordonnée à ^ et où [| u || == [ ^ .[ YÎ |. D'après (1.23),

IJ )̂̂ ) =|(7r^)S|Tî)|^||]7T^)||[ . [S .]^|^||^[|^|[u||,

donc [1^11^^111^111. Réciproquement, soient TTÇ^, ^e^, r\ç.^ tels
que |Ç[^ i , [ Y î [ ^ i . Posons

u(x)=(n(x)^^

On a veB^(G), et

K^)^)!-!^^)^) ^ 1 1 1 ^ III. Il v 1 1 ^ 1 1 1 ^ III. IS I . M^lll ^ 1 1 1 .

Comme (| p. [[^ est la borne supérieure de ces [ (^(p.)^ [ r)) [, on a

II ̂ 11^ III ^ 1 1 1 .
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3° Si u appartient à B(G) [resp. à Bp(G)], alors 5, u et û appar-
tiennent à B(G) [resp. à Bp(G)], car les opérations en question laissent
stable P(G) [resp. Pp(G)]. On a, de plus,

[ | i2 | |= | |5 | |=p|[=| |û[ | .

En effet, posons

u(x)==(n(x)^\rî), avec |[ u || = [ Ç |.| Y? [.

On a

Donc

et, de même,

u(x) = (n(x) YÎ 1 0 et u(x) = ̂  \ n(x) Q.

PII^M.ISI-IMI,

p|[^||iz[|.

Comme u == (5)~ == (u)", on a aussi

[|u||^||5|| et ||n[|^p[|.

Les normes de u, 5, u et û = (u)" sont donc égales.

(2.i 6) PROPOSITION. — -B(G) e^ une algèbre de Banach commutatwe
à élément unité pour le produit ordinaire des fonctions et pour la norme (2.5),
et Br,(G) en est un idéal fermé.

DÉMONSTRATION. — Que B soit une algèbre résulte de ce que P est
stable pour la multiplication des fonctions ([15], p. 57). £?p en est un
idéal, parce que PPpCPp d'après (1.25). Montrons l'inégalité de la
norme. Soient uç.B et vç:B. D'après (2.1/4), posons

u(x)==(7:(x)^ Yî) et u(x)=(^'\x)^\-n'\

avec
[ [ " 1 1 - m . ^ 1 et | | y [ [ = [ ^ [ . [ y /

Soit TT (g) TI^ le produit tensoriel des représentations TT et TT^. On a

u{x) v{x) = (r:(x) \ \ yî) (^(x) î: | -n') = (T: 0 ̂ (x) \ 0 ̂  | -n (g) Y/),

donc
II^II^I^^I.I^^^I-IU. ^ 1 . ^ 1 . ^ [ = 1 1 ^ 1 1 . 1 1 ^ 1 1 .

(2.17) PROPOSITION. — Soient ^ et <^ ^u.r parties de 1 telles
que P^P^cP^. Pour toute uçB^ et toute [^ç.M\ la mesure bornée u.^
vérifie l'inégalité :

" ^ 1 1 ^ 1 1 " 1 1 . 1 1 ^ 1 1 ^ .
BULL. SOC. MATH. — T. 92, PASC. 2. 13
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DÉMONSTRATION. — On a B^B^cB^, donc, d'après la
remarque (2.i5), 2°,

I I u^ ||.s == sup j u(x) u(x) d^(x)
t'e-B^, iM'ii^i | J

^ sup [ [ i2y|[. I l ^ |[̂  |[ 12 [ [ . [ | ^H^ ,
, -e^lMl^i

en vertu de l'inégalité
II^II^IHI. 1 1 ^ 1 1 .

Cas particuliers :

1 ° Si UÇ.B et ^.eM', on a

ll^ll^llull.ll^li:;

2° Si ueBp et ^€Af1, on a plus précisément :

ll^lls^ll"!l.ll^llp.

(2.i8) PROPOSITION. — Soit ^cl-, ^ soif uçB^(G). Alors :

i° ̂  ^eM^G), o7î a

^*ue£?3,(G) cf ||^*"||^||^IUI"||;

2° Si A-^eM^G), on a

u * ̂ e^(G) ^ I I 12 * ̂  I I ̂  I I A-^ ||^ I I 12 I I .

DÉMONSTRATION. — D'après (2.i 4), posons

u(x)=(7:(x)î, ri),

où TT est subordonnée à eS, et où || 121| = \ \. \ r\ [.

^i,u(x)=fïu(t-ix)d^(t)=f(^(t-^x)Ï ïî)^(0

=^(71^) Ç | 7:(0 ïi) ̂ (0 = (TT^) Ç [ TT^) r,).

Donc, d'après (2.i), (ii), ^-kuçB^(G), et

ll^*"!!^!^.!!!^^)!!!.]^!^!!"!!. 1 1 ^ 1 1 ^ .

20 12 * fJL (x) = F 12 (.rf-1) A-1 (0 ̂  (0 = f (TT (.rf-1) c 1 ri) A-1 (0:̂  (Q

=(7r(^[7:(A-^)]^|ïî).

Donc, d'après (2.i), (li), 12 iç ^ ç. B^§ ( G), et

||l2*^||^|||7r(A-^)|][]S|.]rî[^|[A-^[|^||i2||.
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(2.19) COROLLAIRE. — Soit uçBy(G), et soient aç. G, bçG. Alors

aUçB^(G) et UbçB^(G).
De plus

II ."II-II "II = 1 1 "6 II.

Eu égard aux formules (1.7), il suffit d'appliquer (2.18), i o, avec a = ̂ -i
et (2.i 8), 2°, avec p. = A^-..

Propriétés fonctorielles.

Soient Gi et G deux groupes localement compacts, et soit o- une repré-
sentation de Gi dans G, c'est-à-dire une application continue de Gi
dans G vérifiant l'identité ^(xy) == cr(x) cr(y). Soit 1 (resp. I,) l'ensemble
des classes de représentations unitaires continues de G (resp. Gi).
Si îrei, T T O C T est une représentation unitaire continue de Gi dans ̂ .
Si ^c^, on notera ^ocr la partie de ii formée des Troc r , où Tre^.
Si u(x) = (7r(rr);|0 est un élément de P(G) associé à TT, alors

UoŒ(y)=(7:o<7(y)^)

est évidemment une fonction continue de type positif sur Gi associée
à 7T o O".

Si f est une fonction sur G, la fonction /o o- sur Gi sera notée 7 (f).

(2.20) THÉORÈME.

^L'application j:u->uoa- est un homomorphisme, diminuant les
normes, de l'algèbre de Banach B(G) dans l'algèbre de Banach B(G,) qui,
pour tout ̂ cl, applique P^(G) dans P^(Gi) et B^(G) dans B^^(G,)\

2° Supposons que cr(G,) est dense dans G. Alors j est isométrique, et

(2.21) j(B(G))=B(GOnj(e(G))=Bsoo(Gi)nj(e(G)).

De plus, si u == 5eB(G), on a

(U o 0-)+ = U+o (7 et (U o 0-)- == U~o (7.

3° Supposons cr surjectiue et telle que, pour tout compact K de G, il existe
un compact K, de Gi avec o-(JCi) = K. Alors, pour toute ̂ cl, on a

(2-22) J(^(G))=B^,(G,)nj(e(G)).

DÉMONSTRATION.

i° Soit ueP^(G). On sait que uocrçP(G,). En utilisant (1.2i), (i),
montrons plus précisément que uoŒeP^(Gi). Soit s > o, et soit K\
un compact de G,. Puisque K = a(K,) est compact dans G, il
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existe Ui, . . . , U p appartenant à P(G) et associées à des représen-
tations 7:1, ..., 7:p dans tb', telles que

p
i (x) —^ u.i (x) ^ £ pour tout x e K,

i=l

donc telles que, pour tout y ^ K i ,

P
Uocr(y)—^U,ocr(î/) - £.

Comme les u;o o- sont associées aux 7r;o o-, on a bien u ° o'eP^oo^)-

Par linéarité, on obtient aussitôt quej applique B^(G) dans B^o^(Gi),
et donc B (G) dans B(Gi), même plus précisément dans Bsoa(Gi); c'est
évidemment un homomorphisme de l'algèbre B(G) dans l'algèbre B(Gi).
D'après (2.i4), si uçB(G), posons

u(x) == (n(x) Ç [ Yi), avec || u |[ =: | ̂  [ . | Y} \ ;

alors
u o cr(y) = (TT o Œ(y) ^ | Y}), donc || u o cr || ̂  [ Ç |. | Y} [,

ainsi j diminue les normes.

2° et 3° Supposons désormais que o-(Gi) est dense dans G. Soit Cli
la sous- -^-algèbre de [C^^G)]" formée des combinaisons linéaires des ̂ (x),
où xGo-(Gi), et où CT est la représentation de G somme des représen-
tations définies par tous les éléments de -P(G). Puisque l'appli-
cation x->-^(x) est continue de G dans ^(^C^) muni de la topologie
forte, cli est fortement dense dans [(^(G)]", donc le théorème de densité
de Kaplansky assure que la boule unité de <^i est ultrafaiblement dense
dans celle de [(^(G)]". Soit

ueB(G)=B<^(G).

Alors, d'après le i°, on a
Uocre2^OTocr}(Gi),

et donc, d'après (2. i3),

! u o o - I I == sup
.eGi,[||2^î70(7(y^|||^l

sup
e^GiJH^»^^)]]!^1

,J<^>|•• sup
*yeai>limi

Ainsi est établi que j est isométrique.

^CnUocr(yn)

\Cnll(Xn)

u .
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Soit u==uçB(G); alors

U o a- == (u o cr)^ == u+o(7 — u~~ o cr.

Puisque j est isométrique, on a, d'autre part,

[ | u o o - 1 ] = |[ u|| == ^(e) 4-u-(e) == ir^oGr^) + ir-oo-(e),

ce qui, en vertu de l'unicité dans (2.7), prouve que

(n o o-)4' === u+ o o- et (u o o-)- = u- o o-,

Montrons enfin (2.21) [resp. (2.22)]. Les inclusions

J(B(G))cBaoo(&)nj(e(G))cB(GOnj(e(G))T^njv-v^^^^

ïi)[(resp.j(B^(G))c^^(GOnj(e(G))]

ont été obtenues au i°.
Soit u==uoa, où uee(G) et où vçB(Gi) [resp. où yçB^o^(Gi)];

il s'agit de montrer que uçB(G) [resp. uejE^(G)], et pour cela on peut
évidemment supposer v = 'u. D'après le lemme (2.12), v+ et v~ sont
limites uniformes sur Gi de combinaisons linéaires de translatées à droite
de u == u. o o-. Ainsi, pour chaque entier q > o, il existe des dn e Gi et
des c^eC en nombre fini, tels que, pour tout yç Gi, on ait

^(y)—^Cn(u^)aM ^-s

En posant hq ==^,Cn u^a,,, et en remarquant que

^ Cn(ll o (7)a,,==^Cnll^° 0- == ( ̂  ̂ IZ^) o 0- === Tl^o (7,

on voit que, pour tout entier ç > o, il existe une combinaison linéaire hq
de translatées de u (par conséquent une fonction continue sur G), telle que

(2.23) u+ (y) —h^oa- ( y ) \ ̂  I pour tout y <=. Gi.

De (2.23) résulte immédiatement que la suite de fonctions hq converge
uniformément sur o-(Gi), donc, par densité, sur G, vers une fonction p+

continue sur G, qui vérifie évidemment la relation v+===p+oo',
d'après (2.23). De plus, puisque u+ est de type positif sur Gi, p+ est
de type positif sur o'(Gr), donc sur G par continuité. Ainsi y+=p+oo• ,
où p+eP(G). De même, il existe p-eP(G) telle que y-==p-o<7.
Alors, puisque

u o a- = u = u+—v~ = p+o a-—p—o a- == (p+—p-) o o-,
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on a
u==P+—P~, donc ueB(G),

ce qui achève de montrer (2.21).

Supposons maintenant que o- est surjective et remplit l'hypothèse
supplémentaire du 3° concernant les parties compactes. Si yeB^rr(Gi),
alors v- et v- sont dans P^ o^(Gi). Soit £ > o, et soit JC un compact
de G; soit Ki un compact de Gi tel que <3-(Ki) = K. Puisque v+ et y-
sont approchées uniformément sur Ki, à moins de s, par des sommes
de fonctions continues de type positif associées à des TT o o- avec TT e cS,
de même p+ et p- sont approchées uniformément sur K, à moins de s,
par des sommes de fonctions continues de type positif associées à ces TT.
Donc p+ et p- sont dans P^(G), d'après (1.2i),(i). Par suite,
u =p+—p~çB^(G), et l'on a (2.22).

(2.24) COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe localement compact, et soit Ga
le même groupe rendu discret. Soit u une fonction sur G. Pour qu'on ait
uçB(G), il faut et il suffît que u soit continue sur G et qu'on ait izeB(G^).
Si c'est le cas, les normes de u dans B(G) et B(Gd) sont les mêmes.

Ce corollaire étend au cas d'un groupe localement compact quel-
conque une caractérisation des transformées de Fourier-Stieltjes due à
BOCHNER [3] et SCHŒNBERG [28] pour G == R, et à EBERLEIN [11] pour G
abélien (cf. W. RUDIN [26], p. 82).

(2.2o) COROLLAIRE 2.. — Soit G un groupe localement compact. Alors la
boule unité de B(G) est fermée dans l'espace €(G) de toutes les fondions
continues sur G muni de la convergence simple.

DÉMONSTRATION. — Si uçB(G) vérifie \\u\\^i, on a, d'après (2.i3),

^CnU(Xn) ^CnÔ^

pour tout système fini de XnÇ. G, c^eC. Soit uçe(G) limite simple
de telles fonctions u; les mêmes inégalités ont lieu pour u, par passage
à la limite avec Cn et Xn fixés, d'où suit, d'après (2. i), que u appartient
à -B(G/). Donc uçB(G), d'après (2.24). Enfin, ces mêmes inégalités
prouvent que ||u||^i.

(2.26) COROLLAIRE 3. — Soit Gi un groupe localement compact, et
soit H un sous-groupe distingué fermé de Gi. Soit a- F homomorphisme
canonique de Gi sur G= Gj/JL Soit cSc^. Alors l'application U->UOŒ
est une isométrie de B(G) sur le sous-espace de B(Gi) formé des fonctions
de B(d) qui sont constantes sur les classes de Gi modulo H, et l'image
de B^(G) par cette application est B^^y^Gi).
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En effet, 0- remplit les hypothèses de (2.20), 3°; d'autre part, pour
qu'une fonction u soit continue sur G, il faut et il suffit que uoa- soit
continue sur Gi; enfin, il est clair que les fonctions de B^^(Gi) sont
constantes sur les classes de G\ modulo H, donc appartiennent QLJ(C(G)).

On observera que le corollaire 3 pourrait s'obtenir directement par un
simple raisonnement de dualité des espaces de Banach fondé sur l'exis-
tence d'un homomorphisme canonique C*(Gi)-> C*(GilH), qu'on
construit comme suit. L'application fï->f définie par la formule

f^y)= ff^)ds
^ H

est, comme on sait, un 1ç -homomorphisme surjectif ^ de L^Gi)
sur L'(G). Soient

7T€i, ^e^, YÎ€^, fieL^Gi);

alors, puisque a (s) = e pour sçH,

(7r ° ̂ (fO \ \ ̂ ) = f (^ ° ̂ (y) S I ̂  A (y) dy
^G'i

= / d(ay) f (TT o cr(ys) ^ | ïî) /"i (ys) ds
^Gi/H JH

=f ^°^yn\^d(ay)ff,(ys)ds
^Gi/H ^H

= f(7r(^)S ri)f(x)dx=^(fY^\
^G

si les mesures de Haar sont harmonisées, d'où l'on déduit la formule

7Toîr(/\) =n(f).

Elle montre aussitôt que ^ diminue les normes induites sur U(Gi)
et L' (G) par les C*-algèbres de groupe correspondantes, donc se prolonge
en un *-homomorphisme de C*(Gi) sur C*(G), dont l'application trans-
posée, de B(G) dans B(Gi), est précisément j, comme le montre la
formule

ff^y)(u.a)(y)dy= f d^y) f f,(ys) (uo a) (ys) ds = f u(x)f(x) dx.
^Gi ^Gi/H ^ H ^G

(2.27) COROLLAIRE 4. — Soit G un groupe localement compact, soit G
le groupe associé à G par compactiflcation presque-périodique, et soit o-

la représentation canonique de G dans G. Soit PP{G) l'ensemble des
fondions presque-périodiques sur G. Alors u — ^ u o c r est une isométrie
de B(~G) sur B(G)nPP(G).
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Puisque o"(G) est dense dans G, on applique (2.20), en remarquant
que, dans (2.21), on a

j(e(G))=PP(G).

Si G est abélien, notons que la surjectivité dans (2.27) redonne le
fait connu que, si une mesure bornée a une transformée de Fourier
presque-périodique, c'est une mesure discrète.

CONTRE-EXEMPLE. — On sait [cf., par exemple, C. S. HERZ [19], théo-
rème (5. s)] que, pour les groupes abéliens, les propriétés fonctorielles de
l'application G-^B(G) sont bonnes sans réserve [alors que, dans (2.20), 2°
et 3°, nous avons fait des hypothèses sur o-j. Par exemple, si H est un
sous-groupe fermé d'un groupe G abélien, la restriction u -> u | H
applique B(G) sur B(H\ et toute fonction continue de type positif
sur H se prolonge en une fonction continue de type positif sur G.
En général, il n'en est plus ainsi dans le cas non abélien; ceci résulte
de l'exemple suivant, que m'a communiqué oralement A. DOUADY.

Soit H un sous-groupe abélien distingué fermé d'un groupe localement
compact G. Soit ^ un caractère continu sur H , Supposons que, pour tout
voisinage V de e dans G, il existe seV et hçH tels que %(shs-1) ̂  %(/;).
Alors ^ n'est pas proîongeable en une fonction continue de type positif
sur G.

Démontrons-le par l'absurde. Si % est proîongeable, il existe une
représentation unitaire continue TT de G dans un espace hilbertien 3€
et un vecteur Çe^€ tels que

(2.28) (^mO-zW pour tout hçH.

Le vecteur c, est de longueur i. Ceci entraîne que

K^HIOI- xWI-i-Fd.l^HI.
donc

TT (h) ̂  = % (A) ^ pour tout h e H.

Si l'on pose, pour tout xç. G, ^^^(xr1)!,, on a, pour tout hçH,

n (h) ̂  = TT (X-1) TT (xhx-1). \ == TT (rr-1). % (xhx-1) S == X (xhx-^ r. (rr-1 ) ;,

soit

(2.29) TT (h) ̂  == % (xhx-1) E.r pour tout rr e G et tout 7i e H.

Or, en vertu de la continuité de l'application x->'n(x~^)Ï, == \x de G
dans ^€, il existe un voisinage V de e dans G tel que, pour tout x € V,
[ [^—y<v/2 . D'après l'hypothèse, soient seV et hçH tels que
^(shs~1) -^ ^(/O. Il résulte de (2.29) que les vecteurs (de longueur i) ; et Eç
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sont orthogonaux dans ^C, comme vecteurs propres, à valeurs propres
distinctes, d'un même opérateur unitaire n(h). Donc |[^—\ |[ = \jï,
ce qui est contradictoire.

Voici un exemple concret d'une telle situation. Prenons pour G le
groupe des applications t -> kt + h de R dans R, où k est réel > o et h
réel quelconque. Prenons pour H le sous-groupe distingué fermé des
translations t -> t + h, que nous identifions au groupe additif de R.
Alors, sur H, aucune exponentielle h->exp(i^h), où % est réel ^ o,
ne se laisse prolonger en une fonction continue de type positif sur G.
Un calcul facile montre en effet que l'hypothèse du contre-exemple est
satisfaite.

Par contre, nous allons voir que, sous certaines hypothèses, le problème
reçoit une réponse affirmative. Soit Gi un sous-groupe ouvert d'un groupe
localement compact G, muni de la mesure de Haar à gauche induite par
celle qui a été choisie sur G. Soit p (resp. pi) la représentation régulière
gauche de G (resp. Gi). Si f est une fonction sur Gj, on notera f ia fonc-
tion définie sur G, égale à fsur Gi et nulle dans le complémentaire de Gi.

(2.30) LEMME. — Soit Gi un sous-groupe ouvert non compact de G.
Soit K un compact de Gi. Soit fçL(G). Alors il existe une fonction à
support compact gçL^Gi) [resp. hç.L^ÇGi)} telle que, pour tout xçK,
on ait

fi^Gf(x) = 9 -kG^gÇx) [resp. f-kof^x) = h *^(rr)].

La seconde assertion du lemme se déduit de la première en utilisant
la formule

fi, f-(x) = A-^). (A^) * {^f)\x).

On trouvera la démonstration de la première implicitement dans
0. TAKENOUCHI ([32], p. i62-i63).

(2.31) PROPOSITION. — Soit G\ un sous-groupe ouvert d'un groupe
localement compact G. Alors :

io pour toute ue(PnL) (Gj), on a ue(PnL)(G);
2° l'application f-^f de L(Gi) dans L(G) se prolonge de manière

unique en un -k-homomorphisme isométrique de l'algèbre C^(G'i) dans
l'algèbre C^(G), et l'application de restriction v->v\Gi, qui en est la
transposée, est un homomorphisme surjectif de l'algèbre de Banach B^(G)
sur l'algèbre de Banach B^(Gi), qui applique Pp(G) sur P^(Gi).

DÉMONSTRATION.

1° Si Gi est compact, u est limite uniforme sur G\ de fonctions Ua
de la forme k^c^, avec kçL(Gi), donc ù est limite uniforme sur G
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des fonctions &a qui sont de la forme {k *^%)° = k *^r, appartiennent
donc à P(G), donc ù appartient à P(G).

Si Gi n'est pas compact, soit K le support de iz. Pour /'eL(G),

ff-kr(x)ù(x)dx= Ç f-kfit(x)u(x)dx= [ h - k h*(x)u(x)dx^o,
^G J K ^

où heL'^Gi) est déduite de f et K selon le lemme (2.3o). Donc âeP(G).

2° Montrons d'abord l'inclusion Pp(G) | Gi cPp,(Gi). Si Gi est compact,
elle est évidente, car Pp,(Gj) == P(Gi). Supposons Gi non compact,
et soit yePp(G). D'après (1.2Ô), y est limite uniforme sur tout compact
de G de fonctions f-kcf, où /'eL(G). Donc, d'après le lemme (2.3o),
v\ Gi est limite uniforme sur tout compact de Gi de fonctions g-ko, g,
où gçL(Gi). Par suite,

^[G.eP^G,).

/'—^ f est évidemment un ^-homomorphisme injectif de l'algèbre de
convolution L(Gi) dans l'algèbre de convolution L(G). De plus,

\\f\\^= sup \\f-kg\\2
Sç.L[G^g\\^l

\f-kg\\^ sup \\f-kg\sup
G^\\SSG.L[G^\\g\\^l gç.L{G},\\g\\^\

et, d'autre part,

II/llp- sup ff(x)v(x)dx = sup | f f(x)(v G,)(x)dx
^'ÇB,(G),\\^\\^Ï J ^e^o(G),n^ i !^ iJ^

^.^^^/f(x)u(x)dx =m-'
car, par linéarité, l'inclusion ci-dessus montre que 2?p(G)| GiCBp,(Gi)
et, de plus, on sait que \\u\ Gi\\^\\u\\, d'après (2.20), i°. On a donc
l'égalité des normes || / ||p= [ | f\\^, d'où, par prolongement, l'isométrie
annoncée de C^(Gi) dans C^(G). Puisque, pour toute yçBp(G) et
toute /'eL(G),

ff(x) v(x) dx= f f(x) (v \ Gi) (x) dx,
^ f. ^G.

la transposée de cette isométrie n'est autre que l'application v->v\ Gj,
laquelle envoie donc Bp(G) sur 2?p,(Gi).

Enfin, soit u€Pp,(Gi). Considérant u comme forme linéaire sur l'espace
de Banach réel des éléments hermitiens de C^(Gi), on voit, d'après le
théorème de Hahn-Banach, que u se prolonge en une fonction v = T) ç. Bo ( G)
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telle que [| v \\ = \\ u ||. Soit alors v = u+—y-la décomposition de Jordan
de y. On a

v-(e)—v-(e) = u(e) -.= || u [| = || u || = ̂ (,) + v-(e\

donc y-==o. Par suite, yePp(G). Donc

Pp(G)|G,=P,,(GO.

(2.82) REMARQUES.

1° La proposition (2.3i) sera précisée et renforcée en (3.20).

2° Soit Gi un sous-groupe fermé d'un groupe compact G. Alors
v-^v Gi applique P(G) sur P(Gi). En effet (cf. [34], p. 83), on sait
que toute représentation unitaire irréductible de Gi est équivalente à
une représentation contenue dans la restriction à Gi d'une représen-
tation irréductible de G. Par conséquent, toute fonction élémentaire
appartenant à P(Gi) se prolonge en une fonction (même élémentaire)
appartenant à P(G). Maintenant, si ueP(G), on a

U (X) = ̂  ̂  Un (X), OÙ À^ 0, ^ ̂  < + 00,

n n

et où les Un sont élémentaires sur Gi (cf. [15], p. 52). Pour chaque n,

soit UnçP(G) un prolongement de Un. Il est clair que u =VLy/, appar-
n

tient à P((j) et prolonge u.

CHAPITRE 3.

L'ALGÈBRE DE FOURIER A (G).

Définition et premières propriétés.

(3.i) LEMME. — Soient f et g deux fondions appartenant à L2 (G).
Alors la fonction f-kg appartient à Bç^(G), et

\\î-kg\\^\\f\V-\\g\\^

DÉMONSTRATION. —— Puisque

fi<9(x) =ff(xt)W)dt = (p^-1)/'] g),

le lemme est conséquence de (2.i5), 3°; (2.2); (2.i), (ii) et (2.i4).
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(8.2) LEMME. — Soit K une partie compacte, et soit U une partie ouverte
de G telles que U^K. Alors il existe une combinaison linéaire u de fonctions
appartenant à PnL(G) telle que

o^Uf^ i , u(x)==i sixçK, u(x)=o si x^U.

DÉMONSTRATION. — K étant compact, il existe dans G un voisinage
symétrique compact V de e tel que KV^c U. Soit /•la fonction caracté-
ristique de KV, soit g la fonction caractéristique de Y. Posons

°(1»= iî w - ssm ff^ '^'= "̂ F2-
Sous cette dernière forme, on voit que o^u^i. Soit xç.K' alors
xVcKV, donc

mes(xVr\KV) ==mes(:rV)==mesV;

par suite, u(x) == i. Soit maintenant x^U; alors x^KV2, donc
x VnKY =0; par suite, u(x) = o. Enfin, de l'identité

(3.3) 4 f* g == (f + g) * (f + gY-(f- g) * (/- ̂ )'
+ i (f + ig) * (f + ^)'— i (f— ig) * (/•— igY

résulte que u est combinaison linéaire de fonctions h-kîi, où hçL'(G)
est à support compact, donc de fonctions : i° continues; 2° de type
positif; 3° à support compact.

(3.4) PROPOSITION. — Les espaces vectoriels complexes de fonctions :

E, engendré par les f-kg, où feL(G), gçL(G);
Eï engendré par les hic h, où hçL(G);
£'3 engendré par les fiçg, où /•eL00^), gçLX(G) sont à support

compact;

£'4 engendré par les hiçh, où 7ieL°°(G) est à support compact;
£.=BnL(G);
Es engendré par (PnL)(G);

E^ engendré par les uçP(G) telles que A~^ueLi (G) ;
-Es engendré par (PnL^G);
£'9 engendré par les h-kîi, où hçL^ÇG);
£'10 engendré par les f-kg, où feL^ÇG), geL^G)

vérifient les relations

E,==E^cE,--=E,cE,==EQcE^cEsCE,==E,oCB^(G),

et ont tous, dans l'espace de Banach Bp(G) la même adhérence A (G),
qui est une sous-algèbre de Banach (et même un idéal fermé) de B(G).
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(3.5) DÉFINITION. — A (G) prendra le nom d'algèbre de Fourier du
groupe G.

DÉMONSTRATION de (3.4). — Les égalités £'1 = £2, £'3 = £'4, £'9 == £io
résultent de l'identité (3.3). Les inclusions £2 €£3, E^cEs, £e cE^ sont
évidentes. L'inclusion E^Es résulte de la proposition 12 (p. 68), dans
R. GODEMENT [15]. On a EsCEc^ parce que, d'après R. GODEMENT [15]
(p. 78, théorème 17), toute uePnL 2 s'écrit A* h, où TieL2.

On a évidemment E^cEs; montrons l'inclusion inverse. Soit

ye£s=jBnL, et v=Vi—^2+^(^3—t^)»

où les ^ sont dans P(G). En vertu du lemme (3.2), soit u =V c/Uy

une fonction égale à i sur le support de u, avec

uye(PnL)(G) ( j==i , 2, ...,n).

Alors u =uu = Y cy u/ [i;i— ̂  + i (us— Y!,)} est combinaison linéaire
7

des u;y,, lesquelles appartiennent à Pn-L(G), donc uçEe.
L'inclusion £ioCBp(G) est établie au lemme (3;i). Pour montrer

que tous les Ei ont même fermeture dans Bp(G) [ou, ce qui revient
au même, dans B(G)], nous prouvons que Ei est dense dans £'10.
Soient feL^G), gçL^G), et soit s > o. Il existe T^e L(G) et hçL(G)
telles que

\\f—he\\2^^, \\g—fc||2^s.

Alors, d'après (3.i),

| |f*9—^*^||=| |(f—^)*9+^*(9—^)]|
^||(f-7^s)*9||+||As*(^-%s)||^||/<-^|HI^I|2+||^]H|^-^||.

^[ll^+llflh+s],

donc, par linéarité, £'ioC£i.
Enfin, si ueP et pePnL, alors uvç.Pr\L, donc £c est un idéal

de jB; par suite, A (G) est un idéal de B(G).

(3.6) EXEMPLES.

i° Si G est compact, on a A (G) == B(G);
2° Si G est abélien, A (G) n'est autre que l'algèbre des fonctions f,

transformées de Fourier des f^L^G), avec la norme [|f | | == \\f\\i. Dans
ce cas, en effet, grâce au théorème de Plancherel, on sait même que cette
algèbre des f, évidemment fermée dans B(G), coïncide avec £'10. Plus
loin, nous généraliserons l'égalité A (G) == £10 à tout groupe localement
compact.
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(3.7) PROPOSITION.

1° Toute ueA(G) tend vers zéro à Finfini;

2° Toute fonction continue sur G tendant vers zéro à Uinfini est limite
uniforme sur G de fonctions appartenant à A (G).

DÉMONSTRATION. — Le i° résulte de l'inégalité

I I "11.^ I l " I I [c/".(2.i5)]
et de la densité de

£,=BnL(G)==AnL(G) dans A(G).

Le 2° s'obtient en appliquant le théorème de Weierstrass-Stone à la
sous-algèbre £'5 évidemment autoadjointe, et séparante d'après (8.2).

(3.8) PROPOSITION. — Soit izeA(G), et soient açG, bç. G. A/ors les
fonctions ïï, u, ù, aU et Ub sont dans A (G).

En effet, d'après (2. i5), 3° et (2.19), les applications linéaires de B(G)
dans B (G) qui, à u, font correspondre ces diverses fonctions, sont
continues. D'autre part, il est clair qu'elles laissent stable BnL(G),
dense dans A (G).

Le dual de l'espace de Banach A {G).

(8.9) DÉFINITION. — Nous noterons VN(G) l'algèbre de von Neumann
engendrée dans -^(L^G)) par les opérateurs de translation à gauche ou,
ce qui revient au même, par les opérateurs p (f), où fçL(G). On a
VN(G)3C^(G); d'autre part, VN(G) contient les opérateurs p(^),
où^-eM^G). Notons que VN(G) est aussi l'ensemble des opérateurs
bornés sur L^G) qui commutent aux opérateurs de convolution à droite
par les feL(G) : on le voit en appliquant le théorème de commutation
(cf. J. DIXMIER [9], chap. 1, § 5) à l'algèbre de convolution L(G), laquelle
est quasi hilbertienne pour le produit scalaire

(f\9)=ff(^W)dx,

l'opération f->f =f.\~^ et l'antiautomorphisme involutif f-^f^~^.

A maints égards, VN(G) va jouer le rôle dévolu à L°°(r) en analyse
harmonique abélienne; telle est déjà l'idée directrice de l'énoncé suivant :

(3.io) THÉORÈME. — Soit A'(G) l'espace de Banach 'dual de A (G).
Pour tout opérateur TçVN(G), il existe une forme linéaire cpreA^G),
et une seule, telle que

(3.n) ^T((f-kgy)--=^{g-kf)
~-= (Tf\ 9) quels que soient feL2 (G), gçL^G).
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L'application T-^c?r ainsi définie est un isomorphisme isométrique de
l'espace de Banach VN(G) sur A'(G). Par cette application, la topologie
ultrafaible de VN(G) se transporte en la topologie faible de dualité ^(A7, A);
quand u parcourt A (G), F ensemble des applications T-> ̂ r(u) est exac-
tement l'ensemble des formes linéaires ultra faiblement continues sur VN(G).

DÉMONSTRATION. — S'il existe cpreA^G) telle qu'on ait (3.n),
elle est unique, puisque, d'après (3.4), £'io est dense dans A (G).

Soit TeVN(G). Pour toute uç.E, [cf. (3.4)], posons cpr(u) = Tû(e);
cela a un sens car, si u = fiçg, /*eL(G), gçL(G), on a

Tu==T(fiçg)==Tf^g,

donc Tu(x) est fonction continue de x. Pour toute uç.E^ on a

(3.i2) |^(u) ^| |T| |p |[u| | .

Montrons (3.12) d'abord quand T = p(f), où feL(G),

^(u)\=\fi,ù(e) =-- ff(y)u(y)dy ^ || u \\.\\f\\,.

Si maintenant T est quelconque, soient, d'après le théorème de densité
de Kaplansky, des h^çL (G) tels que ||/îa||p^ || T||p, et tels que T soit

limite forte des p(Aa). Alors, si û =^^Cnfni^gnçEion a

^T(u)=Tû(e)=^Cn(Tfn gn)==\im V Cn (ha * /•. | gn) =lim cpp^(u),
•aH" a ^— a

/i /i

ce qui donne (3.12) en passant à la limite.
Ei étant dense dans A (G), il résulte de (3.12) que cpr se prolonge

de manière unique en une forme linéaire continue sur A (G), encore
notée ^T, de norme || cpr | | ̂  || T||p. Visiblement linéaire, l'applica-
tion T->^T de VN(G) dans A'(G) est injective car, si cpr= o, quels
que soient /'eL(G) et gçL(G), on a

(Tf\g)=T(fi,g)(e)==^((f^gr)=o, donc T = o.

Réciproquement, si cpeA^G), on a, d'après (3.i) et 2.i5, 3°, pour f
et g dans ^(G),

IpW*^')^!!?!^!!^*^'!!-!!?]^!!/1*^!!^!!?!^!!^^^!^

donc il existe un opérateur TçÇî^L^G)) tel que

(3.i3) cp((/1* ̂ v) = (Tçf| ^) et [ I T,|]p^ |[ cp |^.
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De plus, on a To€ VN(G), car, si hçL(G), on a, quels que soient /'€L2,
^eL2 :

(7W*/0 |^=cp (g-k(f^hy) = cp((^A) ̂ )

=(r,f](7*h)=(T,(f)*7^),

donc T^ commute aux convolutions à droite par les hçL. Appli-
quant (3.i3) avec feL, g^L, on voit que cp = 9^, donc T->^T est
surjective, et isométrique en vertu de (8.12) et (3. i3). De plus, (3.11) est
satisfaite par définition de T^

Ainsi VN(G) est le dual fort de l'espace de Banach A (G); ce dernier
est fermé dans son bidual VN*. Comme, d'autre part, l'ensemble VN^
des formes linéaires faiblement continues sur VN s'identifie, d'après (3.11),
au sous-espace £'10 dense dans A (G), il résulte du théorème 1 (p. 4o)
dans J. DIXMIER [9] que A (G) s'identifie à l'ensemble des formes
linéaires ultrafaiblement continues sur VN, et que la topologie
faible ^(A', A) s'identifie à la topologie ultrafaible de VN(G).

(3.i4) REMARQUE. — Si TeC;.(G)cVN(G) et si ueA(G), on a la
formule

< T,u> =cpr(u),

où, dans le premier membre, figure l'accouplement défini au début du
chapitre 2 par

<f, u> = ff(x)u(x)dx si fçL^ÇG).

De plus, si p-çM^ÇG) on a

^^w(.u)= f u(x)dp.(x);

donc, si x ç. G, on a
?p(.r)(u) = U(X).

(3.i 5) PROPOSITION. — Soit ueA(G). Alors [n\ appartient à A (G),
ainsi que u^ et u~ si u est hermitienne.

DÉMONSTRATION. — II suffit de la faire pour | u |. En vertu du
rappel (1.2) appliqué à l'algèbre de von Neumann M"= YN(G), la forme
linéaire ultrafaiblement continue sur VN(G) associée à u admet une
« valeur absolue », qui est une forme linéaire positive normale sur VJV(G),
laquelle est donc associée à une fonction p€A(G), où p est de type
positif, car elle correspond par restriction à une forme linéaire positive
sur C^(G)c YIV(G). Mais la caractérisation de la « valeur absolue »,
rappelée en (1.3), montre, quand on la restreint à C^(G), que p = \u[,
compte tenu de (2.6), 2°. Donc [u\ç.A(G).

(3.i 6) Nous noterons T l'opérateur de VN(G) tel que, pour
tout izeA(G), on ait 9y(u) ==^T(Ù); autrement dit, T—Test la trans-
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posée de Fisométrie u — û de A (G) sur lui-même. On voit aussitôt,
d'après (3.i4), que, si p-çM^G), on a

P^r^PO^» où dp.(x)=d^(x-1).

Par passage à la limite ultrafaible, on en déduit que T -> f est une
involution (isométrique et ultrafaiblement continue) de l'algèbre VN(G).

DÉFINITION. — Soit TçVN(G), et soit ueA(G). Nous noterons Tu
la fonction appartenant à A (G) et telle que, quel que soit SçVN(G),
on ait

^(Tu)=9^(u).

On vérifie immédiatement que la loi externe (T, u)—^Tu fait de A (G)
un VN(G)-module à gauche. [On voit facilement que, pour G abélien,
cette structure de yN(G)-module correspond, par transformation de
Fourier, à la structure de L^ ( G')-module de L1 ( G) pour la multiplication
ordinaire.]

(3.17) PROPOSITION. — Soit G un groupe localement compact. Soit
TçVN(G) et soit ueA(G).

i° L'opérateur u->Tu sur l'espace de Banach A (G) est continu et a
pour norme || T ||o.

2° On a, pour tout xç G, la formule

Tù(x)=^r(^u\

3° Si ^(AnL^G), alors Tu^AnL^G), et Tu n'est autre que la
transformée de u par T opérant sur L^G).

DÉMONSTRATION. — Au cours de la démonstration, si u € (A n L2) ( G),
on notera T (u) sa transformée par T opérant dans ^(G), pour la
distinguer (provisoirement) de Tu définie dans l'énoncé.

i° On a

||Tu||- sup \^(Tu)\= sup |?^(u) ^[|T||pl l"| |=||T|lp||u||,
11 'S ' l lo^i I I " I L - ) ^ I

donc u—^Tu est une application linéaire continue de A (G) dans A (G).
Par définition, sa transposée est l'application S—^^rS de VN(G)
dans VN(G); donc elle a même norme que cette dernière, c'est-à-dire |[ T Hp.

2° Si û==fi^g, où fçL(G) et gçL(G), remarquons que

T(û)=T(f^g)=T(f)1,g

est une fonction continue et que, pour tout xç G,

(3.18) T(ù) (x) = T(f)içg(x) = (T(f) ^.g)

== PrC.-ff*/') = ?7<.r-(/'*(/D = ?rC.-u)

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 2. 14
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ce qui, en vertu du fait que 9r(u) = T(û)(e) pour ueEi, entraîne que

cp,(,_^) = T(u) (x) = (p (^-') T) (û) (e)

= ?p(;r-i)r(u) = 9^ (.-)(") = ̂ P^") == Tû (^)-

On obtient donc déjà, par linéarité, que T(u) == Tu pour toute uçEi.
Mais, de plus, pour /oi^e ueA(G), en vertu de (2.19), (3.4) et (3.8),
on a, par passage à la limite,

(3.i9) Tû(x)==^(^u).

3° Soit €i la sous-*-algèbre de VN(G) formée des T==p(^ ) , où

^ == V c,z c^ est une mesure à support fini. Soit u e (A n L2) ( G).

Si f e L ( G) et si, d'abord, T = p (v) ç. cX, on a p (.r//) u =.^-i u [en appliquant
par exemple (3.19)], et donc

^Tu(x)f(x)dx =\f^Cnii(x^x)f(x)dx

=\fu(x)Ç^Cnf(XnX)da

==\ f(^^f}(x)u(x)dx
1 J \ /

= fT*(f)(x)~u(x)dx

^\\T\\,\\f\\.M\^

d'après l'inégalité de Schwarz. Si maintenant TçVN(G) est quel-
conque, selon le théorème de densité de Kaplansky, il existe des Ta e cl,
tels que || Ta ||p^ || T \ p, tendant ultrafaiblement vers T. Cela entraîne,
d'après (3.i4)» que

fT^u(x)T(x)dx = ?,^)<Ta") = ?^ ,^) (u)

a pour limite

?y- (7) (") = ?p(7) (^) =|yTu(rr)7(^^

A la limite, l'inégalité

fTu(xf^(x)dx ^\\T\\,\\f\\,\\u\\,

vaut donc pour tout TçVN(G). Elle prouve aussitôt que TuçL^G),
et que l'application u --> Tu est continue au sens de L2 sur (A nL2) (G).
Mais, puisqu'on a vu plus haut que Tu == T(u) pour toute uçE^ on a
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cette égalité par continuité pour toute ue(AnL 2 ) (G), car Ei est dense
dans L^G).

REMARQUE. — A partir de (3.19), on vérifie aisément que, si ueA(G)
et si ^çM^G), on a

P(^)"=^*".
En effet, si x e G, on a

P (^) " (^) = ?p w (W) =f W (y) d^ (y)

=fu_(y-ix)dp. (y) =p.-ku (x).

Propriétés fonctorielles (suite).

(3.20) Soit Gi un sous-groupe ouvert de G. On reprend les notations
indiquées avant (2.3i). De plus, si TeVN(G)et si feL^G), posons

T [ G , ( f ) = T ( / - ) [ G , .
Puisque

f T{f)\^y)dy^f T (f) \-(x)àx^ \\ T \\^\\ f
17 Ci ^ G

^ T{f) ^x)dx^\\T^\\f\\i=\\T\\l
^^^ i/G'

T|Giest un opérateur sur L^Gi), de norme ^||T||p. On a même
T[ GieVN(Gi), car, pour toute TîeL(Gi) ,

r |G, ( f*7i )=T(M); |Gi=r( f )*^ |G,=T(f) G,*/i-r[G,(n*/i.

Notons que, si h ç. L ( G), on a

p(A)|G,-p,(h|GO.

(3.2i) PROPOSITION. — Soit Gi un sous-groupe ouvert d'un groupe
localement compact G.

i° L'application u -> ù est un homomorphisme isométrique de l'algèbre
de Banach A ( Gi) dans l'algèbre de Banach A ( G), qui applique (P n A) ( Gi)
dans (PnA)(Gi). L'application T - > r | G i , qui en est la transposée,
applique VN(G) sur VN(G,) et C;(G) sur CÎ(G,).

2° L'application de restriction v-^v\Gi applique A (G) sur A(Gi).
Sa transposée, notée T->t, est un isomorphisme de l'algèbre de von Neu-
mann VN(Gi) sur la sous-algèbre de von Neumann VNc,(G) de VN(G)
engendrée par les p(y), yeGi ; elle applique CÎ,(Gi) dans C^(G)[plus
précisément, elle prolonge l'homomorphisme de (2.3i), 2°].

DÉMONSTRATION. — Depuis (2.20), 1°, nous savons que v->v\Gi
applique, en diminuant les normes, B(G) dans -B(Gi), et évidem-
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ment (BnL)(G) dans (5nL)(Gi). Par continuité, d'après (3.4), elle
applique donc A (G) dans A(Gi). Notons T-^t la transposée de cette
dernière application : c'est une application linéaire de VN(Gi)
dans VN(G) continue pour les topologies uniformes et pour les topo-
logies ultrafaibles. On vérifie que, pour /'eL(G), on a pi(/)o =?(/ ' ) ,
d'où suit, par densité uniforme, que F— T applique C^(Gi) dans C;(G)
en prolongeant (2.3i), 2°, et, par densité ultrafaible, que (r*)° = (TO)*
et que (ST)o= S^T^, poar 5, TeVN(G,). Ainsi T ->t est un homo-
morphisme de l'algèbre de von Neumann YN(Gi) dans l'algèbre de
von Neumann VN(G) et, plus précisément dans VN^(G), car, si yç Gi,
on a pi(y)°=p(y).

Notons la formule

(3.22) t(u)\ G,==T(u\ G,)

déduite immédiatement de (3.17), 2°. Elle entraîne que, pour tout
TeVN(Gi), on a T == t Gi, donc l'application T-^T|Gi applique
VN(G) sur VN(GQ [resp. C;(G) sur Cp\(G,)]. Notons 9 l'application
transposée de YN(Gi)* dans VN(G)*; d'après (3.20), elle diminue les
normes.

Soient f, gçL(Gi) et soit

u=/-*^eE,(GOcA(G,)cVN(G,)*;

pour T€VN(G), on a

?r(t0 = ̂ ((f*^)') = (T/-| &) = (T(/-) | G,\g) = (T \ G,(f) | (7)

= ?^((/'* îyr) = ?r^(û),
donc

6(u)=ueEi(G) si u€£i(GO.

Par continuité de 6, on déduit alors de (3.4) que

6(A(GQ)cA(G).

De plus, pour tout u€A(Gi) , on a

6(u)=&, donc ûeA(G)

(il suffit de noter que u -> ù est continue pour les convergences simples,
et que Ei est dense dans A). D'autre part,

donc
|û||=l|ô(")ll^|["||=||û|GJ|^[|û||,

II "II = = 1 1 "II.
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Par suite, si u€(PnA)(Gi) , on a ûe(PnA)^(G), car ù est hermi-
tienne et

II û [ [ = II u II == u(e) == u(e).

Désormais, il est clair que u --> u \ Gi applique A (G) sur A(Gi). Par
conséquent, il résulte des propriétés de la dualité (cf. [4], chap. IV, § 4)
que sa transposée T -> T est un isomorphisme de VN(Gi) dans VN(G)
pour les topologies ultrafaibles, dont l'image est ultrafaiblement fermée
dans VN(G), donc coïncide avec VNo,(G).

(3.23) Soit maintenant K un sous-groupe distingué compact d'un groupe
localement compact G. Désignons par ^ la mesure de Haar sur K,
normalisée de sorte que ^(K) == i, et identifiée à une mesure sur G.
Soit O-A l'application canonique de G sur G/K. Alors JA : f->fo O'K est
un isomorphisme de l'espace de Hilbert L^G/K) sur Li(G), sous-espace
de Hilbert de L^G) des fonctions constantes sur les classes de G
modulo K. On a ^eLi(G) si et seulement si gçL^^G) et g = g - k p - K ;
par suite, si TeVN(G), on a T(Li)cL!. On peut donc poser,
pour T € VN ( G) et f e L2 ( G/K),

(3.24) T^f)=j-^oToj^(f).

Il est aisé de voir que l'opérateur TK ainsi défini appartient à VN (GfK)
et que, pour SeVN(G), TeVN(G), on a

(ST)K = S^ TK et (T*)A = (T^)*.

(3.25) PROPOSITION. — Soit K un sous-groupe distingué compact d'un
groupe localement compact G.

i° L'application u-> u o O-A es^ un isomorphisme isométrique \de V algèbre
de Banach A ( G/K) sur la sous-algèbre Ap( G) de A ( G) formée des u € A ( G)
çui sonf constantes sur les classes de G modulo K.

2° L'application T -> TA, qui en est la transposée, est un homomorphisme
ultrafaiblement continu de l'algèbre de von Neumann VN(G) sur l'algèbre
de von Neumann VN(G/K).

DÉMONSTRATION.

1° D'après (2.26), on sait que u -> u o o-̂  est une isométrie de B(GIK)
sur BK(G), l'ensemble des uçB(G) constantes sur les classes modulo K;
elle applique évidemment (Br\L) (G/K) sur (Bi,c\L) (G). Donc, en vertu
de (3.4), il suffit de voir que BK r\L(G) est dense dans AA(G). Soit
U € A A ( G ) et soit u^e(2?nL) (G) une suite tendant en norme vers u;
alors, d'après (2.i8), 2°, u = U^^K est limite en norme des Un-k^K,
lesquels sont dans (BK(^L)(G).
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2° Après ce qui est dit en (3.23), et compte tenu des propriétés de la
dualité des espaces de Banach, il suffit de voir que T -> TA est la trans-
posée de u - ^ u o o - A . Or, si ue(AnL 2 ) (G/K), d'après (8.17) et (3.24)»
on a pour tout Te VN(G) :

cp^(u) = T^ûÇe) =JAO TA (û) (e) = T oj^û) (e) = T(û o ̂ ) (e) = c?^ o ̂ )

d'où la propriété annoncée, car T -> TA est continue en normes d'opé-
rateurs.

Une caractérisation de A (G).

THÉORÈME. — Soit G un groupe localement compact. Alors A (G) est
exactement l'ensemble des fonctions f* 9, où fç.U-(G) et g^L^-^G).

DÉMONSTRATION.

1° Supposons d'abord que le groupe G est séparable. Alors l'es-
pace Lr-(G) est séparable, donc l'algèbre de von Neumann VN(G) est
de genre dénombrable. D'après (3.9), il existe une involution de 1^(0)
transformant VN(G) en son commutant. D'après ([9], p. 70, corollaire),
cette involution commute aux projecteurs du centre de VN(G)', alors,
d'après ([9], p. 23/4, lemme 5), VN(G) possède un élément séparateur,
donc (cf. [9], p. 233, théorème 4) toute forme linéaire positive normale
sur VN(G) est de la forme T->(Tf\f), avec feL^G); par suite,
d'après ([9], p. 283, prop. 5), toute forme linéaire ultrafaiblement continue
sur VN(G) est de la forme

T-^(î7|^)=9r(^*f), où feL^G), geL^G).

C'est l'assertion du théorème, puisque, d'après (3.10), les formes linéaires
ultrafaiblement continues sur ViV(G) sont précisément les T-^9r("),
avec ueA(G).

2° Supposons maintenant G dénombrable à Vinfini. Soit u e A ( G ) ;
puisque u est continue et tend vers zéro à l'infini, u est uniformément
continue. Alors, d'après S. KAKUTANI et K. KODAIRA (Proc. Imp. Acad.
Tokyo, t. 20, 1944, p. 444-45o, Satz 6), il existe un sous-groupe distingué
compact K de G possédant les propriétés suivantes : a. G/K est sépa-
rable; b. u est constante sur les classes modulo K. D'après (3.20), il existe
une ueA(GIK) telle que u == v o O A . Alors, d'après le i° de la démons-
tration, il existe f et g appartenant à L^G/K), telles que v == f-kg.
On en déduit que

u == (foo-^^Q/ooA)^.

3° Passons au cas général. Soit ueA(G). Pour n == i, 2, . . . , soit (C/,)
une suite croissante de parties compactes de G telles que, pour tout n,
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Cn est un voisinage de e et^contient l'ensemble des x e G tels que | u (x) \ ̂  „

Soit Ln le sous-groupe (ouvert) de G engendré par Cn' Soit Gi la réunion
des Ln: c'est un sous-groupe ouvert de G; de plus, Gi est dénombrable
à l'infini, et u est nulle hors de Gi. D'après (8.21), on a u | Gi€A(Gi),
donc, d'après le 2° de la démonstration,

u[Gi =/•*(/, où f, ^eL^Gi);

donc u === /'*</", ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE. — 5o^ G un groupe localement compact. Alors, sur VN(G),
les topologies faible et ultra faible des opérateurs sont identiques.

Dans la suite, nous emploierons sur YN(G) de préférence la termi-
nologie de la topologie faible.

Notons en passant que le théorème ci-dessus peut encore s'énoncer
en disant que A (G) est exactement l'ensemble des coefficients de la repré-
sentation régulière gauche de G.

REMARQUE. — Dans notre Note [13], le théorème ci-dessus n'était
annoncé que sous l'hypothèse : G unimodulaire. C'est M. J. DIXMIER
qui nous a montré comment le prouver dans le cas général.

VN(G) en tant qu'algèbre de distributions.

Précisons les rapports de VN(G) et A (G) avec la théorie des distri-
butions, telle que F. BRUHAT [6] l'a généralisée aux groupes localement
compacts. Soit cD(G) l'espace des fonctions régulières à support compact
sur G, et soit o)'(G) l'espace des distributions sur G, au sens de cet
auteur.

(3.26) PROPOSITION. — d?(G) est un sous-ensemble partout dense
de A (G) et, sur d?(G), la topologie de Schwartz-Bruhat est plus fine que
la topologie induite par la norme de A (G).

DÉMONSTRATION.

i° Suposons en premier lieu que G est un groupe de Lie. Soit fn e L1 (G)
une suite telle que lim ] [ fn | |p== o. Alors, quelle que soit aeo)(G),

7^00

les fn-k^ tendent vers zéro dans L^G), donc dans <^'(G); par consé-
quent, les fn tendent vers zéro dans o^(G) (cf. L. SCHWARTZ [29], t. 2,
chap. VI, théorème XXIII). Ainsi, sur L'(G), la topologie induite
par C^(G) est plus fine que la topologie induite par cD'(G), d'où résulte
par dualité que <-<?(G) est contenu dans 2?p(G)nL(G), donc dans A (G),
et que, sur ^(G), la topologie de Schwartz est plus fine que celle qui
est induite par A (G).
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2° Supposons maintenant G quelconque, et soit Gi un sous-groupe
ouvert de G, dont la famille ^ des sous-groupes distingués compacts K
à quotient Gi/K de Lie ait une intersection réduite à { e j . D'abord
^(G)cA(G) : pour le voir, on peut remplacer G par Gi à cause
de (3.2i ), io, de (3.8) et du fait que toute ue^(G) est somme finie
de translatées de fonctions appartenant à ^(Gi); mais, si ueo)(Gi),
il existe Kç.^ tel que ue^Gi) == JK[^(G,JK)} [se reporter aux nota-
tions (3.24)], donc ueA(Gi) d'après le i° de la démonstration et
d'après (3.25), i°. Puis, la topologie de CO(G) est plus fine que celle
induite par A (G) : cela résulte du i° de la démonstration et des règles
de continuité d'une application, ici l'application identique de ^ dans A,
définie dans une limite inductive, compte tenu de (3.21) et (3.25).
Enfin, ^(G) est dense dans A (G), car les f-kg, où f€^(G), gçCQ(G),
appartiennent à CD (G) et forment dans A (G) un ensemble total, par
suite de (3.4), de (3. i) et compte tenu de la densité de d?(G) dans L^G).

(3.27) PROPOSITION. — Soit TeVN(G). Alors il existe une distri-
bution p1 (T) et une seule telle qu'on ait, pour toute ae^(G),

T(a)=-p(T)*a.

On voit donc que VN(G) s'interprète comme l'algèbre d'opérateurs
transformée par la représentation régulière gauche d'une algèbre de
distributions : celles qui, par convolution à gauche, appliquent L^G)
continûment dans L^G); ceci justifie la notation "p (T).

DÉMONSTRATION. — L'unicité a lieu parce que les relations : S e ̂ (G),
et 5* a = o pour toute a e cP ( G), entraînent S = o. Pour toute -P e cD ( G),
posons

<pl(T),P>=^).

D'après (3.26),p l(T) est une forme linéaire continue sur <^(G), donc un
élément-de ^'(G). De plus, pour toute aç^)(G), on a, d'après (3.17), 2°,
si xç. G,

p1 (T)*a(rc) == <p1 (T), (a,)'> == 9r(«0 = Ta(rc).

Le spectre de l'algèbre de Banach A (G).

Dans ce paragraphe, nous étendons à un groupe G localement compact
quelconque le résultat, classique pour G abélien, selon lequel le spectre
de l'algèbre de Banach A (G) s'identifie à G, ainsi que son corollaire,
le théorème taubérien de Wiener-Godement. Mais auparavant, nous
présentons l'argument essentiel de la démonstration sous forme d'un
lemme [cf. (8.28)], qui d'ailleurs servira à nouveau par la suite [cf. (4.9)].
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Pour G abélien, les idées intervenant dans la démonstration de ce lemme
figurent déjà dans l'article de H. HELSON ([18], p. 498).

(3.28) LEMME. — Soit TçVN(G) un opérateur tel que, pour toute
ue(AnL)(G), le support de Tu soit contenu dans le support de u.
Alors T == ^J, où ^ est une constante.

DÉMONSTRATION. — Nous la faisons par étapes. L'hypothèse que T
contracte les supports s'exprime comme suit :
(8.29) Soit 12 un ouvert de G, et soit ue(AnL) (G) une fonction identi-
quement nulle sur 12. Alors Tu est identiquement nulle sur î2.

On en déduit d'abord que :

(3.30) Pour tout ouvert ^2 relativement compact dans G, et pour toute
ue(AnL) (G) constante sur i2, Tu est une fonction constante sur ^2.

Considérons, en effet, deux points p et q de ^2. Soit V un voisinage
ouvert de e tel que Ypu Vqc^. Posons U = Vq. Si xç. U, on a rce^2
et xq-^pç.^1. La fonction u — Uq-vp appartient à (A nL) (G) et s'annule
identiquement sur l'ouvert U. Il en est donc de même, d'après (3.2g),
de la fonction Tu — T (u^-i?) ; en particulier, cette dernière fonction
s'annule pour x == q, ce qui s'écrit

Tu(q)=Tu(qq-lp)==Tu(p),

car T commute aux translations à droite.

(3.31) I I existe une constante )., ne dépendant que de T, telle que, pour
tout ouvert relativement compact i2 de G et pour toute u e (A n L) (G) iden-
tique à i sur î2, la fonction Tu vaut identiquement ^ sur ^2.

D'après (3.3o), on a, pour tout xç^ï, Tu(x) == À (u, i2), quantité
indépendante de x; montrons qu'à 12 fixé elle ne dépend pas de u : en effet,
si Uy et Uî appartiennent à A (G) et valent i sur î2, Ui—u^ s'annule
identiquement sur £2, donc aussi Tui—Tu^ d'après (3.2g). Enfin,
si i2i et i2.2 sont deux ouverts relativement compacts de G, et si
u e (A n L) (G) vaut i inentiquement sur Î2i u ^2, on a

U^) = À(u, ̂ ) = -k(u, ̂  u^) = HU,^) = ̂ ),

donc )i ne dépend pas de i2.

(3.32) Soit K un ensemble compact dans G, dont la frontière est de mesure
nulle. Alors, si \ est la fonction caractéristique de K, on a T^= /^, où ^
est la constante de (3.3i).

En effet, il existe une suite croissante d'ouverts ̂  tels que i2/, c K^
et tels que

mes (K—^n) ==mes{k—^n)<ï-'



222 P. EYMARD.

Pour tout n, il existe d'après (8.2) une fonction u/,eAnL(G), de valeur
absolue ^i, telle que

Un(x)==i si xçiïn et u^ (a;) = o sirK^JC.

D'après (3.29) et (3.3i), la fonction continue bornée TUn est nulle hors
de K, et vaut ^ sur ^. Or ^ = lim i^ dans L^-ÇG), donc

/^

F; == lim Tu^ = ̂ .
it

(3.33) Montrons enfin que T == U. Tout d'abord, le résultat de (3.32)
vaut pour un compact K de frontière quelconque : en effet, il existe une
suite d'ouverts relativement compacts Un, à frontière de mesure nulle,

tels que Un~^ K et tels que mes 17/^mes K + (cela se voit en raison-

nant comme il est indiqué dans N. BOURBAKI ([5], chap. IV, § 5,
exerc. 13, d).

On a ^:==lim^ dans ^-(G). Or, d'après (3.32), Tcu,^ = ̂ .
n

Donc T^K == ^A: par passage à la limite. Comme les ^ forment un
ensemble total dans L2, on a démontré que T = ?J.

(3.34) THÉORÈME. — Si aç. G, désignons par %a l'application u-> u (a)
de A (G) dans G. Alors a->-^a est un homéomorphisme de G sur le spectre
de Gelfand de l'algèbre A (G) [ce dernier est muni de la topologie induite
par ^ (A ' , A)].

DÉMONSTRATION. — D'après (3.2), on sait que a->^a est un homéo-
morphisme de G sur un fermé du spectre de A (G) (cf. C. E. RICKART, [25],
p. 121, théorème (3.2.4)). Soit ^ un caractère ^ o de l'algèbre A (G);
reste à démontrer qu'il existe a e G tel que % == ̂ .

Si y € G, disons que y supporte % si, pour tout voisinage Y de y , il
existe une fonction izeAnL(G), à support dans Y, telle que %(u)^o.
Cette définition appelle les remarques suivantes :

(3.35) I I existe au plus un point de G qui supporte % : en effet, si y ̂  y,
étaient deux tels points, soient V un voisinage de y et Vi un voisinage
de î/i tels que V n V j = = 0 ; soient des fonctions u e A n L , U j ê A n L ,
avec support (u)c V, support (Ui)c Vi, et ^(u) ^z o, %(ui) 7^ o; alors on
aurait à la fois uuy == o et ^(u^i) = x(") %("0 7^ °» ce ̂  est absurde.

(3.36) Soit un compact K tel que % ne soit supporté par aucun point
de K; alors, pour toute uçA(G) à support dans K, on a -^(v) = o : en effet,
par hypothèse, quel que soit y e K, il existe un ouvert ^y tel que y ç ̂  y,
et tel que y ( u ) = = o pour toute ue(AnL)(G) à support dans ^v.

n

Extrayons des ̂ r un recouvrement fini de K, soit Kc I J î2, •;. S'appuyant
z=l

sur (3.2), un raisonnement classique de partition de l'unité (cf. par
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exemple [24], p. 231) montre qu'il existe des fonctions i^eAnL(G),
Tt

avec support (u;)c^,;, et telles que u==^,Ui vaut i sur K,
1=1

Donc y^(u) = o. Mais uu == u, donc

zO^xOOxO^-o.
(8.37) JZ existe un point de G qui supporte % : sinon, d'après (3.36),
on aurait y^(v) == o pour toute yeAnL(G) , donc%== o, car, d'après (3.4),
A n L est dense dans A.

Ainsi il existe un point a et un seul supportant %. Pour terminer la
démonstration, on peut supposer a=e : en effet, d'après (3.8),
ii->^(a-^u) est encore un caractère 7^0 sur A (G), et n'est supporté
que par e; de plus, la relation y^(a) == u(a) équivaut à la relation
%G/-iu) == u(e). Supposant donc a == e, soit TeYN(G) un opérateur
qui, selon (3.10), est tel que cp^== y ; il reste à prouver que T est l'iden-
tité : en effet, on aura alors y(u) = cpy,(u) == Tu(e) = u(e) pour tout
ueA(G), d'après (3.17). Montrons à cet effet que T satisfait à l'hypo-
thèse du lemme (3.28). Soit ue(A nL) (G); six n'est pas dans le support
de u, alors e n'est pas dans le support de u.v, donc

Tu(x) == c(^(u,) = ̂ (u,.) = o,

•d'après (3.36). Il en résulte que : support (Tu) c support (u). Alors,
d'après (3.28), T == U, où ? est une constante, et donc ^ == )^.
Mais, % étant multiplicatif, il faut que }.2 == 7, donc À == i, car y ̂  o.

{3.38) COROLLAIRE (théorème taubérien). — Soit 1 un idéal fermé
de A (G) tel que, pour tout xç. G, i7 msfe ueJ, avec u(x)-^o.
Alors J=A(G) .

En effet, de (3.2) et (3.34) résulte que A (G) est une algèbre régulière
au sens de SILOV, et, d'après (3.4), A n L est dense dans A. Il suffit
donc de se référer à ([22], § 25 D).

Du corollaire, citons le cas particulier suivant, déjà signalé par
M. KREIN [21] et H. MIRKIL [23] : si une fonction u partout non nulle
est combinaison linéaire de fonctions continues de type positif sur G

compact, alors possède la même propriété. C'est une généralisation non

abélienne du théorème de N. WIENER [35] sur la stabilité par u ->

de la classe des fonctions périodiques sommes de séries de Fourier abso-
lument convergentes. D'autre part, W. F. STINESPRING [30] a associé
à tout groupe localement compact unimodulâire G une algèbre de
Banach involutive et commutative (Li(r) dans les notations de [30]);
il définit, en outre, une transformation de Fourier, qui est un isomor-
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phisme de l'algèbre involutive -Li(r) sur une algèbre involutive de
fonctions continues sur G; cette dernière coïncide avec notre algèbre A (G)^
comme on peut le voir en utilisant ([30], p. 47» lignes 3-6 à partir du bas)»
Ceci posé, les théorèmes 10.1 et 10.4 de [30] peuvent être considérés
comme un cas particulier de notre théorème (3.34). Ils donnent, en effet,
les caractères inuolutifs de Li(T). En fait, notre résultat prouve que
tout caractère de A (G) est involutif.

CHAPITRE 4.

THÉORÈMES DE SYNTHÈSE SPECTRALE.

Support d'un opérateur de VN(G).

On reprend les notations de (3.io). Si TçVN(G), et si vç.B(G\
alors u-^^T(uv) est une forme linéaire continue sur A (G).

(4.1) DÉFINITION. — Soient TçVN(G), uçB(G). On 'note vT l'opé-
rateur appartenant à VN(G) qui est défini par q?.,r(u) == ^r(u^), \quel
que soit ueA(G).

On vérifie facilement que VN(G) devient ainsi un J3(G)-module.
Si ueA(G), yeB(G), alors (yT)(u)eA(G) d'après (3.17), et l'on a

(4.2) (vT) (u) (x) == T[ u (u)^-.} (x) pour tout x e G.

En effet,

(vT) (u) (x) = ̂ ((u,)-) = ̂ ((u,)̂ ) = ̂ T[(U^Y} = T[u(u)^} (x).

REMARQUES.
1° Si uçA(G) et si TçVN(G), on se gardera de confondre l'ope-

rateur uTçVN(G) défini en (4.i) et la fonction TuçA(G) définie
en (3.i 8).

2° Si r==p(pL), où ^eM^G), et si vçB(G), alors on a

ypO^^pO^
où y pi. est le produit au sens usuel de la mesure ^ par la fonction y.
En effet, si ueA(G) on a d'après (4.2) et (3.17),

(4.3) [yp(^)](u)Gr) =p(^[(^-)]^)

== ̂  * (u^-0 (̂ ) = ̂  uÇy^xx-1) u(y-1 )̂ ̂ (z/)

^^(y^x) u(y) d^(y) = y^ * u(x) == [p;(y^) u] (^,

d'où le résultat annoncé.
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3° De (4. i), il résulte immédiatement que, si uçB(G) et si Te VN(G),
on a

ll^ll^ll"ll.l|r|lF.

<4.4) PROPOSITION. — Soit TçVN(G), et soit aç.G. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) [resp. (iy] L'opérateur p(a) est limite faible dans VN(G) d'opé-
rateurs vT, où vçA(G) [resp. où vçCQ(G)].

(ii) Si uçA(G) et si uT = o, alors u(a) = o.
(iii) [resp. (iiiy] Pour tout voisinage V de a, il existe une fonction

u € A ( G) [resp. u € ̂  ( G)], à support dans V et telle que cpr(") 7^ o.

DÉMONSTRATION. — Désignons par Jr l'ensemble des uçA(G) tels
que uT = o. D'après (4. i), il est clair que IT est un idéal fermé de A (G)
et que, dans la dualité entre VN et A, ïr est l'ensemble des u ortho-
gonaux au sous-espace Er de VN(G) formé des vT, où yeA(G) ;
donc Jr est aussi l'orthogonal de l'ensemble des vT, où VGCQ(G), car d0
est dense dans A d'après (3.26). Par suite, (i) et (i)' expriment tous
deux que p(a) est orthogonal à I T , donc (i)<=>(iy. De plus, (i)<=»(ii),
car, en vertu de (3.1/4), (ii) énonce que : uçlr entraîne que
u(a) = cpp^)(u) = o; donc l'assertion (ii) énonce elle aussi que p(a)
est orthogonal à IT.

Montrons que (ii) => (iiiy. Supposons, en effet, non-(iii)'. Il existe un
voisinage V de a tel que, pour toute uçCQ(G) à support dans V, on
ait cpr(u) = o. Or il existe (cf. F. BRUHAT [6], p. 46, prop. 2) une fonc-
tion Uoça)(G) telle que support (uu)cV et telle que Uu (a) -^ o. Pour
toute y eo) (G), on a

support (vuo)c V, donc 9,.r(Uo) == ^T(UoV) = o;

par densité de (D dans A, on a même ^r(uov) = o pour toute vçA(G),
donc UoT == o, alors que Uu(o) 7^ o; c'est nier l'assertion (ii).

Il est évident que (iii)'=^> (iii). Reste à voir que (iii)=»(ii). Soit uçA
telle que u (a) ̂  o ; nous avons alors à démontrer que u ̂  IT. Il existe ^ > o
et un voisinage compact V de a, tels que [ u(x) ^ô pour tout xçV.
En vertu de (3.34) et de (3.2), A (G) est régulière au sens de SILOV :

par conséquent, il existe wçA telle que w(x) == ——.pour tout xçV
u(x)

(cf. par exemple C. E. RICKART [25], p. 172, théorème (3.6.15)). Soit alors,
en vertu de (iii), une fonction AeA, à support dans V, et telle que
<pr(A)^o. Posons v = hw. On constate que h=vu; en effet, les deux
membres sont nuls hors de V. Ainsi

?pr(") = ̂ i(uv) = 9r(/i) 7^ o, donc u ̂  IT.
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(4.5) DÉFINITION. — Soit TeVN(G). On appelle support de T, et
l'on note supp(T), l'ensemble des aç.G qui satisfont aux cinq conditions
équivalentes de (4.4).

Le support de l'opérateur zéro est la partie vide de G. Réciproquement :

(4.6) PROPOSITION. — Si TeVN(G), et si T^o, le support de T est
un ensemble fermé non vide de G.

DÉMONSTRATION. — D'après (4.4), (ii), le support de T, ensemble
des zéros communs aux VÇ.IT, est fermé dans G. D'après le théorème
taubérien [cf. (3.38)], pour montrer que cet ensemble est non vide^
il suffit de voir que, si T^o, alors J^7ZZA(G). Or, si T^o, il existe
uçAnL(G) telle que cpr(") 7^ o. Soit une fonction vç.A(G) valant i
sur le support de u; alors u == uv, donc

cp,,7.(u) = ̂ r(uv) = cpr(u) 7^ o.

Par suite, u^Jr.

(4.7) REMARQUE. — Soit TeVN(G) et, d'après (8.27), soit

p'(T)e^(G)

telle que, pour tout a ça) (G), on ait : T(a) = p'(T) * a. Alors le
support de T n'est autre que le support de la distribution ^(T). Cela résulte
immédiatement de (4.4), (iiiy et de la formule <p1(T), a> = î?r(a).
En particulier, si pie: M1 (G), le support de l'opérateur p(fJt.) coïncide
avec le support (au sens usuel) de la mesure fJi.

Rassemblons maintenant quelques propriétés élémentaires de la
notion de support, qui trouveront leur utilité dans la suite.

(4.8) PROPOSITION.

i° Si vçB(G), et si TçVN(G), on a

supp (vT) c supp (T) n supp (v).

En particulier, si uçB(G) s'annule au voisinage de supp(T), on a vT == o.

2° supp (T) est le plus petit des fermés F de G qui remplissent la condition
suivante : pour toute yeAnL(G) s'annulant au voisinage de F, on
a ^r(v) === o.

3° supp(T) est le plus petit des fermés F de G qui remplissent la condition
suivante : pour tout voisinage fermé ^2 de F tel que le complémentaire dé^l
soit relativement compact, l'opérateur T est limite faible dans VN(G) de
combinaisons linéaires d'opérateurs p(^), où rce^.

4° Soit TeVN(G), et soit cr un fermé de G. Soient Ta des opérateurs
de VN(G) convergeant faiblement vers T, avec supp (Ta) co- pour tout^.
Alors supp(T)co-,
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5o Soient Â € C non nul, et T, T,, T,eVN(G). On a les formules :

a. supp (^T)== supp (T);
b. supp (T^)== [supp (T)]-';
c. supp (Ti+Ï2)c supp (Ti)u supp (TO, ayec e^f/é si, de plus,

supp (Ti) n supp (Ts) == 0 ;
d. <Sf Ti ou Ta ̂  à support compact, supp (Ti Ts) c [supp (T,)] [supp (Tj)].

60 Soit Te VN(G), e/ soit ue(AnL)(G). AZor5 on a

supp (Tu) c [supp (T)] [supp(u)].

DÉMONSTRATION.

1° Sur la définition (4.4), (i)y il est évident que

supp (uT) c supp (T).

Montrons que supp (uT)c supp (u). Si a^supp(y), il existe un voisi-
nage V de a sur lequel v s'annule identiquement. Alors, pour toute
u e A ( G) à support dans V, on a uu == o, donc

Cp.,y(u) = ̂ ("^) == 0.

Par suite, a^supp(yT), d'après (4.4), (iii). Si uçB(G) s'annule au
voisinage de supp (T), on a

supp (T) n supp (u) = 0, donc supp (vT) = 0,

donc vT == o, d'après (4.6).

2° D'abord, supp(T) remplit la condition indiquée : soit, en effet,
uç.Ar\L(G) nulle au voisinage de supp(T), et soit, d'après (3.2), une
fonction kç.A(G), valant i sur supp(y), et s'annulant au voisinage
de supp(T). Alors kT = o, d'après le i°. Or ku == y. Donc,

?r00 = ^r(ku) = ^kT{v) = o.

Si maintenant F est un fermé remplissant la condition de l'énoncé,
montrons que supp(T)cF. Si a^F, il existe un voisinage compact V
de a et un voisinage ^2 de F tels que Yn^ = 0. Pour toute uçA(G)
à support dans V, donc s'annulant au voisinage de F, on a

cpr(u) = o.

Donc a^supp(T), d'après (4.4), (iii).

3° Soit ^2 un voisinage fermé de F tel que le complémentaire de ^
soit relativement compact, et soit JQ l'idéal des uçA(G) s'annulant
sur i2. Par bipolarité, dire que, pour toute yeJo, on a cp^y) == o revient
à dire que T est faiblement adhérente aux combinaisons linéaires
des p(rc), xç^î. Ainsi 3° se déduit de 2°.
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4° Pour toute u e A n L ( G ) s'annulant au voisinage de o-, on a
9r,(u)=o d'après 2°, donc cp^(u) = o par passage à la limite faible.
Par suite, supp(T)ccr, d'après 2°.

5° a est évident sur (4.4), (i). Quant à b, il résulte par exemple de 3°,
de la continuité de l'application T->T* pour la topologie faible, et de
la formule

9(xy=^x-^

Montrons c. Si ye(AnL)(G) s'annule au voisinage du fermé
supp (ri)u supp (T,.), elle s'annule au voisinage de supp(Ti) et au
voisinage de supp (Ta); donc

9^+7,00 = PT^OO + ̂ T,(V) = o, d'après 2°.

Alors, d'après 2°, on a

supp (Ti + F,.) C supp (Ti) u supp (T..).

Supposons de plus que

supp (TOn supp (î\)=0.

Soit vç.A{G) telle que u(T, + T..) == o. Alors

yTi==—p7\== S.

Puisque, d'après i°, on a

supp (S) c supp (Ti) n supp (T..) = 0,

il faut, d'après (4.6), qu'on ait S = o. Ainsi u(Tr+Tï)==o entraîne
uTi •= vTî == o. Par conséquent,

supp (Ti) u supp (T.,) c supp (î\ + T^),

d'après (4.4), (ii).
Supposons, par exemple, supp (Ta) compact. La formule (d) s'obtient

immédiatement (par exemple à l'aide du 3°) si Ti est de la forme ^(x),
où xç. G, puis, à l'aide de (a) et (c), si Ti est combinaison linéaire finie
d'opérateurs p(.r). D'après 3°, pour tout voisinage fermé î2 à complé-
mentaire relativement compact de supp(Ti), l'opérateur Ti est limite
faible de combinaisons linéaires Sx d'opérateurs p(rr), avec xç^ï; donc,
en vertu des cas particuliers ci-dessus traités et en vertu de 4°, on a

supp(TiîV)cî2[supp(T,)],

ce qui fournit (d), quand on remarque que, supp^) étant compact,

[supp(TO][supp(ï\)] == (nï2)[supp(ï\)],

^ parcourant l'ensemble des voisinages fermés de supp(Ti) à complé-
mentaires relativement compacts.
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6° Soit

o^ [ supp (T)][ supp (u)], donc ^[(supp^-^nsupp^) == 0.

Puisque supp(u) est compact, il existe un voisinage fermé V de a et un
voisinage fermé ^ de supp(T) tels que : i° V[(supp u)-1]^^ = 0;
2° le complémentaire de i2 dans G soit compact. D'après 3°, T est limite
faible dans VN(G) de combinaisons linéaires Ta d'opérateurs p(s),
avec sei2; donc, pour tout a, et pour tout xç. G, ^(("r)^) est une

somme fmieVczU^1^), où c^eC, s,el2. Pour xçV, on a
' ;•

sr ' rc e ̂ -1 V, donc sy^ x^ supp (u),

d'où suit que les ^^((u.^) s'annulent identiquement pour xçV.
Par passage à la limite faible, il vient que Tu(x) = ̂ ((Ur)^) s'annule
identiquement pour xçV, donc a ̂  supp (Tu).

Le théorème de Beurling.

Voici une généralisation non abélienne d'un théorème de A. BEURLING [2],
théorème étendu de R à G abélien par I. KAPLANSKY [20] et
H. HELSON [18].

(4.9) THÉORÈME. — Soit G un groupe localement compact. Soit aç.G.
Si T ç. VN(G) a son support réduit au point a, alors T est de la forme À p (a),
où ^ est une constante.

DÉMONSTRATION. — Sur (4.8), 5°, (d), il est clair, à l'aide d'une trans-
lation, qu'on peut, pour faire la démonstration, se placer dans le cas
où a = e. Mais, alors, d'après (4.8), 6°, l'hypothèse du lemme (3.28)
est remplie. Donc T = À J d'après ce lemme.

(4.10) COROLLAIRE 1. — Dans l'algèbre de Banach A (G), tout idéal
primaire fermé est maximal.

En effet, soit J un idéal fermé de A ( G) tel que les u e J aient un seul
zéro commun a. Soit E le sous-espace orthogonal à J dans VN(G);
E est faiblement fermé et invariant par les transformations T—>uT,
où vç.A, car J est un idéal. Si Te E et si T 7^ o, il en résulte que I T ^ > J ,
et donc que supp(T) est réduit à { a } . Par suite, T est proportionnel
à p(a). Ainsi E est de dimension i, donc J est maximal.

(4.11) COROLLAIRE 2. — Soit aç. G. Toute uçA(G) telle que u(a) = o
est limite, au sens de la norme de A, de fonctions Un e A n L ( G) qui s'annulent
dans un voisinage de a (variable avec n).

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 2. 15
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C'est en effet une conséquence du corollaire 1 et de la caractérisation
des idéaux primaires minimaux dans une algèbre de Banach régulière
au sens de SILOV (cf., par exemple, C. E. RICKART [25], p. 91, (2.7.24)).

Avant de poursuivre, il peut être intéressant de donner l'inter-
prétation du théorème (4.9) en termes de distributions. On a vu en (4.7)
que le support de la distribution p'(T), où TçVN(G), n'est autre
que supp(T). Donc (4.9) énonce que les seules distributions à support
ponctuel qui définissent par conuolution des opérateurs bornés dans L2

sont les mesures ponctuelles. Cette interprétation suggère une démons-
tration de (4.9) d'un principe tout différent de la précédente, et que nous
donnons maintenant.

(4.i2) LEMME. — Avec les notations de (3.25), si TçVN(G), on a

supp (T^CCTA (supp T).

DÉMONSTRATION. — Soit àeG/X, tel que à^o-^(suppT). Pour tout
aeo-A1^), on a a^supp(T), donc il existe un voisinage Va de a tel que
cp7'(a) = o pour toutes les aec9 à support dans Va- Par suite de la
compacité de cr^1 (a) et de l'existence de partitions de l'unité dans a) (G).
il existe même un ouvert U, contenant o^1 (à) et tel que cpr(w) = o
pour toute wed?(G), à support dans U. Comme K est compact, il
existe un voisinage V de à dans GjK tel que O-A' (V)c U; soit alors u
une fonction quelconque appartenant à cQ(GIK), et à support dans V.
D'après F. BRUHAT ([6], prop. 10), on a yoo^e^G); de plus, le support
de y o o - A est contenu dans U. Donc

P^OO = ̂ T(Vo7K) =0.
A

Par suite, à ̂  supp (TA), d'après (4.4), (iiiy.
Remarquons qu'en général on ne peut remplacer l'inclusion par l'éga-

lité dans (4.i2), car on peut avoir

T ̂  o et TA•= o, donc supp (T) ̂  0 et supp (T^) = 0.

Passons maintenant à la démonstration annoncée de (4.9). Grâce à
une translation, on peut, pour faire la démonstration, se placer dans
le cas a = e.

a. Supposons en premier lieu que G est un groupe de Lie. D'après (4.7),
la distribution p^T) associée à T d'après (8.27) a son support réduit
à \e\. D'après L. SCHWARTZ ([29], t. 1, théorème XXXV), ^(T) est

donc de la forme ^. C?DP ôe, où les DP constituent une base de l'espace
I p \ ̂  m

vectoriel des opérateurs différentiels invariants à gauche sur G. D'autre
part, d'après (3.27), il faut que, pour toute aç^(G), on ait

I ] ̂ (T)* a [|,̂  [ I a [I,;

où k est une constante. Ceci n'est possible que si Cp = o pour les p 7^ o.
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b. Supposons en deuxième lieu que, dans G, la famille ^ des sous-
groupes compacts distingués K de G à quotient G\K de Lie ait son
intersection réduite à {e\. D'après (4.12), si Kç^, on a

supp (TA) = { e \G/K ou supp (TA) == 0.

Donc, d'après (a), on a TA == ̂ A, où ^A €C et où 7^ est l'identité
de VN(GIK). Autrement dit, avec les notations de (3.23), on a

T(f) == ̂ f pour toute /'eLi(G).

Soient Ky ç.^ et K^ç.^', alors

K,c\K^ et L^(G)uL^(6)cLK^(G);

par conséquent, ÀA,= ^UA,= ^A, et, en fait, ̂  ne dépend|pas de Ke^,
soit ^ A = ^ . En particulier,

Tf==7.f pour toute /• € a) ( G) = \^J ^A ( G),
^e^

donc pour toute /'eL^G), car a) est dense dans L2.

c. Passons au cas général. Soit Gi un sous-groupe ouvert de G rentrant
dans le cas (b). Adoptons les notations de (3.21). Il est clair sur (4.8),
2° que supp(T| Gi) = { e } ; donc, d'après (b), il existe une constante À
telle que

cpy(a) == Àa(e) pour toute açcP(ff)

à support contenu dans Gi. Remarquons, d'autre part, que, en vertu
de (4.8), 2°, on a

cp^(a) = o pour toute ae<î)(G)

à support disjoint de Gj. Comme toute ae^(G) est somme finie de
translatées de fonctions appartenant à CD (G) et à support dans Gi,
on obtient par linéarité que la formule cpr(a) = Àa(e) est valable pour
toute aecO(G), donc pour toute aeA(G) par continuité, d'où T == U.

Le théorème de Ditkin-Helson.

Établissons d'abord un lemme en déduction de (4.ii).

(4. i3) LEMME. — Soit V un système fondamental de voisinages compacts
et symétriques V de e. Alors il existe des fonctions h^ vérifiant les condi-
tions suivantes :

io h, €EP(G);

20 \\^\\=h,(e)=i-,

3° support (h^) c V2;
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4° quel que soit ueA(G) vérifiant u (e)==o et quel que soit s > o,
il existe Vsê^ tel que

VçV, VcV, => \\hru\\<e.

DÉMONSTRATION. — Soit gr la fonction caractéristique de VçV.
Posons

i, g^ gr
^TOÏT

Alors /ïreP(G). De plus, pour tout xç. G, on a

M^)- ——^ f^(y)^(a;-'z/)dy= ——— [gr^y^dy,
II y^ll^Jç ll^Mh J^

donc 7^(e )==i ; d'autre part, si x^V1, alors pour tout yeY, on a

rr^y^V, donc hr(x)==o,

d'où le 3°. Soit maintenant ueA(G) vérifiant u(é) = o. D'après (4. n),
considérons des Vn e (A n L) ( G), nulles au voisinage de e, et telles que
lim|]u—Vn\\ ==o. Il existe un indice Ho t6! que, quel que soit VçV,

n

\\hrU—hrVn,\\^\\h,\\.\\u—Vn,\\ =\\u—Un,\\ <£.

Alors, si Veê^ est choisi tel que V! nsupp(p^) == 0, on aura, pour
tout VcYs,

hrUn,=o, donc || h / u [| < s.

(4.i 4) DÉFINITION. — Soit TeVN(G). On dira que T mnp/i7 la
condition (H), si F est limite faible dans VN(G) d'opérateurs uT, où
yeA(G). Par bipolarité, il revient au même de dire que

uçA(G) et uT = o =^> q?r(") = o.

En effet, cette dernière condition exprime que T est orthogonal à
l'ensemble des ueA(G) qui sont tels que

cp^(u) == ^uï(v) == o pour tout yeA(G),

c'est-à-dire des u qui sont orthogonaux aux uT, yeA(G).
Nous ne connaissons pas d'exemple, pour G convenable, d'un opé-

rateur TeVN(G) qui ne satisfasse pas à l'hypothèse (H). Voici des
cas où cette hypothèse est remplie.

(4.i 5) Si supp(T) est compact, T remplit la condition (H).

Soit, en effet [cf. (3.2)], kçA(G) une fonction égale a i dans un voisi-
nage compact î2 de supp(T). Quel que soit ize(AnL)(G), on a ku === u
dans 12. Comme ku — u est à support compact, on a donc, d'après (4.8), 2°,

o = cpr(to — u) = q^rOO — ?r(u) == q^7-7'(u).

Par suite, kT = T, résultat plus précis que (H).
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(4.i 6) Si G est abélien, tout TçVN(G) remplit la condition (H).
Dans ce cas, en effet, on sait (cf. [26], p. 6) que toute ueA(G) est

limite en norme dans A (G) d'une suite de la forme uun, où VnÇ-A(G).
Par suite, si u.c. A (G) est fixé, tel que uT = o, on a

cp7(") == lim ^T(uvn) == limcp^r(^) = o,
n n

d'où le résultat.

(4.17) Supposons que G possède la propriété d'approximation (R) citée
en (l.i6).

Soit Mi l'adhérence en norme dans VN(G) des p(^.), où fJieM^G).
Alors tout Te Mi est limite en norme d'opérateurs uT, où v appartient à
l'ensemble Pô des y e P n L ( G ) telles que u(e)==i; ce qui est plus
précis que la condition (H).

En effet, soit TçM1, et soit s > o. Choisissons :
i° une mesure ^€M1 telle que [ ] T—p(p.)||p^s;
2° un compact K de G tel que ^ | ( G — K ) ^ z \
3° une fonction uçPo telle que, pour tout xçK, on ait

I——^)|^T———

[l'existence d'une telle v résulte immédiatement de la condition (R)].
Alors

IIP^)-^)llp^ll(i-^l|i

^ f ï—v(x)\d\^\(x) +2 f d|^[(a;)^3c
^A ' JG-K

et
ll^r-p(^)|lF^^c)||r-p(^)||p^£.

Donc

[| T-yT ||p^|] r-p(^) [|p + I; P(^-yp^) ||p + II ̂ T-P(^)) ||p^5£.

(4.i 8) PROPOSITION. — Soit TeVN(G) remplissant la condition (H).
A/or5, pour foi^ voisinage fermé ^ de supp(T), l'opérateur T est limite
faible dans VN(G) de combinaisons linéaires d'opérateurs p(.r), où xç^î.

DÉMONSTRATION.—Soit E le sous-espace vectoriel de VN(G) engendré
par les ^(x), où xç^ï. Son orthogonal dans A (G) est l'idéal 1 des fonc-
tions uçA(G) telles que : u(x) = o pour tout ;re^. Pour toute ueJ,
on a uT=o, d'après (4.8), i°, et donc cpr(u) = o, d'après la condi-
tion (H). Ainsi T appartient à l'orthogonal de 1 dans VN(G), c'est-
à-dire à l'adhérence faible de £'.
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(4.19) THÉORÈME. — Soit TçVN(G) tel que la frontière de supp(T)
ne contienne pas d'ensemble parfait non vide.

i° Soit une fonction uçA(G) s'annulant sur supp(T). Alors uT == o.
2° Si, de plus, T remplit la condition (H), alors T est limite faible

dans VN(G) de combinaisons linéaires d'opérateurs p(rc), où a;esupp(T).

DÉMONSTRATION.

i° Remarquons, pour commencer, que supp(uT) est contenu dans
la frontière de supp(T') : en effet, si a est dans l'intérieur de supp(T),
il existe un voisinage V de a sur lequel u s'annule identiquement, donc
(û^(u) == ^T(uv) == o pour toute uçA(G) à support dans V, et par
suite, a^supp(ur) d'après (4.4), (iii). Pour montrer que uT = o, il
suffit, d'après le théorème taubérien, de voir que supp(uT) est vide,
donc, en vertu de l'hypothèse, il suffit d'établir que supp(uT) n'a pas
de point isolé, ce que nous prouvons par l'absurde. Soit p un point isolé
de supp(uT); au prix d'une translation, on peut supposer p = e.
D'après (8.2), soit gçA(G) une fonction valant i en e et s'annulant
dans un ouvert qui contient s u p p ( u T ) — { e { . D'après (4.8), i°,

supp (guT) c supp (g) n supp (uT)

contient au plus le point e. Donc, d'après (4.9), on a guT = U, où ?
est une constante. Introduisons les fonctions hr du lemme (4.i3). On a

hfu. gT = hr. guT = hyA 1 == )hf (e) 1 = >. J.

Mais, comme u(e) = o, on a, d'après (4. i3),

lim |] hrU || == o, donc ?. == o.
v

Ainsi guT = o, alors que g(e)^o, ce qui, d'après (4.4), (ii), contredit
l'appartenance de e à supp(ur).

2° L'idéal 1 des fonctions uçA(G) telles que u(x) == o sur supp(T)
est l'orthogonal dans A (G) du sous-espace E de VN(G) engendré par
les p(.r), où a;esupp(T). D'après i°, quel que soit ueJ, on a uT == o,
et donc cpr(u) == o d'après la condition (H). Ainsi T est orthogonal à I ,
donc faiblement adhérent à £'.
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