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L’INTEGRALE DI FUBINI-TONELLI
NEL SENSO DI WEIERSTRASS

I. CASO PARAMETRICO

di CALOGERO VINTI (*)

Introduzione.

È noto che lo studio sistematico del funzionale

con il metodo diretto del Tonelli, è stato iniziato da S. Faedo (J4), [5], [6]),
successivamente proseguito da E. Magenes ([14], ... , [19]), che ne ha tracciato
le linee fondamentali del Calcolo delle Variazioni, e più recentemente da
L. Lombardi ([11], [12]).

Una esposizione dello sviluppo della teoria si trova in una relazione

tenuta da S. Faedo [7] ] in occasione di un simposio lagrangiano e in quel-
l’occasione sono stati en unciati nuovi risultati e le dimostrazioni di alcuni

di essi sono apparse in [8]. Il Faedo [8], seguendo un’idea di McShane (i),
clefiniece l’integrale y2) di Fubini-Tonelli nel senso di Weierstrass e

dà, nella classe delle curve continue e tali che (yi , y.) esista finito, delle
condizioni necessarie per la semicontinuità inferiore di Iw (yi , che sono

anche sufficienti quando f è continua in yi , y2) uniformemente ri-

spetto a 2/1 ~2.
Questi recenti lavori di Faedo e la circostanza che la stessa idea di

McShane era stata da me ([28]) sfruttata per introdurre l’integrale del 

Pervenuto alla Redazione il 10 Ottobre 1967.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca matematici del

Consiglio Nazionale delle Ricerche.
(1) L’idea di McShane [13], ripresa da una di H. Lewy [10J consiste nell’associare

all’integrale del C. d.V. in forma ordinaria in una variabile un conveniente integrale
in torma parametrica.
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Calcolo delle Variazioni in una variabile nel senso di Weierstrass, mi hanno
spinto a contribuire al proposito di S. Faedo di costruire la teoria degli
integrali di Fubini-Tonelli nel senso di Weierstrass, il cui interesse è no-

tevole perchè il sostituire 1’algoritmo di Lebesgue con quello di Weierstrass

permetterà di sviluppare la teoria in una classe di curve più ampia di

quelle assolutamente continue.
A questo scopo, volendo seguire l’idea di McShane, la teoria va

iniziata dal caso parametrico, per poi ricondurre a questo il caso or-

dinario.

Studierò in questo lavoro l’integrale

con e == (6~ e2), ei « ~x1 = Xi (u), y1 = Y1 (u), C2 - = x2 (v),
Y2 co inteso nel L senso di Weierstrass e che denoterò
.

I principali risultati sono espressi dai Teoremi 5, 6, 7.
Quando F è continua globalmente nel sno campo di definizione e po-

sitivamente omogenea di grado 1 separatamente rispetto alle coppie y~ ),
(x2 , ~?), l’integrale esiste finito (2) (Teorema 5) se sono con-

tinue e rettificabili e si ha (Teorema 6) :

avendo denotato con (Xl = xi (~~)’ y~ (8), O c s ~ Lei ~ e con ~x2 = x2 
y2 = y2 (~), O C ~ c le parametrizzazioni rispettive di e2 facendo

uso della loro lunghezza d’arco come parametro ; inoltre risulta (Teorema 7 ) :

(2) La dimostrazione del Teorema 5 è ricondotta, seguendo un ragionamento del

Tonelli ([26], N. 5), a quella dell’esistenza finito di quando F’’ oltre a soddisfare

le ipotesi dette sia anche convessa separatamente rispetto alle coppie (xi , yl) , (x2 , y2)
(Teorema 4). 

’ 

1 2
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Si osservi che la (1) è una proposizione di rappresentazione e non dà
un algoritmo agevole per il calcolo di perchè interviene la partico-
lare parametrizzazione dena e, cos  come avviene per il calcolo della lun-

ghezza di una curva con l’integrale classico quando come parametro si prende
la lunghezza d’arco e per il calcolo dell’area di una superficie con i teoremi
di rappresentazione di C. B. Morrey [20] e di L. Cesari [3].

Questo inconveniente viene ovviato dalla (2) che rappresenta una pro-
posizione di approssimazione, analoga a quella di E. Baiada (3j per l’inte-
grale del Calcolo delle Variazioni in una variabile, nella quale non inter-
viene la particolare parametrizzazione della ee non si fa uso dell’integrale
di Lebesgue.

Per stabilire le proposizioni dette s’è presentata una alternativa nella
scelta tra le due note definizioni d’integrale di Weierstrass, date da J. C. Bur-
kill [2], per una funzione di rettangolo «&#x3E; (R), R c Ro : quella ottenuta ope-
rando con suddivisioni di Ro in classi (Ri 1, i =1, 2, ... , ii, ciascuna data da un
prodotto cartesiano di suddivisioni di due lati consecutivi di Ro , definizione
che chiameremo in senso « esteso » ; quella ottenuta operando con decom- .

posizioni di Ro in classi ( R; ), i = 1, 2, ... , n, con gli Ri disposti come Ro ma
senza il vincolo della precedente, definizione che chiameremo in senso

« stretto ».

Entrambe le due definizioni si sono mostrate non adatte per ottenere

la (1) e la (2) con un procedimento diretto, cioè come conseguenza di un
teorema di esistenza e di uno di approssimazione per l’integrale di Weier-
strass di una funzione di rettangolo. La prima perchè l’integrale non gode
di quel minimo di proprietà indispensabili per lavorare con un algoritmo
d’integrazione (ad es. l’esistenza dell’integrale su Ro non porta di conse-

guenza 1’esistenza su ogni Re la seconda perchè nei teoremi di

esistenza interviene la snbadditività della funzione integranda rispetto
allo stesso tipo di decomposizioni che intervengono nella definizione di

integrale e di questa proprietà non gode la funzione di rettangolo definita
dal1a Il’ tramite la ~.

Ho proposto allora, per le funzioni di rettangolo, una definizione d’in-

tegrale di Weierstrass che è « intermedia » tra quella in senso esteso e

quella in senso stretto, nel senso che l’integrabilità secondo questa defini-
zione implica quella in senso esteso e l’integrabilità in senso stretto im-

plica quella in senso « intermedio ».
Questa definizione permette di raggiungere la (1) e la (2).

(3) La proposizione di E. Baiada [1], che ha dato inizio a nn insieme di ricerche

iiol Gruppo N. 18, è stata auccessivamente anipliata (C. Vinti [27] con un procedimento
diretto, e questo procedimento è di guida per ottenere la (2).
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Nel § 1 dopo aver definito l’integrale di Weierstrass in senso « inter-

medio » stabilisco per esso alcune proprietà e poi un teorema di esistenza
(Teorema 1) e uno di approssimazione (Teorema 2) ; da questi risultati de-
durrò nel § 2 i Teoremi 4, 5, 6, 7.

§1

L’ INTEGRALE DI WEIERSTRASS IN SENSO « INTERMEDIO»

((9) - WEIERSTRASS) DI UNA FUNZIONE DI RETTANGOLO

1. Definiziont. 

~ 

’

Per rettangolo intendiamo un intervallo chiuso dello spazio euclideo
2-dimensionale (x, y), cioè un insieme del tipo (a  x C b, c  y ~ d~.

Chiamiamo « classes elementare » un insieme finito di rettangoli che
costituisce una suddivisione di un rettangolo 
ottenuta come prodotto di due suddivisioni rispettivamente degli intervalli
1,dimensionale la ~ x ~ b, y = 01, (x = 0, c Il rettangolo R lo

chiameremo il « generatore » della classe elementare.

In particolare un rettangolo .R è il generatore della classe elementare

costituita soltanto da .R.

Con il simbolo D (R) denotiamo una suddivisione del rettangolo R in
un numero finito di rettangoli, che possa realizzarsi a partire da una

classe elementare avente per generatore R, sostituendo poi ciascun rettan-
golo di questa classe con una classe elementare da esso generata e cos

proseguendo, cioè sostituendo ciascun rettangolo delle classi elementari del
passo precedente con una classe elementare da esso generata fino ad ot-

tenere, dopo un numero finito di passi del tipo detto, tutti i rettangoli di

D (R).
Se R2 , ... , sono i rettangoli che costituiscono una suddivisione

J) (R), scriveremo D (R) = R2 ... , 
Ovviamente una classe elementare avente per generatore è una par-

ticolare suddivisione D (R).
Con D (R) il denotiamo rispettivamente l’area del rettangolo

R, il diametro di R, il massimo diametro dei rettangoli di D (R).
Le funzioni di rettangolo che prenderemo in esame in tutto il lavoro

saranno definite, a valori reali, in nn rettangolo e verranno indicate con
uno dei simboli A .
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Per una W (R), R c porremo

ove D ( R) = y R1 , R2 , ... ~ ~,~;.
Data chiameremo integrale inferiore 

e integrale 8uperiore della ø su Ro, rispettivamente i nu-

meri (finiti o no)

il valore comune lo denoteremo e lo chia-

--v -’V V

meremo integrale della ø su Ro.

Quando esiste ed è finito la (P la diremo (9) Weierstrass inte-

grabile su Ro.
Si ha ovviamente :

ove le lettere C ed c5 sono poste per indicare gli integrali (inferiori e su-
periori) di Weierstrass in senso « esteso » e in senso «stretto », e queste
disuguaglianze giustificano il senso « intermedio » dato alle precedenti de-
fi ni zioni con l’uso della lettera 9.

2. Proprietà dell’intezrale (V).Weierstiass.

PROPRIETÀ la. R, C Ro , è (9)- Weierstrass integrabile 8U R0,
risulta anche integrabile su ogni R c Ro .

nall’esistenza finito dell’integrale (9)-Weierstrass della ø su Ro segue
3 à (~) &#x3E; 0 tale che

qualunque sia I&#x3E; (Ro) con
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Fissato R c Ro siano ... , rettangoli tali che esista una

suddivisione D* (Ro) = R2 , ... , Rm), e per ogni i, i = J, 2, ... , m, de-
notiamo con una suddivisione di 7~ con 

°

Osserviamo ora che dalla integrabilità (9)-Weierstrass della 0 su R. segue
che gli integrali inferiore e superiore (9)-Weierstrass della 4Y su R sono

finiti ; esistono quindi due suddivisioni d~ ( R), D (R) con le proprietà

Ma i rettangoli delle suddivisioni. D (.R), D (I~1} , ... , D (Rm) e quelli delle sud-
divisioni D (1~), D (R1) , ... , D (Rm) costituiscono rispettivamente due suddi-

visioni D’ (RO), D" (Ro) le quali per le (4), (4’) sono tali che

e di conseguenza, per la (3), risultano soddisfatte le disuguaglianze :

ltp

Da queste due disuguaglianze, tenendo conto delle (5), segue iminediata.
mente che la 0 è (-9)-Weierstrass integrabile sii R.

PROPRIETÀ 2a. ~Se 4$ (R), R c Ro, 9 è (9)- Weierstrass integrabile su Ro’ i
Il integrale indefinito (9) J ø, della 0 su additivo ri

il

spetto alle suddivisioni D (R).

Sia D (R) = (R,, R2 2 --- con R c Ro , e per ogni i, i = 1, 2 , ..., m,
denotiamo con una successione di suddivisioni di Rz con la proprietà

Poichè per ogni n la totalità dei rettangoli che sono contenuti in D,,, (RJ)’
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rappresenta una suddi visione D,, (R), con

ed è

da questa per M --~ oo, tenendo presente che per la Proprietà 1~ esistono

finiti gli integrali (9)- Weierstrass della W su 1,~, R1, R2 ’ ... , Rm, segue :

PROPRIE’l’À 3a. ~Se fl (R), R c Ro, 9 è integrabile 8U R~ ,
-V e &#x3E; 0 3 o (,-) &#x3E; 0 tale che pe1’ ogni D (R), R c i D (R) i ~ a, ri8ulta:

Dalla integrabilità (I)-Weierstrass della 0 su Ro segue che fissato E &#x3E; 0 è

determinato un ( 2013 ) &#x3E; 0 tale che 
’

2 / _

qualunque sia D (R.), con Il D (Ro) il  ö.

Considerata una suddivisione D ( R) - R1, R2 , ... , R c Ro, 
è possibile scegliere k retta,ngoli Rm+3’ ..., Rm+k in modo che

esista una suddivione D (Ro) = ..., ... , con 1/ D (RO) il  b,
e per ogni j, j = 1, 2 , ... , k, sia (Dn una successione di suddivisioni

di con la proprietà

Poiché per ogni n l’insieme dei rettangoli contenuti in D (R), 
(R~,+2) , ... Dn (Rm+k) costituisce una suddivisione Dn (Ro), con il -D»(R0)11 

dalla (6) segue :
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Ma per le Proprietà la e 2a è

e quindi dalla (7) segue l’asserto con

PROPRIETÀ. 4a. (R), R c continua ed (9)- Weierstrass integratabile
su Ro, indefinito (9) f continuo su 

n

Per la Proprietà 3&#x26; in corrispondenza &#x3E; O 3 o (E) &#x3E; O tale che per

ogni D (R), R c  o (~), si abbia

Detto k un intero tale che per la continuità 

esiste un T (E) &#x3E; 0 per cui è

e mostriamo che risulta :

Fissato infatti un rettangolo R c Ro, ( R ~ C t (E), sia le classe ele -

mentare costituita da k2 rettangoli e ottenuta come prodotto cartesiano di

due suddivisioni, in k parti uguali, rispettivamente di due lati consecutivi

di R. È ovviamente e quindi per la (8) risulta :

1 Ma se Ri è un rettangolo della suddivisione Dk (R), essendo
per la (9) si ha
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e di conseguenza :

Quest’ultima assieme alla (8’) mostra la (9’) e quindi l’asserto.

3. Sull’esistotiza dell’integrale (J)-Welerstrass.

Per l’esistenza dell’integrale (J).Weierstrass premettiamo un lemma e

una definizione.

esiste al più una infinità numerabile di seginent  verticali

per ciascuno dei quali non è vera la seguente proprietà :
tale che per rettangolo

Limitandoci a dimostrare il lemma per i segmenti verticali (analoga è la

dimostrazione per quelli orizzontali) basta far vedere che, detta una

successione di numeri positivi decrescenti e convergente a zero, per ogni -,,
i segmenti verticali per i quali non è vera la proprietà lP) per e = En sono
un numero finito. Supposto allora che tali segmenti non siano in numero

finito consideriamone k di essi, con e siano

Preso un ó &#x3E; 01 con esisterà
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per ogni segmento (10) un rettangolo
..r-- x(n) b .) , con b - - a  ~, tale che

Poichè i rettangoli i = 1, 2,..., k, sono a due a due senza punti a

comune, considerata la classe elementare d~ (R.), ottenuta come prodotto
cartesiano delle due suddivisioni ao  a2  ... ak  bk C bo~
co classe elementare contenente i rettangoli Ri, essendo manifestamente

risulta, in virtù della (11) :

che è un assurdo.

DEFINIZIONE. Una 0 (R), R c R05 la diremo approssimativamente 
ditiva (4) in Ro se 0 3 (e) &#x3E; 0 tale che per ogni R c R09 conii 
risulti :

qualunque sia 1) 

TEOREMA. 1. ( R), R c Ro = ( ao c x. c b0 , C y t-- continua

e approssimativamente subadditiva in è integrabile su R0
oppure l’integrale superiore del .szco valore assoluto non è

finito.

Basta dimostrare che supposto

strass integrabile su Ro.

(4) La definizione di approssimata subadditività per In funzioni di intervallu 
8ionale) è stata data da L. Tonelli in [26].
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Osserviamo intanto che risultano finiti gli integrali inferiore e superiore
(9)-Weierstrass della 4Y (R) su Ro perchè è :

Fissato un E &#x3E; 0 sia b (e) &#x3E; 0 quel numero determinato dalla approssimata
subadditività della P per cui è vera la (12), e sia D (Ro)’ Il D (Ro) Il  b,
una suddivisione di Ro per la quale si abbia

Prolunghiamo i lati dei rettangoli della suddivisione 9

R2, ... , fino ad incontrare i lati di 1lo; si ottiene in tal modo una suddi-

visione D (RO) che è una classe elementare generata da Ro, ed ogni rettan.
golo o appartiene a D (Ro) oppure viene ad essere decomposto in
un numero finito di rettangoli Rij E D (Ro), j = 1, 2,..., n (i), i quali ret-

tangoli .Ri’ , j = 1, 2, ... , ~i (i), costituiscono una suddivisione di Rs .
Essendo ~~ C h, per la (12) si ha 

°

e da questa segue :

La assieme alla (14) ci dà :

Osserviamo ora che , se Ri e sono due rettangoli di D (Ro) aventi in co-

mune un lato verticale [orizzontale],
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tale che comunque si prendano h1 , h2 , 9 con

risulta :

Limitiamoci a dimostrare la (16) nel caso che Ri e Rj abbiano a comune
il lato verticale, analoga è la dimostrazione nell’altro caso.

Comunque si fissino h1 , h2 , posto

vale l’uguaglianza :

E poichè, per l’approssimata subadditività della ø, si ha :

e dalla (17) segue:

Ma per la continuità della 0 esiste un tale che per
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e quindi, posto
risulta e dalla (17’), tenuto conto

della (18), segue la (16).

Riprencliamo la jj (Ro) che è un prodotto di due suddivisioni :

Nel caso che qualcuno dei segmenti ~x = xi , co ~ y c i = 1, 2, ... , p,
o qualcuno dei segmenti ~ao -~ x c y = = 1, 2, ... , q, non godesse
della proprietà ~) del Lemma 1, sostituiamo ciascuno di questi segmenti
con una coppia di segmenti, ad esso simmetrici e equipollenti, per i quali
sussista la proprietà ’P) (ciò è possibile farlo in virtù del Lemma 1 ), e ado-

perando un numero finito di volte la (16) quando in essa si prenda o = 

scegliendo cioè ciascuna coppia di segmenti con distanza minore di 2y (o),
si ottiene una classe elementare D’ (Ro), con tale che:

Dalla (15), in virtù di quest’ultima, si ha di conseguenza :

Ma la D’ (Ro) è un prodotto di due suddivisioni,

e poic;hè sia i segmenti ~x = xi , co  y i = 1, 2, ,.. , p’ - 1, che i seg-
menti ~aa ~ x ~ bo , y = ~~ ~==1~2~...~’ - 1, godono della proprietà ~)
del Lemma 1, in corrispondenza ad E/2p’. q’ esiste un ~’ &#x3E; 0, e possiamo
supporre ö’  min - x~ , YJ+1 2013 ~ : i = ~~ ~ , ... , p’ - 1 ; j = 0,1,..., ~ 2013 1 ~
tale che, posto
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risulti :

e da queste, che sono in numero finito, segue, in virtù della definizione di

integrale superiore che esiste un 6 "(~/:~ p’ . q’) &#x3E; 0, e possiamo
supporre h"  d /’2, tale che comunque si scelgano le suddivisioni D 

i

onsideriamo allora una arbitraria suddivisione 1&#x3E;" (R,), con il 1)" (RO)!1  ó",
~ siano Rg’ , ..., i~8 quei rettangoli di 1)" (Ro) che hanno punti a coniune
-on i lati di qualche rettangolo di D’ (Ro) = h’í , ~~ , ... , It§.) , a prescindere
da quei lati che giacciono sulla frontiera di 

Si ha :

ciò perché se ad R" , ..., R"’ sono quei rettangoli di 1&#x3E;" (RO) che

banno punti a comune con il segmento ; i =~= 0, p’, es-

sendo il  15"  ~’ /2, j = 1, 2, ..., 1, risulta R8~ c e quindi, poichè i

rettangoli Rsj , j = 1, 2, ... , l, possono considerarsi facenti parte di una op-
portuna suddivisione D con :1 D (RXI) il  D", dalla segue :

Analogamente si ha :

con l’avvertenza di porre - o quando l’intersezione

il vuoto o un intervallo 1-dimensionale.
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Dalla (15’), ricordando e tenuto conto della appros-
simata snbadditività della 0, segue : .

dalla quale, in virtù delle (20), (21), si deduce :

e poichè quest’ultima è vera per ogni suddivisione D" (R,), con
c a" (E), risulta (J)-Weierstrass integrabile su Ro .

4. Sull’approssín azione dell’inltegrale (J)-Welerstrass.

Sussiste il seguente

TEOREMA. 2. Se la funzione di rettangolo tI&#x3E; (x’, x" ; y’, y"), definita per

le condizioni:

1°) è continua in R° ;
2°) è (J’j- integrabile su Ro;

è integrabile secondo Rie-

81t 

ò

Dall’esistenza finito dell’integrale (9)-Weierstrass della 0 su e dalla

continuità della 0 segue, in virtù della Proprietà 4a (N. 2), che l’integrale
I-

indefinito è continuo, e quindi tale che

D’altra parte, per la Proprietà 3" (N. 2), 3 3" (E) &#x3E; 0, e possiamo supporre
tale che per ogni
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risulti

Inoltre, per 1’esistenza dell’integrale (J).Wejerstrass della 0 su .R0 , esiste
un 15 (e) &#x3E; 0, e possiamo supporre b  ~", tale che per ogni suddivisione

si abbia

Fissiamo poniamo

e ricordiamo che, per la definizione d’integrale di Riemann, &#x3E; 0

tale che per ogni classe elementare D (Rh, k ), una qua-

lunque somma di Riemann della 0 (x, x + h; y, y + k)/hk relativa a questa
suddivisione diffierisce in modulo da I (h, lc) per meno di e. 

-

Sia m un intero positivo con le condizioni

due suddivisioni rispettivamente di

prietà
con le pro-
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Sia poi 8 la somma di Riemann della tI&#x3E; (x, x -+- h ; y, y + relative.

mente alla suddivisione prodotto X quando per valore 
ciascun rettangolo di ~D~x&#x3E; X si prende il valore che

tale funzione assume nel vertice sinistro in basso.

È ovviamente :

Posto

con r) definite dalle

risulta :

Confrontiamo ora le somme S (B,R) con le essendo 
la classe elementare prodotto delle due suddivisioni

ove è
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e avendo posto

per

per

per

per

Si ha : ~ "

con l’avverteinza di porre

se almeno uno dei due indici 1.

Dalle (26), (28) segue allora :
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ove è

Osserviamo ora che essendo rettangoli

hanno diametro minore di b" e inoltre costituiscono una suddivisione D(R)
di un rettangolo R, dalle (22), (23) segue dunque : b

e analogamente :
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Dalla (29), in virtù di queste disuguaglianze, tenendo presente le (30) e le
limitazioni

si deduce :
I

e quindi per la (24) si ha :

Dalla (31) allora, tenuto conto della (27) e di quest’ultima, segue :

che assieme alla (25) ci dà :

e quindi l’asserto del teorema.

§ 2. .

L’IN’rEGRALE DI FUBINI-TONELLI NEL SENSO (7) WEIERSTRASS.

5. Siano A1 , A2 due insiemi chiusi e limitati, rispettivamente dei piani
(X’,g,1 9 y2), ed A == Al l’insieme chiuso prodotto cartesiano di A, 1

con A 2 -
Denotiamo con C’ == (ei , e2) una coppia di curve :
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La 6 la diremo continua se le componenti e1, e2 sono continue ; la e
la diremo rettificabile se le componenti e1, e2 sono rettificabili. 

-

Sia poi xi , yi ~ xí , y2~ = F ( 1’; xi ~ yi , x2 , yi) una funzione
definita per ogni punto e per ogni valore di 
con

Posto Ro bo, denotiamo con 

v’ ~ v ~ v"; c Ro , la funzione di rettangolo definita dalla

Se esiste (finito o no) l’integrale tale integrale lo chiameremo

1’integrale di Fubini-Tonelli, nel senso (J)-Weierstrass, della F relativamente
a e e lo denoteremo anche I W (e).

Se e è continua e rettificabileg considerate le equazioni parametriche
di et , C~2 quando in entrambe come parametro si assume la lunghezza d’arco
rettificato :

e posto denoteremo con

la funzione di rettangolo definita dalla

Sussiste il seguente

TEOREMA 3. Se e - (C1 , C’2) è continua e rettificabile ed esiste ( finito o
no) della su con F soddisfaeente le

(32), (32’), tale integrale non dipende dalla parametrizzazione della C’, cioè

esiste l’integrale della ~~, ( R) su e 
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Osserviamo prima che se almeno uno dei due numeri è nullo il

rettangolo degenera in un segmento o in un punto ; posto in tal caso,

per convenzione, convenzione questa giustificata dal fatto

che, in virtù delle (32), (32’), è .

virtù delle (32), (32’) : 1
, risulta, sempre in

Supponiamo allora
Per ogni insieme

individuato

tramite la $ == ~ (u) jr = i (v)], è tale che

Detto quindi = 1, 2,..., = 1, 2,..., q~, O = ,~  8~  ... C Rp =

[O = ~ú  zi  T2  ... C ~~ = il sottoinsieme di costi

tuito dai punti di che sono a due a due distinti, chiamiamo

suddivisone dell’intervallo i0a[jOZj} corri-
spondente alla suddivisione dell’intervallo 

e si tenga presente che

quando si = = ci+, ].
Considerata dunque una suddivisione D (R,), a questa corrisponde con

il procedimento detto, tramite le s = Il (u), z = t’ (v), una suddivisione D (Ro,o),
e tenendo presenti le (32), (32’), (35), (36) si ha :

ma per la continuità delle s = s (u)~ ~ = 1: (v) risulta il D 11-+ O quando
Il D 11-+ 0, e quindi dalla (37) e dall’esistenza (finito o no) delll ntegrale
(9)- Weierstrass della su Ro o segue l’esistenza (finito o no) dell’inte-
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grale (J)-Weiestrass della su Ro e inoltre :

6. In questo numero tratteremo dell’esistenza dell’integale di Fubini-

Tonelli nel senso (9).Weierstrass.
Sopponiamo che la F [P; x2 , y2~, definita per ogni punto
y1, x2 , per ogni valore di yl X2, soddisfa le condizioni (-5):
a) sia continua globalmente rispetto ad (xi , 9 yi x2, y2 ; xi, yi x2, Y’2) nel

suo insieme di definizione ;
fl) sia positivamente omogenea di grado 1, separatamente rispetto alle

coppie (xi , yi), ix? , y’), cioè, V P E A, k &#x3E; 0, xÌ , yi , x;, Y2, si abbia

y) sia convessa in senso lato secondo Jensen, separatamente rispetto
alle coppie (x~ , yi), (x’2, y2), cioè si abbia

la Y2 e la seconda V ~yi~y2~2~2)
le quali diauguag ianze, per la si scrivono rispettivamente

Sussiste il seguente

TEOREMA 4. Se e =- (e t, C2) è continua e rettificabile ed F soddisfa le

condizioni a), fi), y), esiste finito (e).

(5) Ovviamente la F, come conseguenza della fl) soddisfa le (32), (32’).
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Basta mostrare, in virtù del Teorema 3, che esiste finito 1’integrale
(J).Weierstrass della A F (R) su e d uesta esistenza è assicurata appena
si mostra che gode delle proprietà del Teorema 1 e inoltre

l’integrale superiore (9)- Weierstrass del suo valore assoluto è finito.
Osserviamo che la ~~.(E)~ data dalla (34), a causa della fi) si scrive

con

e poichè nell’insieme chiuso e limitato

a causa della a), la F è limitata, esiste una costante &#x3E; 0 tale che

e da questa segue icnmediatatnente che la è continua in e che

inoltre

Resta allora da provare che la AF (R) è approssimativamente subadditiva
in Ro,o , cioè è soddisfatta la (12) quando in essa si cambi ~ (R) in 
ed Ro in ·

Conseguenza, intanto, delle y1), 72) è la seguente disuguaglianza :
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Considerato allora il rettangolo e la

suddivisione di I~ prodotto delle due suddivisioni
dalla (39), quando in essa si pone

si 
. 

ha :

e analogamente, se si considera una classe elementare generata da R ottenuta
come prodotto delle due suddivisioni

risulta :

Se allora D(R) = yR1 , 1~2,...,RQ;, 1~~= ~s~~8C8~’, ~i~z~zí’~, i =

- 1, 2, ... , q, è una suddivisione di R, tenendo presente il modo di come

si realizza, a partire dalia (40), applicando la stessa (40) a ciascun rettangolo
della classe elementare generata da R e cos  proseguendo, cioè applicando
la (40) a ciascun rettangolo delle classi elementari del passo precedente,
dopo un numero finito di operazioni di questo tipo, cioè di maggiorazioni
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succeseive, si ottiene :

che per la proprietà ~~ si scrive

Osserviamo ora che per la continuità uniforme della .~ nellpynsieme chiuso

e limitato E dato dalla (38) e per la continuità uniforme delle x° (s)~ ’° ~.s),
x2 (1’), y~ (1’), 0 ~ s c .L~t , ~ c z c ~~,z , in corrispondenza ~ 0 3 ò (1)&#x3E; O
tale che per ogni R = ~s’ c ~ ~ 8"; 1" c ~ ~ ~"~ con  Õ,
risulta :

Dalla (41’, allora per li RII  b, tenendo presente che la stessa (41’) è vera qua.
lnnque sia P E e e quindi in particolare per P = (x~ (s’), y° (.~A~, (1:’), y2 (~-’)),
in virtù della (42) si deduce :

1 che vale qualunque sia R c Ro,o , con Il R IL  ~, e qualunque sia (R).
La Ap (R) è dunque anche approssimativamente salbadditiva in Ra,o e

quindi è (9).Weierstrass integrabile su 
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Da questo Teorema 4, adattando un ragionamento del Tonelli (6), si può
dedurre un’altro teorema di esistenza per 1’integrale I,,, (e) con ipotesi meno
onerose sulla F.

TEOREMA 5. Se C _ (C’1 , C2) è continua e i-eltificabile ed F soddisfa le

condizioni a), ~B), esiste finito 1"~ (e).
Si osservi che :

1°. Se F soddisfa le condizioni a), fl) e G [P ; x] , y’, , x2 , y2j, definita
per e per ogni valore di xj , yí , un’altra funzione che oltre

a soddisfare le condizioni a), ~), y) sia tale che F + (~ soddisfi la 1), esiste
finito l’integrale di Fubini-Tonelli, nel senso (J)-Weierstrass, della F rela-
tivamente a e, quando e = (ei , e.) è continua e rettificabile;

2°. Se F soddisfa le condizioni a), ~3) e inoltre per ogni P E A e per
ammette continue le derivate parziali

allora esiste una fun-

zione come in 1 °.

La 10 si dimostra immediatamente. Tenendo infatti presente la defini-

zione (33) si ha

e poiché in virtù del Teorema 4 esistono finiti j i limiti

dalla (43) segue l’asserto.
Dimostriamo la 2°.

A causa della fl) a cui soddisfa la F segue che le derivate parziali
indicate in 2° esistono continue per ogni

Dalla

derivando rispetto a k e poi ponendo k ~ 1 si ha :

e derivando ancora, separatamente, rispetto ad xí , 

~b) L. TONxLLi ([26J n. 5).
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Risulta allora, se xí ed yí sono entrambi diversi da zero,

e ei osservi che almeno nno di qmsti rapporti ha il denominatore diverso

da zero se xí ed y[ non sono entrambi nulli.
La funzione

è dunque definita e continua globalmente per

Analogamente la funzione

è continua globalmente per
ora

Posto

H soddisfa le condizioni a), y) e inoltre è

e poichè per P E A e per xí~ + y’2 = 1, x2 + y2 = 1 le funzioni F1 , F2 sono
limitate, esiste una costante 0 tale che si abbia :

Ma a causa della ~3) a cui soddisfano sia F che H, le (44) sono soddi-
sfatte per P E A e per xí2 + y" + 0, x2 -~- ~ =t= 0, e quindi posto G = 1ff Il
le (44) ci dicono (7) che la funzione F + a soddisfa la y).

(L) Cfr. L. TONELLI ([24 J, 
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Mostriamo ora il teorema come conseguenza immediata delle 1°, 2°.

Poichè F gode delle proprietà a), in corrispondenza ad e &#x3E; 0 possiamo
determinare una -F [P ; xí, x; , y2], definita per P E A e per qualsiasi
valore di ~1 x2 , y; , con le proprietà a), /1), che, per P E A e per

ammetta continue le derivate parziali

e inoltre soddisfi la

Possiamo dunque, per la 2° determinare un ll~ &#x3E; O tale che, posto

la funzione F -j- G oltre a soddisfare la a), 03B2) soddisfi la y).
Tenendo allora presente la definizione (34), in virtù del Teorema 4,

esistono finiti gli integrali :

Inoltre per la (45), che è vera per P E A e per

perchè F ed F godono della proprietà si ha :

Dalla

segue quindi

e di conseguenza :

L’asserto è provato tenuto conto del Teorema 3.
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7. In questo numero stabiliremo un teorema di rappresentazione per
l’integrale di Fubini-Tonelli nel senso e poi daremo per
esso un algoritmo di calcolo rnediante una proposizione di approssimazione.

TEOREMA 6. Se F soddisfa le condizioni a), B) del N. 6, per ogni curva
C’ = (e,, e2), continua e rettificabile, risulta :

essendo

le parametnizzazioni rispettive di e, e C2 coo il lunghezza 

Riprendiamo la (34) :

la quale, come conseguenza delle proprietà a), fi) di cui gode la F, è una
fnnzione di rettangolo continua(8) in Ro," .

Osserviamo ora che 0  h  L(&#x3E; 19 0  L, , la

è una funzione di

punto continua in a causa della continuità della F e della continuità

La AF(s’,s"; ’,T") è poi, in virtù del Teorema 5,(J).Weierstrass inte-
grabile su Ro.,0, e quindi, soddisfacendo le condizioni 1°), 2(», 3°) del leo-

rema 2, risulta :

(8) Vedi dii oistrazio ie del Teorema 4.
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la quale, tenuto conto della ~B) a cui soddisfa la F, si scrive

3Ia è quasi ovuiique in 

e tenendo presente che

esiste, in virtù della continuità della F nell’insieme chiuso e limitato E dato

dalla (38), una costante M&#x3E; 0 tale che:

È possibile quindi nella (46) passare il limite sotto il segno d’integrale e

quindi l’asserto del teorema.

7 Annali della Scuola Sup. - Pisa.
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TEOREMA 7. Se F soddisfa le condizioni

è una curva continua e rettificabile, risulta :

Riprendiamo la (33) :

la quale, in virtù dei Teoremi 3, 5, è (9) Weierstrass integrabile in Ro.
Inoltre

(u, v) E Rh, k = ~ao bo - h, )c~ c RO, è una funzione di

punto continua in Rh, k a causa della continuità della e della continuità

delle x1 (u), YI (u), x2 (v), y2 (v), ao c u  bo , 9 co 
Mostriamo ora che la funzione di rettangolo (47) è continua in Ro.
Detto infatti L &#x3E; O un numero tale che

poichè nell’insieme chiuso e limitato

la F è uniformemente continua, tenuto conto (32), (32’) e della conti-

nuità uniforme delle si ha che
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in corrispondenza 0 3 a (e) &#x3E; O tale che :

oppure

sendo - u’  a oppure v" - v’ ~ ~, dalla (47), in virtù della (48), si ha :

La (47) soddisfa quindi le condizioni del Teorema 2 e l’asserto è provato
tenendo conto della B) a cui soddisfa la F.

Univei-sità di Modena
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