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I INTEGRALE DI FUBINI-TONELLI
NEL SENSO DI WEIERSTRASS

1. CASO PARAMETRICO

di CALOGERO VINTI (%)

Introduzione.

E noto che lo studio sistematico del funzionale
b d
I(y,,y,) =f ff [z, ,y, (), Loy Yg ()3 y1 (2,), vz (x5)] e, dery

con il metodo diretto del Tonelli, & stato iniziato da 8. Faedo (4], {5, [6]),
successivamente proseguito da E. Magenes ([14],...,[19]), che ne ba tracciato
le linee fondamentali del Calcolo delle Variazioni, e pilt recentemente da
L. Lombardi ({11}, [12]).

Una esposizione dello sviluppo della teoria si trova in una relazione
tenuta da 8. Faedo [7] in occasione di un simposio lagrangiano e in quel-
Poccasione sono stati enunciati nuovi risultati e le dimostrazioni di alcuni
di essi sono apparse in [8] Il Faedo [8], seguendo un’idea di MeShane (1),
definisce l'integrale Iy-(y,,y,) di Fubini-Tonelli nel senso di Weierstrass e
da, nella classe delle curve continue e tali che Iy (y,,y,) esista finito, delle
condizioni necessarie per la semicontinuitd inferiore di Iw (y,,¥,) che sono
anche sufficienti quando f & continua in (2,,¥,,®,, y;) uniformemeute ri-
spetto a y;,vy;.

Questi recenti lavori di Faedo e la circostanza che la stessa idea di
McShane era stata da me ([28]) sfruttata per introdurre lintegrale del

Pervenuto alla Redazione il 10 Ottobre 1967.

(*) Lavoro esegnito nell’amblito dell’attivita dei gruppi di ricerca matematici del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

() L’idea di McShane [13], ripresa da una di H. Lewy [10,] consiste nell’associare
allintegrale del C.d.V. in forma ordinaria in una variabile un conveniente integrale
in forma parametrica.
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Calcolo delle Variazioni in una variabile nel senso di Weierstrass, mi hanno
spinto a contribuire al proposito di S. Faedo di costruire la teoria degli
integrali di Fubini-Tonelli nel senso di Weierstrass, il cui interesse & no-
tevole perchd il sostituire I’algoritmo di Lebesgue con quello di Weierstrass
permettera di sviluppare la teoria in una classe di curve piu ampia di
quelle assolutamente continue.

A questo scopo, volendo seguire 1’idea di McShane, la teoria va
iniziata dal caso parametrico, per poi ricoudurre a questo il caso or-
dinario.

Studierd in questo lavoro Dlintegrale

b do
1@ = [ [Flo, ), 1, ), 4 0 031 0, i 0 4 0, 0]
% Co
con C=(8,,0,),C, =[x, ==a, (u),y, =y, (W), ay< u<< by}, G, = {w, = 2, (v),
Yo = Yy (v), ¢o << v <" d,}, inteso nel senso di Weierstrass e che denoterd
Iy (©). '

I principali risultati sono espressi dai Teoremi 5, 6, 7.

Quando F & continua globalmente nel swo campo di definizione e po-
sitivamente omogenea di grado 1 separatamente rispetto alle coppie (x;, y}),
(xz,ys), Vintegrale Iw(C) esiste finito(®) (Teorema 5) se C,, C, sono con-
tinue e rettificabili e si ha (Teorema 6):

Le, Lo

¢ 2

1 Iw©= f f F 2} (8), 43 (8), 2 (r), 3 (1) 5 23" (8), 9}' (8), 2’ (x), 93’ (v)] ds v,
0 0

avendo denotato con {x = ) (s),y, =y (s), 0"s << Le} e con {2y = af (v),

V=95, 0 <7< LGJ le parametrizzazioni rispettive di @,,C, facendo
uso della loro lunghezza d’arco come parametro ; inoltre risulta (Teorema 7):

b—h  do—k
(2) Iw (@ = Ilim /F[wi (u)y y; (u)y 25 (v), ¥, (0) 5
(h, &) -» 0t
z,(u~4h) —ox (u) y(uth)—y, (4 “/'2(”+k)“w2(”) Y3(v 4 k) —y,(v) du dv
h ! h ’ k ! k ’

(?) La dimostrazione del Teorema 5 & ricondotta, seguendo un ragionamento del
Tonelli ([26], N. 5), a quella dell’esistenza finito di I, (C) quando F oltre a soddisfare
le ipotesi dette sia anche convessa separatamente rispetto alle coppie @, 9D, (%, ¥y
(Teorema 4). ’
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Si osservi che la (1) & una proposizione di rappresentazione e non da
un algoritmo agevole per il calcolo di Ty (©) perchd interviene la partico-
lare parametrizzazione della G, cosi come avviene per il calcolo della lan-
ghezza di una curva con l’integrale classico quando come parametro si prende
la lunghezza d’arco e per il calcolo dell’area di una superficie con i teoremi
di rappresentazione di C. B. Morrey [20] e di L. Cesari [3].

Questo inconveniente viene ovviato dalla (2) che rappresenta una pro-
posizione di approssimazione, analoga a quella di E. Baiada (3) per Pinte-
grale del Calcolo delle Variazioni in una variabile, nella quale non inter-
viene la particolare parametrizzazione della © e non si fa uso dell’integrale
di Lebesgue.

Per stabilire le proposizioni dette s’¢ presentata una alternativa nella
scelta tra le due note definizioni d’integrale di Weierstrass, date da J. C. Bur-
kill [2], per una funzione di rettangolo @ (R), R < R,: quella ottenuta ope-
rando con suddivisioni di R, ip classi {R;},i=1,2,..., n, ciascuna data da un
prodotto cartesiano di suddivisioni di due lati consecutivi di R, , definizione
che chiameremo in senso «esteso »; quella ottenuta operando con decom- .
posizioni di R, in classi {R;}, ¢=1,2,...,n, con gli R; disposti come B, ma
senza il vincolo della precedente, definizione che chiameremo in senso
« stretto ».

Entrambe le due definizioni si sono mostrate non adatte per ottenere
la (1) e la (2) con un procedimento diretto, ciod come conseguenza di un
teorema di esistenza e di uno di approssimazione per 'integrale di Weier-
strass di una funzione di rettangolo. La prima perché® Yintegrale non gode
di quel minimo di proprietd indispensabili per lavorare con un algoritmo
d’integrazione (ad es. Desistenza dell’integrale su R, non porta di conse-
guenza Desistenza su ogni Rc R;), la seconda perché nei teoremi di
egistenza interviene la subadditivitd della funzione integranda rispetto
allo stesso tipo di decomposizioni che intervengono nella definizione di
integrale e di questa proprietd non gode la funzione di rettangolo definita
dalla F' tramite la C.

ifo proposto allora, per le funzioni di rettangolo, una definizione d’in-
tegrale di Weierstrass che & «intermedia » tra quella in senso esteso e
quella in senso stretto, nel senso che lintegrabilitd secondo questa defini-
zione implica quella in senso esteso e Vintegrabilitd in senso stretto im-
plica quella in senso « intermedio ».

Questa definizione permette di raggiungere la (1) e la (2).

(3) La proposizione di E. Baiada [1], che ha dato inizio a nn insieme di ricerche
nel Groppo N. 18, & stata successivamente ampliata (C. Vinti [27]) con un procedimento
diretto, e questo procedimento & di guida per ottenere la (2).
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Nel § 1 dopo aver definito l’integrale di Weierstrass in senso « inter-
medio » stabilisco per esso alcune proprietd e poi un teorema di esistenza
(Teorema 1) e uno di approssimazione (Teorema 2); da questi risultati de-
durrd nel § 2 i Teoremi 4,5, 6, 7.

§1

L’ INTEGRALE DI WEIERSTRASS IN SENSO « INFERMEDIO »
((J)- WEIERSTRASS) DI UNA FUNZIONE DI RETTANGOLO

1. Definizioni.

Per rettangolo intendiamo un intervallo chiuso dello spazio euclideo
2-dimensionale (x,y), cioé un insieme del tipo la<<ax<<boe<y<d.

Chiamiamo « classe elementare» un insieme finito di rettangoli che
costitnisce una suddivisione di un rettangolo R={a <<z < b, c <<y < d},
ottenuta come prodotto di due suddivisioni rispettivamente degli intervalli
1-dimensionale {a <z << b,y =0}, [r=0,c<<y=<Cd}. 11 rettangolo R lo
chiameremo il « generatore » della classe elementare.

In particolare un rettangolo R & il generatore della classe elementare
costituita soltanto da R.

Con il simbolo D (R) denotiamo una suddivisione del rettangolo R in
un numero finito di rettangoli, che possa realizzarsi a partire da una
classe elementare avente per generatore R, sostituendo poi ciascun rettan-
golo di questa classe con una classe elementare da esso generata e cosi
proseguendo, cioe sostituendo ciascun rettangolo delle classi elementari del
passo precedente con una classe elementare da esso generata fino ad ot-
tenere, dopo un numero finito di passi del tipo detto, tutti i rettangoli di
D(R).

Se R,,R,,..., R, sono i rettangoli che costituiscono una suddivisione
D (R), scriveremo D (R) = (R,, R,, ..., R .

Ovviamente una classe elementare avente per generatore R & una par-
ticolare suddivisione D (R).

Con |R|,||R[},|| D(R)| denotiamo rispettivamente ’area del rettangolo
R, il diametro di R, il massimo diametro dei rettangoli di D (R).

Le funzioni di rettangolo che prenderemo in esame in tutto il lavoro
saranno definite, a valori reali, in un rettungolo ¢ verranno indicate con
uno dei simboli @, ¥, 4.
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Per una @ (R), Rc B,, porremo
(D (B)= 2 & (&), |®|(DE]=Z|B®R|,

ove D(R)=}R,, Ry, ..., Rn!.

Data una @ (R), R c R,, chiameremo integrale inferiore (J)- Weierstrass
e integrale superiore (J)-Weierstrass della & su R,, rispettivamente i nu-
meri (finiti o no)

(9)/<D—E minlim & [D(R)), (9)/455 max lim @ [D (R,))
“p 1D (R} || = 0 P4 I D{(Ro) |} --0

Se (9) f P = (9) f ®, il valore comune lo denoteremo (J) f & e lo chia-

Ry Ry Ry
meremo integrale (J)-Weierstrass della @ su E,.

Quando (9) f & esiste ed & finito la D la diremo (J) Weierstrass inte-
4

grabile su R,.
Si ha ovviamente :

() f¢s(9)f¢s(é)[¢s<é)/d>s(9)f¢s(c5)f¢>,
- To : Ry

Iy R, - R, Ry

ove le lettere ¢ ed o sono poste per indicare gli integrali (inferiori e su-
periori) di Weierstrass in senso «esteso» e in senso «stretto», e queste
disuguaglianze giustificano il senso «intermedio» dato alle precedenti de-
finizioni con 'uso della lettera J.

2. Proprietd dell’integrale (J)-Weierstrass.

PROPRIETA 1% 8¢ ®(R), & c R, é (J)- Weierstrass integrabile su R,,
risulta anche (J)-Weierstrass integrabile su ogni R c R, .

Dall’esistenza finito dell’integrale (J)Weierstrass della @ su R, segue
che M e>0 3d(¢) > 0 tale che
(3 j@f@—mmmn<a
Ry

qualunque sia D (Ry) con || D(Ry) || <Z 4.
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Fissato R < R, siano E,, R,, ..., R, m rettangoli tali che esista una
suddivisione D* (R) = (R, R,, R, , ... , Rn}, © per ogni i, i=1,2,.., m, de-
notiamo con D (R;) una suddivisione di R; econ

(4) | DRy < 9, i=1,2,..,m.

Osserviamo ora che dalla integrabilita (J)-Weierstrass della @ su R, segue
che gli integrali inferiore e superiore (9);Weierstrass della @ su R sono
finiti ; esistono quindi due suddivisioni D(R), D(R) con le proprieta

(4) DR <o, || D(B)|<S

(5) ) [¢—8< & [D(R)), @[P(R)]<[¢+s.
o
B

1

Ma i rettangoli delle suddivisioni.ﬁ(R), D(R)),...,D(Ry) e quelli delle sud-
divisioni D (R), D(R,),..., D(R,) costituiscono rispettivamente due suddi-

visioni D’ (R,), D’/ (R,) le quali per le (4), (4’) sono tali che
| D’ (Bo) || <, | D" (Ry) || < 6,

e di conseguenza, per la (3), risultano soddisfatte le disuguaglianze :

}(9) f @ — 0D (R] — O[D(R)] - DD R)] — . — O[D(Rnl]| <o
R,

(9)/@5 — @D (k)] — P[D(R)]— P[D(Ry)] — ... — D [D(R.)] ‘ < &
Iy

Da queste due disuguaglianze, tenendo conto delle (3), segue immediatu-

mente che la @ & (J)-Weierstrass integrabile su E.

PROPRIETA 2° 8¢ @ (R), R c R, ¢ (J) Weierstrass integrabile su R,
U integrale indefinito (J) f D, (9)-Weierstrass della & su Ry, ¢ additivo ri-

R
spetto alle suddivisiont D (R).
Sia D(R)={R,, R,,..., Ry}, con B c Ry, e per ogni ¢,i=1,2,..,m,
denotiamo con {D,(R;)}, una successione di suddivisioni di R, con la proprieta

i| Dn (By) || —— 0, i=1,2,..,m

n —+ oc

Poiché per ogni # la totalitd dei rettangoli che sono contenuti in D, (R,)
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Dn(Ry)y .oy Dn(Ry) rappresenta una suddivisione D, (R), con

| Du (B) || —0,
ed &
® (D, (R)) =2 & [Du(R
=1

da questa per n-— oo, tenendo presente che per la Proprietd 1* esistono
finiti gli integrali (J)-Weierstrass della ¢ su R, R,, R,. ..., Ry, segue:

(9) b — z<9[<p

PROPRIETA 3%, Se ®(R), R c R, é (J) Weierstrass integrabile su R,
Me>0 30(e) > 0 tale che per ogni D(R), R c Ry, ||D(R)| < o, risulta:

i¢[D(R)]—-(9)fd’|<s.
i

Dalla integrabilita (J)-Weierstrass della @ su R, segue che fissato ¢ >0 &
determinato un 6( )> 0 tale che ‘

©) o) [o— o) |<%
By :
qualunque sia D (R), con || D(Ry)|| < 0.

Considerata una suddivisione D(R)= (R, R,,..., B}, R c R,, |D(R)||<Cé,
¢ possibile scegliere & rettangoli K, ;. Bnis, Btz .oy Bpyr in modo che
esista una suddivione D (R)) = (Ry,..., B, Rty y Bmyr}, con |[D(RBy) || < 6,
e per ognij, j= 1,2, ..,k sia {D,(Rny)}. una successione di suddivisioni
di Ru4; con la proprieta

H D, (R"1+j) H —=— 0, Mi=412,..,k
n o0

Poiché per ogni n Pinsieme dei rettangoli contenuti in D (R), D,(Em+1),
D, (Bunya) s oo y Dy (Rinix) costituisce una suddivisione D, (R), con || Da(R)l| <

< 6(%), dalla (6) segue:

k R
) 9 [0 — GDEI—Z B0 Rl < 5, W12
j=

R,
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Ma per le Proprieta 1* e 2% &

@[Dn(Rm—l-])]:“‘*(g)-[Q, Vj=1,2,...,k,

Emj

[@ ]¢+2@

Fonti
e quindi dalla (7) segue I’asserto con o (¢) = 6(%)

PROPRIETA 4*. Se @ (R), R c R, é continua ed (J)- Weierstrass integrabile

su R,, Vintegrale indefinito (J) | @ & continuo su R,.

k
Per la Proprieta 3* in corrispondenza ad ¢ > 0 36(¢) > 0 tale che per

ogni D(R), R c R,, | D{(R)|| < o(e), si abbia

8) i¢[D(R)]—(9)f¢é<e.
| S

Detto ¥ un intero tale che ||R,||<<of(e)-k, per la continuitdh di P (R)
esiste un t(e) > 0 per cui &

9 |¢(R)|<5/k2’ VRCRM 1R|<T(5)9

e mostriamo che risulta :

@) ’(9>[¢‘<2£, VReR,, |R|<t(
i

Figsato infatti un rettangolo R < R, | R| << t(e), sia D, (R) le classe ele-
mentare costituita da k* rettangoli e ottenuta come prodotto cartesiano di
due suddivisioni, in % parti uguali, rispettivamente di due lati consecutivi

di R. E ovviamente || Dy (R)|| = 2o | °H < a(¢) e quindi per la (8) risulta:

(8) Qummpqm[ﬂ<a
k
Ma se R; & un rettangolo della suddivisione D; (R), essendo | B;|<<| R <7t
per la (9) si ha
| D(R)| < ¢/,
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e di conseguenza :
Q [Dk (R)] < &,

Quest’ultima assieme alla (8’) mostra la (9’) e quindi asserto.

3. Sull’esistenza dell’integrale (J)-Weierstrass,

Per D’esistenza dell’integrale (J)-Weierstrass premettiamo un lemma e
una definizione.

LEMMA 1. 8¢ P(R), RcRy=|ag<<x<<b, cp=="y<<dy}, & tale che
~)) f | @] < + oo, esiste al pin una infinitd numerabile di segmenti verticali

I
[orizzontali] (x=w=,, ¢, <y="d,: ag< x; <by); [{a,=<z<Tdy, y=y:: cu<<y:i < dyli]
per ciascuno dei quali non & vera la seguente proprietd :
P) N e>0 30(e, x:) >0 [d(e,y;) > 0] tale che per ogni rettangolo

R={o<er<<b,co<<y<<dy: ag<<a’ <o <<b < by)
[R=la,<o<by,o <y<d:c<¢ <<y<d <dyl],

con b’ — a’ < (g, x;) (4" — ¢ < O (e, y)], risulti:

910 <e

R

Limitandoci a dimostrare il lemma per i segmenti verticali (analoga & la
dimostrazione per quelli orizzontali) basta far vedere che, detta {e,}, una
successione di numeri positivi decrescenti e convergente a zero, per ogni ¢,
i segmenti verticali per i quali non & vera la proprietd P) per & = ¢, sono
un numero finito. Supposto allora che tali segmenti non siano in numero

finito consideriamone k di essi, con k > e;‘-(g)j | @ |, e siano

i
(10) fg=am, ¢ <y<<d :a <M b i=1,2,..,k
con ay = z{® < &l P < ... at™ < xggfi)_l = b,.

(n) (n)

1 . . N
Preso un 6 > 0, con ¢ < min ?(wi.;_,——wi »t=0,1,2..,k;, esistera
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per ogni segmento (10) un rettangolo R;={a;<<x <<b,co <y <d;: a;<<
<am <b], con b, —a, < §, tale che

(1) (9)[;4>g25,,.

Poiche i rettangoli R;, ¢ =1,2,..., k, sono a due a due senza punti a
comune, considerata la classe elementare D (R,), ottenuta come prodotto
cartesiano delle due suddivisioni ay <7 a, < b, < ay < by < ooty < b < by,
e, < d,, classe elementare contenente i rettangoli R;, essendo manifestamente

i=1
E, i

risulta, in virtn della (11):

~ k r
(%ji‘f’ >3] @

[|<D|>k€n>sn-—‘(jf¢>| f|<p;,

che & un assurdo.

DEFINIZIONE. Una @ (R), R c R,, la diremo approssimativamente subad-
ditiva (%) in R, se N ¢ > 0 3d(s) > 0 tale che per ogni B < Ry, con || K| <9,
risulli :

(12) D (Ry<< P[D(R)+ ¢ | R,

qualunque sia D (R).

TEOREMA 1. Una (R, Rc Ry=|a,<<x.<<by,c,<"y<d,], continua
¢ approssimativamente subadditiva in K, & (J) Weierstrass integrabile su R,
oppure Vintegrale superiore (J)Weierstrass del suo valore assoluto non ¢é
finito.

Basta dimostrare che supposto (])[] D| < + oo la D(R) & (J)-Weier-

Rﬁ)
strass integrabile su R, .

(%) La definizione di approssimata subadditivita per le funzioni di intervallo (1-dimen-
sionale) & stata data da L. Tonelli in [26].
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Osserviamo intanto che risultano finiti gli integrali inferiore e superiore
(I)-Weierstrass della @ (R) su R, perché &:

—oo<—(9)[]@ls(g)f(bg(g)fcpg(g)ﬁq5|<+oo.
Ky TR Ry Ry

Fissato un £ >0 sia 6 (¢) > 0 quel numero determinato dalla approssimata
subadditivita della & per cui & vera la (12), e sia D (R, || D(Ry | < 6,
una suddivisione di R, per la quale si abbia

(13) (9) fqb — e < D[D(R))

Ry

Prolunghiamo i lati dei rettangoli della suddivisione D (R, = (R,
R,,..., R,} fino ad incontrare i lati di R;; si ottiene in tal modo una suddi-
visione ]—)(Ro\ che & una classe elementare generata da R,, ed ogni rettan-
golo R;€ D(R;) o appartiene a 1_)(Ro) oppure viene ad essere decomposto in
un numero finito di rettangoli R,;, R,vj € ﬁ(Ro),j =1,2,...,n(i), i quali ret-
tangoli R; ,j=1,2,...,n (i), costitniscono una suddivisione D (R:) di R;.
Essendo || R;|| < 0, per 1a (12) si ha '

. n ()
D (R)< 3 (R +¢| R, t=1,2,..,m,
j=1
e da questa segue:
(14) P (D (R)) < P[D(By)] + &-| By |-

La (13) assieme alla (14) ci da:
(15) <D[1—)(R,))]>(9)[45——£—6)R0‘~
R,

Osserviamo ora che se R; e E;, sono due rettangoli di f)(Ro) aventi in co-
mune un lato verticale [orizzontale],

1

R::;nggh,cgygdf [R-=§as.wgb,c,-gygh§],

Ej=)hgwgbj,cgygd§ [E;=,a£wgb,hgygd,—ﬂ,
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¥ 0>03y(s) >0 tale che comunque si prendano h,,hk,, con a; <l <
< h<hy<bjlei < hy<<h<hy<d] b —hy <y, hy—h <7y, posto

Ri=la,<z<h,c<y<d [Ri=lasae<be<<y<hl],
Ej=lh<z<b,c<y<d, [Bj=lasao<bh<y=<di],
i=ih<z<h,c<<y<dl [(Rj=lasa<<bh <y<hi,

risulta :

(16) (k) +¢(R’ )4 @ (R R, )= O(R)+ D (Rj) — o0 — &- (|1f |+ IR .
Limitiamoci a dimostrare la (16) nel caso che E: e 'izj abbiano a comune
il lato verticale, analoga & la dimostrazione nell’altro caso.
Comunqgue si fissino %, by, a; < by < h < hy < b;, posto
Rt=ilhy<z<he<y<d, RI=hsr<h,c<y<d,
vale 'uguaglianza :
(17) G (R) + G (R) + @ (B j) = & () + & (B! + @ (k) +
+ P(E}) 4 @ (Rij) — P (K — D (B,
E poicheé, per D’approssimata subadditivitad della &, si ha:
& (R) < ®(R) + @ (BN +:¢| K|,
®(R)< DR+ D (E}) + | K |.
e dalla (17) segue:
(17) R)+ @ (k) + @ (B, )= @ (R)+ P (k) —
— (| Bo| 4+ | By )+ @ (Bij) — @ (B — & (i,

Ma per la continuitd della @ esiste un p’ ( )> 0 tale che per Rc K,
|B| <y, si ba
o
(18) EXOIR
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e quindi, posto y(o)=1y/2(1 + by —a,+ d, —¢,), per h—h, <y,
hy — h <y, risulta | R; ;| <y’,| R¥| <7’,| R}|<y’, e dalla (17"}, tenuto conto
della (18), segue la (16).

Riprendiamo la E(Ro) che @& un prodotto di due suddivisioni :

ay =Ty < By < Xy < 0o < Xy < By =y,
Co =1 <Y < Yp<.0. <Yg<Yg1=4y.

Nel caso che qualcuno dei segmenti }o¢ =x;, 6, <y < d,li, 1 =1,2,..,p,
o qualcuno dei segmenti }a, << @& <<b,,y =y;l;,i=1,2,..,q non godesse
della proprietd ) del Lemma 1, sostituiamo eciascuno di questi segmenti
con una coppia di segmenti, ad esso simmetrici e equipollenti, per i quali
sussista la proprietd P) (cid & possibile farlo in virtd del Lemma 1), e ado-
perando un numero finito di volte la (16) quando in essa si prenda o = ¢/p®- ¢%,
scegliendo ciod ciascuna coppia di segmenti con distanza minore di 2y (o),
8i ottiene una classe elementare D' (R;), con || D' (R)|| < 4, tale che:

@ (D' (R)| = ®[D(Ry)] — ¢ — 4¢| B, |-

Dalla (15), in virtd di quest’ultima, si ha di conseguenza:

(15') ®(D'(R,)] = (9) / ® — 2% — 5e | B, |.

Ry
Ma la D' (R,) & un prodotto di due suddivisioni,
g =) < & a3 < oo < Tp =g, 0=y <Y <yp<... <yy=dy,

e poich® sia i segmenti jo = x;, ¢, <y<<dyl;,i=1,2,...,p — 1, che i seg-
menti Ya, << << b,y =yitj,J=1,2,...,¢ — 1, godono della proprietd P)
del Lemma 1, in corrispondenza ad ¢/2p’-q’ esiste un §’ > 0, e possiamo
supporre &' < min iy — &, Y —¥5i=0,1,..,p'—1;j=0,1,...,¢ — 14,
tale che, posto

8 &
By = w,’-—?éwéw%-}-?’%gyg%%’
, & 4 0
R, = GW=Se<byYi— 5 <Y<¥+5(
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risulti :

(9)]1(14 < /2" ¢, (Q)J || <e2p-q,

I ) R
z, yj

i=1,20,p —1;j=1,2,..,¢ — 1,

e da queste, che sono in numero finito, segue, in virtd della definizione di
integrale superiore () Weierstrass, che esiste un 6 "(g/2 p’-¢") > 0, e possiamo
supporre 8" < 8/2, tale che comunque si scelgano le suddivisioni D (E),
D (Ry]:,), con | D(R,) | < é",|| D (Ry]{) || < 6", si abbia:

(19) [P [D (R <|P|[DR)I<efp'¢, i=1,2.,p'—1,
1,9') ‘ ¢ [D (RV;)] | g i ¢ ' [D (Ry;)] < g/p'.q” ] = 1,2, u.,q' — 1-

‘onsideriamo allora una arbitraria suddivisione D" (R,), con || D" (R,) || < 87,
. siano R{, Ry, ..., Ri quei rettangoli di D" (R,) che hanno punti a comune
son i lati di qualche rettangolo di D' (R)) =R, R,,..., R,!, a prescindere
da quei lati che giacciono sulla frontiera di R, .

Si ha:

(20)

3 &(R))

I=1

< &

cid perche se ad es. Ry, R, .., R; sono quei rettangoli di " (R che
hanno punti a comune con il segmento (x = 1x;,¢, <<y <<d,|, i 0,p’, es-
sendo | By || <48"<C6'/2,j=1,2,..,1, risulta R, c R,, e quindi, poiché i
rettangoli Ry,j=1,2,...,1, possono considerarsi facenti parte di una op-
portuna suddivisione D(Rz:_), con i I)(Rz;) || < é”, dalla (19) segue:

l " J + ~'
|z omni<ewa.

Analogamente si ha:

r 8
(1) 3 3 OIRNR)]| <
i=1 j==1

con Pavvertenza di porre @ [R;N R;'l|=0 quando Vintersezione RN R;' &
il vuoto o un intervallo 1-dimensionale.
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Dalla (15%), ricordando che || D’ (Ry) || < d e tenuto conto della appros-
simata subadditivita della &, segue:

T 8
(9)[@-—-28—53| Ryi< ®[D' (R)]< (D" (B)] — = ®(R})) +

, j=1

By
+ 3 2 ORINE]|+¢| Ryl

i=}1 f=1

dalla quale, in virtu delle (20), (21), si deduce :

d)[l)”(RO)]>(9)j D — 4e —6¢| R, |,
By
e poich® quest’ultima & vera per ogni suddivisione I’/ (R), con || D" (R)l| <
< 67 (g), la @ risulta (J)-Weierstrass integrabile su E,.

4. SullPapprossimazione dell’integrale (J)-Weierstrass.
Sussiste il seguente

TEOREMA 2. Se la funzione di rettangolo @ (2,2’ ;y’,y’"), definita per
ogni R=\a' <x<<a”,y <y<y'lCcRy=la,<<x < by, cg<<y=<dy, sod-
disfa le condizioni :

1% ¢ continua in R, ;

20) ¢ (J) Weierstrass integrabile su Ry;

3) M hk: 0 <h<by—ag, 0k dy—e¢,, lo D (@, +h;9,9+k),
(X, NERp v =y <2< by — hy ¢y <y < dy — k{, ¢ integrabile secondo Rie-
mann su Ry i;
risulta :

[(D_ llm éw’m-f_h’y,y-*—k)dﬁdy.

(h, k) -0 hk

Dall’esistenza finito dell’integrale (J)-Weierstrass della & su R, e dalla
continuita della @ segue, in virti della Proprieta 4% (N. 2), che DP'integrale

indefinito (J) [QD & continuo, e quindi % &> 0 36’(e) > 0 tale che
/:'

22) '(9)j¢1<e, \f RS R,:|R| < &.
J

Draltra parte, per la Proprieta 3* (N. 2), 34" (¢) > 0, e possiamo supporre
8" < &/ 4+ by — a, -+ dy — ¢;), tale che per ogni D(R), RcR,, || D(R)|| <8",

6. Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa.



244 CaLoGcero ViINTi: Llintegrale di Fubini-Tonelli

risulti i
(23) } oD ®)—9) | <1>| <
R

Inoltre, per lesistenza dell’integrale (J)-Weierstrass della @ su R, esiste
un 8(e) > 0, e possiamo supporre 6 < 8", tale che per ogni suddivisione
D (Ry), || D(R)| <9, si abbia

(24) @D (k) — ) f o] <e.

R«)
Fissiamo h, &, 0 < h << 8/2, U < k < §/2, poniamo

T(h )= [¢(w,w—i}-m’t;y,y+lc)dwdy,

By k

e ricordiamo che, per la definizione d’integrale di Riemann, 3o x(e) > 0
tale che per ogni classe elementare D (R; ), || D(Ra )| < on i, una qua-
lunque somma di Riemann della @ (x,2 + &;y, y 4 k)/hk relativa a questa
suddivisione differisce in modulo da I (h, k) per meno di .

1 k 1
35 Onkr < -5 Onkse

Sia m un intero positivo con le condizioni ™ < -
¥ 1)

DO =ty =21 < By, 0 < eoo < By < P21 < Xp 3 oor < By < oo <L X 1 <
< Xy 0 < oo <wy.q<xp.q+l =bo—h:9

DM =tey=uy, 1 <N 2:< o <Nu<P 1<V : < <Pom <o  Ypr1 <
L2 < oo < Ypr g < Yy, oy = dy — ki,

due suddivisioni rispettivamente di [a,, by — ], [¢,,d, — k] con le pro-
prieta

lg==m ¢ <m;

Ly, g1 — La, g = Tay1,1 = La,m = Xp,i41 — Lp, i = h/m,
a=1,2,..,p—1, f=1L..,m—1, i=1,..,4—1;

Yroobt = Yro = Yrbr0— Ypom = Yp' i1 — Yo', = k/m,

y=12 ..,p—1 t=1L.,m—1 j=1,..,¢—1;

Xp, g1 — Xy q=A <Zhim, Yy g41— Yy = B<T/m.
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Sia poi § la somma di Riemann della & (w,% - h;y,y -+ k)/hk, relativa-
mente alla suddivisione prodotto D% < Q¥ quando per valore della @ (x,z -
+h;y,y+ky/kk in ciascun rettangolo di @@ < P si prende il valore che
tale funzione assume nel vertice sinistro in basso.

I ovviamente :

(25) Iy —e <8< I(hk)+e.
Posto

(26) S 1) = i, 2{' (I)(xa,ﬂywa,ﬂ+’l; yy,rgyy,z+k) C(a ﬂ)'E(y"),

y=1 a=1 hk

con Cl=A  E 1 definite dalle

[ h/m per a=1,...,p—1, f=1,..., m, e per a=p, f=1,...,q—1;
(26,) C@M=-A pera=p, pg=gq;

0 pera=p f=q+1,..,m,

k/m per y=1,...,p'—1, t=1,...,m, e per y=p’', t=1,...,¢'—1;
(26,) Evr) =B pery=p,r=¢;

0 pery=p,1=¢ +1,..,m,

risulta :
m m
(27) S= 2 2 86,
=] f=1

Confrontiamo ora le somme S ? con le somme PN (R,)], essendo D& HR,)]
la classe elementare prodotto delle due suddivisioni

ty =21 1 < &y g X2 p < vee < By g <L Ly, p< Ty g= by,

Co =YY< Ye < oo < Wyyo Yot 0 < Yoo, s = dy,

ove ¢

¥ se f<lgq » se r<"q

po= < 8

lp—1 se B>q, pP—1 8¢ t>¢,

I
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¢ avendo posto

Tpy1,6 = Tp,p+ 1 per  f<gq,
Ty, p = Lp—1,p+ I per pg>gq,
Y1, =Yp, s T ¥ per t<I¢,
Yp,: =Yp—1,: T K per t>4q.
Si ha:
. r+41 s-}:l
(28) DA (B = = 2 P (@apy Tatr,piYpeo Vi) +
a=. 7=

+1 r+.|
+ 2 P@,1y 81,85 Ypoos Yptr, 0+ _2_1 D (Xa, 5, %atr, g5 Y1, 15 Y1,0) +

y=1
+ D2y, 152,85 Y1,1, Y10
con l'avvertenza di porre

¢(‘1’.lvl’wl-ﬂ;yi.rryr-{—ld): 0 Seﬂ = 1, ¢(wa,ﬂ7$a+l.ﬂ;y],l,?/l,r):() ser=1,

D (®1,1,%1,8;91,19%,:) =0V 8e almeno uno dei due indici 8,7z & 1.
Dalle (26), (28) segue allora :

1 1 a—{:l
(29) 8D = me D[D'ED(Ry)] — me 2'1 (D@, 1s@1, 85 Yy oo Yptr. ) +
y:
r+1
+ b (wr+1, BrTry2, 85 Yy x> yy-l-l.r)} + 2 [¢ (wa,ﬁy Tot1,85Y1,15 Y1, <) +
a=1

+ D (@, p5 Tat1, 5 Yst1,vs Ystz, )+ D@11, @85 91,15 V1,0 | —

g [ 1 AN ¢ ) ‘ .
— 44 (E‘g‘"‘ :r;z—h—)'il(p(‘”"'q’1p+1’q’yy'”y7+1")_

. (1 B r
o Aq“(W - W) 2 D (g Tatr, 85 Yp'o s Y1) +

a==]
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eIl 1 A
+ Ag, ¢ Kfﬂﬁ - W) D (X, ¢» Bpt1, 95 Y g s Yortr,0) +

1 B
+ (m - m) D (T, g1 Tpt1, 43 Yo', 0y Yot 1, ) —

1 AB
“\m? T Rk <D (X, g3 Tpt1, 05 Y q's Yo, 7)) o

ove &

1 per f=g¢q Sl per T=4q
(30) 45

b

(0 per t==¢

1 per (f,7)=1(g4q)
0 per (B,7)=1(g,q)
Osserviamo ora che essendo 0 < h < 6”/2, 0 < k < 8”/2, i rettangoli
M SRS B gy D =Y S Y eh IS Oy Yy s S Y Y
y=1,..,8+1,

hanno diametro minore di 6" e inoltre costituiscono una suddivisione D(R)
di un rettangolo R, con | R| << 6" ; dalle (22), (23) segue dunque :

8-i-1
2 D@1, @185 Yres Ypgi, 1) 1 Dy, 1y, 85 Y119 Y1, r)\ < 2,

y=1

e analogamente :

8

S DXy, gy Trte, 85 Yr, oo Ypt1,0)

y=

< 2s,

z

a==1

+1
[(p (""‘a.ﬂ? Lati, 83Y1, 1 yl,r) "l'" di(‘”a,ﬂ, Lati, 83 ?/s+1‘n?/s+2,:)] ‘ < 4z s

|
i
i
|

¥

Z D (Ta, gy Tat1, 83 Yo' 07 Yo' 1. 7

a=1

s |

¢(x11‘q7 Ep41, ¢3 .'/y.nyr—i—l,r) < 2e, < 2e,
1

y=

N . . | .
l P (g, gs Xpr. g3 Ypr s Yot gl | < &



248 CaroGgero Vinri: Llintegrale di Fubini-Tonelli

Dalla (29), in virtht di queste disuguaglianze, tenendo presente le (30) e le
limitazioni

A 1 1 B 1 1 AB 1
‘=~ <m0 "= mla =% T <m
8i deduce :
1 13¢
(31) ‘ S0 — =0 (D6 (R,)] —T

Ma & || D% (R || < d, ¥ f,1=1,2,..,m, e quindi per la (24) si ha:

- itp[D(ﬁ")(Ro)]—-(g)J’(Dl < & Mhht=1,2,..,m
R

Dalla (31) allora, tenuto conto della (27) e di quest’ultima, segue :

|s—64¢
R,

che assieme alla (25) ci da:

< 14¢,

‘I(h,k)-(ﬂ) [(D|<15£, Mk 0 << h<8/2, 0k <H/2,
Ry
e quindi V’asserto del teorema.

§ 2.

L'INTEGRALE DI FUBINI-TONELLI NEL SENSO (7) WEIERSTRASS.

5. Siano 4,, 4, due insiemi chiusi e limitati, rispettivamente dei piani
(@ 59) @50y, ed A= 4, >< A, Vinsieme chiuse prodotto cartesiano di 4,
con A,.

Denotiamo con C=(C,, C,) una coppia di curve:
Cr=1x, =a, () y, =y, (W), a, << u << by,
Cp = {6, = 1, (V) Yy = Y, (V) €u << v << d,h,

con C,c 4, C,cA4,.
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La @ la diremo continua se le componenti €,,C, sono continue; la C
la diremo rettificabile se le componenti C,, C, sono rettificabili. :

Sia poi F [z, ¥i, 2, Y25 &1y Y1, &2, ¥2) = F(P; a1, y1, x5, y;] una funzione
definita per ogni punto P(x;,y;,®;,¥2)€ A e per ogni valore di =, y1,%:,¥:,
con

(32) F(P;0,0,2:,y;) = 0, M PEA, 2, Y
(32 F(P;xi,¥,0,0]=0, M PEA o,y

Posto Ry =}a,<<u << by, ¢, << v << d,{ denotiamo con y,(R), B = {u' <<u <<’
v <<v<"v"c R,, la funzione di rettangolo definita dalia

(33) Ve (R) = F [z, ('), y, (u")y @, (v), ¥ (v);

”

z, (u") —x, (w'),y, (w"y — g, (u), &y (") — Ty (v'), Yo (v") — Yq ()}

Se esiste (finito o no) V'integrale (J) f ywp(R), tale integrale lo chiameremo -
Ey
lintegrale di Fubini-Tonelli, nel senso (J)-Weierstrass, della F relativamente
a C e lo denoteremo anche I, ()
Se © & continua e rettificabile, considerate le equazioni parametriche
di @, G, quando in entrambe come parametro si assume la lunghezza d’arco
rettificato :

el =;w1 ='1"(1] (8), Y, =y(l) (8), OS'?SL(Ii(v ez =;'t2 = wg (), y, = ?/g () OStSLezg,

e posto Roo =)0 <<s<<Ly,0<t< Ly}, denoteremo con Ag(R), R=
= <<s<8", v <t<<t"\c Ry, , la funziope di rettangolo definita dalla

(34) Ap(R) = F[2)(s), v} ("), ) ('), 45 (=)

x? (") — 2% (s"), ¥ (8") — 9} (8'), ) (z") — @} (v'), y3 (z") — ¥} (=)}
Sussiste il seguente

TEOREMA 3. 8¢ C=(C,, C,) é continua e rettificabile ed esiste ( finito o
no) Vintegrale (J)-Weierstrass della A, (R) su Ry, , con F soddisfacente le
(32), (32), tale integrale non dipende dalla parametrizzazione della C, cioé
esiste Dintegrale (J)-Weierstrass della we(R) su K, ¢ risulta:

<9>fAF<R) -9 [wF(m.

Ry Iy
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Osserviamo prima che se almeno uno dei due numeri Le,, L, ¢ nulle il
rettangolo R,, degenera in un segmento o in un puato; posto in tal caso,

per convenzione, (J) f A ,(R) =0, convenzione questa giustificata dal fatto
Ry,

che, in virth delle (32), (32'), & A,(R)=0, ¥ Ec E,,, risulta, sempre in

virth delle (32), (32):

(J) |y (R)=0.
Ty

Supponiamo allora Le1 >0, L@2 > 0.

Per ogni insieme Jud;[{v:d), ¢ =1, 2, 3, ..., 1, con ag=1<t,;< ..ty == b,
[eo =19 < ¥; < e < p = d), 'insieme }8; = s (u)};[}v; =7 (v:)}], con 0 = s, <<
S <sp<.<sHi=Lp0=r<7<rn<. <nun=IL) individuato
tramite la s = s (u)[t = 7(v)], & tale che

(a0 (8) ==, (u) [ (x) = 2, (2))]

(35) ¢

[ 95 (e) =9, (u) [93(z) =y,(v)].

Detto quindi {8} lrihh, i =1,2, ., p[l=1,2,..,¢, 0 =8, < 81 << e < p ==
= Lg, =g <n<n<.. <ty= Le,), il sottoinsieme di 3sdi[3ndi] costi
tuito dai punti di }s¢;[}zl{] che sono a due a due distinti, chiamiamo
18iti[uit] 1a suddivisone dellintervallo }0 <<s<< Lo {[}0 <<v << Lgf] corri-
spondente alla suddivisione ji,{;[}v;{;] delPintervallo }a, << n<Cb![}c,<<v=sdgl),
e si tenga presente che

2y () = oy (wiga) [ (0) = ¥ (Vi)
(36)

¥ (W) = g1 (Wigy)  [¥2 () = ¥2 (Wi41))y

quando 8= 81, [‘[,‘ = Tit1 ]

Considerata dunque una suddivisione D (R,), a questa corrisponde con
il procedimento detto, tramite le s = & (u), Tt = 1 (), una suddivisione D (E,),
e tenendo presenti le (32), (32'), (35), (36} si ha:

6N vp D (Ry)) = A, [D (R0

ma per la continuita delle s = s (u), v = 7 (v) risulta || D (Ry,) || -— 0 guando
| D(Ry) | — 0, e quindi dalla (37) e dall’esistenza (finito o no) dell’integrale
(J)Weierstrass della 4, (F) su Ry, segue l'esistenza (finito o no) dell’inte-
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grale (J)-Weiestrass della vy (R) su R, e inoltre:

() |we(B)=(T) | A g(R).

Ry Koo

6. In questo numero tratteremo dell’esistenza dell’integale di Fubini-
Tonelli nel senso (J)-Weierstrass.
Sopponiamo che la F [P; x, ¥, %, ¥2), definita per ogni punto
P(r,,y,,,,9,) € A e per ogni valore di x{, y;, r3, y;, soddisfi le condizioni (%):
«) sia continna globalmente rispetto ad (x,,y,, %y, ¥,; %1, ¥i, T2, ¥2) nel
suo insieme di definizione;
B) sia positivamente omogenea di grado 1, separatamente rispetto alle
coppie (a1, ¥1), (1, ¥3), ciod, & P€ A,k > 0, x}, y1, x5, y2, 8i abbia

F[P;"wiyky;,xé7yé]= k'F[P;w{’.’/i1wéyyé]’
F[P;xi,y;, kay, kyy] = k- F[P; 21, y1, %3, ¥3) 5

y) sia convessa in senso lato secondo Jensen, separatamente rispetto
alle coppie (), y1), (#2, ¥2), ciod Bi abbia

1 ' ' ' 1 ' - = i '
gng[P§whyu""2;yz]+ F[P;x, y1, x2, y2fs,

2 ;l i i , ,
F[P; l—*z_ ]yy]-‘;ylv't27.y2

A R N
F[P;xl,y;, 22 2,.'12‘;'y

1 , ' i ’ ' [T I
]S ?;F[Piwlyyhxhy‘l]‘;' F[P;a1,y1, w3, ¥2)ts

la prima M P€A, @},¥1, 2, i, @,y e la seconda \f PE€A, o}, y1,%},¥5, 25, s,
le quali disuguaglianze, per la ), si scrivono rispettivamente

1) F[P;x; +;i’yi+.;/—i9wéy?/é]£ F[P;mi,yi,mé,yé]+F[P;:;i,g7i,mé,yé],
ve) FP5ai,yi, 2+ &, 92 + 3] < F(Pi @i, 91, &, 3l + F[P5 i, 91, 25, y3)
Sussiste il seguente

TEOREMA 4. Se C = (C,, C,) & continua e rettificabile ed F soddisfa le
condizioni ), B), y), esiste finito Vintegrale I, (C).

(5) Ovviamente la ¥, come conseguenza della f) soddisfa le (32), (32').
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Basta mostrare, in virtd del Teorema 3, che esiste finito 1’integrale
(J)-Weierstrass della 4 #(R) su Ry, e questa esistenza & assicurata appena
si mostra che A, (E) gode delle proprietd della @ (R) del Teorema 1 e inoltre
lintegrale superiore (J)-Weierstrass del suo valore assoluto & finito.

Osserviamo che la A ,(R), data dalla (34), a causa della §) si scrive

Ag(R)=F [w‘l’ (8, 90 (8), 23 (), 93 (¥') 5
z) (") — a9 (8") ¥ (") — ¥ () 2} (") — &) (¥) ¥} (") — B (¥) R
8" — 8: ? 8" — 8, H T” . ‘l’ ’ ‘l" - 'l, ’

con

- <1
8”-—8 " ’ —_— )

8 — 8

[ﬂv‘l’ (8") — = ("')]2 " [y‘,’ (") — o} (0’)}2

” ’

T —71

[@2 (") — af (z’)r + [yg (r"} — y,;’ (r’>rS '
T —1
e poich® nellinsieme chiuso e limitato
(38) E=\P;jz,y,5,y,) PEC, o'+ y <1, 2} +y, <1,
a causa della a), la F & limitata, esiste una costante M > 0 tale che
| 45 (R) < M- | R,

e da questa segue immediatamente che la A_(R) & continua in R, e che

inoltre (9)]| Ap(B)| < + oo.
Rp,0
Resta allora da provare che la A, (R) & approssimativamente subadditiva
in Ry,, ciod & soddisfatta la (12) quando in essa si cambi @ (R) in A, (R)
ed R, in Ry, .
Conseguenza, intanto, delle y,), y,) & la seguente disuguaglianza :
(39) F(P;ai + &, 91 4y, % + 2, 13+ 0l <
< F[P;u + ;;’yi +§1"wé’yé] + F{P;a1 +1_'1’) v+ E, ;i’.?/é]_é
< F[P;z,yi, @5, o) + F (D520, 40, 25, ) + F[P; i, yi, @, y3] +

+ FP;uxi, yi, 25, yil.
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Considerato allora il reftangolo R= )¢ <<s<s", 7' <<7t<<t"{C Ryp € la
suddivisione di R prodotto delle due suddivisioni s’ < s* < 8", 7 < * < ¢,
dalla (39), quando in essa si pone

@ = ai (8") — 29 (8%), x| =l (s%) — o9 (s),

'

Yi=19 (") — 92 (s"), ¥ =y (8" — ¥} (s

w, = a) (r") — 2§ (z*), @, = 2} (*) — *) (¢),

=900 — 0N, y=y ") — ),
8i ha:
F[P; 2} (s") — a0 (8), ¥ (") — y2 (8), @) (z") — 23 (v'), 93 (") — w3 ()] <<
< F[P;a0(s") — a? (s*), y? (8") — y° (%), @) (z") — @ (z*), 3 (z") — ¥, (*M)] +
+ F[P; i (8*) — 2% (5), 0 (8%) — y0 ("), 2 (z") — 2% («*), 93 (=") — 33 (™)) +
+ F[P; a0 (s") — 2 (8%), 92 (8”) — 42 ("), 23 (") — 20 (), 3 (%) — 2 ()] +

+ F[P;a)(s*) — @} (8), 4} (8%) — 97 (+"), @) (=) — &) (v'), 9 (%) — 93 (v')],

e analogamente, se si considera una classe elementare generata da R ottenuta
come prodotto delle due suddivisioni

=28, < 8 <t < <=8 T=7, < << w<ltm=1",

risnlta :

(40) A, (B <

n—1 m—1
= 2 2 F[P5a(e ) —27(5) 9708, ) — ¥ (0, 23 (z; ) — 20(5), 93 (7, ) — w3 (x):

=0 j=0¢

Se allora D (R) =3R,, Ry, .., R}, Ri=si<<s<s', n<t<7l i=
=1,2,..,q, & una suddivisione di R, tenendo presente il modo di come
8i realizza, a partire dalia (40), applicando la stessa (40) a ciascun rettangolo
della classe elementare generata da R e cosl proseguendo, cioé applicando
la (40) a ciascun rettangolo delle classi elementari del passo precedente,
dopo un numero finito di operazioni di questo tipo, cioé¢ di maggiorazioni
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successive, si ottiene:
(41) A (R) << 3 F[P; al(s)—xl(s), ys;)—y%s), 222y —alz), y3z))—y2T)]

che per la proprieta B) si scrive
(41) A (Ry<<

B O e A Ll G e 3

1) L} '
i=1 8§ — 8 8, —8; I, —T,

Rl

it ’
T —

Osserviamo ora che per la continuitda uniforme della F nell’insieme chiuso
¢ limitato E dato dalla (38) e per la continuita uniforme delle z$(s), 9 (s),
wg (v), yg (), 0<<s<< Lq , 0t L()z , 10 corrispondenza ade >034(5)>0
tale che per ogni R=1{s'<<s<<s", /" <<t<<v/|C Ry, con |R| <4,
risulta :

(42) ' F [w‘: (8), ¥} (8", x5 (z), yg ('),

L

€
y " ’ b P '
T —r

2 E)— 26 RE) =yl A —ak)  pE) —nE) |
8' —8i 8’ —8

LA !
T, —7T;

- F[w‘l’ (8 93 (8, xS (), Y2 (x5

tf t ) ) " 7

01 0 (a? 01 01 e o/ - o
wy(s)—2i0s) (s —s)  wylr)—ap(z) Yy (T) —y,(r) €
&' — 8 8 — 8 T —z; ’

LX) t
T, —T;
N R * "
M, 8, v, 8 <88, ¢ <8 <8, V<t YT <

Dalla (41’) allora per | Bi| <. 6, tenendo presente che la stessa (41’) & vera qua-
lunque sia P€C e quindi in particolare per P = (2 (3"), y4(s"), 29(z’), y3 (¢')),
in virth della (42) si deduce:

- che vale qualunque sia R < Ryy, con ||R| <48, e qualunque sia D (R)
La AF (B) @ dunque anche approssimativamente subadditiva in By, e
quindi & (J)-Weierstrass integrabile su R, .
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Da questo Teorema 4, adattando un ragionamento del Tonelli (6), si pud
dedurre un’altro teorema di esistenza per lintegrale I, (C) con ipotesi meno
onerose sulla F.

TEOREMA 5. Se C=(C,, C,) ¢ continua e rettificabile ed F soddisfa le
condizioni a), B), esiste finito Vintegrale 1. (C).

Si osservi che:
1°. Se F soddisfa le condizioni «), f) e @ [P,y , 2, ys:), definita
per P€ A e per ogni valore di zj, y;, 2, ¥», ¢ un’altra fanzione che oltre
a soddisfare le condizioni a), f), y) sia tale che F -} @ soddisfi la y), esiste
finito V’integrale di Fubini-Tonelli, nel senso (J)-Weierstrass, della F rela-
tivamente a G, quando C = (C,, C,;) & continua e rettificabile ;
20, Se F soddisfa le condizioni «), §) e inoltre per ogni P€ A e per
24 y?=1, 2?4 y?=1 ammette continue le derivate parziali Fz;, Fy;,
Fopr Fypo Fapatr Fapypo By By Fupupr By
zione G come in 19,
La 1° si dimostra immediatamente. Tenendo infatti presente la defini-
zione (33) si ha

(43) Yp [-D (Ro)l = wF+(; [D (Ro)] — Y [D (Ro)]’

, allora esiste una fun-

e poiche in virti del Teorema 4 esistono finiti i limiti

lim v [D(R)] lim D (R)],
| DU || — 0 rrao L) HDJeo)n—»owG[ o'l

dalla (43) segue P’asserto.

Dimostriamo la 20,

A causa della §) a cui soddisfa la F segue che le derivate parziali
indicate in 2° esistono continue per ogni P€A e per 224 y2 =0, 22+ y2==0.

Dalla

F[P; kxy, kya, 2o, yo] =k-F(P; af, yi, 72, 2},
derivando rispetto a % e poi ponendo k=1 si ha:
.'t;-Fari -+ y;-Fyi = F,

e derivando ancora, separatamente, rispetto ad p, yi:

/ ’ —
wl'F,; ] + @h'Fy'lzi =0,

z- F - F =0,
1 wiyi+y1 vy ¥t

%) L. ToNELLI ({26] n.

o
~
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Risulta allora, se x; ed y; sono entrambi diversi da zero,

F [ F 7 /7 F s 7
z) z) 1 ¥} Y14
/2 _— ’ 7 —_ '12
L Y% x

e 8i osservi che almeno uno di questi rapporti hu il denominatore diverso
da zero se x; ed y; non sono entrambi nulli.
La funzione

lelzl FT’ yl Fy; yl

, ’ ‘ ’ 1 19 |

FI[P;xl,yl,xz,yz]E—,E—z..x,l,=_xﬁ.
Y 14 1

¢ dunque definita e continua globalmente per P€ A e per x’f—{- yi0,
o+ =+ 0.

Analogamente la funzione

lez’ Fz/u/ Fy,yl
S N L. 2 ¥y 22

Fo P52, 91, @, 43l = —; == Te . 1
Y2 2 ¥y 2

¢ continua globalmente per P€ A e per > 4y 4 0, 22+ y2 4= 0. Posto
ora

H[P;al,y, a5, 93] = Yo + o7 a2 + g2,
H soddisfa le condizioni a), f), y) e inoltre &

=), Hy=———7y

@2+ y2)2 (@2 + y2)

Hi 3 )
2

e poiché per P€ A eper z2 4y =1, a2 + y? =1 le funzioni F,, F, sono
limitate, esiste una costante M > 0 tale che s8i abbia:
(44) F,+M-H >0, F,4+M-H,>0
per PeA e per 224 y2=1, a4 y2=1.
Ma a causa della 8) a cui soddisfano sia F che H, le (44) sono soddi-

sfatte per P€ A e per «2 | y2=£0, «2 + y2==0, e quindi posto G =M -H
le (44) ci dicono (') che la funzione F -+ G soddisfu la y).

() Cfr. L. ToNELLL ([24], pag. 213).
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Mostriamo ora il teorema come conseguenza immediata delle 19, 20,

Poiche F gode delle proprieta «), ), in corrispondenza ad ¢ > 0 possiamo
determinare una F([P; 2|, y;, 3, ys), definita per P€A e per qualsiasi
valore di =z, y{, ;, y», con le proprietd a), f), che, per PE€ A e per
r?4y2=1, a? + y2 =1, ammetta continue le derivate parziali in , F e

Fzé, F,é’ F,; 2 in W Fy; W Fzézé’ Fzé ¥ Fy; 4, € inoltre soddisti la
(45) |F—F| <

per PEA, 24 y2=1, a2 4 y2=1.
Possiamo dunque, per la 29 determinare un M > 0 tale che, poste

O =TV

la funzione F 4 G oltre a soddisfare la «), 8) soddisfi la y).
Tenendo allora presente la definizione (34), in virtd del Teorema 4,
esistono finiti gli integrali:

Ro0 Ry 0

Inoltre per la (45), che & vera per P€A e per x> 4 y2<<1, 22 4 y2<1,
perché F ed F godono della proprietd f), si ha:
| Ap_z[D (B, ] <e| Roo B VDR
Dalla
Ap(R)=Ap_§(B) 4+ Ag, , (B)— A, (R), Y RCE
segue quindi

O) [ e <eln,, | + <9>fAm. =9 [ 4,
Ry

R0 Ry

(g)fAF(R) = —¢|B |+ fA,—w (R) — (g)fAG(R),
TRy Ko,y R0

e di conseguenza:

mfAF(R) -9 jAFw):l:oo

ROX TRy

L’asserto & provato tenuto conto del Teorema 3.



258 CaLoGERO ViNTI: Llintegrale di Fubini-Tonelli

7. In questo numero stabiliremo un teorema di rappresentazione per
Pintegrale di Fubini-Tonelli nel senso (J)-Weierstrass e poi daremo per
€880 un algoritmo di calcolo mediante una proposizione di approssimazione,.

TEOREMA 6. Se F soddisfa le condizioni a), ) del N. 6, per ogni curva
C = (@, C,), continua e rettificabile, risulta :

L()l L02
I“-(e) = j [ F[ (8), 3 (), @ '/ (r)5 &) (%), y?’(s)’ 1'2, () 1/3' (v)] ds dr,

0

essendo \xr, = x (s), y, = ¥0(8), 0 << s < Lej o, =2(1), y,=y(1), 0Cr Lo,
le parametrizzazioni rispettive di C, ¢ @, con il parametro lunghezzu d’arco.

Riprendiamo la (34):

Ag(#y 8”5 Uy 1"y = A (B)= F[2)(8), y*(5'), &} (v), 93 () ;
r (8) — &y (8") Y3 (8") — 92 (8), &) (") — XY (), ¥y (2) — 95 ()],

la quale, come conseguenza delle proprietda «), f) di cui gode la F, & una
funzione di rettangolo continua (}) in Ry, .
Osserviamo ora che M h, k: 0 < h < L(>1 y 0k << Lp,, la

Ap (8 840 v, 74 k)= Flal(s), y°(s), 23 (v), ¥ (x
(A By — 20 a), 92 (- B) — 0 (8), 20 (x + k) — 20 (@), 90 (x + B) — 9 (@),

(8, T)ERp =10 << s << L()‘ —h 01 ch — ki € Iy, & una funzione di
punto continua in R . a causa della continunitd della F e della continuita
delle «?(s), ¥ (s ), ac°(t Yy 0<<s<<L;, 0<r< Lo, .

La Ag(s/,8"; v/,7") & poi, in virth del Teorema 5, (9) Weierstrass inte-
grabile su 1?0,0, e quindi, soddisfacendo le condizioni 1%, 29, 3% del Teo-
rema 2, risulta:

Lel—h ch—k

1
W (e) = lim f f—h? F ['r? (8) ytlj (8) 1‘3 {7)y yg ();
0

(k, k)0

a9 (s h) — 20(8), 93 (8 + k) — 92 (s), 3 (v + k) — &) (v), ¥ (v + &) — 93 (v)] ds dx,

(®) Vedi dimostruzione del Teorema 4.
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la quale, tenuto conto della §) a cui soddisfa la F, si scrive
Lo~k Lo~k
(46) Iy (©) =(hfikl,110 f / F a8 (8), 42 (8), @ (2), 92 (1) 5
0 0
a) (s h)—ad(s) yi(s+ M —y)(s) a)(r+ k) —af(r) ylr+E)—y3) deda.

h ’ h ’ k ’ k
Ma ¢ quasi ovunque in E,,:

lim ¥ & Y (), y9 (8), 23 (2), ¥ (1) 5
(1% 0 ! 2 2

) (s 4 ) _fl; ® WE+h—306 e+ —2@ yi+k—y0

h ) I ! k ! k

=F [‘1"‘1) (8) ?/‘1’ (sh a’g (z), :‘/g ()3 w(;, (8) y(l)’ (8)y Wg, () 3/3' (@),

e tenendo presente che M hk: 0 < h < L()i, 0<k< L(,~2, e:

[](s + 1) — 2] <8)r+ [y‘,’<s+h)——y‘.’<s)

2
| 3 k ] =1

[wg(t + k’)c—w‘; (r)]2 + {3/3("'”’“’1_"’3 (t) ]Zsl,

esiste, in virti della continuitd della F nell’insieme chiuso e limitato E dato
dalla (38), una costante M > 0 tale che:

1(1) {s), y(ll (8), x‘_} (7), yg ()5

<M,

(s k) —a0(8) Y8+ h)—ui(s) af(x+4k) — a3 () y‘z‘(t—}—k)—yg(z)l
A ! h ! k ! k

V(S,I)ER;._]‘ e Mhk: 0<h.<11()‘, 0<k<I/()2.

R possibile quindi nella (46) passare il limite sotto il segno d’integrale e
quindi 'asserto del teorema.

7 Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa.



260 CArLoGeRO VINTI: L'integrale di Fubini-Tonelli
TEOREMA 7. Se F soddisfa le condizioni a), f) del N. 6,¢ C= (C,,C,),
C, =z, = x, (n), ¥, = ¥, (), a << u << by{,
Cp = 12y =1, (v), Y =9, (v), ¢p<v <" df,

¢ una curva continua e rettificabile, risulta :

bo—h  do—k
Iw(e)_': lim { fF [‘”1 (u), y, (u), (), Y (V)5
(h,k)—~0,
ay ()

gt —a (@) yu+h—y @) 20+kF—20) ypE+b—y,0)], .
h i L ’ k ! k ’

Riprendiamo la (33):
(47) ye ', u"; v, ") =y, (R) =
= Flo, (w'), y, (), 7, (v), 9, (') 5
zy (u") — @y (W), ¥y (w") — g, ('), 25 (V") — @5 (v'), Y (v) — ¥, (v)]

la quale, in virtd dei Teoremi 3, 5, & (J) Weierstrass integrabile in R,.
Inoltre %/ h,k: o <k <by—ay, 0 <k<Tdy—c,, la

Y (wyu 4 ks vv+ k)= F[xi (), Y, (u), Ty (¥), ¥3 (v) 5

@y (A B) — 2y (), yy (0 4 h) — gy (), 2 (0 4 k) — @y (v), Yy (v + k) — Y (0)],

(U, ) ERp r={ap<u<<by—hy cp<v<d,— Lkl cR,, & una funzione di
punto continua in R, , a causa della continuitd della F e della continuita
delle z, (u), y, (u), T, (v), Y5 (v), @< u<"by, ¢,<<v="d,.
Mostriamo ora che la funzione di rettangolo (47) & continua in R,.
Detto infatti L > 0 un numero tale che

| x, (u) I <UL, Iyx (w) | = L, i“"z () l = L, ‘ Yo (”)[g L, fu€lag, byl, ve[co’dol’
poiche nell’ingieme chiuso e limitato
EY=YP; o, yi, @, 90): PEC, o | < 2L, [yi| < 2L, | 2w < 2L, |y3] <214

la F & uniformemente continua, tenuto conte delie (32), (32’) e della conti-
nuitd uniforme delie x, (v), y, (), @, (v), y, (v), w€[ay, by], v €[ey, dy], si ha che
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in corrispondenza ad ¢ > 0 3d(¢) > 0 tale che:
(48) | F @y (u), yy (W), a5 (v'), 95 (V') 5
@, (u") — @y (), Yy (") — gy (W), B (V) — 3, (v), 9, (") — )] | < &

Mau',u"€ag, byl |u —u”| <o e M v,v" € [eg,d], oppure ¥ w’, u” € [a,, byl
e M v, v €fe,,dy]: | —v" | <6 )

Allora per ogni R={u' <u=<<u", v <v<"v"{ c Ry, con | R| < &% es-
sendo u”’' — u' < § oppure v — v’ < 8, dalla (47), in virtd della (48), si ha:

‘ ye (R <e

La (47) soddisfa quindi le condizioni del Teorema 2 e l’asserto & provato
tenendo conto della ) a cui soddisfa la F.

Universita di Modena
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