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❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝
❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✹❉ ❝❛r❞✐❛❝ ▼❘ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐✈❡rs❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts ✇✐t❤ ❛❧♠♦st
♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✸❉
s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts ❛♥❞ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥t❡①t ❛✇❛r❡ ▼❘ ✐♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ✜rst r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❙❚❆❈❖▼ ▲❱ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✷✵✶✶ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡ ♣❧❛②s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦①②❣❡♥❛t❡❞ ❜❧♦♦❞
t♦ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❚♦ ❛ss❡ss ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥
❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ♠❛ss ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛r❞✐❛❝ ♣❤❛s❡s✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
♦❢ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮✱ ❝❛r❞✐❛❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✲
✐♥❣ ✭❝▼❘■✮ ♦✛❡rs s✉♣❡r✐♦r t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦❢t t✐ss✉❡ ❝♦♥tr❛st✱ ♥♦ ✐♦♥✐③✐♥❣
r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ✈❛st ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆s ❛ ❞✐s✲
❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❝▼❘■ s❝❛♥s ♦❢t❡♥ ②✐❡❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♥❞ r❡s♣✐r❛t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ ♠❛♥✐❢❡st ❛s s❧✐❝❡ s❤✐❢ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ✉♥✐ts ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❍♦✉♥s✜❡❧❞ s❝❛❧❡ ✐♥ ❈❚✮ ♠❛❦❡s ✐t
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ▲❡♠♣✐ts❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ ✐♥ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❢r♦♠ ✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♥❡❛r r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ●❡r❡♠✐❛ ❡t ❛❧✳❬✷❪ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
s❝❧❡r♦s✐s ❧❡s✐♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts ✭❉❋✮ ✇✐t❤ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ s❤❛♣❡✱
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ♠♦t✐♦♥ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✮ ♦r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦①❡❧s ✐♥t♦ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠
❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳



■♥st❡❛❞ ♦❢ r♦❜✉st❧② r❡❣✐st❡r✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛t❧❛s ❬✸❪✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❬✹❪ ♦r r✉♥♥✐♥❣
❛ ❤✐❣❤❧② s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ♦♥❧②✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥② ♣❛t❤♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡
❧❡❛r♥t ♦♥❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts ❬✶❪❬✷❪ r❡❧② ♦♥ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ✇♦r❦ t❤❡ ❜❡st ✇❤❡♥
✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧❛②❡r❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r
s❡r✈❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ ♠♦r❡
s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡✿ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✉s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▼❘ ✐♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♥t❡①t s❡♥s✐t✐✈❡ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ t♦ ❛❧✐❣♥ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s t♦
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉❣❣❡st ❛ ✇❛② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✸❉ r❛♥❞♦♠ ❢❡❛t✉r❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❛♥❞ ♣♦s❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ t❤❡♥ tr❛✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢♦r❡st ❧❛②❡r
✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ ✉s✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s t❤❡ tr❡❡s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ❜✉✐❧❞ t❤❡✐r ♦✇♥ ❧❛t❡♥t s❤❛♣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❉❛t❛s❡t✳ ❙❚❆❈❖▼ ✷✵✶✶ ▲❱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❛t❛ ❬✺❪ ✇❡r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ s❡ts✳ ❚r❛✐♥✐♥❣ s❡t ✭100 ✸❉✰t s❤♦rt ❛①✐s ✭❙❆✮ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ ♠❛♥✉❛❧❧② ❞❡❧✐♥✲
❡❛t❡❞ ♠②♦❝❛r❞✐❛ ❛t ❡❛❝❤ ❝❛r❞✐❛❝ ♣❤❛s❡✮ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s s❡ts ✭ 5 × 20 ✸❉✰t ❙❆
✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✮✳

❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❡❛rt s❤❛♣❡ ❛♥❞
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ♦❢ ❝▼❘■ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✷ ▲❛②❡r❡❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts

❉❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts ❛r❡ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❜♦♦st✲
✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s✳ ❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❛❜❡❧s ✭♠②♦❝❛r❞✐✉♠✴❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ s❡t✳

❚❤❡ tr❡❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✐♥ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❢❛s❤✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t✱ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✳
❆t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦♥t❡①t✲r✐❝❤
❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❘❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥t❡r✲♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲tr❡❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❊❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡ θ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ τl < θ < τh✮
t❤❛t s♣❧✐ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts✳ ❚❤❡ tr❡❡s t❤❡♥ s❡❧❡❝t t❤❡
♠♦st ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❧✐t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✐s
♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ t❤❡♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧s ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛
❧❡❛❢✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❧❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡st r❡❛❝❤❡❞ ❜②
t❤❡ ✈♦①❡❧ t❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✐t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡
♠②♦❝❛r❞✐✉♠ ♦r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❙❡❡ ●❡r❡♠✐❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳



✷✳✶ ❙tr❛t❡❣② t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛

❚❤❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❧❡❛r♥ t♦ s❡❣♠❡♥t✳ ❚r❛✐♥✐♥❣
✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ✸❉✰t ❞❛t❛ ✇❛s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ str❛t❡❣② ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
tr❡❡✿

✶✳ ❙❡❧❡❝t ❛ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❡t ♦❢ k ✹❉ ✈♦❧✉♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t
✷✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✸❉ ❢r❛♠❡ Ic ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ✹❉ ✈♦❧✉♠❡
✸✳ ❙❡❧❡❝t t✇♦ ❢r❛♠❡s Ic−o✱ Ic+o ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♦✛s❡t o ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❢r♦♠ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛r❞✐❛❝ ✐♠❛❣❡ Ic

✹✳ ❚r❛✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ k tr✐♣❧❡ts ✭Ic✱ Ic−o✱ Ic+o ✮

❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ tr❡❡ ✇❛s
s❡t t♦ k = 15✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ✜①❡❞ ♦✛s❡t o = 4 ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ o
✇❛s ♠❛❞❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r❛♠❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✈❡♥
✇❤❡♥ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❝❛r❞✐❛❝ ♣❤❛s❡s ✭❡♥❞ s②st♦❧❡ ❛♥❞ ❞✐❛st♦❧❡✮ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❛ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞✳

✷✳✷ ❋❡❛t✉r❡s

❲❡ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢❛♠✐❧✐❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦♦❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣
♦♥ t❤❡ tr✐♣❧❡ts✳ ❚❤❡✐r ♦✈❡r✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳

a)

Ic
S

b)

R1

R2
S

Ic

c)

x,y,z

Ic
d)

R1

R2
S

Ic Ic±o

e)
R1

R2
S

Ic±o Ic∓o
❋✐❣✳ ✶✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❛✮ ▲♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s
✭3×3×3 ❜♦① ❛✈❡r❛❣❡ S ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈♦①❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡ Ic✮ ❬✷❪✳ ❜✮ ❈♦♥t❡①t
r✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❬✷❪ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡ ❜♦① ❛✈❡r❛❣❡ S ❛♥❞ t❤❡ s✉♠
♦❢ r❡♠♦t❡ r❡❣✐♦♥ ❛✈❡r❛❣❡s R1 ❛♥❞ R2✳ ❝✮ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts x✱y✱z ♦❢ ✈♦①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛s
❢❡❛t✉r❡s❬✶❪✳ ❞✮ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥t❡①t r✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡ ❛s t❤❡
s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♦✛s❡t ❢r❛♠❡ Ic±o ❛s t❤❡ r❡♠♦t❡✳ ❡✮ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥t❡①t r✐❝❤
❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❡t ❢r❛♠❡s ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛s r❡♠♦t❡✳



▲♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢
t❤❡ t❡st❡❞ ✈♦①❡❧ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✿

θlocIc (①) = θlocIc ([x, y, z]) =

x′≤x+1∑

x′=x−1

y′≤y+1∑

y′=y−1

z′≤z+1∑

z′=z−1

Ic([x′, y′, z′]) ✭✶✮

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡② ❝❛♥ st✐❧❧ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ r❡❥❡❝t
s♦♠❡ ❤✐❣❤❧② ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳

❈♦♥t❡①t r✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❉❡✜♥❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❬✷❪✱ ❢♦r ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ▼❘ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② IS ❛♥❞ ❜♦① ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢
r❡♠♦t❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ IR✿

θCR
IS ,IR(①) = IS(①)−

1

V ol(R1)

∑

①✬∈R1

IR(①✬)−
1

V ol(R2)

∑

①✬∈R2

IR(①✬) ✭✷✮

❚❤❡ ✸❉ r❡❣✐♦♥s R1 ❛♥❞ R2 ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✈♦①❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♣t✉r❡ str♦♥❣ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡♥s✐t②
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥t❡①t✲r✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❛s θCR

Ic,Ic(①)✳

❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥t❡①t r✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❤❡❛rt ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧
❝♦❛rs❡❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❥✉st t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s❧② ❝♦♥t❡①t✲r✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✧❝✉rr❡♥t✧
✸❉ ❢r❛♠❡ Ic ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢r❛♠❡ ♦✛s❡t ❢r♦♠ c ❜② ±o✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥t❡①t✲r✐❝❤
❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s θTCR1

Ic = θCR
Ic,Ic+o(①) ❛♥❞ θTCR1

Ic = θCR
Ic,Ic−o(①)✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ♦✛s❡t ❢r❛♠❡s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐♣❧❡t ❛s θTCR2

Ic (①) = θCR
Ic+o,Ic−o(①) ❛♥❞ θTCR2

Ic (①) = θCR
Ic−o,Ic+o(①)✳

❚❤❡s❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡♠♣♦r❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❛♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❜♦t❤ +o ❛♥❞ −o t♦
❦❡❡♣ s♦♠❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r❡♠♦t❡ r❡❣✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❱♦①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ✐♥ ❬✶❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥s❡rt ✈♦①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ θXC (①) =
xx✱ θ

Y
C (①) = xy✱ θ

Z
C(①) = xz ✐♥t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ✉♥t✐❧ t❤❡s❡

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❀ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ❧❛t❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r❡st ❧❛②❡r
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦s❡✳

✷✳✸ ❉❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❚♦ ✉s❡ ❢❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❬✻❪✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s♣❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ✇❡r❡ r❡s❛♠✲
♣❧❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s♣❛t✐❛❧ s♣❛❝✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✭1.56, 1.56, 7.42mm✮
❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ✭20 ❢r❛♠❡s✮✳

■♥t❡♥s✐t② r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❛❧❧ ❧✐♥❡❛r❧② r❡s❝❛❧❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ r❛♥❣❡✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ◆②ú❧ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪✱ ✇❡ ❝❧❛♠♣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✾✾✳✽ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❛s
t❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡② ♠✉❝❤ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳



✸ ❋✐rst ❧❛②❡r✿ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts ❢♦r ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t②

st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ s✉❜s❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❡ ❝❛♥ tr❛✐♥
t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡sts✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛❢t❡r ✐♥t❡♥s✐t②
r❡s❝❛❧✐♥❣ ✐✳❡✳ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡♥s✐t② r❛♥❣❡ ❜✉t ❤❛✈❡ t❤❡✐r
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s❤♦rt ❛①✐s s❝❛♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r r✐♥❣ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞✱ s❧✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ♠❛♥✉❛❧❧② ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ s❦✐♣
t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ✈♦①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛t t❤✐s st❡♣✳

❋✐❣✳ ✷✳ ❙❤♦rt ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ✭❜♦tt♦♠✮ ❛①✐s ✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❢t❡r
t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✳ ❇r✐❣❤t❡r ✈❛❧✉❡ ♠❡❛♥s ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ✭❡✳❣✳ ❬✸❪✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❍❛❛r ❧✐❦❡ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡
❤❡❛rt ❛♥❞ ❝r♦♣ t❤❡ ❤❡❛rt r❡❣✐♦♥✳ ■♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ r❡❣✐st❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r♦♣♣❡❞
✈♦❧✉♠❡s✳ ❚❤✐s r❡♠♦✈❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡
s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦♣♣❡❞ r❡❣✐♦♥
✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r♦❜✉st r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❲❡ tr❛✐♥ t❤❡
✜rst ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡sts ♦♥ ❛ r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st
❛ ✈❡r② r♦✉❣❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦✉❣❤ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣ ♦❢ ❛ t✐ss✉❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
❛ ✈❡♥tr✐❝❧❡ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
✐♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤✳

✸✳✶ ■♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥

▼❘ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✐ss✉❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦t ♦♥❧② ❜❡✲
t✇❡❡♥ s❝❛♥♥❡rs✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❬✽❪ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❧❧♦✇✉♣ ♣❛t✐❡♥ts
❬✼❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❣♦♦❞ ✐♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡♥s✐t② ❜❛s❡❞
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ♠❡❞✐❛♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐❛
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❙❚❆❈❖▼ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦



✉♥✐q✉❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢❛✐r❧② s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡♥s✐t② r❛♥❣❡
✭0, 65535✮✳ ▼❡❞✐❛♥ ♠②♦❝❛r❞✐❛❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s s♣❛♥ r❛♥❣❡ ✭1954, 36430✮✱ ✇✐t❤ st❛♥✲
❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ 5956 ❛♥❞ ✐♥t❡r✲q✉❛♥t✐❧❡ r❛♥❣❡ 7663✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❛♥② ✐♥t❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✾❪ ✉s❡❞ t♦❞❛② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ◆②ú❧ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪❬✶✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ❧❛♥❞✲
♠❛r❦s ✭❡✳❣✳ ♠♦❞❡s✱ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦r st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s✮
❜② r❡s❝❛❧✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s t♦ ✇♦r❦ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ✐s
❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t t✐ss✉❡✳ ■♥ ❝▼❘■✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s
✇♦✉❧❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❧✉♥❣s✱ ❧✐✈❡r ♦r ❝❛✈✐t✐❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
♠②♦❝❛r❞✐✉♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ r♦✉❣❤ ✐♠❛❣❡ ✜rst ❧❛②❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥
s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♠❛♣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❜② ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡
❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ✭❛s ♠❡❞✐❛♥ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ♦✉t✲
❧✐❡rs t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥✮ M c

source ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡
Mref ✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

M c
source = arg min

µ

∑

①∈Ic

w(①).|Ic(①)− µ| ✭✸✮

❲❤❡r❡ ① ✐s t❤❡ ✈♦①❡❧ ✐t❡r❛t♦r ❛♥❞ w(①) ❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✭✜rst ❧❛②❡r ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t✐❡s✮✳ ❲❡ ❛✈♦✐❞ s♦rt✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
♠❡❞✐❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P 2 ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✶❪❬✶✷❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❥✉st ✜✈❡ ♠❛r❦❡rs ❛s
t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ str❡❛♠❡❞ ✐♥✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ♦❢
s❛♠♣❧❡s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❤♦❧❞✳

✸✳✷ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ▲❡♠♣✐ts❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t r♦t❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❛t✐❡♥t ❝❛r❞✐❛❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ t❤♦r❛❝✐❝ ❝❛❣❡✳ ❙❤✐
❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ❞♦ ✜rst ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❤❡❛rt ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❛✣♥❡
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❧❛✐♠ t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❆ r♦❜✉st ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r✲♣❛t✐❡♥t ♦r❣❛♥ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❑♦♥✉❦♦❣❧✉ ❡t ❛❧✳❬✶✸❪✳ ❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ ♦r❣❛♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t② ♠❛♣ ✜t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s s✐❣♠♦✐❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥



✐s ❤♦✇❡✈❡r r❛t❤❡r ❧✐♠✐t✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ❞✐sr❡❣❛r❞s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡
t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r✳

❲✐t❤♦✉t ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
✉s❡ ❛ ❢❛st ❛♥❞ r♦❜✉st r✐❣✐❞ ❜❧♦❝❦ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✶✹❪ ❞✐r❡❝t❧②
♦♥ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✜rst ❧❛②❡r ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s ✐♥st❡❛❞ ❛♥❞
♦❜t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡ ✉s❡❞ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♠♦♥❣
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣❡① ✇❛s ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧② ❝❧♦s❡❞✳ ❆ ❜❡tt❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♦✉t ♦❢ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠✐❧❛r
t♦ ❍♦♦❣❡♥❞♦♦r♥ ❡t ❛❧✳❬✶✺❪ ♦r ❛ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✶✻❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳

◆♦t❡✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ♦♥❧② ❢r❛♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣♦s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❛♠❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳

✹ ❙❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✿ ▲❡❛r♥✐♥❣ t♦ s❡❣♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡

✹✳✶ ❯s✐♥❣ ✈♦①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❖♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
st❛rt t♦ ❡♥❝♦❞❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡st ❧❛②❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ st❡♣ s✉❝❝❡❡❞s✱
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t✐ss✉❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛♥✐♥❣ ✭❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠✮✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ tr❡❡ ❝❛♥ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❡❛r♥ ✐ts ♦✇♥ ❧❛t❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡t ♦❢
s❤❛♣❡s✱ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡❧♣ t♦ r❡♠♦✈❡ ♦❜❥❡❝ts ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ✈❡♥tr✐❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st❡♣ str♦♥❣❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡❣✐str❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ t♦
♠✉❧t✐♣❧❡ t❛r❣❡ts s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

✹✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❜❛❝❦

❆❢t❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❜❡ r❡s❛♠♣❧❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ s♦❢t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✜♥❛❧ ❜✐♥❛r② ♠❛s❦ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r
♣♦st❡r✐♦r ♠❛♣✱ t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✳

✺ ❘❡s✉❧ts

❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❢♦r❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✇❡r❡ ✜①❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✷✵ tr❡❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✷✵ ❡❛❝❤✳ ❚♦ tr❛✐♥ ❡❛❝❤
tr❡❡✱ ✶✺ ❢r❛♠❡s ✭✰ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✛s❡t ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✮ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡s
✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✭✾✶ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ t♦t❛❧✮✳ ❋♦r
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✿ ✷✼ tr❡❡s ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✷✵✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❡❡ ✶✷ ❢r❛♠❡s ✭✰ t❤❡✐r



❋✐❣✳ ✸✳ ❙❤♦rt ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ✭❜♦tt♦♠✮ ❛①✐s ✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❢t❡r
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✭✐s♦❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣ ❛t ✵✳✺✮

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✛s❡t ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✮ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡s ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✭✾✶ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ t♦t❛❧✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛st r❡s❡r✈❡ ✐♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r❡st s✐③❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛t❤❡r
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t♦ ✜t ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

❆❢t❡r ❜❧✐♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ✾✵ ✈♦❧✉♠❡s ✐✳❡✳ ✷✺✹✶✺ s❧✐❝❡s
❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ❜② t❤❡ ❙❚❆❈❖▼ ▲❱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦r❣❛♥✲
✐s❡rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r s❧✐❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛r♥t t♦ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ♦♥❧②✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♠❛❦❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ s❡❣♠❡♥t❡❞
✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛
❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞♦ t✐ss✉❡ s♣❡❝✐✜❝
r❡♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❈❚ ❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣✉r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤
♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡r✈❡ ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳



s❡♥s✐t✐✈✐t② s♣❡❝✐✜❝✐t② ❛❝❝✉r❛❝② PP❱ ◆P❱ ❞✐❝❡ ❥❛❝❝❛r❞
TP

TP+FN

TN

FP+TN

TP+TN

P+N

TP

TP+FP

TN

TN+FN

2|A∩B|
|A|+|B|

|A∩B|
|A∪B|

♠❡❛♥ ✵✳✻✽✺✼ ✵✳✾✽✾✼ ✵✳✾✽✻✶ ✵✳✹✼✾✶ ✵✳✾✾✻✷ ✵✳✺✵✹✺ ✵✳✸✼✸✵

♠❡❞✐❛♥ ✵✳✽✵✾✾ ✵✳✾✾✵✼ ✵✳✾✽✼✺ ✵✳✺✷✸✹ ✵✳✾✾✼✽ ✵✳✺✾✾✺ ✵✳✹✷✽✶

σ ✵✳✸✶✸✼ ✵✳✵✵✼✼ ✵✳✵✵✼✼ ✵✳✷✵✻✾ ✵✳✵✵✹✻ ✵✳✷✺✼✶ ✵✳✷✵✾✽

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ ♣❡r✲s❧✐❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♦✉r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ ✾✵ ✈♦❧✲
✉♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ♣❡r✲s❧✐❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts str♦♥❣❧② ♣❡♥❛❧✐③❡ ✈♦①❡❧
♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜❛s❛❧ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❧✐❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ✈❡r② ❢❡✇
❣r♦✉♥❞tr✉t❤ ✈♦①❡❧s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❤✐❣❤ s♣❡❝✐✜❝✐t② ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠✲
❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬s ❛❜✐❧✐t✐❡s
t♦ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♠✉❝❤ ❝❧✉tt❡r✳

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ✉s❡❞ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r tr❡❡✱ tr❡❡ ❝♦✉♥t ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
r✉♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♥♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s❧❡ts ♦r ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜✐✲
♥❛r② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✈♦①❡❧s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✇❡❧❧ ❞✐s✲
❝❛r❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s♦❢t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤♦❧❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞r♦♣
✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜✉t r❛r❡❧② ❢❛❧❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡❛s✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❡♣ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
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♥❛r✐③❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛r❞✐❛❝ ♣❤❛s❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳
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❋✐❣✳ ✹✳ ❛✮ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝✉r✈❡ ❢r♦♠ ♣❛t✐❡♥t ❉❊❚✵✵✷✻✼✵✶ ❞✉r✐♥❣ ❛
s✐♥❣❧❡ ❝❛r❞✐❛❝ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡♥❞ s②st♦❧❡ ✭❊❙✮ ❛♥❞ ❡♥❞ ❞✐❛st♦❧❡ ✭❊❉✮ ❢r❛♠❡s ❛t
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❜✮ ▲♦♥❣ ❛①✐s ❝r♦sss❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❜✐♥❛r✐③❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛t ❊❉ ❛♥❞ ❊❙✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ▼✐❝r♦s♦❢t ❘❡s❡❛r❝❤
t❤r♦✉❣❤ ✐ts P❤❉ ❙❝❤♦❧❛rs❤✐♣ Pr♦❣r❛♠♠❡✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♠❛❞❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈❛r❞✐❛❝ ❆t❧❛s Pr♦❥❡❝t ✭✇✇✇✳❝❛r❞✐❛❝❛t❧❛s✳♦r❣✮ ❬✺❪✳
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❙✳✱ ❘✉❡❝❦❡rt✱ ❉✳✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❢r♦♠ ❈❛r❞✐❛❝
❈✐♥❡ ▼❘■ ❯s✐♥❣ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❊▼ ❊st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧
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❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡❢t ❛♥❞ ❘✐❣❤t ❱❡♥tr✐❝❧❡s ✐♥ ❈❛r❞✐❛❝ ▼❘■ ❙❡q✉❡♥❝❡s ❯s✐♥❣ ❛ ❏♦✐♥t
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♥♦✈✱ ■✳✱ ❋✐♥♥✱ ❏✳✱ ❍✉♥t❡r✱ P✳✱ ❑❛❞✐s❤✱ ❆✳✱ ▲❡❡✱ ❉✳✱ ▲✐♠❛✱ ❏✳✱ ▼❡❞r❛♥♦✲●r❛❝✐❛✱ P✳✱
❙❤✐✈❦✉♠❛r✱ ❑✳✱ ❙✉✐♥❡s✐❛♣✉tr❛✱ ❆✳✱ ❚❛♦✱ ❲✳✱ ❨♦✉♥❣✱ ❆✳✿ ❚❤❡ ❈❛r❞✐❛❝ ❆t❧❛s Pr♦❥❡❝t✲
❛♥ ■♠❛❣✐♥❣ ❉❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆t❧❛s❡s ♦❢ t❤❡
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❢❡❛t✉r❡s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✶ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r
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