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nomial ThresholdFunctions� �d��!#�%�QM<13M��5*®9J�>1�M#M#*�,.1��"!4��!��NADC�E~/%� 13*������#�FMR*�,.K#/%�5-K86>*�� M#*��5��� �8���%�#�e1)ADC�E	(U,�*�-X&�/%1N1���1P/�,=9 @ OR� ��*�� �QM�,./n6R��,�-N�%1�/��!R*�� ��!�,�/%O»(U&����b���%,�� aè} �k9���,�K����5*�GH�d��� ² �5�5����,.�é¬'7D9��4�21��&#����lR�#,29��~M�,./n6R��,�-N�+13/ @ ����-N�:13/��.,�*��n��!#-N�>(U,�*i/��21=*��������	/������ 13*��!R*�� ��!�,�/%OT(�&#���5����,.�#�J��,P/��213*��kM�,./n6R��,.-N�%13/§��!R*�� ��!�,�/%O>(�&#���5����,����,3(�O#�5��*�� �N�i���F���%-N�)I ÌµÍnê Ö aec !'&�� 7S&�M#M��5*hK�,�&��<OR�h,.�F��!��POR� @�3*�� ��,3(�M�,./n6R��,.-N�%13/���!#*�� ��!#,./%OP(�&#���5����,.�#�³9�!#�%�"!e� ,.-NM#&#���LADC�E��*"13����/%13����OR��*��5�5��/n6)���8��,DK�,.&#�<OR�\,.�)��!#��*�&��#������������-N�J,3(§1�ADC�E/��21=*��������e13/��.,�*��n��!#- aÆ ���59�������ADCDEÉ(�,3*�-)&#/+13�k13�)M�,�/�6R�#,.-N�%1�/���!R*�� ��!�,�/%O�(�&��#� @����,����)��-N-N�2OR�%13��� /n6F6#��� /%OR�P1:���59ë���'���b*�M#*��5�"1=���%,��	,�(���!��eADC�E/��21=*���������13/��.,�*��n��!#-N�X,3(�����!�,�&#�^6¼ªno.ob­L13�<O c 1=*�&��³1���O c ��&�l'� Úg�ª «�q3­ a¶² �����5��13�'6~ì @ O#�5� �����%,���/����g�:���i�2$8&#�%G�1�/�� �8�>��,t1tM�,�/�6R�#, @-N�%13/
��!#*�� ��!#,./%Oi(�&#���5����,.�F,�(³OR� ��*�� �Xì:ªno2q3­¤7����:��!��Q/+13����&<1����),3(M�,�/n6#�#,.-N�%1�/V��!#*�� ��!#,./%O�(�&#���5����,����X����!�,�&#�¯6§Ø �Q�g��*�&��5��&R*"1�/µ*�� ��&�/n���-NM#/%��� �³��!<13�L1��86 ?5@ ���b*�-íADC�Ed�213�TK����5´RM#*�� ����� OT13��1QM�,�/�6R�#, @-N�%13/³��!#*��5��!�,./%O�(U&����b���%,��¥,�(�O#� �3*�� �>WPY Ù ID/�,.�³ID/�,.� ?=` × � ����!#�� 1�����,3( c 13*�&#�UÝ c ��&�l'� Úg�Z7R�n���213�eK�����!#,29��e1��J1h� ,3*�,./�/%13*�6e,3(���!#� �n**��5��&�/n������!�13��13�'6 ?5@ ���5*�-ËADC�E4�21��kK��D�5´RM#*�� ����� Oi1���1)M�,�/�6R�#, @-N�%13/J��!#*�� ��!#,./%O4(�&��#�5����,.�¥,�(DO#� �3*�� �TWPY Ù ID/�,.� ?=` × c !'&#� 7��213�b!,3(J��!��5���P�213*�/����5*Q/��213*��#�����:13/%��,�*��n��!�-N�h��-NM#/%��� �®13�4WPY Ù ID/�,���I `&#M�M��5*�K�,�&��<O>,.�k��!#�hO#�5��*�� �®,�(V1XM�,./n6R��,.-N�%13/���!R*�� ��!�,�/+O>(�&��#� @����,���(�,3*T1��86¥M�,./n6R��,�-N�+13/ @ ����� �kADCDE a³} ��&�K��g�"13�8���+13/��.1�M��g���%/�/*��5-e1������ 7§��!�,�&���!S7�K��5�¯9�� � ����!�� ���)WPY Ù ID/�,.�³I ` &�M#M��5*DK�,�&��<OR�
13�<OT��!#�h±DYZI\[^]"_ ` /�,29J�5*�K�,.&#�<O>O#&#����,ejk������l86k1��<OTm\1�M��5*�� a [
1.4 Our Results¾ &R*L©�*��g�L*�� ��&#/n�����L��!��D(U,./�/�,29��%�#�N��!�� ,3*�� -i�

î�ï§ð#ñ�ò�ðRó�o a�ô {�� ?8õ y^ubv"��ö�÷�ø	z�ù�ubvV�=�R�2o3�=�T��{Xú\ 8�¤w" Pu��Hw" w�z�{5û5£'{�w5yZ�¤z3{4��|Xzg¢X|��%ü=uP��y��Nz3|"y\ýPw���{	þ"ueu�ÿbx<v�ub|�|5u�¡d�3|)�QxRz.� � õ{<z��)�Z�.��yU 8v�ub|g #z.��¡D¢"£R{<w5yZ�¤z�{Fzg¢Q¡8u���v�u�u�WPY Ù ý#/�,�� ?=` ×
} &#���5(�&#/<(��21=��&#*���,3( c !#� ,�*�� -Âo�������!�13�³��!��DOR� ��*��5��K�,.&#�<OOR� M�� ��O#��,.� Ù ýL9�!����"!��21���K��Q-)&��"!k��-e13/�/%�b*D��!<13� Ù I × ·�/�,.������#��M�� �5����,.�É,3(D��!��i*�� ��&#/n���TOR&��k��, c 13*�&#�UÝ c ��&�l'� Úg��*��5GH�21�/���!<1=�1:����-N��/%13*P��!#� ,�*�� - �213�tK��TO#�b*��%G.�2O�(U*�,�- ��!��5��*)1���1�/n6R����� a¥} �1�O#G�1��8�"1�����,�(§,.&R*�MR*�,8,�(µY�9�!#�%�"!P���V��� /n( @ � ,.�8�"13�%�#�2Oe1���OPO#,8� �V��,3�&#���e1�M#M#*�,2´R�%-e1=���P����� /�&#���%,�� @ �5´R� /�&�����,��4,�*QK�,8,.�g�����#� ` ���®��!�13�Q�n�!#���.!�/����.!8������!�����O#� M��5�<O#�5��� ��9�!����b!kM�/%1 6#��1)�b*�&�� �%1�/�*�,./��h���i,.&R*/%1=���5*�*��5��&�/n��� aÃ�����!��5�é&���� c !�� ,3*�� - o4��,¼���%G.�	��� GH�5*"13/X�#�59 *�� ��&�/n���13K�,.&R�P��!��TO#� �3*�� �k,3(�M�,�/n6#�#,.-N�%1�/³��!#*�� ��!#,./%O¥(U&��#�5����,.���X9�!����b!

�5,.-NM�&R���DG�13*���,.&#���5/+13����� ��,�(V��,8,�/%� 1��i(�,3*�-)&#/+13� a�V6	� ,.-XK��������#� c !#� ,�*��5- oT9��n��!�1dOR� � ,�-NM�,.���n����,.�¥��� �b! @�#�%$'&#�hO#&#����,N����!#,.&R�¯6Fªno.o5­
9J�h,.KR�"1����i,�&#*�-e1����>*�� ��&�/n�2�
î�ï§ð#ñ�ò�ðRó�¬ a�ô {�� ?Hõ y^ubvb�0ö�÷�ø¶z�ù�ubvi�=�R�2o3� � w"�3{éþ"u4u�ÿ õx�v�ub|�|5u�¡k��|®�hxRz.� ��{<z��)�Z�.��yU 8v�ub|g #z.��¡�¢b£'{�w5yZ�¤z�{dzg¢®¡8u���v�u"uWPYZI\[^]�_
/�,.� ?3` ×

c !#� ,�*��5-;¬h� ����� �8���%1�/�/n6e� /�,.��� �J��!#���.1�Me9�!����b!N9J1��J/��5(+��,.M�� �eK86��!#�QWPY Ù ID/�,.�³I ` &�M#M��5*�K�,.&���O#����-NM�/���� �n�����	ªno.o�7�«.q=­ÈÇ§�n����!�,29����!�13�i��!#�4jk���#��l'6 @ m\1�M��b*��:/�,=9��5*�K�,.&#�<O~���:���¦(�1��5�k���%��!8�27h&�M
[ ��� ���.� /S�5��1�/ a �g�"13���2O>���4ª ½=­���!<13��jk������l86T1���Okm\13M��5*����H12GH�®1��±DY Ù I ` /�,29J�5*�K�,.&#�<Oe(�,�*�ADC�E4K�&R�L��!����L9L1������k�5*�*�,3*Qª º3­ a

��,e1N/�,.�H1=*��n��!�-N���h(Z1��b��,�*27�(�,3*N�.�U�RM�,�/n6#�#,.-N�%1�/ @ ����� �QADCDE a�c !�� , @
*�� -°«h13/%��,h6R��� /%O#�V1®¬ ÌµÍ ��� Ô�Ó Ï Ð�Ñ Õ �HÖ @ ����-N�L1�/���,�*��n��!�-°(�,3*�/��21=*��������M�,./n6R��,�-N�%1�/ @ ���%�5�XADC�E�7<9�!����"!:��-NM#*�,=GH� ��,.�i��!#�)13/%��,�*��n��!�-N��,�(����!#,.&#�^6	13�<O c 1=*�&��+Ý c ��&#lR� Ú¯��13�<O4���X��!#�N(Z1��g���5�g�Nl'��,29��¥1�/��., @*��n��!�-Ë(U,�*���!��D&#�#*�� �g��*����5��� OkADCDE4/��21=*��������)M#*�,.K#/�� - aÃ4�µ�213�®�%-NMR*�,=GH�\&�M�,��D��!��µK�,.&#�<O#��,�( c !��5,�*�� -é¬�(�,�*
*��21.O @,.�#� �hADC�E��

î�ï�ðRñ�ò�ð#ó « a�ô {#�®v�u��H¡ õ z�{�w"u�ö�÷�ø¼z�ù�ubv��3�R�5o3� � w���{:þ"uDu�ÿ õx<v�ub|"|5u�¡i��|h�hxRz�� ��{<z��)�¤���SyU 'v�ub|� Rz.��¡�¢b£'{<w5yZ�¤z�{dzg¢®¡8u���v�u�uWPYZI\[^]"_S/%,�� æ ]"_§I ` ×
Ef���<13/%/n687D9���9J,�&�/%O�/���lH�~YZK#&#��1=*��4� &R*�*�� �8��/�6»&#�<13K�/�� ` ��,M#*�,=GH�d����-N�%/%1=*�&�M�M��b*iK�,.&#�<OR�i,.�¦��!��dO#� �3*�� �4,�()M�,./n6R��,�-N�+13/��!#*��5��!�,./%Oh(�&#���5����,.�#�f9�!����"!X� ,�-NM�&R����1=*�K��n��*"13*�6�� à�� (�&#���5����,.�#� a} ��1)�g���5Mk���k��!�����OR��*��5�5����,.�S7#9J�hMR*�,3G.�

î�ï�ðRñ�ò�ð#ó º a øSz�vD�	��«R����{��iv�u��H¡ õ z�{�w"u�
�z2z.�%u���{e¢ z�v"�)£R���zg¢N¡8u^x�yU i�tz�ù�ubvQ�
���������V��w"�3{tþbuNw�z���x<£'y^u�¡Fþ5���)xRz.� �3{�z3�)�¤�.�
yU 'v�ub|� Rz.��¡D¢b£'{�w5yZ�Zz�{Fzg¢Q¡8u���v�u�u��WNYZI [ ç �Ó�� Õ���� Ó ` ×

c !��5,�*�� -ËºQ��-NM�/���� ����!�13�J��!#��� /%1����L,3(
*��21�O @ ,.�#� ��� à�� (�,3* @-)&#/%1��L�213�iK��h/��213*��#�2Ok���k��&#K��5´RM�,.���5�'���%13/�����-N� a

2. PRELIMIN ARIES

2.1 DNF, DecisionLists, Decision Trees,and
Polynomial ThresholdFunctions} ¡��U|+ûb£R{<w5yZ��ù�uF{<z�vb�P�.�f¢5z�vb�è(�,�*�-X&�/%14,�*kADCDEÄ���T1tOR��� @Úg&#���5����,���� [ ����������� Ò ,3(S�5,.��Ú¯&��#�5����,.���V,�(S��,8,�/��21��>/������b*"1�/�� a³} �

?5@ ���5*�-¶A�CDE¼���D,����X9�!#���b!F!<13�®13�h-N,��g� ? � ,���Úg&#���5����,����PY¤13/%��,l'��,29���1������5*�-N� ` 1���Oi1Pý @ ADCDE	����,.���®���:9�!����"!:�21��"!i���5*�-����,�(µ����� �Q1=��-N,��g��ý × } ADCDE~YZ,3*���,8,./��213��(U,�*�-X&�/%1 ` ���Qv�u��H¡ õ z�{�w"u�n(\�n��� ,.�8�"1����#��1=��-N,.�g��,.�#�D,8� � &R*�*�� ��� �®,3(\�21��"!iG�13*��%1�K#/�� a} �§õ ¡8u�w5��|��¤z�{°� ��|�y®���F1¼/��%�g�"! å Y#� [ ��� [ ` � ×5× × �2Y#�%$X���&$ `9�!��b*��i�21��"!��%'h���e1F���5*�-�,�(h����� ��1=�e-N,.�g� � 1��<O¥�213�b!~�&'®���1k�³,8,./��21��4(U&��#�5����,.��,��¥�=�R�2o3� � ×)( ��GH� �d1��d�%�#M�&R�h�t�t�3�R�2o=� ���!��LG�1�/�&#��,3(%!�YZ� ` ������*'YZ� ` 9�!��5*��,+��»o��%�V��&��"!)��!�13�-�.*RYZ� `\å o1���O/� ' YZ� `³å �)(�,3*�0213+ × � ()� ' YZ� `Vå �)(�,�*D1�/�/³o�4502476è��!#� �!�YZ� `µå o ×
}8�§õ ¡Hu�w5�U|"�Zz�{éyZv�u"ue���i14*�,8,����2OÉK#�%��13*�6t��*�� ��9�!��5*����213�b!���8���5*��<13/8��,'O#�V!<13�\¬L�b!#��/+O'*�� �Q1���O®���S/+13K�� /��2Oh9�����!X1J���5*�-é,3(������ �13��-N,.�g� � 1��<OT�21��"!i/��213(V����/+13K�� /��2Ok9��n��!:1N��,8,�/%� 1��:(�&#���5����,.� a} O#�5� �����%,��F��*��5�Q*�� MR*�� ��� �8���D1e��,8,�/��21��F(�&��#�5����,.�F1���(�,�/%/�,29�� �D�n(��!���*�,8,�������/+13K�� /��2O>9��n��!k1X���5*�-9�É��!#� �>��!#� �e��,)� ,�-NM�&#������!��G�1�/�&���,�(���!�����*�� ��,.�T1��e����M�&R���i���3�'�2o3� � 9����.,Q/��5(U��(U*�,.-B��!��*�,8,��µ�n(:�QYZ� `\å ��1���Oh�.,�*�����!'�f��(:�QYZ� `\å o × Ã4�V� ,��'�����'&��³���®��!#���(Z13��!���,.�T&��8����/�*��213�b!#�%�#�P1®/��213(<;�/+13K�� /��2O>9��n��!>��,.-N��(�&#���5����,.�k��=1���O>��!#� �k,�&#��M�&R���>==YZ� ` ×c !��>v���{@?Q,�(J1TOR� � ������,.�F��*�� �A�Ä���hOR�5©<�#�2O:���<O#&#�5����GH� /n6�13�(�,�/�/%,29�� �B � (C�¦����1)�������./��®/��213(\��!#� �kì&D'I � Y#� `\å � ×B � (C�¦!<13����&�K#��*��5� �E� � 1���O/� [ ��!�� �

ì
D'I � Y#� `\å FGGH GGI -e13´�YZì
D'I � Y#� � ` ��ì
D'I � Y#� [ `�` �n(\ì&D'I � Y#� � `�Jåì
D'I � Y#� [ `
ì
D'I � Y#� � `<K oh,3��!��5*�9������ a

c !���(�,./�/�,29������>/%�5-N-e1®9���/�/
K��h&#���5(�&#/¤�



Lµð#ó�óNMË½ aPO�QSR�T ubyL�»þ"u>w�z���x<£'y^u�¡Fþ5�:�	U õ ¡Hu�w5�U|"�Zz�{¥yZv�u�u>z¯¢vg��{:?Lì)úf #z�|5u��%u���ù�ub|L��v�u����Hþ"u5�%u�¡húµ��yU XyU �uS¢"£R{<w5yZ�¤z�{#|V� [ � × × × �b� $ ×VS #ub{FyU #ubv�uQ��|D��{>ì õ ¡8u�w5��|��¤z�{F� ��|�y³Y#� [ �"� [ ` � × × × � Y#�%$Q�b�W$ ` úf '�Zw" �U|Qu�X5£R�Uù3�.�%ub{�y³yÈzP� ×
} xRz.� �3{�z��X�¤�.�\yU 'v�ub|� Rz.��¡)¢b£'{<w5yZ�¤z�{i���QO#�b©<��� OFK86F1T-X&�/n��� @G�13*��%1=����M�,./n6R��,�-N�%1�/H�fYZ� [ � × ×2× ��� � ` × c !���,.&R��M�&#�³,�(���!���M�,�/�6R�#, @-N�%13/���!R*�� ��!�,�/+O>(�&��#�5����,.�T,.�i����M#&#���i�:�3�'�2o3�3�T�%�hoh�n(�
YZ� [ � × ×5× ��� � ` � �¥1���O~�����ho�,���!#�5*�9������ a;c !#�¼¡8u���v�u"uk,3(X1M�,�/n6#�#,.-N�%1�/L��!R*�� ��!�,�/+O	(�&#���5����,������N����-NM�/n64��!#�iO#�5��*�� �i,3(���!#�M�,�/n6#�#,.-N�%1�/#� a³� (\�213�b!:�5,8�5�N� ��� �8�YD:Z:,3(\��!��hM�,�/�6R�#,.-N�%1�/S�%��1�����8��� ���5*27���!#� �h��!���ú�ub�[�= 'y',�(R��!��VM�,./n6R��,�-N�%1�/H��!#*��5��!�,./%Oh(�&#���5����,.�����\ á D@Zµá ×

2.2 Learning theory backgroundÃ��T�5,.�����%OR�5*N�¯9�,F9��%O#�5/�6t�g��&�O#���2O	/��213*��#�%�#��-N,'OR� /�� �T��!#�sJv�z.þ"�.þ � � ô xHx<vgz2ÿ����P��y^u5� �^]Vz�v"v�u�w5y
Y¤m } · ` -N,'OR� /'�%�8��*�,'OR&�� �2O®K86
Æ 1�/��%1��8�Lª «.¹=­#1���Oh��!#��-N,'OR� /H,�(fu�ÿH�Hw5y
�%u��3vb{#��{@�\¢bvgz��Bu�X5£'��ù3�.�%ub{�w"uX5£�ubv"�Èub|h���8��*�,'O#&#� �2O4K86 } ����/%&#���~ªno5­�13�<O	�S�n����/�� �g��,����Fª ¬3p3­ a�� �� 1��"!¦,3(®��!�� ����-N,'O#�5/%�k1Éw�z�{�w"u^x<yTw ����|�| à ���i1	� ,./�/�� �5����,���,3(�³,8,./��21��:(U&����b���%,����P_��'�3�R�2o=� � ���8�ho.�5o3� ×

� �)��!���m } ·4-N,'O#� /Z7H(U,�*���,8,./��213�>(U&��#�5����,.���`_���ae,��T�3�'�2o3� �13�<O»ß 1¼O#���g��*���K�&R����,.�¦,.�°�=�R�2o=�3����9��4��1 6É��!<13�baé����1��dc õ�"xHx<v�z ÿ����N��yÈz3v\¢ z�v-_®£'{�¡8ubvVß���(�m\*�äDª _.YZ� `Vå a
YZ� ` ­<�»o§�^c × c !#�/��21=*���������1�/��.,3*��n��!�-Ä!<13�\1��5� � ���\��,�13�iu�ÿH�3��x��%u�z�v��.w �%uCegf�Yh_���ß `9�!#���b!�7V9�!#� �t$8&��5*����2O§7µM#*�,=G'�+OR� �P1:/%1�K��5/%� Ot�5´#13-NM�/��	iZ�
��_�YZ� `�j9�!#�5*��D�T�%��O'*"1 9��T(U*�,�-Â�3�'�2o3� � 13� � ,�*"OR�����)��,Q��!��DOR���g��*��%K#&#����,.�ß¶1���O"_e� à ���®��!#�P&��#l'��,29��F�"1=*��.�5�®�5,.���5� M#�®9�!����"!d��!#�N1�/ @��,�*��n��!�-����e��*�6#���#����,	/��213*�� aÄc !�����,H1�/�,�(®��!��:/��21=*����5*T���>��,��� ���b*"13���X1��bc @ 1�M#M#*�,2´R�%-e1=��,�*�(�,3*�_h&#�<OR�5*�ß × } �k1�/��.,3*�����!#-k�����1)s ô ]t�%u���v"{���{��>��� �Hz�vb�UyU '�¦¢ z�vD�>w�z�{<w"u^x<yLw ����|�| à ��(S��!���(�,./ @/�,29�������� ,��<O#�n����,.��!�,./%OR� �X(U,�*X1��86"_T� à �
1��86dO#���g��*���K�&R����,.�4ß,��	�=�R�2o=� � ��13�<OF1��86��l1mc ��n/1Bo.7��n(N�Ä���D�.��GH�5�och13�<Obn>1��<O!�1���13� � � ���L��,Aegf�Yh_���ß ` �'��!�� �N9��n��!kMR*�,.K<13K���/��n�¯6T13�L/��213�g�®o��bn13/��.,�*��n��!#-p��,.&#��M#&#����13�qc @ 1�M�MR*�,2´#��-e1=��,�*L(�,3*�_�&���O#�5*�ß ×
� �X��!#�J-N,'O#� /',3(§�5´#1��5�V/��213*��#������(+*�,.-°�2$8&���G�1�/�� ���5�L$8&��5*���� � 7/��21=*��������)M#*�,8� � � O#�����i1)���2$8&#� ��� ��,�(f�g�"13�.� � a³� �T�21��"!k�g�"13�.�D��!#�/��21=*��������)1�/��.,3*��n��!�-Ë��&#K�-N�n���J13��u�X5£'��ù3�.�%ub{<w"u�X5£�ubv"�)Y¤1Q��,8,./��213�(U&��#�5����,.�ra ` ��,���!#�k���213�b!#�5* a¦� (ga~���e�2$8&���G�1�/�� �8�N��,���!��T�"13* @���5��� ,���� � MR�P_���!#� �>��!#�����213�b!#�5*�1��#�g9J�5*��NÜts�u ² ÞP13�<O>/%� 13*������#�!�1�/n��� Ç�,���!#�5*�9������X��!��h���213�b!#�5*D���5�<O#��K<13�blk1>M�,��%�8�����4�3�'�2o3�3���&#�b!h��!�13�vaSYZ� `YJå _.YZ� ` × } /��21=*���������1�/��.,3*��n��!�-w�~�%u���v"{�|Jw�z�{�w"u^x<yw ���3|"| à �U{4yZ���eu�ý��n(J(�,3*Q1�/�/,_N� à �S1�/��.,3*��n��!�-x�°�21��d�5´#1��5��/n6�%OR� �8����(+6i��!��h�"1=*��.�5��_Q���F13��-N,.�g��ýL����-N�Q�g���5M�� 7§&������#�e13�D-N,��g�ýJ�2$8&���G.13/�� ��� �®$8&#�5*���� � 7�9��n��!:!86RM�,���!��5��� �Pai9�!����b!k�21��"!:�21��kK��*��5M#*�� ��� �8���2O�9��n��!dý�K��n���®1���Od�213��K��)�5G.13/%&�13���2OF,.��1��86�M�,.���8��i���3�'�2o3� � �%�>����-N��ý ×
c !#�D(�,�/%/�,29������N(Z13�5������9�� /�/Sl'��,29����yzM|{z}�~ �����&�|�<���>�t�W�Y�"{Nþ�z�yU ®yU �uµs ô ]:�Nz2¡Hu5�8��{�¡�yU #u³�Nz2¡8u5�z¯¢:u�ÿH�Hw5yX�%u��3vb{#��{@�P¢bvgz���u�X5£'��ù3�.�%ub{<w"u�X5£�ubv"�Èub|��QyU #ubv�u���v�u:�.� �Hz õv"��yU '�X|�ú\ 8�¤w" »�%u���v"{éyU �u4w ���3|"|dzg¢F� ��{§u���v�yU 'v�ub|g #z.��¡:¢b£'{�w5yZ�Zz�{�|z3ù�ubvh�=�R�2o=� � ��{:yZ���NuLxRz.� ��YZI ` ×

c !#��13/��.,�*��n��!#-N�f,�(�E<1��b�\q�13*��³K<1���� O®,��®M�,./n6R��,.-N�%13/.����-N�V/������ 13*MR*�,.�3*"1�-N-N����� a Ã���9���/�/f��� � O>��!��D(U,./�/�,29��%�#�e�5´'��� ������,.�k,�(VE<13�5�q'� yzM|{z}ë¹ aPT uby à þ"u)�kw ���3|"|Xzg¢V¢b£'{�w5yZ�Zz�{�|)u��Hw" dzg¢húf '�¤w" �w"�3{þ"u4u�ÿbx�v�ub|�|5u�¡É�3|F��{À¡Hut��v�u�u õ �~xRz.� �3{�z3�)�¤�.��yU 'v�ub|g #z���¡i¢b£'{�w5yZ�¤z3{z3ù�ubv®�=�R�2o3�=� × VS �ub{d��{dþ�z�yU �yU �uhs ô ]~�%u���v"{��U{@�T�Nz2¡Hu5�\��{�¡eyU �u�Pz2¡8u5�\zg¢)u�ÿH�Hw5y��%u���v"{���{��D¢bv�z��èu�X5£'��ù3�.�%ub{<wbu^X5£�ubv"�Èub|���yU �ubv�uP�U|Q�
�%u���v"{��U{@�T��� �Hz�vb�UyU '��¢ z�v à ú\ 8�¤w" iv"£'{�|h��{:yZ�U�euLI ÌµÍnê Ö ×

���W�����b�>���@�>�&�,� c !#�i�%O#�21d�%�N��,F*�&��~1FM�,./n6R��,�-N�+13/ @ ����-N�k1�/ @�.,3*��n��!�-Å(�,3*Q/%� 13*������#�i/��%�#�213*®��!R*�� ��!�,�/+O�(�&#���5����,.�#�®,3G.�5*Q1��d�5´ @M<13�<OR�2O	GH�5*�����,.�t,�(���!��k���#M�&#�)��M<13� � a¼² �����5�q� æ å �:(�,3*�����3�'�2o3��9��:�21��¼��&�M�M�,����i9��n��!�,.&R�>/%,����T,3(h�.�5���5*"13/%�n�^6¼��!<1=�N��!���"13*����5�®M�,./n6R��,�-N�%1�/\��!#*�� ��!#,./%OF(U&��#�5����,.�����®1>-)&�/n����/������21=*®M�,./n6 @��,�-N�%1�/L,�(DO#� �3*�� �i� × ² &��"!�1FM�,./n6R��,�-N�+13/J��!#*�� ��!#,./%O	(�&��#�5����,.��213�:K��hGR���59��2O:1���1P/������21=*���!R*�� ��!�,�/+Ok(U&��#�5����,.�i,=GH�5*���!��h��M�1�� �,�(V13/�/
-)&#/n���%/������ 13*�-N,.�#,.-N�%1�/���,�(µOR� ��*��5�X1=��-N,.�g��� × c !#�5*��®13*��� å \ ê '�� [,  � '�¡ 4ÄI ê ��&��"!�-N,���,.-N�%13/%�Q13�<Od!#� ���5�PK86�E�1��5�Qq9J�X�21��F/��213*��F��&��"!F1>M�,�/n6#�#,.-N�%1�/f��!R*�� ��!�,�/%O:(U&��#�5����,.�FK'6k*�&�� @�����#�P1XM�,�/n6SY�� `^@ ����-N�h13/��.,�*��n��!#-Ë(�,�*�/��21=*��������P/������ 13*���!#*�� ��!#,./%O(�&#���5����,�����,=GH�5*���!��hOR,.-e13�%�:�3�'�2o3�
¢»9�!��5*��g�84tI§ê ×

2.3 The Minsky Papert Lower Bound� �V���V� /��213*V��!<1=��13�86POR� M#��! @ oJ� �n*�� &��n�³,3G.�5*J�
���������V���21��NK���5´RM#*��5�����2O®1��\1�/��%�#�213*
��!#*�� ��!#,./%OD(�&��#�5����,.� a\� �h� ,��8��*"1��g�27Hjk�%�#��l861���OPm\1�M��b*��³�.12GH��1D±DYZI\[^]"_ ` /�,29J�5*³K�,.&#�<OQ,.�)��!#�LO#� �3*�� ��,�(§13�86M�,./n6R��,�-N�%1�/§��!#*�� ��!#,./%Ok(�&#���5����,.�T9�!����b!k� ,.-NM#&#��� ��1PM�13*������ &�/%1=**��21�O @ ,.�#� ��ADC�E a E�,3*\� ,.-NM#/��5��� ���5���S9J�³�.��GH�V��!�� �n*\����-NM�/��VM#*�,8,3( a
î�ï�ðRñ�ò�ð#ó¤£ �S¥o¦�§%¨�©�ª�«p¬�M<­RðRò®}7� �:¯°�t�W� T ubyh� å � [ ������®�l� $ þ"u>�3{	6 õ y^ubvb�èö�÷�øÄz�ù�ubv)�=�R� o=�3�¼úf �ubv�u>u��Hw" �y^ubvb�� ' ��|J�hw�z�{5û5£'{�w5yZ�¤z3{>z�ù�ubv\º°6 æ ù3��v"�¤�Hþ �%ub|��\u��Hw" Xù3��v"�¤�Hþ �%u��bxHx#u���v"|��{ix�v�u�w5��|5u5� �Fz�{§u)y^ubv"�±����{�¡NI å º°6 _ × VS �ub{t�3{��PxRz.� �3{�z3�)�¤�.�yU 'v�ub|� Rz.��¡i¢b£'{�w5yZ�Zz�{�úf '�Zw" ¦w�z���x�£Ry^ub|k�Ä�)£'|�yX #��ù�u4¡8u���v�u"u4�3y�%u���|�yv6 ×

¬Jò#ñSñ%²|�����5�P�
YZ� [ � × ×5× ��� � ` K��d1	M�,./n6R��,.-N�%13/D,�()O#� �3*�� �����&��"!k��!�13��(�,�*D1�/�/
�����3�'�2o3� � 9J�®!<12GH�L�fYZ� ` �~�P��Ûd�:��13�����g©�� �� × E#,�*³0 å o.� ×5× × ��6è/��5��´�'VK��D��!#�h���5��,�(\º
6 æ G�13*��%1�K#/%�5��9�!#�%�"!1�M#M��213*��e���¼���5*�-µ� ' × � �e���e� /��213*e��!�13�e(�,3*k13�86�M��b*�-)&#�"1=����,.���¶ [ � ×5× × � ¶ $~,=GH�b*�1����5��,3(§����� ��º°6 æ �.9J�L!�12GH�\�fYt´ [ � × × × ��´%$ ` ����nÛ®�fY ¶ [ Yt´ [ ` � ×5×2× � ¶ $ Yt´ $ `�` ��� × ·�,.�#���2$8&�� �8��/n6h��!��³M�,./n6R��,�-N�+13/· YZ� [ � × × × ��� � `µå ¸¹ �>º » » » º ¹W¼ �fY ¶ [ Yt´ [ ` � × × × � ¶ $ Yt´ $ `�`���®,�(�O#�5��*�� �e1=�X-N,��g�®�F1��<OF!<13� · YZ� [ � × × × ��� � ` �B�k�nÛ¥�4��1=� @���g©<� �D� × ² ���#� � · YZ� ` �����g6#-N-N�b��*��%���%�T��!��®� /�� -N� �8����,�(µ�213�b!:���b�´ ' �S,.�#�P�213�4�g��*"1����.!8��(U,�*�9L1=*"O#/n64��!#,29B��!�13�h��!#�5*��P���Q1kM�,./n6R��, @-N�%1�/fìRYt\¾½ � � * �������S��\¿½ ¼ � * ` ,�(³O#� �3*�� �P1=�D-N,��g���>��&��"!:��!<13�
ìRYt\ ½ � �@*H� × × × ��\ ½ ¼ �@* `�åÀ· YZ� [ � × ×5× ��� � ` (�,�*Q13/�/³�¥�¼�3�'�2o3�3� ×
� �³(�,�/%/�,29��L(U*�,�-í��!���OR�5©<�#������,��>,3(\�e��!<13�³(�,3*�1�/�/\YhD [ � ×2× × ��D:$ ` �
�3�'�2o.� × ×5× ��º°6 æ � $ ��9J�N!�12GH�Nì#YhD [ � × × × ��D $ ` �B�k�nÛ���,�-N�^D:' åº°6 æ × ���5� ? Y�ý ` K�����!���&��#��G.1=*��+1=����M�,./n6R��,.-N�%13/Dì#YhD [ � × × × ��D:$ `9�!��b*���D ' å º°6 æ �tY�ýS��YÈ¬W0S�	o `�` æ (�,�*³0 å o�� × ×2× ��6 × c !�� �>��!��O#�5��*�� �h,3( ? ����13��-N,��g��¬3�<��1��<OT-N,�*�� ,=GH�5*L9��h!<12GH�
? Y¤� ` � ? YÈ¬ ` � ? YZº ` � × ×5× � ? YÈ¬&6 ` 1��L1���O ? Ygo ` � ? Y¤« ` � × × × � ? YÈ¬&6F�ho ` �� × ·�,.����� $'&#� �8��/n6 ? !<1��
13�S/��21��g�\¬&6À*��213/H� �5*�,�� 7���,�¬=����O#�5�<Y ?=` �¬&6 ×

3. AN OPTIMAL BOUND FOR REPRESENT-
ING DNF BY POLYNOMIAL THRESH-
OLD FUNCTIONS� �	��!#�%�)��� �5����,.�t9J�kMR*�,=GH�k,�&#*N-e13�%�	*�� ��&#/n�2�:1��86 ?5@ ���5*�-ADC�Ed,=GH�5*��3�R�2o=� � �213�>K���� ,.-NM#&#���2OXK'6P1QM�,�/n6#�#,.-N�%1�/#��!#*�� ��! @,./%OT(U&��#�5����,.�i,3(µO#� �3*�� �QWPYZI\[^]"_�/%,�� ?=` ×



3.1 Low-DegreePolynomial ThresholdFunc-
tions for DNF with Small TermsÃ��D�g�"13*���K86>M#*�,=G'����� c !#� ,�*��5- o��Á �)�@���W�.ÂÄÃ ô {#� ?Hõ y^ubv"�°ý õ ö�÷�ø¦w���{dþ"u)u�ÿbx<v�ub|�| u�¡i�3|®�DxRz.� � õ{<z��)�Z�.��yU 8v�ub|g #z.��¡D¢"£R{<w5yZ�¤z�{Fzg¢Q¡8u���v�u�u�WPY Ù ý#/�,�� ?=` ×

c !#���P��!�� ,3*�� - M�/%1 6R�N1��t��-NM�,�*��"13�'�)*�,./��i���t��!#�kMR*�,8,�(D,3(���!#�-e13����*��5��&�/n� a Ã4�XO#����� &#���D��,.-N�Q,���!#�5*D�5,.����� $'&#� ���5� ��,3( c !��5, @*��5-Åoh��� ² � �b���%,��iº a���W�����^��� Á �<�:�z�&�.ÂÅÃ��>���5�)� å � [ �q� æ ���������q� Ò K��e1��
?5@ ���5*�-;ý @ ADC�E a#c !��>��v"��yU '�eubyZ��ü=�3yZ�¤z�{T,�(³1N��,8,./��213��/%�n���5*"13/C;D�����*d�n(�; å �@*�1���O¼���FoX�É�@*���(g; å �®* × ���5�l´%'XO#� �#,����i��!#���&#-¨,�(L��!#�e13*��n��!�-N�5�����21=����,.���Q,�(���!��N/��n���5*"1�/��P13M�M��21=*������:���o� '13�<Oe/��5�Lý�'\OR� ��,3������!����R&#-)K��5*³,�(
/������b*"1�/����%���%' × Ã��DOR�5©<�#����!#�M�,�/n6#�#,.-N�%1�/ Æ ' YZ� `µå �	Ç ´�'ý '�È
9�!#�5*��

�fYhÉ `\å à ê Ç.É/Ç§o K o
ýzÈ³È ×Ê��5*�� à ê ������!��®� @ ��!�·�!�� K86R��!��5GTM�,�/�6R�#,.-N�%1�/S,�(\��!��h©#*��g��l'���<O13�<Ok� åÌË Ù ýSÍ ×·�,������%O#�b*T��!#�:M�,./n6R��,.-N�%13/���!#*��5��!�,./%O¼(U&����b���%,��ËÜ�ÎPYZ� ` �?,K [æ ÞX9�!��5*��

ÎPYZ� `\å Ò¸ '�� [
Æ ' YZ� ` Ï Ð�Ñ æ Ò ×

² ����� � à ê ����1)M�,�/�6R�#,.-N�%1�/§,�(fO#� �3*�� �h� å Ù ýL13�<O/´%'\����1XM�,./n6 @�#,.-N�%1�/µ,3(LO#�5��*�� �ko�7
��!#�%��M�,./n6R��,.-N�%13/µ��!R*�� ��!�,�/%OF(�&#���5����,��d!�1��OR� ��*��5� Ù ýR/%,��L¬ ? × Ã4��9��%/�/S��!�,29���!�13�L��!#�%��M�,�/�6R�#,.-N�%1�/§��!#*�� ��! @,�/%OT(�&#���5����,.�k� ,.-NM#&#��� �J��!#�DADCDE¥�i�5´#13�5��/n6 ac !#��(�,�/�/%,29������eK�1������D(Z13�5����1�K�,.&R�L��!��®·�!#� K86R��!�� GNM�,�/�6R�#, @-N�%13/%� à ê 13*��D9�� /�/
l'��,29���ªno «3­¤�B á à ê YZ� ` á@4»oD(U,�*)á �\á@4»oD9��n��! à ê Ygo `³å o.ÇB à�Ïê YZ� ` �t� æ (�,�*��qÐ»oD9��n��! à�Ïê Ygo `µå � æ ×
c !#� ����(Z1��b���k��-NM�/n6t��!<13�Q�fYgo ` � ¬�K�&R��á �fYhÉ ` á�40o:(�,3*qÉÄ�ª �'�2o��°[Ñ ­ ×Ef�n´T1��86>� /�� -N� �8���i���3�R�2o=� � aB � (��
YZ� `Xå �:��!��5�	�%�	� 1��"!¥���b*�-Ò� ' 13�P/��213�g�N,.�#�k1=*��n��! @-N�5����� �2O�/��n���5*"1�/V�"1�lH� ��G.13/%&#�N�T,���� × c !'&��D(U,�*®�213�b!"0 åo.� ×5× × � ? 9J��!<12GH�g´ 'tÓ ý ' 4¦Y�ý ' �¥o ` Ó ý ' 4»oJ� [Ñ 13�<OT!#� ���5��213�b!	á

Æ ' YZ� ` á�4¦o × ·�,������2$8&#� �8��/�6lÎPYZ� ` 4 ? ×B � (D�
YZ� `Xå oT��!#� �¥��,.-N�e���5*�-x� ' -)&��g�XK��>��13�����g©<�2O¥K86�~��,3´%' Ó ý�' å o × ·�,.�#���2$8&�� �8��/n6
Æ '�YZ� ` �Å¬d13�<O�!#� ���5�Æ ' YZ� ` Ï Ð�Ñ æ Ò � ,��8��*��%K#&#��� ��1=��/��213�g��¬ ? ��,^ÎPYZ� ` ×² ���#� �

Æ 'gYZ� ` Ï Ð�Ñ æ Ò��Ë�ho)(�,�*X13/%/`0��S9��N!<12GH�^ÎPYZ� ` � ?PKo ×
3.2 From DNF to DecisionTrees���5���kK���1��T13*�K��n��*"1=*�6 ? @ ���5*�-íADCDEd,3G.�5*LI:G�13*��%1�K#/%�5� a�} ���!#�h©�*��g���g��� M:���:,.&#*�� ,����g��*�&��b���%,��:,�(³1NM�,./n6R��,�-N�+13/S��!R*�� ��!�,�/+O(U&��#�5����,.�X(U,�*�����9�����*"1��#�g(�,3*�-B�)�%�8��,�1Xo @ O#�5� �����%,��)��*�� �J���Q9�!����b!� 1��"!i/��213(µ����1)ADCDE�9��n��!i��-e13/�/����5*�-N� ÇR��!���������1X*��5©<�#� -N� �8�L,3(14��*"13���g(�,3*�-e13����,.�¦�.��GH�5�¦K86¼����!�,�&#�^6É���Bªno�o5­ a ¾ &R*k,3*��%�����<1�/MR*�,8,�(��H12GH��1DK�,�&��<OX,.�)��!#�®|��%ü=u\,�(���!#�J*�� ��&�/n�������QO#�5� �����%,��P��*�� � a²�a ��,.l�1�- ª «��3­J!�1��®,.K#���5*�GH�2O���!<1=�Q1k��/��%��!8��/�6d�g��*�,.�#�.�5*XK�,.&#�<O� 1��>K���,.KR�"1������ O>K86P�5,.�����%OR�5*������X��!#�Qvg��{:?�,3(
��!#��OR� � ������,.�T��*��5����#�g���21.O a Ã��D&����®��,.l�1�-iØ ��1�M#M#*�,.1��"!i���k��!���(U,./�/�,29��%�#�e/%�5-N-e1R�

LµðRó�óPMíp aPT uby³�F���3�'� o3� � � �H�ho.� o=�Fþ"u)��{ ?Hõ y^ubv"�Âö�÷�øNÔø
z�vQ�3{��Nù3�.� £�u®o�4¥ýE4tI\���tw"�3{�þ"uXu�ÿbx<v�ub|�|5u�¡i��|®�Po õ ¡8u�w5��|��¤z�{yZv�u�u³�íúf �ubv�uB u��.w" :�%u��g¢Qzg¢E�;w�z�{#yÈ����{�|h��{ ?8õ y^ubv"�íý õ ö�÷�ø,�B �B #��|�v���{@?T��y��Pz�|�yJYÈ¬=I Ó ý ` /%,�� ?,K o�Ô���W�����Y�z�PÕ,�.Â3Â"Ö�×%�L�S�5�E� [ � × × × ����ØXK�����!������b*�-N�J,�(\�T��!<13�!<12GH�N����� �>1=�X/��213�g�Xý × ² ����� �N�213�b!d���5*�-Ù� ' � ,��8�"1������Q13�X/��21��g�Qý/��n���5*"1�/�� 7���!��5*��Q-)&#�g�DK��Q��,.-N�QG.1=*��+13K�/��)��'³��!<1=�D,8� � &R*��NYZ� �n��!��5*���5�H13��� OT,�*�&#�����5�H13��� O ` ���i1=��/��21��g�V��ý Ó I�,�(f��!#� �������5*�-N� aVc !#���G�13*��%1�K#/%��� ' ���³M�/%1�� � Oe���N��!��L*�,8,3�J,�(���!���OR� � ������,.�e��*�� �.7R1���O)��!��/��5(U��13�<ON*����.!8���b!#��/+O'*�� �>,�(f��'
9��%/�/�K��DOR� � ������,.�T��*��5� �J(�,3*L��!���*�� @�g��*����5����,.�#�L�fá â>ÚSÛ � 1���Oe�fá â>ÚÜÛ [ *�� ��M�� �5����GH�5/�6 a\c !����³�5,.���g��*�&#�5����,.����
*�� � &R*�����GH� /n6h�21=*�*��%� OQ,�&#�
(U,�*\� 1��"!X,3(#��!#�V(U&����b���%,����f�fá â Ú Û � 13�<O�fá â>ÚSÛ [ ���g��,�M�M����#�>9�!#� ��1eADC�Et9��n��!��#,>���5*�-N��/%13*��.�b*h��!<1���ý����,.K#�"13�����2O a� ������� /��21=*���!�13�L��!����L*�� � &R*�����GH�hM#*�,8� � O#&#*��h��� ���b*"13��� ����,.-N�o @ OR� � ������,.�)��*�� �E� × ² �����5����!���(U&��#�5����,.�),�K#�"13�%�#�2O)K86h©�´R��������,.-N���&�K#���5��,�(
G.1=*��%1�K�/�� ��,3(\1�� ?5@ ���b*�-ëADC�E�����13� ?5@ ���5*�-ëA�CDE�789J�!<12GH����!<13���213�b!T/��213(µ,3(v���5,.�8�"1�������13� ?5@ ���b*�-ëý @ ADC�E a�S�b�Lì#YZI\�Z� ` K�����!#��-e1=´#��-X&�-�Y��"1�lH�5�>,=GH�b*�1�/�/§ADCDEf�L�k,.�I4G�13*��%1�K#/�� ��9��n��!e�F���5*�-N��!<12G'�����e����� �P1=�D/��213�g�Dý ` *"1���lT,�(V��!��O#�5� �����%,��:��*�� �®�.� �#�5*"13���2OiK86>��!��®13K�,3G.�QMR*�,8� �2OR&#*�� a Ã��hK�,.&#�<OìRYZIµ��� ` &������#����!#�³(�,�/�/%,29������h����-NM#/%�³,.K#���5*�G.1=����,.�S�
�n(z��Ý����µ1����5*�-,�(S�)9�!#�%�"!)�5,.�8�"1������V13�P&��#��� �.13���2O>YZ��� �.13���2O ` G�13*��%13K�/��L�|'µY ��' ` 7��!��5�F��!#�Q*�� �g��*����5����,��¥�fá â>ÚSÛ � YÈ�fá â>ÚÜÛ [ ` �213&���� �h��!��®���5*�-k��ÝN��,G�1�������! aN² �%�#� �X��!#�PG�13*��%1�K#/%�)� ' 13�h��!#�X*�,8,��®,3(E�°,8� � &R*��h����1=�/��21��g�V��ý Ó I����5*�-N�J,3(µ���%�5�®13��/��21��g��ý5�'(U,�*�13��/��21��g��,����h,�(
��!��DK#���G�1�/�&�� �,ÞD���=�R�2o=�D��!#��*�� �g��*����5����,��i�fá â>ÚÜÛgß 9���/�/�K���1QADC�EF9�!#�%�"!!<13�®13�®-N,��g�L�fYgo�� Ñæ � ` ���5*�-N�D,3(J����� �N1=�®/��21��g�®ý × ���5��� � Y#� [ `O#�5��,����L��!#�L��&�K#��*��5��,3(|�¼9�!#�%�"!P� ,3*�*�� ��M�,.��O#�V��,D��!��L*�� �g��*����5����,.��fá â>ÚSÛ � YÈ�fá â>ÚÜÛ [ ` 781���OX��&#M�M�,.���J9��n��!#,.&#�V/�,.���V,�(<�.� �#�5*"1�/��n�¯6X��!<13��fá â>ÚSÛ � ����1 ?5@ ���5*�-ëA�CDE�9�!����"!k!�1���13��-N,��g�µ�fYgoJ� Ñæ � ` ���5*�-N�,�(V����� �)13��/%� 1��g�Dý × C�,3���Q��!�13��ì
D'I � Y#� � ` 4ÉìRYZIi�¼o��Z�fYgo�� Ñæ � `�`1���OTì&D'I � Y#� [ ` 4tì#YZI>��o��Z� ` × Ã4�D� ,������%O#�b*����5GH�5*"1�/S�21����5� �B � (hì&D'I � Y#� � ` 1èì
D'I � Y#� [ ` 7L��!#� �¼ì&D'I � Y#� `iå ì&D'I � Y#� [ `1��<O>!�� �#� �hìRYZIµ��� ` 4¼ìRYZIT�¥o��¤� ` ×B � (hì&D'I � Y#� � ` Ðèì
D'I � Y#� [ ` 7L��!#� �¼ì&D'I � Y#� `iå ì&D'I � Y#� � `1��<O>!�� �#� �hìRYZIµ��� ` 4¼ìRYZIT�¥o��¤�fYgoL� Ñæ � `�` ×B � (§ì&DRI � Y#� � `µå ì
D'I � Y#� [ ` 7���!�� �)ì
D'I � Y#� `µå ì
D'I � Y#� � `®K o1��<O>!�� �#� �hìRYZIµ��� ` 4¼ìRYZIT�¥o��¤�fYgoL� Ñæ � `�`<K o ×
c ,Q� �g�"1�K#/��%��!>�����n���%1�/§� ,��<O#�n����,.�#��(�,3*L��!���*�� � &R*�*�� ��� ��*�� /%13����,��T9J�� ,������%O#�5*���!��Q�21������ å o × � �i��!#�����213���Q��!#�5*��X����,.���®���5*�-Â���F�9�!����"!4� ,��'�"13�����®-N,�*��)��!�1��FýDG�13*��%1�K#/%�5� ÇV9��n��!#,.&#�Q/�,.���®,3(��.� � @�5*"13/%�n�^6¼9J�:��&#M�M�,�������!�13�N��!#�%�e���5*�-0���áà [ à æ ×5× × àW= × c !��5�¼��!��o @ OR� � ������,.�:/����g�

Y à [ �"�fá â � Û � ` � ×5× × � Y à®=2�"�fá â�ã�Û � `���T� $'&#��G.13/%�5�'�e��,	1�*"13��l @ o�O#�5� �����%,��~��*�� �����¼9�!����"!É�21��"!~/��213(
� ,��'�"13�����\13� ?5@ ���5*�-Éý @ ADC�E a Ê�� ��� �µ(�,3*µ1��86�I)9J�³!<12GH�µì#YZI\� o `³åo ×

² ,�/�GR���#�i��!����X� 1��g64*�� �5&#*�*�� �#� �N*�� /%13����,.�¥(�,3*PìRYZIµ��� ` ��!#,29����!<1=�PìRYZI\�Z� ` 4ÅYÈ¬3I Ó ý ` /��µ� K o × ² ����� �Q�d4 ? ��!��e��!��5,�*�� - ���M#*�,=GH� O a
3.3 An Optimal Bound for RepresentingDNF

by Polynomial ThresholdFunctionsÁ �)�@���W�zÂÙä T uby<�Fþ"uL��{ ?Hõ y^ubv"�éö�÷�ø	z�ù�ubvµI�ù3��vb�Z�Hþ �%ub|�Ô�VS �ub{�	w���{�þ"u®u�ÿbx<v�ub|�|5u�¡k��|���xRz.� �3{�z��X�¤�.�<yU 'v�ub|� Rz.��¡�¢b£'{�w5yZ�¤z�{:zg¢h¡8u õ��v�u�u�WPYZI\[^]�_S/�,.� ?=` Ô



¬Jò�ñ�ñ<²|��E#*�,.-Ë�S� -N-e1®p)13�<O c !�� ,3*�� -èo�7#9��Dl'��,29~��!<1=���� 1��PK��J�b´#MR*�� �����2OX1��µ1Xo @ OR� � ������,.�)��*��5�2�¥,�(<*"13��leYÈ¬3I Ó ý ` /�� ?:K o9�!#�5*��F�21��"!É/��213(Q� ,��'�"13�����i14M�,�/n6#�#,.-N�%1�/���!#*�� ��!#,./%O¼(�&#���5����,.�,3(POR� ��*��5�4WPY Ù ý'/�,.� ?3` Y���!��FG.13/�&��F,�(Qý>9���/�/hK��d©#´R�2O~/%13���5* `baER*�,.- �S� -N-e1:½k9��kl'��,29B��!<13�X��!����XO#� � ������,.�¥��*�� �á�Ë�213�¥K���b´#MR*�� �����2OT1���1��>ì @ OR� � ������,.�T/%���g�L9�!#�5*��Dì å YÈ¬=I Ó ý ` /�� ?-K oD1��<O� 1��"!¼,.&R��M�&R�P,�(���!��iOR� � ������,.��/%���g�e���e1dM�,�/n6#�#,.-N�%1�/L��!R*�� ��!�,�/+O(U&��#�5����,.�i,3(VO#� �3*�� �®WPY Ù ýR/�,.� ?=` × ·J1�/�/���!�����O#� � ������,.�:/����g�Y! ×���5� à [ � ×2× × � àNå K��F��!#�d�5,.��Ú¯&��#�5����,.���k� ,.�8�"1����#�2OÉ�%�É��!#���&#� � � ������GH����,'O#�5��,�(C!	1���O>/��5�EÎ [ YZ� ` � ×2×5× ��Î å YZ� ` K�����!#���5,�*�*�� @��M�,��<OR�%�#�)M�,�/�6R�#,.-N�%1�/���(U,�*L��!���1�����,8� �%1=���2OkM�,./n6R��,�-N�%1�/���!#*�� ��! @,�/%O¼(�&��#�5����,.�#�T1=�T��!#�i,.&R��M�&R��� 7�� a � a ��!��iM�,�/n6#�#,.-N�%1�/���!#*�� ��! @,�/%OT(�&#���5����,.�>� ,3*�*�� ��M�,.��O#�����)��,Q��!��P+ @ ��!>� ,.�3Úg&#���5����,.� à * � ,�- @M#&#��� �i��!#�d(U&����b���%,��èÜSÎ * YZ� ` ��� × Þ � (^Î * YZ� `4å �¥(�,�*F��,�-N��i���3�'�2o3� � ��!#� �)9����213�P*�� M�/%13� ��Î * YZ� ` K86�Î * YZ� `�K n Ó ¬8�.9�!#�5*��n å -N�����H�³Î|*'YZ� ` �é�É���=�R�2o3�=�i1���OqÎ|*8YZ� ` 1;�8�H�\9��n��!�,.&R��"!<13�����%�#�N��!��h(�&#���5����,.��� ,�-NM�&R���2OkK86T��!#�®M�,./n6R��,.-N�%13/
��!#*�� ��! @,�/%OQ(�&#���5����,�� a C�,=94K'6®��� 1�/�������� 1��"!�Î|*LK86®1��X1�M#M#*�,.MR*��%13���J-X&�/ @����M#/%���21=����GH�)(Z13�5��,�*�9J�P�213����&�M�M�,����X9��n��!�,�&#�h/�,����h,�(³�.� �#�5*"1�/��n�¯6��!�13��(�,3*��21��"!á+ å o�� × × × ��æ�9J�h!�1=G.�h-N�%� â.ã�ç � º [Sè�é á Î�*RYZ� ` á��»o ×·�,������%O#�b*���!#�hM�,./n6R��,�-N�+13/Æ
YZ� `\å � [ �à [ YZ� ` Î [ YZ� `�K � æ �à æ YZ� ` Î æ YZ� `%K����� K � å �à å YZ� ` Î å YZ� ` ×Ê��5*��x�à * ������!��	� �b*�,8Ý3,����¥G�1�/�&��2O¦M�,./n6R��,�-N�+13/Q9�!#���b!À�5,�*�*�� @��M�,��<OR����,Q��!#��-N,���,�-N�+13/ à * YZ� a � a �n( à * ���J� _ �|ê ��ëJ��!�� � �à * YZ� `���V� _ Ygo§�P� ê ` � ë `ba uV1��"!PG�1�/�&��P�2*����³1�M�,.���n����GH��� ,.�#�g�"1��8�V�b!#,.��� ���,e13�L��,P��13�����g(U6T��!���(U,./�/�,29��%�#�e� ,.��O#�n����,.��� �� å å o��� å ç [ Ð -e1=´â.ã�ç � º [Sè�é á � å �à å YZ� ` Î å YZ� ` á �aaa� * Ð -e1=´â.ã�ç � º [Sè�é á � *�ì [ �à *�ì [ YZ� ` Î *�ì [ YZ� `�K����� K � å �àNå YZ� ` Î å YZ� ` á ×
aaa� [ Ð -e1=´â.ã�ç � º [Sè é á � æ �à æ YZ� ` Î æ YZ� `�K ����� K � å �à å YZ� ` Î å YZ� ` á ×

c !#� �4��!��NM�,�/n6#�#,.-N�%1�/V��!#*�� ��!#,./%Od(U&����b���%,��ÄÜ
Æ
YZ� ` �í��Þ�� ,�- @M#&#��� �\�b´�13�5��/n6®��!��J��13-N��(�&#���5����,.�P1��\��!��LOR� � ������,.�P/����g�,! × c ,���� ���!#��� 7�©#´®1��Q����M�&R�f�i�:�3�'�2o3� � × � (®+����f��!��V�%��O#�5´D,�(���!#�V©#*��g�\� ,�� @Ú¯&��#�5����,.� à * 9�!#�%�"!F�%�h��1=�����g©<�2OFK'6i�
����!�� �p�à [ YZ� `�å �à æ YZ� `�å���>� å �à * ç [ YZ� `�å �'�
��,>��!��P,���/n6:���5*�-N�D,3(hYgo ` 9�!#�%�"!�-e13lH�X1

�#,.�#� �5*�,)�5,.�8��*���K�&#����,��>��,
Æ

13*����Y'%�à '�YZ� ` ÎC'�YZ� ` (U,�*P0,�o+ × ² �����5��à *'YZ� `\å o�1���O:á Î�*RYZ� ` á��»o.�.��!#�L�b!#,.��� ��,�(%�2*�� ����&R*�� �µ��!<13�µ��!#��������:,�(
Æ
YZ� ` 9���/�/fK�����!#�D��1�-N�®13�L��!��D�����.�:,3(-Î * YZ� ` ×c !#�VO#� �3*�� �³,3('��!��\M�,./n6R��,�-N�%1�/

Æ
YZ� ` ���
1=�f-N,��g�³YÈ¬=I Ó ý ` /%� ?WKo K WPY Ù ýR/�,.� ?=` × � (
9J�D�"1�l.��ý å I æ ]�_ ��!��5�T��!�����G�1�/�&��D���

WPYZI\[^]�_
/�,.� ?3` ×
} M�M#/�6R�����)E<1��b��¹X�.��GH� ��,�&#*�-e1����kA�CDE4/��213*��#�����P*�� ��&#/��2�í ñ�ò�ñ%î°î
M�ò°ªÅo � a VS �udw ����|�|Fzg¢exRz�� ��{<z��)�¤��� õ |��%ü=u:ö�÷�øÂw"�3{þ"uT�%u���v"{§u�¡ðïÈ�U{¼þ�z�yU 4yU �uPs ô ]é�Pz2¡8u5�³��{�¡�yU �u>�Nz2¡Hu5�Jzg¢>u�ÿH�Hw5y

�%u���v"{��U{@��¢"v�z��èu�X5£'��ù3�.�%ub{�w"u±X5£�ubv"�Èub|tñP��{:yZ���Nu�¬ ÌVÍ ��� ÔgÓ Ï Ð�Ñ Õ �HÖ ×ò^�.Â"Ö.�
�v� ² � GH�b*"1�/D13/��.,�*��n��!#-N�i13*���l'��,29��Äª ¹'7Qo º3­D(�,3*:m } ·/��21=*��������e/������21=*���!R*�� ��!�,�/+Ok(U&��#�5����,.����,=GH�5*D�3�'�2o3� � ���k��!#�QMR*�� � @�5��� �e,�(�� /%13������©��213����,��t�#,.�����>�%�4����-N�NM�,�/�6�YZI ` × � �®(�,./�/�,29��)��!<1=�

,.&R*h����-N�)K�,.&#�<OR��(�,3*X/��21=*��������kADCDE¼�5,.�8�����R&#�X��,T!�,./%OF�%�F��!��M#*��5��� ��� �h,3(\� /%1������n©��213����,.���#,.����� aí ñSò#ñ<î
î
M�ò°ªÅo.o a VS �u�±DYZIµ[^]�_ ` ��z�ú�ubv®þ�z�£'{�¡�����ù�ub{dþ5�Aó���{ õ|�?3�Q��{�¡�s��bx#ubvby8¢ z�vLyU �u�¡8u���v�u�u�zg¢��LxRz.� ��{<z��)�Z�.�RyU 8v�ub|g #z.��¡³¢b£'{�w õyZ�¤z�{dv�u�X5£'��v�u�¡kyÈziw�z���x<£'y^uN�XxRz.� �3{�z��X�¤�.�
|��%ü=u®ö�÷�ø¦��|®yZ�[�= 8yL£3xyÈz>�>��z��H��v"��yU '�X�¤w�¢5�Hw5yÈz�v�Ô
4. DISCUSSION² ���#� �LýE4tIi��� c !�� ,3*�� -¶o�7RE<1��5�J¹D��-NM�/���� �³��!�13�V��!��5*������J1/������21=* @ MR*�,.�3*"1�-N-N�����hK�1����2Oe1�/���,�*��n��!�-B(�,�*Jm } ·	/��213*��#�����®ADCDE
9�!����"!	�"1�lH� �P¬ ÌVÍ Î �fÏ Ð�Ñ'�fÏ Ð�Ñ#Ò�Ö ����-N�>�g��� M�� a�c 13*�&#��1���O c ��&#l'� Ú¯��H12GH��13�>�%OR� �8���%� 1�/�����-N�LK�,.&#�<O)(U,�*L1hOR�nÛ§�5*�� �8�J13/��.,�*��n��!#-íK�1����2O,.�d!86#M�,3��!�� �����®K�,8,.�g�����#�i&��������k� ,.�3Úg&��#�5����,.�#� ae� ����!����®��� �5����,.�9J�®�#,����D��!<1=����!��hM#*�,8,3(V,�( c !��5,�*�� -¨o®�.��GH�5��13�:&�M#M��5*�K�,.&#�<O,.�®��!��µ9J�5�%��!8�\,�(R��!��V*�� ��&�/n��������M�,./n6R��,�-N�+13/H��!#*�� ��!#,./%OD(�&#���5����,.� ac !����T,.K����b*�G.1=���%,��É�21��¼K��F&#���2O¼��,4MR*�,3G.�F�5,�*�*�� �5���#� ���>,�(®��!��
c 1=*�&��+Ý c ��&#lR� Ú¯�DK�,8,.�g������� @ K<1���� OÉ1�/��.,3*�����!#- 1��<Ot��,4��!�,29Â��!<13�����-NM�/��5*e13/��.,�*��n��!#-N�N��&��"!�13�PÃÉ�����#,=9Ë,�*emf�5*��5� M#��*�,��¼�213��K��&���� O>��,)/��21=*�� �WPY Ù I ` O#�5��*�� �hM�,�/�6R�#,.-N�%1�/���!#*��5��!�,./%Oe(�&��#�5����,.�#�9�!����"!��5,.-NM�&R���>1FADC�EBYZ���#�g���21.O¥,�(�K�,8,.�g��������1�/��.,3*��n��!�-N�P,3*1�/���,�*��n��!�-N�L(�,3*���,�/�GR���#�P/��%�#�213*�M#*�,���*"13-N� `ba

c !���� @ ��!X·�!#� K86#��!#� GhM�,./n6R��,�-N�%1�/ à ê YZ� `\å \ ê '�� � D:'Z� ' !<13�1�/�/'���8��� �.�5*f� ,8�5�N� ��� �8���
9��n��!Q�21��"!Tá D ' á:4¼¬ ê ª�o «3­ a �³6h���#��M�� �5����,.�,�(\��!#�DM#*�,8,3(µ,�( c !#� ,�*��5-ÅoD9J�®,.KR�"1����í ñSò#ñ<î
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M�ò°ªÅo=¬ a�ô {�� ?Hõ y^ubvb�Âý õ ö�÷�øíw���{�þ"uku�ÿbx�v�ub|�|5u�¡���|�:xRz.� ��{<z��)�Z�.��yU 'v�ub|g #z.��¡i¢b£'{<w5yZ�¤z�{�zg¢F¡8u���v�u�uiWPY Ù ýR/�,.� ?=` ��{�¡
ú�ub�[�= 'ySý ÌVÍ Î Ñ Ï Ð�ÑRÒ�Ö ×

�������#�>��!#�%�h�5,�*�,./�/%13*�6d9J�P,�K#�"13�%��1��F�21��g6dM#*�,8,3(J,3(L,.�#�P,�(��!���-e1����X��!#� ,�*�� -N�S(U*�,.-�ª «.q=­¤7'O#� ���b*��%K�� OX��� ² � �5����,.�ko a ¬'7H9�!#�%�"!1������b*�������!<1=�³(U,�*L13�86PADC�E��>1��<ON13�86PM#*�,�K<13K���/����^6eO#���g��*���K�&R����,.�ßè��!#�5*��N�5´R���g���)��,.-N�e��!#,�*��X� ,.�3Úg&��#�5����,.�49�!#�%�"!¥���X�#,������ �213K�/n6� ,3*�*�� /%13���2O»9�����!���&#�<OR�5*kß × Ã��d&#����1¥����-NM�/��d/�� -N-e1	OR&����, ( ,./%OR-e1�����7zÊ�1��g�"1�O:1��<OT¸�13� K�,�*�,=G�Y�ª ¬3�3­µ��� -N-e1Xº ` 9�!#�%�"!�g�"13���5�T��!<1=�k�n(X14(�&#���5����,.���É,=GH�5*:�3�R�2o=� � �213�ÉK��d�5´RMR*�� �����2O1��X1k-e12Úg,3*����^6�,3(�13�Q-N,��g��ôöõXo @ G.13/�&��2O�(�&��#�5����,.�#�>YZM�,�������K�/n69��n��!N*�� M��5���n����,.��� ` OR*"1 9��P(U*�,�-Ë1h���5�N÷i����!�� �P(U,�*�13�'6PO#���g��*���K�& @����,.�:ßí,3G.�5*D�3�R�2o=� � ��!#�5*��®�%����,.-N�D(U&��#�5����,.�	a:��÷ ��&#�b!T��!<13�ágm\* â.ã.ä ª a
YZ� `hå �
YZ� ` ­§� [æ áC� [ø × � �4,.&R*®���5���������i9��P�"1�lH�^÷
��,:K��P��!��N���b�),3(�1�/�/�� ,���Ú¯&����b���%,����Q,�(�/�� ���3��!	WPY Ù ýR/�,.� ?3` 13�<O��!��5��*e�#� �H1=����,.��� aÉc !��5*��:���e1d�5/%� 13*>� ,�*�*��5��M�,.�<OR� ���5�:K��5�¯9�� � �M�,./n6R��,�-N�%1�/���!R*�� ��!�,�/+ON(�&#���5����,����³9��n��!>���'���5�.�5*L�5,8�5�N� ��� �8���L13�<OO#�5M#��! @ ¬i� �n*�� &#�����X9�����!�1dj }�ù ¾ ¸ �gc sÂ�H1=���i1=�P��!��e*�,8,��>13�<OYZM�,.������K#/�6Q�#� �H1=���2O `
} C�At�H1=��� �µ13�µOR� M#��!No a ·�,�*�,�/%/%1=*�6To2¬��.��GH�5���!���*��2$8&��n*��2OkK�,�&��<Oe,.�bô4�#13�<OT9��h,.K#�"13���í ñSò#ñ<î
î
M�ò°ªÅo2« a^ú ��ù�ub{T��{#� ?Hõ y^ubvb��ý õ ö�÷�ø����3{�¡)�3{��X¡���| õyZv"�¤þ5£'yZ�¤z�{>ßÅz�ù�ubv��=�R�2o=�3���SyU �ubv�uh��|h�ew�z�{5û5£'{�w5yZ�¤z�{ à zg¢D|��%ü=uQ�3y�Nz3|"yQWPY Ù ý#/�,�� ?=` |�£#w" »yU #��yTágm\*"â.ã�ä�ª à YZ� `Få �
YZ� ` ­µ� [æ á å
¬ ç ÌVÍ Î Ñ Ï Ð�Ñ Ñ Ï Ð�ÑRÒ�Ö ×
c 13lR���#�Pý å I4�.��GH�5� c 1=*�&��
1��<O c ��&#l'� Ú¯�ZØ � c !�� ,3*�� - o a o.7�9�!#�%�"!��-N-N�2O#�%1=��� /n6e�%-NM#/��%�5�J��!��D�5´R���g��� �#� �D,�(\1XK�,8,.�g�����#� @ K<13���2O:1�/��., @
*��n��!�-Ë(U,�*�/��213*��#�%�#�NADCDE4���>���%-N�h¬NûÌVÍ �®� ÔgÕ Ö ×Ef���<13/%/n68729��³,�K����5*�GH�\��!�13����!��f9J�5�%��!8�fK�,.&#�<O�����GH� �h���Q·�,�*�,�/ @/%13*�6Äo2¬¥��-NM�/���� �>��!<13�T9J��O#,¥��,3�i���5�2O~��,���,�/%G.��/������21=*:M#*�, @��*"13-N��YZ,3*�� G.� �P��,®&�����K�,8,.�g�������X1�/���,�*��n��!�-N� ` ���>,3*"O#�5*V��,®/��213*��
M�,./n6R��,�-N�%1�/ @ ���%�5�2O:ADCDE¥���i���%-N�X¬ ûÌ Í Î �HÖ × � (��:���h1PM�,./n6R��,�-N�+13/��!#*��5��!�,./%O�(U&����b���%,��4,�(�OR� ��*�� �:o>13�<Od9�� ���.!8�^ô ,3G.�5*X��!#�eO#, @-e1����	�3�R�2o=� ¢ ����!��5��� �n��!��b*h��!��emf�5*�� �5M#��*�,.�41�/��.,3*�����!#- ,�*®��!��



Ã~�%�#��,29¶1�/��.,3*��n��!�-0�213�¼K��i&#���2Ot��,d/%� 13*��»�~���¼M�,�/�6�Y��k��ô `����-N�N�g��� M#�Tª ¬�½'7�¬�p=­ aF} �X���¥E<13�5�)¹'7\9��T�213�	G'�%�b9Ë13�¥O#� �3*�� � @�:M�,�/n6#�#,.-N�%1�/\��!R*�� ��!�,�/+OF(�&��#�5����,.�d,3G.�5*)�3�'�2o3� � 1��Q1kOR� ��*��5� @ o
M�,�/n6#�#,.-N�%1�/���!#*�� ��!#,./%O�(U&����b���%,��É,=GH�5*i�3�'�2o3�3� � �L13�<O���!'&��P9��� 1������i(Z1��b�D&����®� �n��!#�5*���!#�Xmf�b*�� � M#��*�,��:,�*�ÃÉ������,29é1�/��.,3*��n��!�-
��,)/%� 13*�� ?5@ ���5*�-ËADC�E4���k����-N�®¬ ÌVÍ Î �fÏ Ð�ÑR�fÏ Ð�Ñ#Ò�Ö ×

5. LOW-DEGREE POLYNOMIAL THRESH-
OLD FUNCTIONS FOR READ-ONCE DNF} �µ��� � �P��� ² �5�5����,.�e¬ a «���!#��jk������l86 @ m\13M��5*��³±DYZI\[^]"_ ` /�,=9��5*K�,�&���Ok,.�iM�,�/n6#�#,.-N�%1�/���!#*�� ��!#,./%OT(U&����b���%,���O#� �3*�� �h(�,3*�M�,�/�6R�#, @-N�%13/
����� �QADCDE	����MR*�,3G.�2Ok&������#�e1N*�� 1.O @ ,���� �®ADC�E a§² ���#� �®1��86*�� 1.O @ ,���� �VADCDE>�21��®!�1=G.�³1=�f-N,��g�
IP���5*�-N� 7 c !#� ,�*��5-À¬L��-NM�/���� ���!�13�D1��86i*��21�O @ ,.�#� �)ADC�Et� 1��FK��X�5´RMR*�� �����2O�1��h1eM�,./n6R��,�-N�%1�/��!R*�� ��!�,�/%O	(U&��#�5����,.�¥,�(�O#�5��*�� �TWPYZI [^]"_ /%,���I ` × Ê��5*��>9��T����GH�>1��/����.!8��/n6iK��b�����5*�K�,.&#�<O��Á �)�@���W�.Âýü ô {��iv�u��.¡ õ z3{�w"uNö�÷�øÄz�ù�ubvPù3��v"�¤�Hþ �%ub|�� [ � ×5×2× ��� �w���{Tþ"u�u�ÿbx�v�ub|�|5u�¡N�3|��JxRz.� ��{<z��)�Z�.�#yU 'v�ub|g #z.��¡�¢"£R{<w5yZ�¤z�{Tzg¢�¡8u���v�u�uWPYZI [^]�_ /�,.� æ ]�_ I ` ×
c ,TMR*�,3G.� c !#� ,�*�� -Å«e9��)&����Q��!��®(�,�/%/�,29������:��!�13*�M��5*hG.�5* @����,��:,�(µ��� -N-e1Xp'�Lµð#ó�óNMÂo5º a³T ubyP�¶�)�=�R�2o=� � � �H�ho.�2o=�¦þ"u	��v�u��H¡ õ z�{<wbuö�÷�øNÔLøSz�v:��{#��ù3�.� £�uio34�ýq4ÂI\���Äw���{»þ"udu�ÿbx�v�ub|�|5u�¡t��|i�o õ ¡Hu�w5�U|"�Zz�{4yZv�u�uY�Ëúf �ubv�uNu��Hw" F�%u��g¢Qzg¢³��w�z�{#yÈ����{#|)�ev�u��H¡ õ z�{<wbuý õ ö�÷�ø¦��{�¡��B R��|Dv��3{:?T��y³�Nz�|�y
I Ó ý ×���W�����q�z�qÕ,�.Â3Â�ÖþÃ�ÿ)�4�S�5�^� [ � ×2× × ��� Ø K��k��!#�k���5*�-N�P,3(Q���!�13�N!�12GH�k����� �:1=�N/��21��g�Ný × Ã4�>&����k��!#�T��13-N�iO#�5� ,.-NM�,���������,��MR*�,8� �2OR&#*��V1��S�%�®��� -N-e1Jp'7.13�<O�9��³/��5�
ì#YZI\�Z� ` K��\��!#�V-e1=´R�%-X&�-Y��"13lH� �®,=GH�5*f1�/�/H*��21.O @ ,.���5��ADC�Ef�\�Q,��XI)G.1=*��+13K�/�� �
9��n��!��h���5*�-N�!�12GR���#�Q����� ��13��/%� 1��g�Jý ` *"13��lP,3(S��!#��OR� � ������,.�e��*�� ���.� �#�5*"13���2OeK86��!#�®O#� �5,.-NM�,.���n����,.�:MR*�,8� �2OR&#*�� aJ² �����5�h�21��"!iG�13*��%1�K#/%�®,8� �5&#*����%�1=�N-N,.�g�X,.�#�>���b*�-i7\��!��e*�� � &#*�*��5��� �e9�!����"!¥9��k,�K#�"1����¥���	��!�������b�����%�#�N����ìRYZIµ��� ` 4¼ì#YZIT��o��¤�e�to `<K o × } ��K��5(U,�*��h��!��®�����n���%1�/�5,.�<OR�n���%,��T���LìRYZI\� o `µå o�(U,�*�13/%/§I\�R1���OP��!R&#��ìRYZI\�¤� ` 4F� × ² �����5��»���k*��21.O @ ,.���5�F9��d!�1=G.����!�13�X�Ì4 I Ó ý5��13�<O¼��!��F/�� -N-e1����MR*�,=GH�2O a Y¤�S� -N-e1No º `���W��������� Á �)�@���W�zÂÄü%�Q���5�Q�dK��)1 ?5@ ���5*�-�*��21.O @ ,.���5�XADC�E,=GH�b*h�=�R�2o=� ��× �S�5-N-e1eo5º#7 c !#� ,�*��5-Åo®1���Ok�S�5-N-e1)½Q��,��.�5��!#�5*��-NM#/�6®��!�13�³�N�%�µ� ,�-NM�&R���2OQK86X1)YZI Ó ý `^@ O#� � ������,.�N/����g�µ9�!��5*����213�b!,�&#��M#&#�µ,�(���!��LOR� � ������,.�P/����g�V�%�µ1�M�,./n6R��,.-N�%13/'��!R*�� ��!�,�/%OX(�&#���5����,.�,3(�O#� �3*�� �kWPY Ù ý#/�,�� ?=` × } �Q���4��!#�>MR*�,8,�(�,�( c !#� ,�*�� -�¬T��!��b*�����®1NM�,./n6R��,�-N�%1�/f��!#*��5��!�,./%O:(�&#���5����,.��(�,3*Q�F9�!#�%�"!F�%��,�(�O#� �3*�� �I Ó ý K WPY Ù ýR/�,.� ?=` × ² �����5�N�d����*��21�O @ ,.�#� � ? �%�®1=�h-N,.�g��I\��1��<O
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�V6d��!#�e13*��.&#-N� �8���®�.��GH� �4��� ² � �5����,.�t¬87f9J�e��-N-N�2OR�+1=��� /n6!�12GH�í ñ�ò�ñ%î°î
M�ò°ªÅo2½ a VS �uJw ���3|"|³zg¢Vv�u��H¡ õ z�{�w"u³ö�÷�ø�w���{eþ"u��%u���v"{§u�¡ï¤��{>þ�z�yU PyU �u�s ô ]F�Nz2¡8u5�#��{<¡®yU �uL�Nz2¡8u5�#zg¢�u�ÿH�Hw5y
�%u��3vb{#��{@�V¢bv�z��

u�X5£'��ù3�.�%ub{<w"u±X5£�ubvb�Èub|tñP��{:yZ�U�eu�¬ ÌVÍ � � ÔgÓ�Ï Ð�Ñ��gÔgÓ��HÖ ×ò^�.Â"Ö.�
�v� ² �"1���O�1=*"OF*��2OR&��5����,.�#�®13*��Pl'�#,=9��d����/��213*��#�����k��!#� @,3*�6P9�!����"!N*��2O#&#� ����!#��M#*�,.K#/�� -í,3(fm } ·t/��21=*��������QADC�E���,h��!<1=�,3(em } ·¶/��213*��#�%�#�¼*��21�O @ ,.�#� ��ADC�E a Ã4���#,�������!�13��13M�M#/�6R�����
��!#� ���k*��2OR&��5����,����P!#�5*��:O#,8�5�i{�z�yL6R��� /%O�1�¬ ûÌ Í ��� ÔgÓ Ö @ ����-N�i13/%��, @*��n��!#-Å(�,�*X/��213*��#������13*�K#�n��*"13*�6dM�,./n6R��,.-N�%13/ @ ����� �NADC�E afc !#�P*�� @OR&��5����,�����9�,�*�liK86:� ,��'GH�5*��������>1eADCDE¥9�����!e�fYZI ` ��,��"1�/µ,8� �5&#* @*��5��� � ��,�(µG�13*��%1�K#/�� ����,e1)*��21�O @ ,.�#� �®ADCDE¥,=GH�5*V�fYZI ` G.1=*��+13K�/�� � 7
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6. FUTURE WORKji1��86tOR��*��5�5����,.���P*��5-e1����t(U,�*N(U&#*���!��b*P*�� ���21=*��b! a E#*�,�- 1/��213*��#�����P��!��5,�*�6TM��5*���M�� �5����GH�.7<1��i,�K'GR��,�&����.,.1�/f���L��,N� ,.�#�g��*�&��5�/��213*��#�����¥1�/���,�*��n��!�-N�>(�,�*TADC�EÄ9�!#���b!~!�12GH�:� GH� �¼/%,29��5*T����-N�� ,�-NM�/��5´R�n�¯6k��!�1��:��!��)1�/��.,3*��n��!�-è,3(���!#�%��M<13M��5* aQc !��)jk������l86 @m\1�M��b*��J/�,29J�5*�K�,.&���OP��-NM�/���� �V��!�13�³,.&R*�����-N��K�,.&���O#�³13*���� ����� � @���%1�/�/n6�,�M#����-e1�/\(U,�*X1�/��.,3*��n��!�-N�D9�!����"!�9J,3*�l�K'6�/��21=*��������kM�,./n6 @��,�-N�%1�/§��!#*�� ��!#,./%OT(�&#���5����,���� aµ� ��9�,.&�/%OkK����%�8���5*��5�g���%�#�)��,P� /�,������!��\*�� -e13�����������H13M®K��5�¯9�� � �h��!��³jk������l86 @ m\1�M��5*��
±DYZI\[^]"_ ` /�,29J�b*
K�,.&#�<Oi13�<Oi,�&#*�WPYZIµ[^]�_
/�,.�³I ` &#M�M��5*�K�,.&#�<Ok,��i��!��QO#�5��*�� �Q,�(M�,./n6R��,�-N�%1�/§��!#*�� ��!#,./%OT(�&#���5����,����L(�,3*�M�,�/n6#�#,.-N�%1�/ @ ����� �hADC�E a} �#,���!#�5*:�.,.1�/Q���i��,~� �g�"1�K#/��%��!é1¼K�,.&#�<O»,.�¦M�,./n6R��,�-N�+13/��!#*��5��!�,./%OX(U&��#�5����,.�kú�ub�[�= 'y'��,D��,®1�/�,.�#��9��n��!P,.&R*³O#� �3*�� �LK�,.&#�<O(U*�,�- c !�� ,3*�� - « ae� �h� GH�5*�6FM�,./n6R��,�-N�%1�/ @ ���%�5�NADCDE~� ,�-NM�&R���2OK8641iM�,�/n6#�#,.-N�%1�/µ��!#*��5��!�,./%O�(U&����b���%,��4,�(�OR� ��*�� � �WPYZI\[^]�_ ` 13�<O
9J�5�%��!8�X¬NûÌµÍ ��� ÔgÓ Ö�� } �D��� ² � �b���%,���ºR7
13�41=�P*�-e13����GH�X1��#�g9J�5*h��,��!����X$8&�� �g����,.�d9J,.&#/%O4-N�21��F��!<13�Q��!��emf�b*�� � M#��*�,��4,�*QÃÉ�����#,291�/���,�*��n��!�-�� ,�&�/%O¼K��i&#���2O¼�����g���21�O¼,�(h1�/��%�#�213*>MR*�,.��*"13-N-N�����K<13���2Oi13/%��,�*��n��!�- aE#*�,�-�1�� �n*�� &��n�T� ,.-NM#/��5´R���^6tM��5*���M�� �5����GH�.7�13�~���8���5*�� �g��������.,.1�/§���J��,X,�K#�"13�%�e*�� ��&#/����J1��<13/�,.�.,�&��J��,Q,.&R*L&�M#M��5*JK�,�&��<O:Y¤13�<O��,P��!��hjk�%�#��l86 @ m\13M��5*���/%,29��5*�K�,�&���O ` (�,3*�M�,�/�6R�#,.-N�%1�/ @ ����� �®� �n* @� &#�����\,3(�OR� M#��!Q��*��21=���5*\��!<13�P¬ a ÃÉ!�13�µ&�M#M��5*\13�<OQ/%,29��5*µK�,.&#�<O#��213��K��i�5�g�"1�K�/�����!�� Ot(�,3*N��!��TO#� �3*�� �i,3(DM�,./n6R��,�-N�%1�/L��!#*�� ��!#,./%O(�&#���5����,����e9�!����b!É�5,.-NM�&R���:13*�K#�n��*"13*�6r� à � (�&#���5����,.�#��� } �>1�g��� MQ��,=9J13*"OR�³13���g9��5*���������!#�%�µ$8&#� �g����,.�S739J�L��!#,29¥!�,29¥��!��³���5�b! @���%$8&��5�\,�(<��!#�%�\M�1�M��5*V�213�)K��J&#���2OQ��,�,.K#�"13���P1��#,.�8��*���GR�%13/R&#M�M��5*K�,.&#�<O�,.�F��!��POR� ��*��5�P,�(LM�,�/n6#�#,.-N�%1�/\��!R*�� ��!�,�/+O�(�&#���5����,.�#�D(�,3**��21�O @ ,.�#� �g� à�� (U&����b���%,���� �Á �)�@���W�zÂ ÿÄø
z�vk�9� ¬8�P��{#��v�u��H¡ õ z�{�w"u3
�z2z.�%u���{¥¢ z�v"�)£R���zg¢N¡8u^x�yU i�tz�ù�ubvQ�
���������V��w"�3{tþbuNw�z���x<£'y^u�¡Fþ5���)xRz.� �3{�z3�)�¤�.�
yU 'v�ub|� Rz.��¡D¢b£'{�w5yZ�Zz�{Fzg¢Q¡8u���v�u�u�WPYZI [ ç �Ó�� Õ ��� Ó /�,.� �Ó�� Õ ��� Ó I ` ×

¬Jò#ñSñ%²|� c !#�³MR*�,8,�(��%�SK86h���<O#&#�5����,.�h,��X� × c !#�³K�1����³�21����³� å¬N�%����&�M#M�/����2O:K'6 c !�� ,3*�� -Å« a Ã4�®��&#M�M�,.���Q��!<1=����!��h��!#� ,�*�� -!�,�/%O#�L(�,3*�� å ¬'� ×5×2× � � �to®1���OTMR*�,3G.�D�n��(U,�*�� å¾� ×�S�b�X��K��N1kOR� M#��! @S� *��21�O @ ,.�#� �P(�,3*�-)&#/+1 a Ã4�X��1 6F��!�13�Q1y^ubv"�è���P1��H1=���i1=�)��!��eK�,3����,.-�/�� G.� /J,�(D�¥��,��.�5��!#�5*P9��n��!	��!��/��n���5*"1�/��i��!<1=�T(U� �2OÉ���8��,t�n� aË² �����5�4�»�%�>*��21.O @ ,.���5�F��!#�5*����21��K��N1=�X-N,��g�®I Ó ý����b*�-N�h,�(L����� �e��*�� 13���5*®��!<13�dý × Ã��N1�M#M�/n6���!��O#�5� ,.-NM�,���������,��4M#*�,8� � O#&#*��PO#� ���5*���K��2OF���d��!��)M#*�,8,�(J,�(���� -N-e1pF��,F��*"1��#�g(�,�*�-0�¼�%�8��,�1to @ OR� � ������,.����*��5�k9�!�,����i/��212GH� �N�213�b!� ,��'�"13����1>O#� MR��! @Ü� *��21�O @ ,.�#� �X(U,�*�-X&�/%1>����9�!����"!F� 1��"!F���5*�-¶���,�(������ �k13�P-N,��g�Xý × } �)���¥�S� -N-e1Fo º���!����)OR� � ������,.�¥��*�� �>�%�X,�(*"1��#l>13��-N,.�g��I Ó ý ×
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