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✹✳✸✳✶ ❲r✐t❡r t❤r❡❛❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✹✳✸✳✷ ❘❡❛❞❡r t❤r❡❛❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✹✳✹✳✶ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹✳✺ ❖t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

❆ ❚❤❡ ❩❈❆ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✹✽

❇ ❋❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✺✵

✶



❈ ▲❛❜❡❧❡r ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❤❡❡t ✺✷

❉ ❈■❋❆❘✲✶✵✵ ❝❧❛ss str✉❝t✉r❡ ✺✹

✷



❈❤❛♣t❡r ✶

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ tr❛✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❞❛t❛s❡t
♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t✐♥② ❝♦❧♦✉r ✐♠❛❣❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s
❜✉t ✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss❬✸✱ ✼❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦❝✉s ❛r❡ ❘❇▼s ✭❘❡str✐❝t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ▼❛❝❤✐♥❡s✮
❛♥❞ ❉❇◆s ✭❉❡❡♣ ❇❡❧✐❡❢ ◆❡t✇♦r❦s✮✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛r♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✲❧♦♦❦✐♥❣ ✜❧t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇ ❛r❡
♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛✇ ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ tr❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦♥ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ s✉❜s❡t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵ ❞❛t❛s❡t✳

✶✳✷ ◆❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t

❚❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❜❛s❡❞ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛t ▼■❚
❛♥❞ ◆❨❯ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ s✐① ♠♦♥t❤s❀ ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡② ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐t ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡
✇❡❜ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡✈❡r② ♥♦♥✲❛❜str❛❝t ❊♥❣❧✐s❤ ♥♦✉♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡①✐❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❲♦r❞◆❡t❬✶✺✱ ✽❪✳ ❚❤❡② ✉s❡❞
s❡✈❡r❛❧ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●♦♦❣❧❡✱ ❋❧✐❝❦r✱ ❛♥❞ ❆❧t❛✈✐st❛ ❛♥❞ ❦❡♣t r♦✉❣❤❧② t❤❡ ✜rst ✸✵✵✵ r❡s✉❧ts
❢♦r ❡❛❝❤ s❡❛r❝❤ t❡r♠✳ ❆❢t❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡❛r❝❤ t❡r♠✱ t❤❡② r❡♠♦✈❡❞ ♣❡r❢❡❝t
❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✇❡r❡ ✇❤✐t❡✱ ❛s t❤❡② t❡♥❞❡❞ t♦
❜❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✜❣✉r❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ t❡r♠ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✐t ✇✐t❤
❛ r♦✉❣❤ ❧❛❜❡❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ✐♠❛❣❡ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ✽✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ❝♦❧♦✉r ✐♠❛❣❡s ❞♦✇♥s❝❛❧❡❞ t♦ 32 × 32 ❛♥❞ s♣r❡❛❞ ♦✉t ❛❝r♦ss
✼✾✵✵✵ s❡❛r❝❤ t❡r♠s✳ ▼♦st ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢
❛❜♦✉t ✷ ♠✐❧❧✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✳

✶✳✷✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s

❘❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♦t❤❡r ❞❛t❛s❡ts ❞♦ ♥♦t✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡
❛♣♣❛r❡♥t ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷ s❤♦✇ t❤✐s
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣❛r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✿ ♣✐①❡❧s
❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❡❛r❜② ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ❢❛r❛✇❛② ♣✐①❡❧s✳ ❱❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

• ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ♣✐①❡❧✱ ❜✉t
s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ♣✐①❡❧✳

• ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s t❡♥❞ t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦❧♦✉r ♦❢
t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t ♣✐①❡❧ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❧♦✉r ♦❢ t❤❡ t♦♣✲r✐❣❤t ♣✐①❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ♣✐①❡❧✳ ❚❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❢❛✐♥t ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
■t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛② ♣❡♦♣❧❡ t❛❦❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ✕ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❛♥❞ ❝❡♥t❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✳

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❲❤✐t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱ ❜❧❛❝❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s
❧♦✇ ✈❛❧✉❡s✳ ❆❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ P✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ 32 × 32 ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✐♥ r♦✇✲♠❛❥♦r ♦r❞❡r✳ ❚❤❡
♠❛tr✐① ❛♣♣❡❛rs s♣❧✐t ✐♥t♦ ♥✐♥❡ sq✉❛r❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❝♦❧♦✉r ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ✶✵✷✹
✐♥❞✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ♥❡①t ✶✵✷✹ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡
❧❛st ✶✵✷✹ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

✹



❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳

• ❆s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣♦✐♥t✱ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢❛r❛✇❛② ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ r♦✇ ♦r ❝♦❧✉♠♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❢❛r❛✇❛② ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r♦✇ ♦r ❝♦❧✉♠♥✳

✶✳✸ ❚❤❡ ❩❈❆ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✶✳✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❡①❤✐❜✐t str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❜② ♣✐①❡❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t✇♦✲✇❛② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ str♦♥❣✳ ❲❤❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♥✐❝❡
t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❣❡t ❞✐str❛❝t❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t✇♦✲
✇❛② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤✐s ♠✐❣❤t ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣
r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♠❡r❡❧② ❧❡❛r♥ t❤❛t ♥❡❛r❜② ♣✐①❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳✶

❖♥❡ ✇❛② t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐❣♥♦r❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ ✐t✳ ▲✉❝❦✐❧② t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ t❤❛t ❥✉st ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛tr✐① ❜② ❛ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ ♠❛tr✐①✳
❆❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❧②
♦♥❡ ♦t❤❡r ♣✐①❡❧✱ s♦ ❛♥② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐s❡ ♥♦t t♦ tr②✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✶✳✸✳✷ ❲❤✐t❡♥✐♥❣ ✜❧t❡rs

❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❡❛❝❤ r♦✇ Wi ♦❢ W ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t
♦❢ ❛s ❛ ✜❧t❡r t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r Wi ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛
♣♦✐♥t Xj ✳ ■❢✱ ❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ✜❧t❡r ❤❛s ❡①❛❝t❧② ❛s ♠❛♥② ✏♣✐①❡❧s✑ ❛s
❞♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ tr② t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ✜❧t❡rs t♦ s❡❡ t❤❡ ❦✐♥❞s ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❡②

✶❍❡r❡ ✇❤❡♥ ✇❡ s❛② ♣✐①❡❧✱ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❧❧② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦❧♦✉r ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧
❞❡s❝r✐❜❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦❧♦✉r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣✐①❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❝♦❧♦✉r ❝❤❛♥♥❡❧
✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✭♦r ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ s❛♠❡✮ ♣✐①❡❧✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦❧♦✉r ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ❢r♦♠
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♣✐①❡❧✳

✺



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❲❤✐t❡♥✐♥❣ ✜❧t❡rs✳ ✭❛✮ ✜❧t❡rs ❢♦r t❤❡ r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♣✐①❡❧ (2, 0)✳ ✭❜✮
✜❧t❡rs ❢♦r ♣✐①❡❧ (15, 15)✳

❆❧t❤♦✉❣❤ s✉r❡❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❝❡r♥ ♦♥ ❛ ♣r✐♥t❡❞ ♣❛❣❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥ ✭❛✮ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛s s♦♠❡ s✉♣✲
♣♦rt ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s t❡♥❞ t♦
❡①❤✐❜✐t s②♠♠❡tr②✳

❡♥t❛✐❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ s❤♦✇s s♦♠❡ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ ✜❧t❡rs ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❧♦❝❛❧
❜❡❝❛✉s❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❜② ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✇❡❛❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❢❛r❛✇❛② ♣✐①❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡✇❤✐t❡♥✐♥❣ ✜❧t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ r♦✇s ♦❢ W−1✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡
✜❧t❡rs t♦ ❛ ✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳

✶✳✸✳✸ ❲❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ s❤♦✇s s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜② W ✳ Pr❡❞✐❝t❛❜❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s
❡❞❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t s❡ts t♦ ③❡r♦ ♣✐①❡❧s ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦❧♦✉r✳

✶✳✹ ❘❇▼s

❆♥ ❘❇▼ ✭❘❡str✐❝t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ▼❛❝❤✐♥❡✮ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
✐♥t♦ t✇♦ s❡ts✿ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥✳ ❊❛❝❤ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ✭♥♦❞❡✮ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t✱ ❜✉t t❤❡r❡
❛r❡ ♥♦ ✐♥tr❛✲✈✐s✐❜❧❡ ♦r ✐♥tr❛✲❤✐❞❞❡♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s✳ ❘❇▼s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❬✶✶✱ ✹❪✳

❆♥ ❘❇▼ ✇✐t❤ V ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ H ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✿

E(v,h) = −
V
∑

i=1

H
∑

j=1

vihjwij −
V
∑

i=1

vib
v
i −

H
∑

j=1

hjb
h
j ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡

• v ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r② st❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✱

• h ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r② st❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✱

• vi ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t i✱

• hj ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t j✱

• wij ✐s t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t i ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t j✱

✻



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ ❞❡✇❤✐t❡♥✐♥❣ ✜❧t❡rs t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ ✜❧t❡rs ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳

• bv
i ✐s t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❜✐❛s ✐♥t♦ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t i✱

• bh
j ✐s t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❜✐❛s ✐♥t♦ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t j✳

❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (v,h) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(v,h) =
e−E(v,h)

∑

u

∑

g e−E(u,g)
. ✭✶✳✷✮

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❡♥❡r❣② ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s✉♠ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❡①tr❡♠❡❧② ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts ✐s ❧❛r❣❡✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈✐s✐❜❧❡ st❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ v ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(v) =
∑

g

p(v,g)

=

∑

g e−E(v,g)

∑

u

∑

g e−E(u,g)
. ✭✶✳✸✮

❆t ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❘❇▼ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜①✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts v ❛t
s♦♠❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❜✐❛s❡s✮ s✉❝❤ t❤❛t
p(v) ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❛♥❞ t♦ ❡①tr❛❝t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ p(u) ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❢♦r u ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s v✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❢❡✇ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r p(h) ✐s
❡♥t✐r❡❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♦❢ p(v)✿

p(h) =

∑

u e−E(u,h)

∑

u

∑

g e−E(u,g)
.

✼



❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✇❤✐t❡♥✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❚❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

✽



❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

p(v|h) =
p(v,h)

p(h)

=
e−E(v,h)

∑

u e−E(u,h)

p(h|v) =
p(v,h)

p(v)

=
e−E(v,h)

∑

g e−E(v,g)
.

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r p(vk = 1|h), t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t
❜❡✐♥❣ ♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥

p(vk = 1,vi 6=k,h)

t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t k ❤❛s st❛t❡ ✶✱ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡
✉♥✐ts ❤❛✈❡ st❛t❡ vi 6=k✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❤❛✈❡ st❛t❡ h✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

p(vk = 1|h) =
p(vk = 1,h)

p(h)

=

∑

vi6=k
p(vk = 1,vi 6=k,h)

p(h)

=

P

vi6=k
e−E(vk=1,vi6=k,h)

P

u

P

g
e−E(u,g)

P

u
e−E(u,h)

P

u

P

g
e−E(u,g)

=

∑

vi6=k
e−E(vk=1,vi6=k,h)

∑

u e−E(u,h)

=

∑

vi6=k
e(

PH
j=1 hjwkj+bv

k)+(
PV

i6=k

PH
j=1 vihjwij+

PV
i6=k

vib
v
i +

PH
j=1 hjbh

j )
∑

u e−E(u,h)

=

[

e(
PH

j=1 hjwkj+bv
k)
]

∑

vi6=k
e(

PV
i6=k

PH
j=1 vihjwij+

PV
i6=k

vib
v
i +

PH
j=1 hjbh

j )

∑

u e−E(u,h)

=

[

e(
PH

j=1 hjwkj+bv
k)
]

∑

vi6=k
e−E(vk=0,vi6=k,h)

∑

u e−E(u,h)

=

[

e(
PH

j=1 hjwkj+bv
k)
]

∑

vi6=k
e−E(vk=0,vi6=k,h)

∑

ui6=k
e−E(uk=1,ui6=k,h) +

∑

ui6=k
e−E(uk=0,ui6=k,h)

=

[

e(
PH

j=1 hjwkj+bv
k)
]

∑

vi6=k
e−E(vk=0,vi6=k,h)

[

e(
P

H
j=1 hjwkj+bv

k)
]

∑

ui6=k
e−E(uk=0,ui6=k,h) +

∑

ui6=k
e−E(uk=0,ui6=k,h)

=
1

1 + e−(
P

H
j=1 hjwkj+bv

k)
.

▲✐❦❡✇✐s❡✱

p(hk = 1|v) =
1

1 + e−(
P

V
i=1 viwik+bh

k)
. ✭✶✳✹✮

❙♦ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t t✉r♥✐♥❣ ♦♥ ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡
❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❘❇▼s ♠❛❦❡s
s❛♠♣❧✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❛♠♣❧❡ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡
✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

✾



✶✳✹✳✶ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❘❇▼s

●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ C tr❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s {vc|c ∈ {1, . . . , C}}✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ s❡t ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

C
∑

c=1

log p(vc) =

C
∑

c=1

log

∑

g e−E(vc,g)

∑

u

∑

g e−E(u,g)
.

❲❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞♦ t❤✐s ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t wij ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂

∂wij

C
∑

c=1

log p(vc) =
∂

∂wij

C
∑

c=1

log

∑

g e−E(vc,g)

∑

u

∑

g e−E(u,g)

=
∂

∂wij

(

C
∑

c=1

log
∑

g

e−E(vc,g) − log
∑

u

∑

g

e−E(u,g)

)

. ✭✶✳✺✮

❋✐rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst t❡r♠✿

∂

∂wij

C
∑

c=1

log
∑

g

e−E(vc,g) =

C
∑

c=1

∂
∂wij

∑

g e−E(vc,g)

∑

g e−E(vc,g)

= −
C
∑

c=1

∑

g e−E(vc,g) ∂E(vc,g)
∂wij

∑

g e−E(vc,g)

= −
C
∑

c=1

∑

g e−E(vc,g)vc
i gj

∑

g e−E(vc,g)
.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠
P

g
e−E(vc,g)vc

i gj
P

g
e−E(vc,g) ✐s ❥✉st t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ vc

i gj ❣✐✈❡♥ t❤❛t v ✐s ❝❧❛♠♣❡❞ t♦ t❤❡

❞❛t❛ ✈❡❝t♦r vc✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ vc
i ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ gj

✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮✳
❚✉r♥✐♥❣ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮✿

∂

∂wij

C
∑

c=1

log
∑

u

∑

g

e−E(u,g) =

C
∑

c=1

∂
∂wij

∑

u

∑

g e−E(u,g)

∑

u

∑

g e−E(u,g)

= −
C
∑

c=1

∑

u

∑

g e−E(u,g) ∂E(u,g)
∂wij

∑

u

∑

g e−E(u,g)

= −
C
∑

c=1

∑

u

∑

g e−E(u,g)uigj
∑

u

∑

g e−E(u,g)
. ✭✶✳✻✮

❍❡r❡✱ t❤❡ t❡r♠
P

u

P

g
e−E(u,g)uigj

P

u

P

g
e−E(u,g) ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ uigj ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥

❝♦♠♣✉t❡ uigj ❜② ❝❧❛♠♣✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r vc✱ t❤❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✱ t❤❡♥
s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t✐♠❡s✳ ❆❢t❡r ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❢♦r❣♦tt❡♥ ✐ts st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺❪ t❤❛t t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇❡❧❧ ✐♥ ✜♥✐t❡
t✐♠❡ ❜② ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❈♦♥tr❛st✐✈❡ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❈❉✮✳ ❚❤❡ ❈❉ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s
✭✶✳✻✮ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ❢♦r ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ st❡♣s✳ ■t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ❲❡ ♥❛♠❡ ❈❉✲N
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts N + 1 t✐♠❡s✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❈❉✲✶ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛❞❡q✉❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❈❉✲✶ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛♠♦✉♥ts t♦ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✐❣♥s t♦ tr❛✐♥✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✬s ✏r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✑ ♦❢ t❤♦s❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳ ■t ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣✐t❢❛❧❧ t❤❛t ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦✇❤❡r❡ ♥❡❛r ❞❛t❛ ❞♦ ♥♦t ❣❡t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❈❉✲✶ ✐♥❞✉❝❡s✳

❘❡♥❛♠✐♥❣ gs t♦ hs✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❢♦r ✇❡✐❣❤t wij ✐s

∆wij = ǫw (E❞❛t❛ [vihj ] − E♠♦❞❡❧ [vihj ])

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚❤❡ ❈❉✲N ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ E♠♦❞❡❧ [vihj ]✱ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛t t❤❡
❞❛t❛ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t❡❧② s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✳ ❯s❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ vihj ❛t t❤❡
✭N + 1✮st s❛♠♣❧❡ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❚❤❡ ❉❇◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❛②❡r ❘❇▼ ✐s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥
✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ✜rst✲❧❛②❡r ❘❇▼✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ W1 ✜①❡❞✳

✇❤❡r❡ ǫw ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r✱ E❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ❝❧❛♠♣❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ E♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡
♠♦❞❡❧✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ✉♥❝❧❛♠♣❡❞✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ E♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❈❉✳

❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❜❡

∆bv
i = ǫbv (E❞❛t❛ [vi] − E♠♦❞❡❧ [vi])

∆bh
j = ǫbh (E❞❛t❛ [hj ] − E♠♦❞❡❧ [hj ]) .

✶✳✹✳✷ ❉❡❡♣ ❇❡❧✐❡❢ ◆❡t✇♦r❦s ✭❉❇◆s✮

❉❡❡♣ ❇❡❧✐❡❢ ◆❡t✇♦r❦s ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❘❇▼ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❧❛②❡r
l ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡rs ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ❛s ❞❛t❛ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❛t ❧❛②❡r l − 1✳ ❙♦ t❤❡ ❉❇◆ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr❛✐♥s t❤❡ ❧❛②❡rs ❣r❡❡❞✐❧② ❛♥❞ ✐♥
s❡q✉❡♥❝❡✳ ▲❛②❡r l ✐s tr❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❧❛②❡r l − 1✳ ■❢ ♦♥❡ ♠❛❦❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r t❤❡ s❛♠❡
❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✜rst✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r✬s ✇❡✐❣❤ts
❝♦♥st❛♥t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧❬✾❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ s❤♦✇s ❛ t✇♦✲❧❛②❡r ❉❇◆
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

✶✶



▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❉❇◆ ❛s ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❡❧❧s ✉s t❤❛t

log p(v|W1, W2) ≥
∑

h1

q(h1|v) log
p(v,h1|W1, W2)

q(h1|v)

❢♦r ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q(h1|v)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♠❛② s❡t q(h1|v) = p(h1|v, W1) ❛♥❞ ❣❡t

log p(v|W1, W2) ≥
∑

h1

p(h1|v, W1) log
p(v,h1|W1, W2)

p(h1|v, W1)

=
∑

h1

p(h1|v, W1) log
p(v|h1, W1)p(h1|W2)

p(h1|v, W1)

=
∑

h1

p(h1|v, W1) log p(h1|W2) +
∑

h1

p(h1|v, W1) log
p(v|h1, W1)

p(h1|v, W1)

=
∑

h1

p(h1|v, W1) log p(h1|W2) +
∑

h1

p(h1|v, W1) log
p(v|W1)

p(h1|W1)

=
∑

h1

p(h1|v, W1) log p(h1|W2)

−
∑

h1

p(h1|v, W1) log p(h1|W1) + log p(v|W1). ✭✶✳✼✮

■❢ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ W2 ❛t W1✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s t✐❣❤t✳ ❚r❛✐♥✐♥❣ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❉❇◆ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ W1 ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

∑

h1

p(h1|v, W1) log p(h1|W2)

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s st❛② ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤❡♥ ✇❡ tr❛✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❤✐❞❡❡♥ ❧❛②❡r ✇❡ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧②
t✐❣❤t ❞✉❡ t♦ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ W2✱ ✇❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❝❛♥
❡①t❡♥❞ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛✈❡❛t t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t✐❣❤t ❛s ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ W3

❛❢t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ W2 ❛♥❞ W1✱ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧♦❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t t✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❘❇▼s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♥❡①t✱
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t✐♥② ✐♠❛❣❡s✳

❘❇▼s ❛♥❞ ❉❇◆s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤❡♥ tr❛✐♥❡❞ ♦♥
♦t❤❡r ✈✐s✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts✱ s✉❝❤ ❛s ❤❛♥❞✲✇r✐tt❡♥ ❞✐❣✐ts ❛♥❞ ❢❛❝❡s ✭❬✻✱ ✶✷❪✮✳

✶✳✹✳✸ ●❛✉ss✐❛♥✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❘❇▼s

❆♥ ❘❇▼ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❝❛♥ ♦♥❧② t❛❦❡ ♦♥ ❜✐♥❛r② ✈❛❧✉❡s ✐s✱ ❛t ❜❡st✱ ✈❡r② ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r
♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s
❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤

E(v,h) =

V
∑

i=1

(vi − bv
i )2

2σ2
i

−
H
∑

j=1

bh
j hj −

V
∑

i=1

H
∑

j=1

vi

σi
hjwij . ✭✶✳✽✮

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ✷❪✳ ❍❡r❡✱ vi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦✇ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t vi✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ❛❞❞s ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✭q✉❛❞r❛t✐❝✮ ♦✛s❡t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ σi

❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥
✭✶✳✶✮✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ❛❞❞s ♦♥❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ♦✛s❡t✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲
t♦✲❜✐♥❛r② ❝❛s❡✱ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ❝❛♥♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② ❡①♣r❡ss ✐ts ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛❞❛♣t✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼ t♦ ♠♦❞❡❧ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ❜② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✬
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s t❤❡✐r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ✐s ❛ ❜❛❞ ✐❞❡❛✳✷

✷❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡ ✐s ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✏♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✉♥✐✲●❛✉ss ❡①♣❡rts✑ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ■♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ❡❛❝❤ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ✉s❡s ✐ts ♣♦st❡r✐♦r t♦ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r
♦r ♥♦t t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ✐ts ●❛✉ss✐❛♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥s ✭❛❧s♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✬ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✉♥✐✲●❛✉ss ❡①♣❡rts ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ✉s❡s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥
✉♥✐ts t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥s✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❘❇▼ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✶✳✹✳✸✳✷ ❤♦✇ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡✳

✶✷



●✐✈❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(v|h) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(v|h) =
e−E(v,h)

´

u
e−E(u,h)du

e
−

PV
i=1

(vi−bv
i
)2

2σ2
i

+
PH

j=1 bh
j hj+

PV
i=1

PH
j=1

vi
σi

hjwij

´

u
e
−

P

V
i=1

(ui−bv
i
)2

2σ2
i

+
P

H
j=1 bh

j
hj+

P

V
i=1

P

H
j=1

ui
σi

hjwij

du

=
e
−

PV
i=1

(vi−bv
i
)2

2σ2
i

+
PH

j=1 bh
j hj+

PV
i=1

PH
j=1

vi
σi

hjwij

∏V
i=1

[

e
1
2 ·(

P

H
j=1 hjwij)

2
+

P

H
j=1 bh

j
hj+

1
σi

·bv
i

P

H
j=1 hjwij · σi

√
2π

]

=

∏V
i=1 e

−
(vi−bv

i
)2

2σ2
i

+
PH

j=1 bh
j hj+

vi
σi

PH
j=1 hjwij

∏V
i=1

[

e
1
2 ·(

P

H
j=1 hjwij)

2
+

P

H
j=1 bh

j
hj+

1
σi

·bv
i

P

H
j=1 hjwij · σi

√
2π

]

=
V
∏

i=1

1

σi

√
2π

· e−
(vi−bv

i
)2

2σ2
i

− 1
2 (

PH
j=1 hjwij)

2
+ 1

σi
(vi−bv

i )(
PH

j=1 hjwij)

=

V
∏

i=1

1

σi

√
2π

· e−
1

2σ2
i

“

(vi−bv
i )2+σ2

i (
PH

j=1 hjwij)
2
−2σi(vi−bv

i )(
PH

j=1 hjwij)
”

=

V
∏

i=1

1

σi

√
2π

· e−
1

2σ2
i

(vi−bv
i −σi

PH
j=1 hjwij)

2

,

✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛s t❤❡ V ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②











σ2
1 0 0 0
0 σ2

2 0 0

0 0
✳ ✳ ✳ 0

0 0 0 σ2
V











❛♥❞ ♠❡❛♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ❣✐✈❡♥ ❜②

bv
i + σi

H
∑

j=1

hjwij .

✶✸



❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ p(hk = 1|v) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(hk = 1|v) =

∑

hj 6=k
p(v, hk = 1,hj 6=k, )

p(v)

=

∑

hj 6=k
e−E(v,hk=1,hj 6=k)

∑

g e−E(v,g)

=

∑

hj 6=k
e

“

PV
i=1

vi
σi

wik+bh
k

”

+

„

PV
i=1

PH
j 6=k

vi
σi

hjwij+
PV

i=1

(vi−bv
i )2

2σ2
i

+
PH

j 6=k
hjbh

j

«

∑

g e−E(v,g)

=
e

“

PV
i=1

vi
σi

wik+bh
k

”

∑

hj 6=k
e

„

PV
i=1

PH
j 6=k

vi
σi

hjwij+
PV

i=1

(vi−bv
i )2

2σ2
i

+
PH

j 6=k
hjbh

j

«

∑

g e−E(v,g)

=
e

“

PV
i=1

vi
σi

wik+bh
k

”

∑

hj 6=k
e−E(v,hk=0,hj 6=k)

∑

gj 6=k
e−E(v,gk=0,g) +

∑

gj 6=k
e−E(v,gk=1,g)

=
e

“

PV
i=1

vi
σi

wik+bh
k

”

∑

hj 6=k
e−E(v,hk=0,hj 6=k)

∑

gj 6=k
e−E(v,gk=0,g) + e

“

P

V
i=1

vi
σi

wik+bh
k

”

∑

gj 6=k
e−E(v,gk=0,g)

=
e

“

PV
i=1

vi
σi

wik+bh
k

”

1 + e

“

P

V
i=1

vi
σi

wik+bh
k

”

=
1

1 + e
−

“

P

V
i=1

vi
σi

wik+bh
k

”

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲✈✐s✐❜❧❡s ❝❛s❡ ❡①❝❡♣t ❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✈✐s✐❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t② vi ✐s s❝❛❧❡❞
❜② t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σi✳

✶✳✹✳✸✳✶ ❚r❛✐♥✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❘❇▼s

❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❘❇▼ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❘❇▼✳ ❆s ✐♥
t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t

∂

∂wij

C
∑

c=1

log
∑

g

e−E(vc,g) = −
C
∑

c=1

∑

g e−E(vc,g) ∂E(vc,g)
∂wij

∑

g e−E(vc,g)

= − 1

σi

C
∑

c=1

∑

g e−E(vc,g)vc
i h

c
j

∑

g e−E(vc,g)
.

❆♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱

∂

∂wij

C
∑

c=1

log
∑

u

∑

g

e−E(u,g) = − 1

σi

C
∑

c=1

∑

u

∑

g e−E(u,g)uigj
∑

u

∑

g e−E(u,g)

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ❈❉✳

✶✳✹✳✸✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❘❇▼ ✐s

E(v,h) =

V
∑

i=1

(vi − bv
i )2

2σ2
i

−
H
∑

j=1

bh
j hj −

V
∑

i=1

H
∑

j=1

vi

σi
hjwij .

❲❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦rs

log p(v) = log

∑

h e−E(v,h)

´

u

∑

g e−E(u,g)du.

= log
∑

h

e−E(v,h) − log

ˆ

u

∑

g

e−E(u,g)du.

✶✹



❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✐❣♥s t♦ ✈❡❝t♦r v✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

−F (v) = log
∑

h

e−E(v,h)

= log
∑

h

e
−

PV
i=1

(vi−bv
i
)2

2σ2
i

+
PH

j=1 bh
j hj+

PV
i=1

PH
j=1

vi
σi

hjwij

= log

(

e
−

PV
i=1

(vi−bv
i
)2

2σ2
i

∑

h

e
PH

j=1 bh
j hj+

PV
i=1

PH
j=1

vi
σi

hjwij

)

= −
V
∑

i=1

(vi − bv
i )2

2σ2
i

+ log
∑

h

e
PH

j=1 bh
j hj+

PV
i=1

PH
j=1

vi
σi

hjwij

= −
V
∑

i=1

(vi − bv
i )2

2σ2
i

+ log
∑

h

e
PH

j=1 hj

“

bh
j +

PV
i=1

vi
σi

wij

”

= −
V
∑

i=1

(vi − bv
i )2

2σ2
i

+ log
∑

h

H
∏

j=1

e
hj

“

bh
j +

PV
i=1

vi
σi

wij

”

= −
V
∑

i=1

(vi − bv
i )2

2σ2
i

+ log

H
∏

j=1

(

1 + e
bh

j +
PV

i=1
vi
σi

wij

)

= −
V
∑

i=1

(vi − bv
i )2

2σ2
i

+

H
∑

j=1

log
(

1 + e
bh

j +
PV

i=1
vi
σi

wij

)

.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❛st st❡♣ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ hj ✐s ❡✐t❤❡r ✵ ♦r ✶✳
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ −F (v) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ σi ✐s

∂ (−F (v))

∂σi
=

(vi − bv
i )2

σ3
i

+
∂

∂σi

H
∑

j=1

log
(

1 + e
bh

j +
PV

i=1
vi
σi

wij

)

=
(vi − bv

i )2

σ3
i

−
H
∑

j=1

e
bh

j +
PV

i=1
vi
σi

wij

1 + e
bh

j
+

P

V
i=1

vi
σi

wij

· wijvi

σ2
i

=
(vi − bv

i )2

σ3
i

−
H
∑

j=1

1

1 + e
−bh

j
−

P

V
i=1

vi
σi

wij

· wijvi

σ2
i

=
(vi − bv

i )2

σ3
i

−
H
∑

j=1

aj ·
wijvi

σ2
i

.

✇❤❡r❡ aj ✐s t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t j ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r
v✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ log
´

u

∑

g e−E(u,g)du ✐s

∂

∂σi
log

ˆ

u

∑

g

e−E(u,g)du =

´

u

∑

g e−E(u,g)
(

(ui−bv
i )2

σ3
i

−
∑H

j=1 gj · wijui

σ2
i

)

du
´

u

∑

g e−E(u,g)du

✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

(vi − bv
i )2

σ3
i

−
H
∑

j=1

hj ·
wijvi

σ2
i

✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❢♦r σi ✐s

∆σi = ǫσ



E❞❛t❛





(vi − bv
i )2

σ3
i

−
H
∑

j=1

hj ·
wijvi

σ2
i



− E♠♦❞❡❧





(vi − bv
i )2

σ3
i

−
H
∑

j=1

hj ·
wijvi

σ2
i









✶✺



✇❤❡r❡ ǫσ ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s ❢♦r ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❡ ✉s❡ ❈❉✲✶ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛✲
t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✶✳✹✳✸✳✸ ❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ✜❧t❡rs

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞
t❤❛t ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✜❧t❡rs t❤❛t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❊❛❝❤ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇✐t❤ s♦♠❡ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ■❢ ✇❡ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ♦♥ ❛ 32× 32 ❣r✐❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ s❤♦✇s t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✻✹ ❞✐✛❡r❡♥t
❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✳ ■♥ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✳
❙♦ ❛ ❣r❡❡♥ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥
❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳ ❇✉t ❛ ♣✉r♣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s str♦♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧
♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦❧♦✉r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ♣✉r♣❧❡ ✐s ✏♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r❡❡♥✱✑ ②❡❧❧♦✇ ✐s ✏♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❧✉❡✱✑ ❛♥❞
t✉rq✉♦✐s❡ ✐s ✏♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✑✳

✶✳✹✳✹ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

■❞❡❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ p(v) ❢♦r ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r v✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐♥ ✭✶✳✸✮✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✏r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡rr♦r✑✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ (v − v′)2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r v✱ ❛♥❞ t❤❡
✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❣✐✈❡♥ v t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ h✱ ❛♥❞ t❤❡♥
s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❣✐✈❡♥ h t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ v′✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ❤♦✇ ❢❛st t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♠✐①❡s✳

✶✳✺ ❋❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
✇❤✐❝❤ ✇❡ tr❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶✻



❈❤❛♣t❡r ✷

▲❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♠❛❣❡s

✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛❥♦r✱ r❡❝✉rr❡♥t t❤❡♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♦✉r s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧
✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡❦ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t s✉❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
✉s❡❢✉❧ t♦ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛✇ ♣✐①❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✈✐s✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ❝♦♥t❛✐♥s ♥❡✉r♦♥s t❤❛t ❞❡t❡❝t ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s
s✉❝❤ ❛s ❡❞❣❡s✳

✷✳✷ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡ ✽✵ ♠✐❧❧✐♦♥ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢
♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤❡r❡❬✸❪✳ ❍❡ ✇❛s ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❡ tr❛✐♥❡❞
❞✐❞ ♥♦t ❧❡❛r♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥❡❞ ♥♦✐s② ❣❧♦❜❛❧ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ❆♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♦♥ 16× 16
❝♦❧♦✉r ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❝❛♠❡ ♦✉t ♦♥❧② ✇✐t❤ ✜❧t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♦r ❣❧♦❜❛❧
❛♥❞ ♥♦✐s②❬✼❪✳

✷✳✸ ■♥✐t✐❛❧ ❛tt❡♠♣ts

❲❡ st❛rt❡❞ ♦✉t ❜② ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ tr❛✐♥ ❛♥ ❘❇▼ ✇✐t❤ ✽✵✵✵ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✷ ♠✐❧❧✐♦♥ ✐♠❛❣❡s
♦❢ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ s✉❜s❡t ✇❛s ✇❤✐t❡♥❡❞ ❜✉t ❧❡❢t ♦t❤❡r✇✐s❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✇❡ s❡t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts t♦ 1✱ s✐♥❝❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❤✐t❡♥✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ✜❧t❡rs ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳
◆♦t❤✐♥❣ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r ❛ ✏❢❡❛t✉r❡✑✳

✷✳✹ ❉❡❧❡t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡

❖♥❡ t❤❡♦r② ✇❛s t❤❛t ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❛s ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❤❛r❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❧❛t❝❤ ♦♥
t♦ t❤❡ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■t ✇❛s ❜✉s② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡✱ ♥♦t t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦
r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ t❤✐s ❜②
s❡tt✐♥❣ t♦ ③❡r♦ t❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① D ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✶✵✵✵ ❧❡❛st
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ✶✵✵✵ s♠❛❧❧❡st ❡♥tr✐❡s ♦❢ D✮✳ ❚❤✐s ❤❛s ♥♦ ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ❡✛❡❝t
♦♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ✷✵✼✷ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t r❡♠❛✐♥ ❛r❡ ❢❛r ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
■♥ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ❝♦♠♣❛r❡s ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇❤✐t❡♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡✇❤✐t❡♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✜❧t❡r ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✜❧t❡r t❤❛t ❛❧s♦ ❞❡❧❡t❡s t❤❡ ✶✵✵✵ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ♣❧♦ts t❤❡ ❧♦❣✲❡✐❣❡♥s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❡①tr❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ ❘❇▼ t♦ ❧❡❛r♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳
❇✉t ✇❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐t ❛ s❡♥s✐❜❧❡ st❡♣ s♦ ✇❡ ❦❡♣t ✐t ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▼❡❛♥✐♥❣❧❡ss ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ ♦♥ ✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✏✇❤✐t❡♥❡❞
❞♦♠❛✐♥✑✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼ t♦ ✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ❧♦❣✲❡✐❣❡♥s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✶✵✵✵
❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s s❡❡♥ t♦ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✵✵✵ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

✶✽



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ✭❛✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡✇❤✐t❡♥✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇❤✐t❡♥✐♥❣
✜❧t❡r ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳
✭❜✮ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ✭❛✮✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡✇❤✐t❡♥✐♥❣ ✜❧t❡r ❛❧s♦ ❞❡❧❡t❡s t❤❡ ✶✵✵✵ ❧❡❛st✲s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♣♣❡❛rs s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞ ❧❡ss ♥♦✐s② ✐♥ ✭❜✮ t❤❛♥ ✐♥ ✭❛✮✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡✲
✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❜✮ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤✐t❡♥✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦t t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② s♦✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ 32 × 32 ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ✷✺ ✽①✽ ♣❛t❝❤❡s✳

✷✳✺ ❚r❛✐♥✐♥❣ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s

❋r✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①tr❛❝t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ tr❛✐♥ ♦♥ 8× 8 ♣❛t❝❤❡s
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ 32×32 ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ ✷✺ 8×8 ♣❛t❝❤❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ✷✻t❤ ♣❛t❝❤✿ ❛♥ 8×8 s✉❜s❛♠♣❧❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ 32× 32 ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ tr❛✐♥❡❞ ✷✻ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❘❇▼s ✇✐t❤ ✸✵✵ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s❀ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻ s❤♦✇ t❤❡ ✜❧t❡rs t❤❛t t❤❡② ❧❡❛r♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ✜❧t❡rs t❤❛t
✇❡ ✇❡r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✕ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳

❖♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜❧t❡rs ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✐s t❤❡ ❘❇▼✬s ❛✣♥✐t② ❢♦r ❧♦✇✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦❧♦✉r ✜❧t❡rs ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❧❛❝❦✲❛♥❞✲✇❤✐t❡ ✜❧t❡rs✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ t❤❛t t❤❡
❜❧❛❝❦✲❛♥❞✲✇❤✐t❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✇✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ✏❝♦❧♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✑✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
t♦ ❛❧❧ ❝♦❧♦✉r ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ♣r❡❝✐s❡ ❡❞❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦✉❣❤ ❝♦❧♦✉r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

✷✳✺✳✶ ▼❡r❣✐♥❣ ❘❇▼s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s

❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ tr❛✐♥❡❞ ✷✻ ♦❢ t❤❡s❡ ❘❇▼s ♦♥ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ✈❡r②
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✭♣❡r❤❛♣s ♥❛✐✈❡✮ ✇❛② ❜② tr❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❘❇▼ ✇✐t❤ ✼✽✵✵ ✭26 × 300✮ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✳ ❲❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✜rst ✸✵✵ ♦❢ t❤❡s❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤ ★✶✱ t❤❡
♥❡①t ✸✵✵ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤ ★✷✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡
❜✐❣ ❘❇▼ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ 32 × 32 ✐♠❛❣❡✱ s♦ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t♦ ✵ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ❞✐❞♥✬t
❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❘❇▼s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢r♦♠ ❛ ♣✐①❡❧ ✐♥ ♣❛t❝❤ ★✷ t♦ ❛ ❤✐❞❞❡♥
✉♥✐t ❢r♦♠ ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤ ★✶✮✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣❡❞ t♦ t❤❡ ❘❇▼
tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤ ★✷✻ ✭t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛t❝❤✮ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❚❤❡ ❜✐❛s
♦❢ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ❘❇▼ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜✐❛s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧
❘❇▼s✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈❡s ✈❡r② ✇❡❧❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❞♦♥✬t ❜❧♦✇ ✉♣ ❛♥❞
t❤❡ ✜❧t❡rs st❛② r♦✉❣❤❧② ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❘❇▼s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
✐♠❛❣❡s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♠❛❧❧ ❘❇▼ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤✐s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❛t❝❤❡s t❤❛t ✇❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✇❡r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✱ s♦ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡ ❜✐❣ ❘❇▼ ♠✉st
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛r♥ t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♠❛❧❧ ❘❇▼✳

❋✐❣✉r❡s ✷✳✽ ❛♥❞ ✷✳✾ s❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ tr✉t❤✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❢♦r
t❤❡ ♠♦st ♣❛rt ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❘❇▼s✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✉♣ t♦ ❡♣♦❝❤ ✷✵ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✲tr❛✐♥❡❞
s♠❛❧❧ ❘❇▼s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ s♣✐❦❡ ❛t ❡♣♦❝❤ ✷✵ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❘❇▼s ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦
♦♥❡ ❜✐❣ ❘❇▼✳ ❚❤❡ ♠❡r❣❡r ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤❛s ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❜✉t ✐t ✈❡r② q✉✐❝❦❧②
❞❡s❝❡♥❞s ❜❡❧♦✇ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ♠✐♥✐♠✉♠✳

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❋✐❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✽①✽ ♣❛t❝❤ ★✶ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮ ♦❢ t❤❡
✇❤✐t❡♥❡❞ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❘❇▼s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛t❝❤❡s ❧❡❛r♥❡❞ s✐♠✐❧❛r ✜❧t❡rs✳

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❋✐❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ 8 × 8 s✉❜s❛♠♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ 32 × 32 ✇❤✐t❡♥❡❞
t✐♥② ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛s❡t✳

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❍♦✇ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② s✉❜s❛♠♣❧❡❞ 8 × 8 ♣❛t❝❤ t♦ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts
t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ 32 × 32 ✐♠❛❣❡✳ ❊❛❝❤ ✇❡✐❣❤t w ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❘❇▼ ✐s ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ✶✻ t✐♠❡s ❛♥❞
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✻ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣ ❘❇▼✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ❘❇▼ ❛r❡ ✉♥t✐❡❞ ❛♥❞ ❢r❡❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡✳

✷✳✻ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❘❇▼s ♦♥ ✸✷①✸✷ ✐♠❛❣❡s

❆❢t❡r ♦✉r s✉❝❝❡ss❡s tr❛✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ 8× 8 ❛♥❞ 16× 16 ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ tr② ✇✐t❤ 32× 32 ✐♠❛❣❡s
♦♥❝❡ ♠♦r❡✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❝r♦ss ❛❧❧ t❤❡ ❈P❯ ❝♦r❡s ♦❢
❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❛❝r♦ss ♠❛❝❤✐♥❡s ♦♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❲✐t❤ t❤✐s ♥❡✇✱ ❢❛st❡r tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✇❡r❡ q✉✐❝❦❧② ❛❜❧❡ t♦ tr❛✐♥ ❛♥ ❘❇▼ ✇✐t❤ ✶✵✵✵✵ ❤✐❞❞❡♥
✉♥✐ts ♦♥ t❤❡ 32 × 32 ✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❆ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs t❤❛t ✐t ❧❡❛r♥❡❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳
❚❤❡② ❛♣♣❡❛r ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s✳

❆❢t❡r s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② tr❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❘❇▼✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ tr② tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❘❇▼ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❡
❛❣❛✐♥ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ✶✵✵✵ ❧❡❛st✲s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t t♦ ❜❡ ✻✾✱ s♦ ✇❡
s❡t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❘❇▼ t♦ ✻✾ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆ ❝✉r✐♦✉s t❤✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥
tr❛✐♥✐♥❣ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛ ✕ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦✐♥t st❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② t✉r♥ ✐♥t♦ ❡❞❣❡ ✜❧t❡rs✳
❆ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣♦✐♥t ✜❧t❡rs ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ■♥ t❤❡ ♣♦✐♥t st❛❣❡✱ t❤❡ ✜❧t❡rs s✐♠♣❧② ✏❝♦♣②✑ ❞❛t❛
❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts t♦ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ ✜❧t❡rs r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ♣♦✐♥t st❛❣❡ ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t
♦❢ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ✐❧❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❘❇▼ ❤❛s ✜♥✐s❤❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t ❢✉rt❤❡r tr❛✐♥✐♥❣ ✐s
❢✉t✐❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✜❧t❡rs ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡✈❛♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡ ❢♦r♠ ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡❞❣❡ ✜❧t❡rs✱
❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✶✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ✜❧t❡rs ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢♦r♠ ❛t ♦r ♥❡❛r t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ♣♦✐♥t② ❛♥❝❡st♦rs✱ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ❝♦♠♠♦♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✮✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❣r❡❡♥ ♣✐①❡❧ ✐♥ ❛ ✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ✇❤♦❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❣r❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞
✐♠❛❣❡✳

✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❘❇▼ t❤❛♥ t❤❛t ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ✜❧t❡rs ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ✷✻ ❘❇▼s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡
♣❛t❝❤❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡
❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤ ★✶✳ ❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡rs ♦❢ t❤❡ ❘❇▼
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ✷✻ ❘❇▼s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡
♣❛t❝❤❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳ ❚❤❡s❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡
❣❧♦❜❛❧❧② s✉❜s❛♠♣❧❡❞ ♣❛t❝❤✱ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♥♦✐s② ✜❧t❡rs ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻
❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t♦ ❡♥t✐r❡❧② ♥❡✇ ❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ❤❛✈❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ❧❛r❣❡❧②
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❊♣♦❝❤ ✵✲✷✵✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✷✻ ❘❇▼s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ 8×8 ✐♠❛❣❡
♣❛t❝❤❡s✳ ❊♣♦❝❤s ✷✵✰✿ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❘❇▼ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ✷✻ ❧✐tt❧❡ ❘❇▼s
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ ❛t ❡♣♦❝❤ ✷✵ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝t t❤❛t t❤❡
♠❡r❣❡r ❤❛s ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♣♦❝❤s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✳

✷✳✼ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❲❡ t❤❡♥ t✉r♥❡❞ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳✷✳ ❖✉r ❤♦♣❡ ✇❛s t❤❛t t❤❡ ❘❇▼ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛r♥ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ tr✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛❝r♦ss t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ tr✐❝❦ t♦ ❞♦✐♥❣ t❤✐s
❝♦rr❡❝t❧② ✐s t♦ s❡t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦✉t ✶✵✵ t♦ ✶✵✵✵ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋❛✐❧✉r❡ t♦ ❞♦ s♦
♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ♣♦✐♥t ✜❧t❡rs t❤❛t ♥❡✈❡r ❡✈♦❧✈❡ ✐♥t♦ ❡❞❣❡ ✜❧t❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ s❤♦✇s ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs
❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❘❇▼ ❞✐❞ ✐♥❞❡❡❞ ❧❡❛r♥ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❀ ♦✈❡r t❤❡
❝♦✉rs❡ ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝❛♠❡ ❞♦✇♥ t♦ ❛❜♦✉t ✸✵ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✻✾ ✭❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇ ❧♦♥❣ ♦♥❡ tr❛✐♥s✮✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❘❇▼ ❤❛❞ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♠❛✐♥❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❛s ✵✳✹✷✳

▲❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❘❇▼✬s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r tr❡♠❡♥❞♦✉s❧②✱ ❜✉t ✐t ❤❛❞
❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡② ❜❡❝❛♠❡ ♠♦r❡ ♥♦✐s② ❛♥❞ ♠♦r❡ ♦❢
t❤❡♠ r❡♠❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ✜❧t❡r st❛❣❡✳

✷✳✽ ❙❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼ ✇✐t❤ ✶✵✵✵✵ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts tr❛✐♥❡❞
♦♥ t❤❡ ✶✵✵✵✵✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳
❍✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ❘❇▼ t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡
✜rst ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❛②❡r ❘❇▼ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✏❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧✑ ❢❡❛t✉r❡s✳

✷✻



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❆ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ ✇✐t❤ ✶✵✵✵✵ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✷ ♠✐❧❧✐♦♥
32 × 32 ✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

✷✼



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❆ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜❧t❡rs ❢r♦♠ ❛♥ ❘❇▼ t❤❛t ♦♥❧② ❧❡❛r♥❡❞ ♣♦✐♥t ✜❧t❡rs✳

✷✽



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❆ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ ✇✐t❤ ✶✵✵✵✵ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✷ ♠✐❧❧✐♦♥
32 × 32 ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

✷✾



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❆ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ ✇✐t❤ ✽✶✾✷ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ♦♥ ✷ ♠✐❧❧✐♦♥ 32 × 32
✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡
✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤✐s ❘❇▼ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛♥ t❤♦s❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✳ ❚❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❘❇▼ ❤❛s ❧❡❛r♥❡❞ t♦ s❡t ✐ts ✈✐s✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t♦ ✈❛❧✉❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥
✻✾✱ ❛♥❞ s♦ ✐ts ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❧❡❛r♥❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✳

✸✵



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❆ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✵✵✵✵ ✜❧t❡rs ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡
✶✵✵✵✵✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳

❊✈❡r② r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t h ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ❘❇▼✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ t❤❡ ✜❧✲
t❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ❘❇▼ t♦ ✇❤✐❝❤ h ❤❛s t❤❡ str♦♥❣❡st ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ✜❧t❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛r❡ t❤❡
♦♥❡s t♦ ✇❤✐❝❤ h ❤❛s t❤❡ str♦♥❣❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ✜❧t❡rs ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t♦
✇❤✐❝❤ h ❤❛s t❤❡ str♦♥❣❡st ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳

■♥ ❛ ❢❡✇ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡ s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❘❇▼ ❢❛✈♦✉r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡❞❣❡ ✜❧t❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞✐s❢❛✈♦✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❝♦♥❞✲❧❛st r♦✇✱ ❝♦❧✉♠♥s ✷ ❛♥❞ ✽✮✳

✸✶



❈❤❛♣t❡r ✸

❖❜❥❡❝t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✸✳✶ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ s✉❜s❡t✶

❲❡ ♣❛✐❞ st✉❞❡♥ts t♦ ❧❛❜❡❧ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ t✐♥② ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ s✉❜s❡t ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❡♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ✻✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❛✐r♣❧❛♥❡✱ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ✭❜✉t ♥♦t
tr✉❝❦ ♦r ♣✐❝❦✉♣ tr✉❝❦✮✱ ❜✐r❞✱ ❝❛t✱ ❞❡❡r✱ ❞♦❣✱ ❢r♦❣✱ ❤♦rs❡✱ s❤✐♣✱ ❛♥❞ tr✉❝❦ ✭❜✉t ♥♦t ♣✐❝❦✉♣ tr✉❝❦✮✳ ❙✐♥❝❡
❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦✐s② ❧❛❜❡❧ ✭t❤❡ s❡❛r❝❤ t❡r♠ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✱ ❛❧❧
✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡rs t♦ ❞♦ ✇❛s t♦ ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ ♠✐s❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ❡❛❝❤ ❧❛❜❡❧❡r ✇❛s ❣✐✈❡♥
❛ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❛s❦❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❛t ❝❧❛ss ❛s t❤❡ s❡❛r❝❤ t❡r♠✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✸✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ♣❡r s❡❛r❝❤ t❡r♠✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡rs ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛s❦❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡
❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❛r❝❤ t❡r♠ t❤❛t ✐s ❛ ❤②♣♦♥②♠ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❲♦r❞◆❡t✮ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ s❡❛r❝❤ t❡r♠✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦♥②♠s ♦❢ s❤✐♣ ❛r❡ ❝❛r❣♦ s❤✐♣✱ ♦❝❡❛♥ ❧✐♥❡r✱ ❛♥❞ ❢r✐❣❛t❡✳
❚❤❡ ❧❛❜❡❧❡rs ✇❡r❡ ✐♥str✉❝t❡❞ t♦ r❡❥❡❝t ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛ss✐❣♥❡❞ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐❛
❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❝❧❛ss ✇❡r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✷✿

• ❚❤❡ ❝❧❛ss ♥❛♠❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤ ♦♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❧✐❦❡❧② ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏❲❤❛t ✐s ✐♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡❄✑

• ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❤♦t♦✲r❡❛❧✐st✐❝✳ ▲❛❜❡❧❡rs ✇❡r❡ ✐♥str✉❝t❡❞ t♦ r❡❥❡❝t ❧✐♥❡ ❞r❛✇✐♥❣s✳

• ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛ss r❡❢❡rs✳

• ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠❛② ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❝❝❧✉❞❡❞ ♦r s❡❡♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐ts ✐❞❡♥t✐t② ✐s
st✐❧❧ ❝❧❡❛r t♦ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡r✳

❚❤❡ ❧❛❜❡❧❡rs ✇❡r❡ ♣❛✐❞ ❛ ✜①❡❞ s✉♠ ♣❡r ❤♦✉r s♣❡♥t ❧❛❜❡❧✐♥❣✱ s♦ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r✉s❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
t❛s❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣❡rs♦♥❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❡✈❡r② ❧❛❜❡❧ s✉❜♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧❡rs✳ ❲❡ r❡♠♦✈❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡
✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ▲✷ ♥♦r♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧✐❜❡r❛❧
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♥♦t ❥✉st ♣❡r❢❡❝t ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❜✉t ❛❧s♦ r❡✲s❛✈❡❞ ❏P❊●s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡❞
t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st s❡t✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠❧②✲s❡❧❡❝t❡❞ ✺✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠
❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳

❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵ ❞❛t❛s❡t✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉♥❞❡❞
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥♦t❤❡r s❡t ✕ ✻✵✵ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✶✵✵ ❝❧❛ss❡s✳
❚❤✐s ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵✵ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❛s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t
❢♦r ❈■❋❆❘✲✶✵✳ ❚❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵✵ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❈■❋❆❘✲✶✵✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈■❋❆❘✲✶✵ ❤❛s t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡

❛♥❞ tr✉❝❦✱ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣✐❝❦✉♣ tr✉❝❦s✳ ❈■❋❆❘✲✶✵✵ ❤❛s t❤❡ ❝❧❛ss ♣✐❝❦✉♣
tr✉❝❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵✵ ❝❧❛ss❡s ❝♦♠❡ ✐♥ ✷✵ s✉♣❡r❝❧❛ss❡s ♦❢ ✜✈❡ ❝❧❛ss❡s ❡❛❝❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ s✉♣❡r❝❧❛ss r❡♣t✐❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❝❧❛ss❡s ❝r♦❝♦❞✐❧❡✱ ❞✐♥♦s❛✉r✱ ❧✐③❛r❞✱ t✉rt❧❡✱ ❛♥❞ s♥❛❦❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
✐s t❤❛t ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣❡r❝❧❛ss ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ t❤✉s ❤❛r❞❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❛♥ ❝❧❛ss❡s t❤❛t
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉♣❡r❝❧❛ss❡s✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ❧✐sts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❧❛ss str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈■❋❆❘✲✶✵✵✳

❆❧❧ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵ ❞❛t❛s❡t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵✵ ✇❛s ♦♥❧② ✈❡r② r❡❝❡♥t❧②
❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

✶❲❡ t❤❛♥❦ ❱✐♥♦❞ ◆❛✐r ❢♦r ❤✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✳
✷❚❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❤❡❡t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❤❛♥❞❡❞ ♦✉t t♦ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡rs ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳

✸✷



✸✳✷ ▼❡t❤♦❞s

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵ ❞❛t❛s❡t✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
✉s❡❞ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t ✐ts ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✱ s♦ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♠❛✐♥❧② ❜② t❤❡
✐♥♣✉t t❤❡② t♦♦❦✿

✶✳ ❚❤❡ r❛✇ ♣✐①❡❧s ✭✉♥✇❤✐t❡♥❡❞✮✳

✷✳ ❚❤❡ r❛✇ ♣✐①❡❧s ✭✇❤✐t❡♥❡❞✮✳

✸✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛✇ ♣✐①❡❧s✳

✹✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼ ♦❢ ★✸✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤✐s ❣❛✈❡ ✉s
♦✉r ❜❡st r❡s✉❧ts ✭t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻❪✮✳ ❚❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t ❤❛❞ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ♦❢ ❧♦❣✐st✐❝
✉♥✐ts ✭f(x) = 1

1+e−x ✮✱ ✇❤♦s❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ r❛✇
✭✉♥✇❤✐t❡♥❡❞✮ ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲t♦✲♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧
tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ✐♥♣✉t✳ ❙♦✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t ✇❛s ❡①❛❝t❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❇✉t t❤❡ ♥❡t ❧❡❛r♥❡❞ t♦ ✜♥❡✲t✉♥❡ t❤❡ ❘❇▼ ✇❡✐❣❤ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❧✐❣❤t❧②✳ ■♥ t❤✐s ❢❛s❤✐♦♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t✇♦✲❤✐❞❞❡♥✲❧❛②❡r ♥❡✉r❛❧
♥❡ts ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ❘❇▼s✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs ❞✐❞ ♥♦t
❣✐✈❡ ✉s ❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ♦♥❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❛t ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✳ ❊❛❝❤ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ t❡♥ ❝❧❛ss❡s✱ s♦ ✇❡ t♦♦❦ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝❧❛ss ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡
❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡r❡ ❢❛r ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ t❤❛♥ t❤❡ r❛✇ ♣✐①❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢❡❛t✉r❡s
❢r♦♠ ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳
❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜①❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❡✈❡r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t
✶✱ ♣♦ss✐❜❧② ❡①❛❣❣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♠❛✐♥❧② t♦ ♥♦✐s❡ ✭❛❧t❤♦✉❣❤✱
❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡❞ t❤❡ ✶✵✵✵ ❧❡❛st✲s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡ ♥❡✉r❛❧
♥❡t t❤❛t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t✱ ❥✉st s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛✇ ♣✐①❡❧s ❛r❡ s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠❧②✲✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
❢r♦♠ ❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s t❛❦❡ ♠❛♥② ❢❡✇❡r ❡♣♦❝❤s t♦ tr❛✐♥ t❤❛♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✲s✐③❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✲✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
♥❡ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❘❇▼✲✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t ❤❛s t♦ ❞♦ ✐s ✜♥❡✲t✉♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼
✇❤✐❝❤ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✷ ♠✐❧❧✐♦♥ t✐♥② ✐♠❛❣❡s✹✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ✏❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①✑ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s
✭✉♥✇❤✐t❡♥❡❞✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① s✉♠♠❛r✐③❡s ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss❡s ❣❡t ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ❝❧❛ss❡s s❡❡♠ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❝❧✉st❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❛♥✐♠❛❧
❝❧❛ss❡s✳ ❙❡❧❞♦♠ ✐s ❛♥ ❛♥✐♠❛❧ ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❛♥✐♠❛❧✱ s❛✈❡ ❢♦r t❤❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ♠✐s✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❜✐r❞ ❛s ❛ ♣❧❛♥❡✳✺

✸❚❤❡ ❧❛st ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❛st ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛❞ r♦✉❣❤❧② 2×10
8 ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛♥❞ t❤✉s ❤❛❞ ❛ str♦♥❣ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♦✈❡r✜t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✬s s✐③❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ✐t s❧♦✇ ❛♥❞ ✈❡r② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ t♦ tr❛✐♥✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t
r✉♥ ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✹❲❤✐❝❤✱ ❛❞♠✐tt❡❞❧②✱ ✐t t♦♦❦ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ❧❡❛r♥✳
✺■t ✐s ❛ ♣✐t② ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r❡s✐❣❤t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❙✉♣❡r♠❛♥ ❛s t❤❡ ✶✶t❤ ❝❧❛ss✳

✸✸



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t❡st s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡✿
✭❛✱❜✮ ▲♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛✇✱ ✇❤✐t❡♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳
✭❝✱❞✮ ▲♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ✶✵✵✵✵ ❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✇❤✐t❡♥❡❞✱ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳
✭❡✮ ❇❛❝❦♣r♦♣ ♥❡t ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✵✵✵✵ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞
♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲♦✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✭❞✮✳
✭❢✮ ❇❛❝❦♣r♦♣ ♥❡t ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ♦❢ ✶✵✵✵ ✉♥✐ts✱ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧♦❣✐st✐❝
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳
✭❣✮ ❇❛❝❦♣r♦♣ ♥❡t ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ♦❢ ✶✵✵✵✵ ✉♥✐ts✱ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧♦❣✐st✐❝
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳
✭❤✮ ▲♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ✶✵✵✵✵ ❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✶✵✵✵✵ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜②
❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳
✭✐✮ ❇❛❝❦♣r♦♣ ♥❡t ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✵✵✵✵ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞
♦♥ t❤❡ ✶✵✵✵✵ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❘❇▼ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲♦✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✭❤✮✳
✭❥✮ ❇❛❝❦♣r♦♣ ♥❡t ✇✐t❤ t✇♦ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs✱ t❤❡ ✜rst ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s ✐♥ ✭❡✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s ✐♥ ✭✐✮✳ ❚❤❡
❤✐❞❞❡♥✲♦✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s ✐♥ ✭✐✮ ❛s ✇❡❧❧✳

✸✹



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ✶✵✵✵✵ ❘❇▼ ❢❡❛t✉r❡s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✉♥✇❤✐t❡♥❡❞
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ sq✉❛r❡ (i, j) ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇❤♦s❡ tr✉❡ ❧❛❜❡❧ ✐s i ❣❡ts
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s j✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ s✉♠ t♦ ✶✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵ t❡st s❡t✳

◆♦t✐❝❡ ❤♦✇ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛ ❝❛t ✐s ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r ❛ ❞♦❣✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐♥❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♥ ❛♥✐♠❛❧ ✐s ♠✐st❛❦❡♥
❢♦r ❛ ♥♦♥✲❛♥✐♠❛❧ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳

✸✺



❈❤❛♣t❡r ✹

P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❘❇▼s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍❡r❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❘❇▼s✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❛♥❞ ✈✐s✐❜❧❡
✉♥✐ts ❛r❡ ❜✐♥❛r②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥ t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ s❝❛❧❡s ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ❜✉t ✐♥ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ t❡st❡❞✱ ✐t s❝❛❧❡s ♥❡❛r❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❝❛s❡✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ♣❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ■❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦r❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❝❛♥
❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦r❡s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❈❉✲✶✱ ❜✉t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛♥② ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❈❉✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ P❡rs✐st❡♥t ❈❉ ✭P❈❉✮❬✶✸❪✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✭✉♥❞✐str✐❜✉t❡❞✮ ❈❉✲✶ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥s✐sts r♦✉❣❤❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ I
✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ J ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✿

✶✳ ●❡t t❤❡ ❞❛t❛ V = [v0, v1, ..., vI ]✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s H = [h0, h1, ..., hJ ] ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭✏♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✑✮ V ′ = [v′0, v
′
1, ..., v

′
I ] ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s

♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳

✹✳ ❈♦♠♣✉t❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s H ′ = [h′
0, h

′
1, ..., h

′
J ] ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

st❡♣✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡ ❢♦r ✇❡✐❣❤t wij ✐s

∆wij = ǫ
(

vihj − v′ih
′
j

)

.

■❢ ✇❡✬r❡ ❞♦✐♥❣ ❜❛t❝❤ tr❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡ ✐s

∆wij = ǫ
(

< vihj > − < v′ih
′
j >
)

✇❤❡r❡ <> ❞❡♥♦t❡s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛t❝❤✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡s st❡♣s ✷✱ ✸✱ ❛♥❞ ✹ ❛♥❞ ✐♥s❡rts s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✶ ❛❢t❡r ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡s❡ st❡♣s s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ ❧♦❝❦st❡♣✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ n ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ 1/n ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ st❡♣s ✷ ❛♥❞ ✹ ❛♥❞ 1/n ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t
❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ st❡♣ ✸✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ■t✬s ♣r♦❜❛❜❧② ❡❛s✐❡st
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ✇✐t❤ ❛ ♣✐❝t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s ✇❤✐❝❤ ✇❡✐❣❤ts ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ✏❝❛r❡s ❛❜♦✉t✑ ✭✐✳❡✳ ✇❤✐❝❤
✇❡✐❣❤ts ✐t ❤❛s t♦ ❦♥♦✇✮ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥ t♦t❛❧✳

❋♦r K ♠❛❝❤✐♥❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶❆ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ♠✉st ❡①❡❝✉t❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❜❡②♦♥❞
✐t✳

✸✻



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■♥ ❢♦✉r✲✇❛② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤✐s s❤♦✇s ✇❤✐❝❤ ✇❡✐❣❤ts ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❛✮ ✶ ❛♥❞ ✭❜✮ ✷ ❤❛✈❡ t♦ ❦♥♦✇✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✐♥t♦ ❢♦✉r ❡q✉❛❧ ❝❤✉♥❦s ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
✈✐s✐❜❧❡ ❧❛②❡r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ s✐③❡ t♦ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✕ ✐t✬s ❥✉st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦
❞r❛✇ t❤❡♠ t❤✐s ✇❛②✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉rs ❜❡❝❛✉s❡ ✐t✬s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡♠ ❜② t❤❡✐r
❝♦❧♦✉r ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

✶✳ ❊❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t s♦ ✐t ❦♥♦✇s V = [v0, v1, ..., vI ]✳

✷✳ ❊❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ k ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s Hk = [hk
0 , hk

1 , ..., hk
J/K ] ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ V ✳ ◆♦t❡

t❤❛t ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ♦♥❧② J/K ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✳ ■t ❞♦❡s t❤✐s ✉s✐♥❣
t❤❡ ❣r❡❡♥ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

✸✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s s❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ st❡♣ ✷ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✹✳ ◆♦✇ ❦♥♦✇✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s
✭✏♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✑✮ V ′

k = [vk′
0 , vk′

1 , ..., vk′
I/K ] ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

✺✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s s❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ st❡♣ ✹ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✻✳ ◆♦✇ ❦♥♦✇✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s H ′
k =

[hk′
0 , hk′

1 , ..., hk′
J/K ] ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❡♥ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

✼✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s s❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ st❡♣ ✻ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ hj ✐s ♦♥❧② ✶ ❜✐t✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ✈❡r②
s♠❛❧❧✳ ■❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❜✐♥❛r②✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ vis ✐s ❛❧s♦ s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❛❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼s✳

❆❢t❡r st❡♣ ✸✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ < vihj > ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ✐t ❝❛r❡s
❛❜♦✉t✳ ❆❢t❡r st❡♣ ✼✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ < v′ih

′
j > ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ✐t ❝❛r❡s

❛❜♦✉t✳ ❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧ t❤❡r❡ ✐s t♦ ✐t✳
❨♦✉✬❧❧ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♠♦st ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ t✇✐❝❡ ✭❜✉t ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ✇❡✐❣❤ts

❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ t✇♦ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ♥♦t✐❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t s♦♠❡ ❣r❡❡♥ ✇❡✐❣❤ts ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶
❛r❡ ♣✉r♣❧❡ ✇❡✐❣❤ts ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ✷✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✇❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❡✈❡r② ✇❡✐❣❤t t✇✐❝❡✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①tr❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✐t ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❞♦ t✇♦ s♠❛❧❧ ♠❛tr✐①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡✳

✸✼



❲❛r② ♦❢ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥❛st✐♥❡ss✱ ②♦✉ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ✇♦♥❞❡r✿ ✐❢ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t✇✐❝❡✱
❝❛♥ ✇❡ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛rr✐✈❡ ❛t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♥s✇❡r❄ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛r❡
❜✐♥❛r②✱ ✇❡ ❝❛♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✏✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✑ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜✐♥❛r② ✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ st♦r❡❞
❛s ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡❛❧❧② ❞♦❡s ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳
❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ✉s❡s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ♠❛② ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐❝❡s ♠❛② ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s✦✮✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡
✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡ ∆wij ♦♥ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❞✐✈❡r❣❡ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s
t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ t♦ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✈❡r②
s♠❛❧❧ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✐♥ s✐♥❣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ s♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
st❡♣ ♥❡❡❞ ♥♦t ❡①❡❝✉t❡ ✈❡r② ❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❉❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ✇❡✐❣❤ts ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❘❇▼ ❛♥❞ ❢♦r❣❡t ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r❡❡♥
✇❡✐❣❤ts✳

✷✳ ❊❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ k s❡♥❞s t♦ ♠❛❝❤✐♥❡ k′ t❤❡ s❧✐❝❡ ♦❢ ✐ts ♣✉r♣❧❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ♠❛❝❤✐♥❡ k′ ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜❧❧ ✐♥ ✐ts ❣r❡❡♥ ✇❡✐❣❤ts✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠✉st s❡♥❞ 1
K2 t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① t♦ K−1 ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❙✐♥❝❡ K ♠❛❝❤✐♥❡s ❛r❡

s❡♥❞✐♥❣ st✉✛ ❛r♦✉♥❞✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ K−1
K · ✭s✐③❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐①✮✳

❚❤✉s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛♥❛❣❡ t♦ s♣♦✐❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✕ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s
♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥♦r❞✐♥❛t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❲❡✬✈❡ ♦♠✐tt❡❞ ❜✐❛s❡s ❢r♦♠ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤✉s ❢❛r❀ t❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r ♥✉✐s❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❜✐❛s❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ K ❝❤✉♥❦s ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❊❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣
t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❜✐❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts ♦♥ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥
❜✐❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ♦♥ t❤❡ ❣r❡❡♥ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❊❛❝❤ ❜✐❛s ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♦♥❧②
♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ s♦ ✐ts ✉♣❞❛t❡ ♦♥❧② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ✉♣❞❛t❡s ✐♥ ❈❉✲✶ ❛r❡

∆bv
i = ǫ (< vi > − < v′i >) ,

∆bh
j = ǫ

(

< hj > − < h′
j >
)

✇❤❡r❡ bv
i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t i ❛♥❞ bh

j ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t j✳ ❈❧❡❛r❧② ❛❢t❡r st❡♣
✶✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ < vi >✳ ❆❢t❡r st❡♣ ✷ ✐t ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ < hj >✳ ❆❢t❡r st❡♣ ✹ ✐t ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
< v′i >✳ ❆♥❞ ❛❢t❡r st❡♣ ✻ ✐t ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ < h′

j >✳

✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛ ❈ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s
t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❚❤❡ ❈ ❝♦❞❡ ❞♦❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡
✇❤❛t❡✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇▲❆❙ ✭❇❛s✐❝ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ❙✉❜♣r♦❣r❛♠s✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛tr✐①
❛♥❞ ✈❡❝t♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❲❡ ✉s❡ ❚❈P s♦❝❦❡ts t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡s ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❝❦❡ts✳
❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣t❤r❡❛❞s ❧✐❜r❛r② t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❛❝r♦ss ❝♦r❡s✳

❲❡ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❛❢t❡r tr❛✐♥✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❜❛t❝❤ ♦❢ ✽✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡❞
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t♦ ✇✐t❤✐♥ 10−9 ❛t s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧s♦
❝♦♠♣✉t❡s ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t ❞❡❝❛② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳

❲❤❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛❝r♦ss K ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❛✇♥s K − 1 ✇r✐t❡r t❤r❡❛❞s ❛♥❞ K − 1
r❡❛❞❡r t❤r❡❛❞s ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤r❡❛❞s t❤❛t ❞♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ✏✇♦r❦❡r✑
t❤r❡❛❞s✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡r t❤r❡❛❞s ✐s ❛ r✉♥✲t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ♠♦st s❡♥s✐❜❧❡ t♦ s❡t ✐t t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦r❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

✸✽



✹✳✸✳✶ ❲r✐t❡r t❤r❡❛❞s

❊❛❝❤ ✇r✐t❡r t❤r❡❛❞ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s❡♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
✇r✐t❡r t❤r❡❛❞ ✐s ❛ q✉❡✉❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦❡r t❤r❡❛❞s ❛❞❞ ✐t❡♠s t♦ t❤❡s❡ q✉❡✉❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞ t❤❡✐r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇r✐t❡r t❤r❡❛❞s ❞❡q✉❡✉❡ t❤❡s❡ ✐t❡♠s ❛♥❞ s❡♥❞ t❤❡♠ t♦ t❤❡✐r t❛r❣❡t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛② s♦ t❤❛t ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ❤❛s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐t ♥❡❡❞s
t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❧❛② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐t ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ ✐t st✐❧❧ ❤❛s t♦ s❡♥❞ s♦♠❡
❞❛t❛ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡✳

✹✳✸✳✷ ❘❡❛❞❡r t❤r❡❛❞s

❊❛❝❤ r❡❛❞❡r t❤r❡❛❞ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r t❤r❡❛❞
r❡❛❞s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐ts t❛r❣❡t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ❛rr✐✈❡s✳ ❚❤✐s s❡t✉♣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ❛tt❡♠♣t t♦ s❡♥❞
❞❛t❛ ❡✈❡r ❜❧♦❝❦s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s st✐❧❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ t❤r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ t❤❛t✬s
r❡❛❞② t♦ r❡❝❡✐✈❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♥♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡✈❡r
❤❛s t♦ ❞❡❧❛② r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❞❛t❛ ♠❡r❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s st✐❧❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✕ ✽✵✵✵ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts
❛♥❞ ✷✵✵✵✵ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✽✵✵✵ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❜✐♥❛r② ❞❛t❛ ✭❤♦♣❡❢✉❧❧②
♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✽✵✵✵✮✳ ❲❡ r❛♥
t❤❡s❡ t❡sts ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❞✉❛❧✲❝♦r❡ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ✸●❍③ ❈P❯s✳ ❲❡ ✉s❡❞ ■♥t❡❧✬s ▼❑▲ ✭▼❛t❤ ❑❡r♥❡❧
▲✐❜r❛r②✮ ❢♦r ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛r❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✲❧✐♠✐t❡❞ s♦ r❡t✉r♥s ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞
✇❤❡♥ ✇❡ st❛rt❡❞ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉rt❤ t❤r❡❛❞✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦ s♣❡❡❞ ❛t ✶✵✺ ▼❇✴s✱ ✇❤❡r❡
✶ ▼❇ ❂ ✶✵✵✵✵✵✵ ❜②t❡s✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦ ❧❛t❡♥❝② ❛t ✵✳✵✾✶♠s✳ ❖✉r ♥❡t✇♦r❦ ✐s s✉❝❤ t❤❛t
♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛t t❤❡ ♣❡❛❦ s♣❡❡❞ ✇✐t❤♦✉t s❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❞♦✇♥✳ ■♥ ❛❧❧ ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ t♦♦❦ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❢♦✉r s❡❝♦♥❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✭t✇♦ s❡❝♦♥❞s
❛t s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ t✐♠❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉r ✜❣✉r❡s✳ ❚❤❡ ❘❇▼ ✇❡ st✉❞② ❤❡r❡ t❛❦❡s✱
❛t ❜❡st✱ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s ♣❡r ❜❛t❝❤ t♦ tr❛✐♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✱ s♦ t❤❡ ❢♦✉r✲s❡❝♦♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s
✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸ s❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s
❛♥❞ t❤r❡❛❞s✳✷ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛❜s♦❧✉t❡ s♣❡❡❞s s♦ ♥♦ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭♥♦r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✜❣✉r❡s✮ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺ s❤♦✇ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡s❡
❘❇▼s ♦♥ ✽✵✵✵ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞
s♠❛❧❧❡r ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡s ❛r❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ❙✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ✐♥✐t✐❛❧❧② ✭♥❡❛r❧② ✸①✮
❜✉t ✇✐♥❞s ✉♣ ❛❜♦✉t ✷① ❢❛st❡r ❛❢t❡r ♠✉❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣✳ ❋♦r ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼s✱ ✐t ✐s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s
❜❡tt❡r t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❛❝r♦ss ♠❛❝❤✐♥❡s t❤❛♥ ❛❝r♦ss ❝♦r❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥✲
t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼s✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡s ♠❛❦✐♥❣ ✐ts❡❧❢ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❛❧s♦
❤❛r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❢♦r ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✐s ✶✵✵✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤♦✇ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛✈❡ t♦ t❛❧❦ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡s ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❛❧❡s ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t
❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s✐♥❣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❢❛st❡r ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳

❲✐t❤ ❜✐♥❛r② ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❡❛rs t♦ s❝❛❧❡ r❛t❤❡r ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ✈✐✈✐❞❧②✳■t s❤♦✇s t❤❛t ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈❡r② ♥❡❛r❧② ❞♦✉❜❧❡s t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳✸ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✐s ✶✵✵ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡ r❛t❤❡r ❢r❛❣♠❡♥t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡
✉♥✐ts ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❛❧❡s ❥✉st s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✐s ✶✵✵✵✱

✷❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ♦♥❡ t❤r❡❛❞ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✕ ♦♥❡ t❤❛t
❞✐❞ ♥♦t ✐♥❝✉r ❛❧❧ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ t❤r❡❛❞s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ ②❡t ❛ t❤✐r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✕ ♦♥❡ t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❝✉r t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛❝r♦ss ♠❛❝❤✐♥❡s ✭✐✳❡✳ ❤❛✈✐♥❣ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡ t✇✐❝❡✮✳ ❲❤❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♠❡r❡❧② ❛❝r♦ss ❝♦r❡s ❛♥❞ ♥♦t ♠❛❝❤✐♥❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ♦♥❧② ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ❜② ♦♥❡ ❝♦r❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦r❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
✏s❡❡✑ t❤❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t ❛❢t❡r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛♥t ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥❝ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤r❡❡ t♦ t✇♦ ♣❡r
✐t❡r❛t✐♦♥✳

✸❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❞✐❞♥✬t s❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈❡rs✉s ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ✐s t❤❛t
t❤❡ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ ♥✉♠❜❡rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❞❡ ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦♦t♥♦t❡✮ ❛♥❞ s♦ t❤❡② ✇♦✉❧❞♥✬t
♦✛❡r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

✸✾



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙♣❡❡❞✉♣ ❞✉❡ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼ ✭✈❡rs✉s ♦♥❡ t❤r❡❛❞ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥
♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮✳ ✭❛✮ ▼✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❜✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✵✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
✢♦❛ts✱ ✭❝✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❞✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✵✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✳

✹✵



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙♣❡❡❞✉♣ ❞✉❡ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼ ✭✈❡rs✉s ♦♥❡ t❤r❡❛❞ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥
♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮✳ ✭❛✮ ▼✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❜✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✵✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
✢♦❛ts✱ ✭❝✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❞✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✵✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✳

✹✶



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚✐♠❡ t♦ tr❛✐♥ ♦♥ ✽✵✵✵ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❜✐♥❛r② ❞❛t❛ ✭❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼✮✳ ✭❛✮ ▼✐♥✐✲
❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❜✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✵✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❝✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤
s✐③❡ ✶✵✵✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❞✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✵✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✳

✹✷



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚✐♠❡ t♦ tr❛✐♥ ♦♥ ✽✵✵✵ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❞❛t❛ ✭●❛✉ss✐❛♥✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼✮✳ ✭❛✮
▼✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❜✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✵✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❝✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤
s✐③❡ ✶✵✵✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ ✭❞✮ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✶✵✵✵✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✳

✹✸



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼ ❛❝r♦ss ❢♦✉r
♠❛❝❤✐♥❡s ✈❡rs✉s t✇♦ ✭❜❧✉❡ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ ❡✐❣❤t ♠❛❝❤✐♥❡s ✈❡rs✉s ❢♦✉r ✭r❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞s✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❞♦✉❜❧✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈❡r② ♥❡❛r❧② ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❛❧❡s ❛❧♠♦st ❛s ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲t♦✲❜✐♥❛r② ❝❛s❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❝❛s❡✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✐s ✶✵✵✱ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ s❝❛❧❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲t♦✲❜✐♥❛r② ♦♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲t♦✲❜✐♥❛r② ❝❛s❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❧♠♦st✱ ❜✉t ♥♦t
q✉✐t❡✱ ❞♦✉❜❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✹✳✹✳✶ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✳ ●✐✈❡♥ K ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❡r tr❛✐♥✐♥❣ ❜❛t❝❤ ♦❢ ✽✵✵✵ ❡①❛♠♣❧❡s ❧✐❦❡ t❤✐s✿ ✐♥ st❡♣s ✸ ❛♥❞ ✼✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s t♦
s❡♥❞ ✐ts ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤✉s ✐t ❤❛s t♦ s❡♥❞

2 · (K − 1) · 8000 · 20000

K
❜✐ts✳

■♥ st❡♣ ✺ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s t♦ s❡♥❞ ✐ts ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡
✉♥✐ts ❛r❡ ❜✐♥❛r②✱ t❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r

(K − 1) · 8000 · 8000

K
❜✐ts.

❚❤❡s❡ s✉♠ t♦

(K − 1)
(

3.84 × 108
)

K
❜✐ts

= 48 · (K − 1)

K
▼❇ ✳

❚❤✉s t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ s❡♥t ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ r❡❝❡✐✈❡❞✮ ❜② ❛❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ✐s 48 · (K − 1)▼❇✳ ■♥ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥✲t♦✲❜✐♥❛r② ❝❛s❡✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❧❛r❣❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✇❡✬r❡ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡

✹✹



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼ ❛❝r♦ss
❢♦✉r ♠❛❝❤✐♥❡s ✈❡rs✉s t✇♦ ✭❜❧✉❡ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ ❡✐❣❤t ♠❛❝❤✐♥❡s ✈❡rs✉s ❢♦✉r ✭r❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞s✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈❡r② ♥❡❛r❧② ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✹✺



◆✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✿ ✶ ✷ ✹ ✽

❉❛t❛ s❡♥t ✭▼❇✮ ✭❜✐♥❛r② ✈✐s✐❜❧❡s✮✿ ✵ ✹✽ ✶✹✹ ✸✸✻

❉❛t❛ s❡♥t ✭▼❇✮ ✭●❛✉ss✐❛♥ ✈✐s✐❜❧❡s✱ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✮✿ ✵ ✷✾✻ ✽✽✽ ✷✵✼✷

❉❛t❛ s❡♥t ✭▼❇✮ ✭●❛✉ss✐❛♥ ✈✐s✐❜❧❡s✱ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✮✿ ✵ ✺✺✷ ✶✻✺✻ ✸✽✻✹

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❚♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ s❡♥t ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ r❡❝❡✐✈❡❞✮ ❜② t❤❡ ❘❇▼s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

♦r ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r✐s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s❤♦✇s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❞❛t❛ ✇❛s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ❘❇▼s t❤❛t ✇❡ tr❛✐♥❡❞ ✭♥♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② q✉✐❝❦✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭✹✽▼❇ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮✳ ❙♦ ✐❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✳

■t ❧♦♦❦s ❛s t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s
♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇✉t ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡❞ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ tr❛✐♥ ❛♥ ❘❇▼ ♦♥ ❜✐♥❛r✐③❡❞ ▼◆■❙❚ ❞✐❣✐ts ✭✼✽✹ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✱ ✸✾✷ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✮✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❛❢t❡r ✇❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❇✉t ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t ✐t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② t❛❦✐♥❣
♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ♣❡r ❜❛t❝❤✳

✹✳✺ ❖t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❲❡✬❧❧ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❛ ❢❡✇ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❘❇▼ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❆❧❧ ♦❢
t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r✲♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡❛❧ ❢♦r
❜✐♥❛r②✲t♦✲❜✐♥❛r② ❘❇▼s✳ ❇✉t ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲t♦✲❜✐♥❛r② ❝❛s❡ t❤❛♥ ❞♦❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
st❡♣ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♥♦t
❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡ t✇✐❝❡✱ t❤❡r❡❜② s❛✈✐♥❣ ✐ts❡❧❢ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❛ s❡❝♦♥❞
❜❡♥❡✜t ♦❢ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s t✇✐❝❡✳ ❙t✐❧❧✱ ✐t ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧② ✐♥
♠♦st ❝❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❇✉t
✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✐t ✇✐❧❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣
s✐♥❣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛ts✱ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

mhK

8
+ 4mvK ≥ 4vh

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡✱ v ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✱ h ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts✱ ❛♥❞ K
✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❥✉st ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t
♠❛tr✐①✳ ❙♦✱ ❜r♦❛❞❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ✐s s♠❛❧❧
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❏✉st t♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ❢♦r ✇❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭v = 8000, h = 20000✮✱ ✇✐t❤ K = 8 ♠❛❝❤✐♥❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
t❤❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐❜❛t❝❤ s✐③❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✺✸✽✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t
♠❡r❡❧② ❛❞❞✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣✉s❤❡s t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t✱ s♦ ✐t ♠❛② st❛rt
t♦ ❧♦♦❦ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✳

❆♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ❘❇▼s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡
❢❡✇❡r ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts t❤❛♥ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✳ ■♥ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇s 1/Kt❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
✭t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❜② ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✮✱ ✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♥♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛♥② ❤✐❞❞❡♥
✉♥✐t✳ ❙♦ ✐♥st❡❛❞ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ✐♥♣✉ts t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ❞✉❡ t♦ ✐ts
1/Kt❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■t ❞♦❡s t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

✷✳ ❊❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ s❡♥❞s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❡ 1/Kt❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❛r❡s ❛❜♦✉t✳

✸✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉ts t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t
❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ t❤❡② ❛❧❧ s❡♥❞ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❜✐♥❛r② ✈❛❧✉❡s s♦ t❤✐s st❡♣ ✐s ❝❤❡❛♣✳

✹✻



✹✳ ❊❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s 1/Kt❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ✇❡✐❣❤ts✳

✺✳ ❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♦♣❡r❛t❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✱ ❛s ✐♥ st❡♣s
✶✲✹✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr❛❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐t ✐♥♣✉ts✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✱ t❤✐s ✐s ❛ ✇✐♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥
t❤✐s ✈❛r✐❛♥t✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ✇❡✐❣❤ts ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤
✇❡✐❣❤t ✐s ♦♥❧② st♦r❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ s♦ ✐ts ✉♣❞❛t❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦
❛✈♦✐❞s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts t❤❛♥ ✈✐s✐❜❧❡
✉♥✐ts✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐❧❧ ❦♥♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❦♥♦✇ t❤❡ ❣r❡❡♥ ✇❡✐❣❤ts
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤✉s ♥♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❧♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡② ✇✐❧❧
❝♦♦♣❡r❛t❡ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐t ✐♥♣✉ts✳✹

❆ t❤✐r❞✱ ♥❛✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❘❇▼ tr❛✐♥✐♥❣ ✇♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s
tr❛✐♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✭♠✐♥✐✲✮♠✐♥✐❜❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡♥❞ t❤❡✐r ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡s t♦ s♦♠❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ✏♠❛✐♥✑
♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ s❡♥❞ ♦✉t t❤❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① t♦
❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♠✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧②
s❧♦✇✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡♥t 2(K − 1) t✐♠❡s ❢♦r ❡✈❡r② ♠✐♥✐❜❛t❝❤✳

✹❲❡ ❤❛✈❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❡st❡❞ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ✽✵✵✵ ✈✐s✐❜❧❡ ✴ ✷✵✵✵✵ ❤✐❞❞❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✸✵✪
❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐ts t❤❛♥ ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✳ ■t
❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❛t ❣r❡❛t ✐♥ ♦✉r s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡
✉s❡❞ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ♦✉r ❘❇▼s✳

✹✼



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❚❤❡ ❩❈❆ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❲❡ ❝❛♥ st♦r❡ n d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛ d×n ♠❛tr✐① X✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥✱ t❤❡✐r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

1

n − 1
XXT .

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞♦ t❤✐s ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ W ✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛tr✐① X ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Y = WX.

■♥ ♦r❞❡r ❢♦r W t♦ ❜❡ ❛ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ Y Y T ♠✉st ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉r s❡❛r❝❤
♦♥❧② t♦ W s t❤❛t s❛t✐s❢②

Y Y T = (n − 1)I.

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ W s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛ ♠❛tr✐① ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ W s t❤❛t ✜t t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉r s❡❛r❝❤ ❢✉rt❤❡r ❜② r❡q✉✐r✐♥❣

W = WT .

●✐✈❡♥ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ W ✿

Y Y T = (n − 1)I

WXXT WT = (n − 1)I

WT WXXT WT = (n − 1)WT

W 2XXT WT = (n − 1)WT

W 2XXT = (n − 1)I

W 2 = (n − 1)(XXT )−1

W =
√

n − 1(XXT )−
1
2 .

(XXT )−
1
2 ✐s ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ XXT ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s✱

XXT = PDPT

❢♦r s♦♠❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① P ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① D✳ ❙♦

(XXT )−
1
2 =

(

(

XXT
)−1
)

1
2

=
(

(

PDPT
)−1
)

1
2

=
(

PD−1PT
)

1
2

= PD− 1
2 PT ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ D− 1
2 ✐s ❥✉st D ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r − 1

2 ✳

✹✽



❙♦✱ W = (XXT )−
1
2 tr❛♥s❢♦r♠s X ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞

✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② ✶✳ W ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s r♦t❛t✐♥❣
X t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r♦t❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ♣✐①❡❧ s♣❛❝❡✳ W ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❩❡r♦ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❆♥❛❧②s✐s ✭❩❈❆✮ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

Y Y T = ❞✐❛❣♦♥❛❧.

❚❤❡ ❞❡✇❤✐t❡♥✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ W−1✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

W−1 = PD
1
2 PT .

✹✾



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❋❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s

❆ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✳ ◆❡✉r♦♥ k ✐♥ ❧❛②❡r l r❡❝❡✐✈❡s
❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡

xl
k = bl

k +

Nl−1
∑

i=1

wl−1
ik yl−1

i

✇❤❡r❡

• bl
k ✐s t❤❡ ❜✐❛s ✐♥t♦ ♥❡✉r♦♥ k ✐♥ ❧❛②❡r l✱

• Nl−1 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❧❛②❡r l − 1✱

• wl−1
ik ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐t i ✐♥ ❧❛②❡r l − 1 ❛♥❞ ✉♥✐t k ✐♥ ❧❛②❡r l✱ ❛♥❞

• yl−1
i ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✉♥✐t i ✐♥ ❧❛②❡r l − 1✳

❚❤❡ ♥❡✉r♦♥ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts ♦✉t♣✉t
yl

k = f(xl
k)

✇❤❡r❡ f ✐s ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥✬s t♦t❛❧ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ✏♥❡✉r♦♥s✑ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❧❛②❡r ❥✉st
♦✉t♣✉t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

E(yL
1 , . . . , yL

NL
)

♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❥✉st ❛♥♦t❤❡r ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣
♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r✮✱ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ E s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
s♦ ∂E

∂yL
k

✐s r❡❛❞✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❆ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r✳

✺✵



❚r❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❧❛♠♣✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♥❡✉r♦♥s ❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❜✐❛s❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂E

∂wl−1
ik

=
∂E

∂xl
k

yl−1
i

∂E

∂bl
k

=
∂E

∂xl
k

∂E

∂xl
k

=
∂E

∂yl
k

∂yl
k

∂xl
k

∂E

∂yl
k

=







∂E
∂yL

k

✐❢ l = L
∑Nl+1

i=1
∂E

∂xl+1
i

wl
ki ♦t❤❡r✇✐s❡

.

∂E
∂yL

k

✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱

✇♦r❦✐♥❣ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✶



❆♣♣❡♥❞✐① ❈

▲❛❜❡❧❡r ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❤❡❡t

❈r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡

✶✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❡st ✐s✿ ❲♦✉❧❞ ②♦✉ ❜❡ q✉✐t❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s❛② t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♥❛♠❡ ✐❢ ❛s❦❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s✐❝
❝❛t❡❣♦r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡❄

✷✳ ■t✬s ✇♦rs❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞♥✬t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛♥ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ♦♥❡✳ ❋❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛r❡ ✇♦rs❡
t❤❛♥ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✳

✸✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧❧② ♣r♦♠✐♥❡♥t✱ r❡❥❡❝t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ r✐❣❤t ❝❧❛ss✳

■◆❈▲❯❉❊ ❊❳❈▲❯❉❊

✹✳ ■❢ ✐t ✐s ❛ ❧✐♥❡ ❞r❛✇✐♥❣ ♦r ❝❛rt♦♦♥✱ r❡❥❡❝t✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❛❝❝❡♣t ❢❛✐r❧② ♣❤♦t♦r❡❛❧✐st✐❝ ❞r❛✇✐♥❣s t❤❛t ❤❛✈❡
✐♥t❡r♥❛❧ t❡①t✉r❡✳

■◆❈▲❯❉❊ ❊❳❈▲❯❉❊

✺✳ ❉♦ ♥♦t r❡❥❡❝t ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐s ✉♥✉s✉❛❧ ♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❝❝❧✉❞❡❞ ✭♣r♦✈✐❞❡❞
②♦✉ t❤✐♥❦ ②♦✉ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ r✐❣❤t ❧❛❜❡❧ ✇✐t❤♦✉t ♣r✐♠✐♥❣✮✳ ❲❡ ✇❛♥t ♦♥❡s ✇✐t❤ ✉♥✉s✉❛❧
✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳

■◆❈▲❯❉❊ ❊❳❈▲❯❉❊

✻✳ ❉♦ ♥♦t r❡❥❡❝t ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ❝❧✉tt❡r❡❞✳ ❲❡ ✇❛♥t s♦♠❡ ❝❧✉tt❡r❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s✳ ❇✉t
❛❧s♦✱ ❞♦ ♥♦t r❡❥❡❝t ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✳
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✼✳ ❉♦ ♥♦t ✇♦rr② t♦♦ ♠✉❝❤ ❛❜♦✉t ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ♦r ♥❡❛r ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳ ■❢ ②♦✉ ❛r❡ ♣r❡tt② s✉r❡ ✐t✬s ❛
❞✉♣❧✐❝❛t❡✱ r❡❥❡❝t ✐t✳ ❇✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♥② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❧❛t❡r✱ s♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s
✐s ♥♦t ❛ ❜❛❞ ❡rr♦r✳

✽✳ ■❢ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ❤❛s t✇♦ ♠❡❛♥✐♥❣s ✭❧✐❦❡ ♠♦✉s❡✮✱ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❞♦✉❜t
❛❜♦✉t ✇❤❛t t❤✐s ✐s✱ t❤❡♥ ❛s❦✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❉

❈■❋❆❘✲✶✵✵ ❝❧❛ss str✉❝t✉r❡

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ s✉♣❡r❝❧❛ss str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈■❋❆❘✲✶✵✵ ❞❛t❛s❡t✳ ❊❛❝❤ s✉♣❡r❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s ✜✈❡
❝❧❛ss❡s✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ✐s ♣❧✉r❛❧✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡rs ✇❡r❡ ✐♥str✉❝t❡❞ ♥♦t t♦ r❡❥❡❝t ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♣♣❡❛r✳

✶✳ ❛q✉❛t✐❝ ♠❛♠♠❛❧s

• ❜❡❛✈❡r

• ❞♦❧♣❤✐♥

• ♦tt❡r

• s❡❛❧

• ✇❤❛❧❡

✷✳ ✜s❤

• ✢❛t✜s❤

• ♦r❞✐♥❛r② ✜s❤ ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ tr♦✉t ❛♥❞ ✢❛t✜s❤ ❛♥❞ s❛❧♠♦♥✮

• r❛②

• s❤❛r❦

• tr♦✉t

✸✳ ✢♦✇❡rs

• ♦r❝❤✐❞s

• ♣♦♣♣✐❡s

• r♦s❡

• s✉♥✢♦✇❡rs

• t✉❧✐♣s

✹✳ ❢♦♦❞ ❝♦♥t❛✐♥❡rs

• ❜♦tt❧❡s

• ❜♦✇❧s

• ❝❛♥s

• ❝✉♣s✱ ♠✉❣s✱ ❣❧❛ss❡s

• ♣❧❛t❡s

✺✳ ❢r✉✐t ❛♥❞ ✈❡❣❡t❛❜❧❡s

• ❛♣♣❧❡s

• ♠✉s❤r♦♦♠s
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• ♦r❛♥❣❡s

• ♣❡❛rs

• s✇❡❡t ♣❡♣♣❡rs

✻✳ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s

• ❝❧♦❝❦

• ❝♦♠♣✉t❡r ❦❡②❜♦❛r❞

• ❧❛♠♣

• t❡❧❡♣❤♦♥❡

• t❡❧❡✈✐s✐♦♥

✼✳ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❢✉r♥✐t✉r❡

• ❜❡❞

• ❝❤❛✐r

• ❝♦✉❝❤

• t❛❜❧❡

• ✇❛r❞r♦❜❡

✽✳ ✐♥s❡❝ts

• ❜❡❡

• ❜❡❡t❧❡

• ❜✉tt❡r✢②

• ❝❛t❡r♣✐❧❧❛r

• ❝♦❝❦r♦❛❝❤

✾✳ ❧❛r❣❡ ❝❛r♥✐✈♦r❡s

• ❜❡❛r

• ❧❡♦♣❛r❞

• ❧✐♦♥

• t✐❣❡r

• ✇♦❧❢

✶✵✳ ❧❛r❣❡ ♠❛♥✲♠❛❞❡ ♦✉t❞♦♦r t❤✐♥❣s

• ❜r✐❞❣❡

• ❝❛st❧❡

• ❤♦✉s❡

• r♦❛❞

• s❦②s❝r❛♣❡r

✶✶✳ ❧❛r❣❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦✉t❞♦♦r s❝❡♥❡s

• ❝❧♦✉❞

• ❢♦r❡st

• ♠♦✉♥t❛✐♥

• ♣❧❛✐♥

• s❡❛

✶✷✳ ❧❛r❣❡ ♦♠♥✐✈♦r❡s✴❤❡r❜✐✈♦r❡s
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• ❝❛♠❡❧

• ❝❛tt❧❡

• ❝❤✐♠♣❛♥③❡❡

• ❡❧❡♣❤❛♥t

• ❦❛♥❣❛r♦♦

✶✸✳ ♠✐❞✲s✐③❡ ♠❛♠♠❛❧s

• ❢♦①

• ♣♦r❝✉♣✐♥❡

• ♣♦ss✉♠

• r❛❝❝♦♦♥

• s❦✉♥❦

✶✹✳ ♥♦♥✲✐♥s❡❝t ✐♥✈❡rt❡❜r❛t❡s

• ❝r❛❜

• ❧♦❜st❡r

• s♥❛✐❧

• s♣✐❞❡r

• ✇♦r♠

✶✺✳ ♣❡♦♣❧❡

• ❜❛❜②

• ❜♦②

• ❣✐r❧

• ♠❛♥

• ✇♦♠❛♥

✶✻✳ r❡♣t✐❧❡s

• ❝r♦❝♦❞✐❧❡

• ❞✐♥♦s❛✉r

• ❧✐③❛r❞

• s♥❛❦❡

• t✉rt❧❡

✶✼✳ s♠❛❧❧ ♠❛♠♠❛❧s

• ❤❛♠st❡r

• ♠♦✉s❡

• r❛❜❜✐t

• s❤r❡✇

• sq✉✐rr❡❧

✶✽✳ tr❡❡s

• ♠❛♣❧❡

• ♦❛❦

• ♣❛❧♠

• ♣✐♥❡
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• ✇✐❧❧♦✇

✶✾✳ ✈❡❤✐❝❧❡s ✶

• ❜✐❝②❝❧❡

• ❜✉s

• ♠♦t♦r❝②❝❧❡

• ♣✐❝❦✉♣ tr✉❝❦

• tr❛✐♥

✷✵✳ ✈❡❤✐❝❧❡s ✷

• ❧❛✇♥✲♠♦✇❡r

• r♦❝❦❡t

• str❡❡t❝❛r

• t❛♥❦

• tr❛❝t♦r
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
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❧❛②❡r ♥❡t✇♦r❦s
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