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ABSTRACT

❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❛r❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦♦❧ t♦ ❤❡❧♣ ✜♥❞ ✐t❡♠s ♦❢

✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ ❛♥ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐t❡♠s✳ ❈♦❧✲

❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✭❈❋✮✱ t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r r❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❡r s②st❡♠s✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ s❡t ♦❢ ❧✐❦❡✲♠✐♥❞❡❞

✉s❡rs ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✜♥❞ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ♥❡✇ ✉s❡r

♣♦s❡s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ❈❋ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡rs✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳ ❆ ♥❡✇ ✉s❡r ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♥❡❡❞s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❞♦❡s ♥♦t

❛✮ ❛❜❛♥❞♦♥ ❛ ❧❡♥❣t❤② s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❜✮ ❧♦s❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡✲

t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛✲

t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✷✸❪ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②

❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡✇

✉s❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞

❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞

❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ r❡❛❧ ✉s❡rs ♦❢ ❛ ❧✐✈❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②s✲

t❡♠✳

1. INTRODUCTION
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✭❈❋✮✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s
❣❡♥❡r❛t❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✉s❡r ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♦♣✐♥✲
✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ✉s❡rs ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r t❛st❡✳ ❚❤❡s❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r
s②st❡♠s ❛r❡ ❛ ♥✐❝❡ t♦♦❧ ❜r✐♥❣✐♥❣ ♠✉t✉❛❧ ❜❡♥❡✜ts t♦ ❜♦t❤
✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ✇✐t❤ t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❯s❡rs ❜❡♥❡✜t ❛s t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✐t❡♠s ♦❢ ✐♥t❡r✲
❡st ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐t❡♠s✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡✲❝♦♠♠❡r❝❡ s✐t❡s t❤❛t ❡♠♣❧♦② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r
s②st❡♠s ❜❡♥❡✜t ❜② ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❛❧❡s r❡✈❡♥✉❡ ✐♥ ❛t
❧❡❛st t✇♦ ✇❛②s✿ ❛✮ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❝✉st♦♠❡rs✬ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ✐t❡♠s
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜✉②✱ ❛♥❞ ❜✮ ❜② ❝r♦ss✲s❡❧❧✐♥❣ ✐t❡♠s✳

Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ ❛ ✉s❡r ✜rst ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ❛ r❡❝✲
♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠✱ t❤❡ s②st❡♠ ❦♥♦✇s ♥♦t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ❤❡r
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡♥t
❛♥② ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s t♦ ❤❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❝♦❧❞✲st❛rt ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♠✲
♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❬✶✺❀ ✻❀ ✺❀ ✷✾❀ ✷✵❪✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦❧❞ st❛rt
♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❜♦t❤ ♥❡✇ ✉s❡rs ❛♥❞ ♥❡✇ ✐t❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱
✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦❧❞✲st❛rt ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♥❡✇ ✉s❡rs ♦❢ r❡❝✲
♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s✳ ❲❡ ♣♦s❡ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥ ❛s✿ ❤♦✇

1❈❧❛②♣♦♦❧ ❡t ❛❧✳ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡ ❡❛r❧② r❛t❡r
♣r♦❜❧❡♠✳

❝❛♥ ✇❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❧❡❛r♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♥❡✇ ✉s❡rs s♦ t❤❛t t❤❡②
❝❛♥ ❜❡❣✐♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠❄ ❆ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②s✲
t❡♠s ✐s t❤❡ s②st❡♠✐❝ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✖r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r
s②st❡♠s ❝❛♥♥♦t s❡r✈❡ ❛♥②❜♦❞② ✇✐t❤ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥✲
❞❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ s✐t❡ ❤❛s ❥✉st st❛rt❡❞✱ ❞❡✈♦✐❞ ♦❢ ❛♥② ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥②❜♦❞②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡♠❜❡r ❜❛s❡ ❤❡r❡✳
❯s❡r ♣r♦✜❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❯s❡r ▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡✲
s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ ✇❛②s t♦ ❡❧✐❝✐t ✉s❡r
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r ②❡❛rs ❬✷✻❀ ✸✵❀ ✶✹❪✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐❢ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r ✐❞❡❛
t♦ ✉♥♦❜tr✉s✐✈❡❧② ❧❡❛r♥ ✉s❡r✲♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✉s❡rs ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❝❛t❡❣♦r✐③❡
t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ t❤✉s ❢❛r ✐s ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦
❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❬✶✸❪✳ ■♠♣❧✐❝✐t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ✏❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞
✐♥❢❡rr✐♥❣ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ✉s❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✑
❬✶✸❪✳ ■♥ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❞♦♠❛✐♥✱ ✐♠♣❧✐❝✐t t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ✐t❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞
❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧s♦✱ ✐♠♣❧✐❝✐t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧✐❝✲
✐t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♣t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♠❡♠❜❡rs ❝❛♥ ♦♥❧②
♣r♦✈✐❞❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❜② ❧✐st❡♥✐♥❣
t♦ ♦r s❦✐♣♣✐♥❣ ❛ s♦♥❣✱ ❜② ❜r♦✇s✐♥❣ ❛ ✇❡❜ ♣❛❣❡✱ ❜② ❞♦✇♥✲
❧♦❛❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❊①♣❧✐❝✐t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣❛r♥❡r ✏❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦✈✐❞❡s s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝ts t♦ t❤❡ ✉s❡r ♠♦❞❡❧✑ ❬✶✸❪✳
❊①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ✉s❡rs ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦r ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♦♥s ♦♥ s♦♠❡ r❛t✐♥❣ s❝❛❧❡✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✽❪✳
❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉s❡r ♣r♦✲
✜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✇❤♦ ✐s ✐♥
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❬✷❪ ❝❛❧❧s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤✉♠❛♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ❛♥❞
♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ❬✶✶❪✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s✱ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛✮ ❤✉♠❛♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ✉s❡r ❤❡rs❡❧❢ ✇❤♦ s❡✲
❧❡❝ts ✭❜② t②♣✐♥❣ t❤❡ t✐t❧❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ t❤❡ ✐t❡♠s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✱
❜✮ s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛❦❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐t❡♠s
❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✱ ❛♥❞ ❝✮ ♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡
♣r♦✈✐s✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ✉s❡r ❛♥❞ s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✉s❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s❝❤❡♠❡ ♠❛② ❝❛✉s❡ ♠♦r❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❜❡❤❛❧❢
♦❢ t❤❡ ✉s❡rs❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ✉s❡rs ♠❛② ❢❡❡❧ ❣♦♦❞ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❝❤❛r❣❡
❬✶✻❪✳ ❖♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s❝❤❡♠❡
✐s t❤❛t t❤❡ ✉s❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐t❡♠s t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❛t ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡❧❧✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡②

SIGKDD Explorations Volume 10, Issue 2 Page 90



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■♥ s♦♠❡ s②st❡♠s ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r
✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡♠ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t✳ ❙❤♦✇♥ ✐s ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢
t❤❡ P❛♥❞♦r❛ ♠✉s✐❝ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝✉rs ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
s✐❣♥✉♣ ❡✛♦rt ❢♦r ✐ts ♥❡✇ ♠❡♠❜❡rs✳ ❆ ♠❡♠❜❡r ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡
❛ s♦♥❣ s❤❡ ❤❛s ♥❡✈❡r ❤❡❛r❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❢t❡r s❤❡ ❤❛s ❧✐st❡♥❡❞ t♦
✐t ♦♥ P❛♥❞♦r❛✳

♠❛② ♦♥❧② r❡♠❡♠❜❡r ✇❤❛t t❤❡② ❧✐❦❡❞ t❤❡ ♠♦st✱ ♥♦t t❤❡ ♦♣♣♦✲
s✐t❡✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s❝❤❡♠❡ ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❞r❛✇ ♦✉t ✉s❡rs✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡
✉s❡r t♦ ♣✉t ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❆ ♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ♠❛②
❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❜♦t❤ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❝❤❡♠❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ♦♥❧②
♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♦♥❧✐♥❡ r❡t❛✐❧ s✐t❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇✐❞❡ ❝❛t✲
❡❣♦r② ♦❢ ✐t❡♠s✳ ❆ ✉s❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛② ♥♦t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t
❜❛❜② ♣r♦❞✉❝ts ❛t ❛❧❧✱ ❛♥❞ ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♦♣✐♥✐♦♥s ❛❜♦✉t
t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✉s❡r ♠❛② ✜rst ❤❡❧♣ t❤❡ s②st❡♠ ✜❧t❡r ♦✉t
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t t②♣❡s s❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠
❝❛♥ s✉❣❣❡st ✐t❡♠s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐t❡♠ ❝❛t✲
❡❣♦r✐❡s✳
❉❡s✐r❛❜❧❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ♥❡✇ ✉s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s✳ ❬✷✸❪ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛s♣❡❝ts ❛ ♥❡✇ ✉s❡r
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss
t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts ❤❡r❡✳ ❋✐rst✱ ✉s❡r ❡✛♦rt ✿ ❛ s✐❣♥✉♣
♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ♥♦t s❡❡♠ ❜✉r❞❡♥s♦♠❡ t♦ t❤❡ ♥❡✇❝♦♠❡r✖t❤❡
❢r✉str❛t❡❞ ✉s❡r ♠❛② ❣✐✈❡ ✉♣ t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐♥ s♦♠❡ s②st❡♠s✱ ❛s❦✐♥❣ ✉s❡rs ❢♦r t❤❡✐r ♦♣✐♥✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
✐t❡♠s t❤❡② ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ✉s❡r
❡✛♦rt ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦♠❡ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐t❡♠s
❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✉♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢❛♠✐❧✐❛r✐t② ✇✐t❤
t❤❡ ✐t❡♠s ♠❛② ♥♦t ♠❛tt❡r✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✱
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ P❛♥❞♦r❛ ♦♥❧✐♥❡ ♠✉✲
s✐❝ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦✛❡r❡❞ t❤❡ s♦♥❣s t❤❡② ❤❛✈❡
♥❡✈❡r ❤❡❛r❞ ♦❢ ❛♥❞ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❢t❡r t❤❡② ❧✐st❡♥❡❞
t♦ t❤❡ s♦♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✉s❡r
❡✛♦rt ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦r❡❞♦♠ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛
s❡r✐❡s ♦❢ ✐t❡♠s t❤❡ ✉s❡r ❞♦❡s ♥♦t ❧✐❦❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛✲
t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✿ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s r✐❣❤t
❛❢t❡r t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ✇♦✉❧❞
❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s✐t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
♣r♦✈✐❞❡ ✐t❡♠s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞r❛✇ ♦✉t
✉s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❝❝✉r❛t❡
r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡
♣♦✐♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡♠✳

❖✉r ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✷✸❪
❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❛✲
s✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢
✐t❡♠s✱ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡ ✐t❡♠s ❛r❡ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦✜❧❡s ♦❢ ♥❡✇ ✉s❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦

s❡❧❡❝t ✐t❡♠s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦♠♣ts
t❤❡ ✉s❡rs t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♣✐♥✐♦♥s ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s✱ ✉♥❞❡r t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞
❛s ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ s②st❡♠ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡
s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ✇❡❧❧✱ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❤❡❧♣s
❜♦t❤ s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♣❡r❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
♦✤✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❡❧♣ ✉s t♦ s❡t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡
♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡✐r ♦♥❧✐♥❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r✱
✇❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇❛r♥❡❞ ❛❜♦✉t ❛ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ✐♥
t❤❡ ♦✤✐♥❡ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤✐s str❛t❡❣② ♦♥❧✐♥❡
❛♥❞ ❜♦t❤❡r✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ ✉s❡rs✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ r❡❛❧ ✉s❡rs ♦♥❧✐♥❡✳

2. EXPERIMENTAL PLATFORM
❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t✲
❢♦r♠ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❈❋ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r
s②st❡♠ s✐t❡ ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞
q✉✐t❡ ❛ ❢❡✇ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✸❀ ✶❪ t♦ ❞❛t❡✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❝✐t❡❞ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❞✐s✲
t✐♥❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②❯s❡r✲❜❛s❡❞
k♥♥ ❛♥❞ ■t❡♠✲❜❛s❡❞ k♥♥✳ ❯s❡r✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❬✶✵❀ ✷✺❪ ❢♦❧✲
❧♦✇s ❛ t✇♦ st❡♣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐rst t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s wut,. ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ut ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✉s❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ r❛t❡❞ t❤❡ t❛r✲
❣❡t ✐t❡♠ at ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✖♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ P❡❛r✲
s♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❛r✲
❣❡t ✐t❡♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛t ♠♦st k ❝❧♦s❡st ✉s❡rs ❢♦✉♥❞
❢r♦♠ st❡♣ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✉s❡rs✬ ♠❡❛♥s✿ Rut +

Pk

i=1
(Rui,at −

Rui
)wui,ut/

Pk

i=1
wui,ut ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛tt❡♠♣t ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✉s❡rs ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦✲r❛t❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ✐t❡♠s✳
■♥ ■t❡♠✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❬✷✽❪ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
✐t❡♠s✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ r❛t❡❞ ✐t❡♠s
♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ut ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ t❛r❣❡t ✐t❡♠ at✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✬s r❛t✐♥❣s ♦♥ k ♠♦st s✐♠✐❧❛r ✐t❡♠s✿
Pk

i=1
(wat,ai

∗ Rut,ai
)/

Pk

i=1
(|wat,ai

|)✳
◆❡✇ ✉s❡r s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t✲
❢♦r♠✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ▼♦✈✐❡▲❡♥s

✷✱ ❛♥ ♦♥✲
❧✐♥❡ ♠♦✈✐❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s✐t❡ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧✲
t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ♠♦✈✐❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s t♦ ✐ts
♠❡♠❜❡rs✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ▼♦✈✐❡▲❡♥s ♥❡✇ ✉s❡r s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss✱
❛ ✉s❡r s❡❡s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s
❛ ❧✐st ♦❢ ✶✵✴✶✺ ♠♦✈✐❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡r r❛t❡s ❛s ♠❛♥② ♠♦✈✐❡s ❛s
s❤❡ ❝❛♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡ ✉♥t✐❧
s❤❡ ❤❛s r❛t❡❞ ✶✺ ♠♦✈✐❡s ✐♥ t♦t❛❧✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ s❤❡ ❡♥t❡rs t❤❡
❛❝t✉❛❧ s✐t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❍❡r❡ s❤❡ ❝❛♥ ❡①♣❡r✐✲
❡♥❝❡ ✇❤❛t s❤❡ ❝❛♠❡ t♦ ▼♦✈✐❡▲❡♥s ❢♦r✿ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s
♦♥ ♠♦✈✐❡s s❤❡ ❤❛s ♥♦t s❡❡♥ ②❡t✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ♣❛❣❡s s❤❡ ❤❛s t♦
❣♦ t❤r♦✉❣❤ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ t❤❡ ✜rst ✶✺ r❛t✐♥❣s✱ t❤❡
♠♦r❡ ❡✛♦rt s❤❡ ❤❛s t♦ ♣✉t t♦ s❝❛♥ t❤❡ ♠♦✈✐❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛❣❡✱
❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❢r✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ♠❛② s❡❡♠ t♦ ❤❡r✳
❉❛t❛✳ ❲❡ ❡①tr❛❝t ❛ ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠▼♦✈✐❡▲❡♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t✱
❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② D✱ ❤❛s ❛❜♦✉t ✶✶✱✵✵✵ ✉s❡rs✱ ✾✱✵✵✵ ♠♦✈✐❡s✱

2❤tt♣✿✴✴♠♦✈✐❡❧❡♥s✳✉♠♥✳❡❞✉
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❛♥❞ ✸ ♠✐❧❧✐♦♥ r❛t✐♥❣s ✐♥ ❛ s❝❛❧❡ ♦❢ ✵✳✺ t♦ ✺✳✵ st❛rs✱ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✵✳✺ st❛r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉s❡r×♠♦✈✐❡
♠❛tr✐① ✐s ❛❜♦✉t ✾✼✪ s♣❛rs❡✱ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠
❞❛t❛✳ ■♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t❤♦s❡ ✉s❡rs
✇❤♦ ❤❛✈❡ r❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✵ ♠♦✈✐❡s ❛♥❞ ❧♦❣❣❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st
t✇✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦❞❞s t❤❛t t❤❡ r❛t✐♥❣s ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❛r❡ ❢r♦♠ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ▼♦✈✐❡▲❡♥s✳
❲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ D ✐♥t♦ t✇♦ s❡ts Dtrn ❛♥❞ Dtst✱ ✇❤❡r❡ Dtrn ❣❡ts
❡❛❝❤ ✉s❡rs✬ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♥❣s✱ ❛♥❞ Dtst

❣❡ts t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✷✵✪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Dtrn ❛♥❞ Dtst ❜♦t❤
❝♦♥t❛✐♥ r❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✉s❡r✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❢✉rt❤❡r ❧❛t❡r✱ Dtrn ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞
t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s❀ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣
Dtst✳

3. STRATEGIES TO LEARN NEW USER

PROFILES
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❢❡✇ ♠❡❛s✉r❡s t♦
s❡❧❡❝t ✐t❡♠s ❢♦r t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✉s❡r ♣r♦✜❧❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ❜❛s❡❞
♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞r❛✇ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t tr✉❡ ✉s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

3.1 P♦♣✉❧❛r✐t②

P♦♣✉❧❛r✐t② ♦❢ ❛♥ ✐t❡♠ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡rs r❛t❡❞
t❤❡ ✐t❡♠✳ P♦♣✉❧❛r ✐t❡♠s ♠❛② ❜❡ ❣♦♦❞ ❛t ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛s ❝♦✲r❛t❡rs✱ s✐♥❝❡ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ r❛t❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐t❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♥❣
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ✐t❡♠ ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ✐t❡♠ t❤❛t ✐s ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ♠❛②
❤❛✈❡ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
♦♣✐♥✐♦♥s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐t❡♠ ✐s ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❛t ❧❡❛st ❧❡❛r♥ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜r♦❛❞
❝❛♠♣s ♦❢ ✉s❡rs t❤❡ r❛t❡r ❜❡❧♦♥❣s t♦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛
❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐❦❡❞ ♣♦♣✉❧❛r ✐t❡♠ ♠❛② ❜❡ ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ P♦♣✉❧❛r✐t② ✐s t❤❛t ✐t ✐s ✈❡r② ❡❛s② ❛♥❞
✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❆ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ P♦♣✉❧❛r✲
✐t② ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❡❧✐❝✐t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❬✷✸❪✱ ✐s
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇♦rs❡♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✜① ❜✐❛s✖t❤❛t ✐s✱ ♣♦♣✉❧❛r
✐t❡♠s ❣❛r♥❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❯♥♣♦♣✉❧❛r ✐t❡♠s✱
❧❛❝❦✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✉s❡r ♦♣✐♥✐♦♥s✱ ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ❦❡❡♣s ❛s❦✐♥❣
♦♣✐♥✐♦♥s ♦♥ ♣♦♣✉❧❛r ✐t❡♠s✳

3.2 ❊♥tr♦♣②

❊♥tr♦♣② ♦❢ ❛♥ ✐t❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦♣✐♥✐♦♥s ♦❢
✉s❡rs ♦♥ t❤❡ ✐t❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛t✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r②✱
❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛♥ ✐t❡♠ at✱ H(at) = −

P

i
pilg(pi)✱ ✇❤❡r❡ pi ❞❡✲

♥♦t❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ at✬s r❛t✐♥❣s t❤❛t ❡q✉❛❧s t♦ i✳ ❆ ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ✐s t❤❛t ✐t ♦❢t❡♥ s❡❧❡❝ts ✈❡r② ♦❜s❝✉r❡ ✐t❡♠s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐t❡♠ ai t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❛t❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡r❛t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✭s❛②✱ ✷✵✵✵ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✻✵✵✵ ♠❡♠❜❡rs ✐♥
t❤❡ s②st❡♠✮✱ ❛ r❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✵✵✴✷✵✵✵✱ ✹✵✵✴✷✵✵✵✱
✹✵✵✴✷✵✵✵✱ ✹✵✵✴✷✵✵✵✱ ✹✵✵✴✷✵✵✵✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛t✐♥❣
s❝❛❧❡ ♦❢ ✭✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺✮ ❧❡❛❞s t❤❡ ✐t❡♠ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥✲
tr♦♣② s❝♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐t❡♠ af t❤❛t ✇❛s r❛t❡❞ ♦♥❧②
✺ t✐♠❡s ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✶✴✺✱ ✶✴✺✱ ✶✴✺✱ ✶✴✺✱ ✶✴✺✮
♣♦ss❡ss❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡♥tr♦♣② s❝♦r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♠❛♥② ♠❡♠❜❡rs
♠❛② ✜♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐t❡♠ ❢❛♠✐❧✐❛r✱ ❛♥❞ ✈❡r② ❢❡✇ ♠❡♠❜❡rs
♠❛② ✜♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐t❡♠ ❢❛♠✐❧✐❛r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t
✐♥❢❡r t❤❡ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦r ♣♦♣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ✐t❡♠s ❢r♦♠
t❤❡✐r ❡♥tr♦♣② s❝♦r❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✜❣✉r❡ ✷✭❝✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❝❛tt❡r✲

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣②✳ ❲❤✐❧❡ ❡♥tr♦♣② ✐s
❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛r ✜❧♠s
❉✉♠❜ ✫ ❉✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❙❤❛✇s❤❛♥❦ ❘❡❞❡♠♣t✐♦♥✱ ✐t ♣✐❝❦s t❤❡
r❛r❡❧② r❛t❡❞ ♠♦✈✐❡ ❲✐r❡② ❙♣✐♥❞❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢❡✇ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ❛❜♦✉t
❲✐r❡② ❙♣✐♥❞❡❧❧✳

❋✐❧♠ ❚✐t❧❡ ❘❛t✐♥❣ ❉✐str✐❜ ★ r❛t✐♥❣s ❊♥tr♦♣②
❲✐r❡②

Film Title 1 2 3 4 5

Wirey Spindell (2000) 1 1 1 1 1 5

Dumb & Dumber (1994) 451 608

Shawshank Redemption, The (1994) 23 55

Number of ratings

1 2 3 4 5

✺ ✷✳✸✷❙♣✐♥❞❡❧❧

❉✉♠❜ ✫

1 2 3 4 5

✸✱✾✶✽ ✷✳✶✽❉✉♠❜❡r

❙❤❛✇s❤❛♥❦
#of ratingsEntropy

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 5 2.32

1073 1315 471 3918 2.18

272 1973 3995 6318 1.22

Number of ratings

1 2 3 4 5

✻✱✸✶✽ ✶✳✷✷❘❡❞❡♠♣t✐♦♥

♣❧♦t ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ✭r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t♦
❜❡ ❡①❛❝t✮ ♦❢ ✐t❡♠s✱ s❤♦✇s t❤❛t ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❛r❡
♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♦♥❧② ✵✳✶✸✮✳
❆ r❡❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳
❆ ❢❡✇ ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇❤♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡♥tr♦♣② ❛s ❛ ♠❡❛✲
s✉r❡ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡♥❡ss ♦♥ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s ❛❧s♦ r❡♣♦rt ✐ts
♠✐①❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ ♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❡♥tr♦♣② t♦ ✜♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞❛t❛✱ ❬✽❪ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♣✐❝❦✐♥❣ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ❡♥tr♦♣② s✉❣❣❡sts ✏❣❛r❜❛❣❡✑ ✭♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ♦r
♥♦t ✉s❡❢✉❧✮ ♣❛tt❡r♥s t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❛s ✇❡❧❧✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡♥tr♦♣② s♦ t❤❛t ✐♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✉s❡r ♦♣✐♥✐♦♥s t❤❡ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✉s❡r ♦♣✐♥✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ✐t❡♠✱ ✇❡ ♥❡①t ❡①❛♠✐♥❡ t✇♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣②
♠❡❛s✉r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r✳

3.3 ❊♥tr♦♣②✵✿ ❊♥tr♦♣② ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ▼✐ss✐♥❣
❱❛❧✉❡s

■♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s ❞♦ ♥♦t
r❡❝❡✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❡✐✲
t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡
✐t❡♠s✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ ♥♦t ❣♦tt❡♥ ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ♠✐❣❤t ✐♥✈♦❧✈❡
❛ ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs✬ ♦♣✐♥✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡♠s✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐t❡♠✱ ✇❡ tr❡❛t
t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ r❛t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✇❡ ✉s❡✱ s✐♥❝❡
✶✲✺ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ s❝❛❧❡❀ ❛♥❞ ✜❧❧ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ r❛t✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❆❢t❡r t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡✈✲
❡r② ✐t❡♠ ❤❛s ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡r ✈♦t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts
t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ t②♣✲
✐❝❛❧ r❛t✐♥❣ s❝❛❧❡ ❣❡ts ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ✭✵✮✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ r❛t✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② ✭✵✮ ♦❢
❛♥ ✐t❡♠ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ✭✉♥✮♣♦♣✉❧❛r t❤❡ ✐t❡♠ ✐s✖t❤❡ s♠❛❧❧❡r
t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r t❤✐s ✐t❡♠ ✐s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛s t❤❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇
s❝❤❡♠❡ ♠✐❣❤t ❜✐❛s ❢r❡q✉❡♥t❧②✲r❛t❡❞ ✐t❡♠s t♦♦ ♠✉❝❤✳ ❋♦r
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❤❛s ✻✱✵✵✵ ✉s❡rs ❛♥❞ ❛♥ ✐t❡♠ a
t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❛t❡❞ ✷✵✵ t✐♠❡s✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛❝r♦ss t❤❡ r❛t✐♥❣
❝❛t❡❣♦r②❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✭✺✽✵✵✱ ✺✵✱ ✺✵✱
✺✵✱ ✺✵✱ ✺✵✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✭✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱
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Correlation coefficient: 0.13

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡♠s✬ ✭❛✮ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ❡♥tr♦♣② s❝♦r❡s✳ ✭❝✮✿ ❛ s❝❛tt❡r✲♣❧♦t ❞❡❧✐♥❡❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ✐t❡♠s✬ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭t♦ ❤❛✈❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✮ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❡♥tr♦♣② s❝♦r❡s✳

✺✮✱ t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❡ ②✐❡❧❞s ❛ s❝♦r❡ ♦❢ ✵✳✸✸✺✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r ✐t❡♠ b✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❛t❡❞
❢r❡q✉❡♥t❧②✱ s❛② ✸✱✵✵✵ t✐♠❡s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡r②♦♥❡ ❤❛s r❛t❡❞ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛② ✭s❛② ✺✳✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✭✸✵✵✵✱ ✵✱
✵✱ ✵✱ ✵✱ ✸✵✵✵✮✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r②❜♦❞② ❛❣r❡❡s ♦♥ t❤❡✐r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ✐t❡♠ b ❝❛rr✐❡s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♥❡✇ s❝❤❡♠❡ ②✐❡❧❞s ❛ s❝♦r❡ ♦❢ ✶✳✵✱ ❡✈❡♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐t❡♠✱ a✦
■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣✲✈❛❧✉❡
❝❛t❡❣♦r② ♦♥ ❊♥tr♦♣②✵✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡♥tr♦♣② ❬✼❪ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Entropy0(at) = −
1

P

i
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5
X

i=0

piwilg(pi) ✭✶✮

❯s✐♥❣ t❤✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t ❛ s♠❛❧❧❡r ✇❡✐❣❤t
♦♥ w0 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣✲✈❛❧✉❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦r t❤❡ ✐t❡♠✬s
r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ ❊♥tr♦♣②✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ s❡t w0 = 0
❛♥❞ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❡q✉❛❧ t♦ 1.0✱ ❊♥tr♦♣②✵ t✉r♥s ✐♥t♦
t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡♥tr♦♣②✳

3.4 ❍❡❧❢✿ ❍❛r♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ ❊♥tr♦♣② ❛♥❞ ▲♦❣✲
❛r✐t❤♠ ♦❢ ❋r❡q✉❡♥❝②

❲❡ ❝❛♥ ♠✉❧t✐♣❧② ❡♥tr♦♣② s❝♦r❡s ♦❢ ✐t❡♠s ✇✐t❤ t❤❡✐r r❛t✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❡①♣❡❝t✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ✐t❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ s❝♦r❡ ♦❢
t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡tr✐❝ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞
❝❤❛♥❝❡ t❤❛t ♠❡♠❜❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ ✐t✱ ❛♥❞ ❜✮ t❤❡
✉s❡r ♦♣✐♥✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐t❡♠ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡♠s✬ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❡♥tr♦♣✐❡s
❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆s ✜❣✉r❡ ✷✭❛✮ s❤♦✇s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ✐t❡♠s✬ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱
❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② s❝♦r❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♥♦r✲
♠❛❧ ✭s❧✐❣❤t❧② s❦❡✇❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✜❣✉r❡ ✷✭❝✮ s❤♦✇s
t❤❛t ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛t ❛❧❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦✲
❞✉❝❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ✐s ❤❡❛✈✐❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✱ ✐t ✐s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r✐t②✮✳
❇② ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✷✭❛✮ ❛♥❞ ✷✭❜✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡
s❝❛❧❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ①✲❛①❡s✱ ❛r❡ ✈❛st❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✐t ♠✐❣❤t s❡❡♠ t❤❛t ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❜♦t❤ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛♥❞ ❡♥tr♦♣② s❝♦r❡s s♦ t❤❛t t❤❡② r❡♠❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶
✇♦✉❧❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛❢t❡r
✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♥❣✲
❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ✇✐❞❡ r❛♥❣❡✖t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡
✭❛❜♦✉t ✸✱✵✵✵✮ ✐s ♠❛♥② ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ✭✵✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② s❝♦r❡s ❞♦

♥♦t ✈❛r② t❤❛t ♠✉❝❤✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝♦r❡s✳
❆ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐❦❡ ❝✉r✈❡ ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r✲❧✐❦❡ ❝✉r✈❡ ❜② ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✈❛❧✉❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥
♦✉r ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✈❛❧✉❡s ❜❡❝♦♠❡s✿
✵✲✶✶✳✺✖♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛
❜❛s❡ ✷ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s lg✮✱ ❛♥❞ tr❡❛t 0lg0 = 0✳
■♥ ❬✷✸❪✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ r❛t✐♥❣✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❡♥tr♦♣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡
t✇♦✳ ❆ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡✲
tr✐❡✈❛❧ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥ ✐s t❤❡ ❋✶ ♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♠❜✐♥❡s ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ s❝♦r❡s ❬✸✸❀ ✷✼❪✳ ❆ ♥✐❝❡ ♣r♦♣✲
❡rt② ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥ ✐s t❤❛t ✐t str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r
❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡
❬✶✾❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❍❡❧❢✿ ❍❛r♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢❊♥tr♦♣②
❛♥❞ ▲♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ r❛t✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❜❡✲
❧♦✇✳

HELFai
=

2 ∗ LF ′
ai

∗ H ′(ai)

LF ′
ai

+ H ′(ai)
✭✷✮

✇❤❡r❡✱ LF ′
ai

✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♥❣ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ♦❢ ai✿ lg(|ai|)/lg(|U |)✱ ❛♥❞ H ′(ai) ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❡♥tr♦♣② ♦❢ ai✿ H(ai)/lg(5)✳

3.5 ■❣❝♥✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ●❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ ❈❧✉st❡r❡❞
◆❡✐❣❤❜♦rs

❖♥❡ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❡♥✲
tr♦♣② ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
❛❞❛♣t✐✈❡ t♦ ❛ ✉s❡r✬s r❛t✐♥❣ ❤✐st♦r②✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣✐♥✲
✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐t❡♠s s♦ ❢❛r✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡♥❡ss ♦❢
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs✱
✇❤♦ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ r❛t❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ✐t❡♠s✱ ♦r r❛t❡❞ t❤❡

❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❈♦rr ❝♦❡✛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❊♥tr♦♣② ✇✐t❤ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②
▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✵✳✶✼ ✵✳✾✾
❍❡❧❢ ✵✳✼✼ ✵✳✺✺

✭✵✳✾✻ ✇✐t❤ log(r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②)✮

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❡❧❢✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐t❡♠s✬ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤❡❧♣s t❤❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❡❛✲
s✉r❡s✿ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❡♥tr♦♣②✳
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s❛♠❡ ✐t❡♠s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ tr②
t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡
✐t❡♠s r❛t❡❞ s♦ ❢❛r ❜② ❛ ✉s❡r ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
■♥ s❤♦rt✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ■❣❝♥ ✇♦r❦s ❜② r❡♣❡❛t✲
❡❞❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ❬✶✼❪ ♦❢ ✐t❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♥❡❝❡ss❛r② r❛t✐♥❣s ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✉s❡rs
✇❤♦ ♠❛t❝❤ ❜❡st ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✬s ♣r♦✜❧❡ s♦ ❢❛r✳ ❯s❡rs
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❧❛❜❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rs
t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦❀ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✐t❡♠
✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❤❡❧♣✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ♠♦st ✐♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❤❡r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✭s✮✳ ◆❡①t ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣
■❣❝♥ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳
❉❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✿ ●♦❛❧ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ✐s t♦ ✜♥❞
r✐❣❤t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ r❡❝✲
♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣✉t❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r
❛ ✉s❡r ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ✉s❡rs ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r
t❛st❡✱ ✇❤♦ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❛ ✉s❡r ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s
✐❢ ❤❡r tr✉❡ ❧✐❦❡✲♠✐♥❞❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✲♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ♠❡♠❜❡r ❝❛♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r ❤❡r✳
❆ ❦❡② q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ s❤♦✉❧❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r
❜❡ ✜①❡❞❄ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✱ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ s❤♦✉❧❞
✜rst ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ k ❜❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡s❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦rs ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❤❡r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡
✸ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❜❡st
k ♥❡✐❣❤❜♦rs ♠✐❣❤t ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛❧❧ t❤❡ ✐t❡♠s
t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ♥❡❡❞s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢r♦♠ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✉s❡rs
✇❤♦ r❛t❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✐t❡♠ ✐s ❛ ❜❡tt❡r ✐❞❡❛ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛✲
s♦♥s✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r
t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ♠❛② ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
k✳
❉❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✿ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✉s❡r
❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t♦ ❣r♦✉♣ ❡♥t✐t✐❡s s♦
t❤❛t ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❜♦t❤ t♦ ✜♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs
❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❧✉st❡rs✱ ❛ ✉s❡r ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② r❡✲
❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡ ✉s❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ✉s❡r ♠❛②
❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs ✭♣r♦①② ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✮✳
❯s❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡❄ ■❢ ✇❡ r❡❣❛r❞ ✉s❡r ❝❧✉st❡rs ❛s ❝❧❛ss❡s
♦❢ ✉s❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t
❝❧✉st❡r ✭❝❧❛ss✮ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✱ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s✉❝❤ ❛s ■❉✸ ❬✷✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✉s❡r ♣r♦✜❧❡s✳
❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❧✉st❡r✲♥✉♠❜❡rs ✭❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s✮
✐♥ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s❀ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ✇♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛
t❡st ♦♥ ❛♥ ✐t❡♠ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t❤❡ ✐t❡♠ ❝❛♥ ❜❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ✐t❡♠ ♦♥ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ♦❢
❛♥ ✐t❡♠ at ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛s✿

IG(at) = H(C) −
X

r

|Cr
at
|

|C|
H(Cr

at
) ✭✸✮

✇❤❡r❡ H(X) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ X✳ C ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡rs ✐♥t♦ ❝❧❛ss❡s
✭❝❧✉st❡rs✮✱ t❤❛t ✐s✱ ❤♦✇ ♠❛♥② ✉s❡rs ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳
C

r
at

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✉s❡rs ✐♥t♦ ❝❧❛ss❡s
✇❤♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ✐t❡♠ at ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
r = 4✱ Cr

at
✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs ✇❤♦ ✈♦t❡❞ at ❛ ✹✲

st❛r ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t H(C) t❡❧❧s ✉s ❛❜♦✉t
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤

❝❧❛ss ✭❝❧✉st❡r✮ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r ❜❡❧♦♥❣s t♦❀ ❛♥❞
P

r

|Cr
at

|

|C|
H(Cr

at
)

✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣✐❡s ♦❢ ✈❛r✐✲
♦✉s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭C✮ ❝❛✉s❡❞
❜② ✉s❡rs✬ r❛t✐♥❣s ♦❢ at✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r t❡r♠ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇
♠✉❝❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss
♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡rs♦♥ ❛❢t❡r r❛t✐♥❣ at✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ IG(at) ❡ss❡♥✲
t✐❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞
t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❝❧❛ss ❜② r❛t✐♥❣ at✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ r♦✉t❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡✖st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ❛♥❞
❡♥❞✐♥❣ ❛t ❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ♦r ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❡ ✉s❡r✬s tr✉❡ ❝❧❛ss ♦r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✐❞❡❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♠❛② ♥♦t ❜❡
❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♠♦st ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦✳

• ▼✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ▼❡♠❜❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s ❛❧♦♥❣ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❙♦♠❡ ♠❡♠✲
❜❡rs ♠❛② ♥♦t ❡✈❡♥ ❦♥♦✇ t❤❡ ✐t❡♠ ♦♥ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡
tr❡❡✳

• ■♥❛❞❡q✉❛t❡ ❣♦❛❧s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②
♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❜❡st ❝❧✉st❡r
♠❛② ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✐t❡♠s
❛r❡ ♦♥❧② r❛t❡❞ ❜② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✐t❡♠ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛s❡t ✐s r❛t❡❞ ❜② ♦♥❧② ✺✵✪ ♦❢
t❤❡ ✉s❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤✲
♠✐❝❛❧❧② ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳
❲❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✐s ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡
♠✐ss✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐t❡♠ ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❛t❡❣♦r② ✭✵ ✐♥
♦✉r ❞❛t❛s❡ts✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛s❡t ❜❡✲
❝♦♠❡ ✵✱✶✱✳ ✳ ✳ ✱✺✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊♥tr♦♣②✵✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❛t ❢r❡q✉❡♥t❧② r❛t❡❞ ✐t❡♠s ❞♦♠✐✲
♥❛t❡ ♦✈❡r ✐♥❢r❡q✉❡♥t❧② r❛t❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t t❡r♠s ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

IG(at;W) = H(C) −
X

r

wr|C
r
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|

E(C;W)
H(Cr

at
) ✭✹✮

✇❤❡r❡ E(C;W) =
P

r
wr

|Cr
at

|

|C|
✳ ❚❤✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥

❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛t✐♥❣ ❝❛t❡✲
❣♦r② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ r❛t✐♥❣s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞♦ s♦
❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ✇❡✐❣❤t ♦♥ w0 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤ts wi✱ ❢♦r i = 1 . . . 5✳
❙✐♥❝❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ■❣❝♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡s ✐t✳ ■❣❝♥ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
♣r♦✜❧❡✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❜❡st ❝❧✉st❡rs✱ ♦r ❛ ♥✉♠❜❡r
✭t②♣✐❝❛❧❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ k ♦❢ k♥♥✮ ♦❢ ❜❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❙❡❝✲
♦♥❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s②st❡♠ ♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts ✐t❡♠s
❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❛t❝❤❡s ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ ✐t❡♠ ❛t ❛ t✐♠❡✮❀ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✇❡❜ s✐t❡ ♠❛② ❧✐st ✶✺ ✐t❡♠s ♦♥ ❛ ♣❛❣❡ ❢♦r ❛ ✉s❡r
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✳ ❚❤✐r❞✱ ❛ ✉s❡r ♠❛② ♥♦t ❦♥♦✇ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛ st❡♣✳
◆♦t❡ t❤❛t ■❣❝♥ ✇♦r❦s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s ♥♦♥✲
♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s ❛r❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ◆❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❈❋ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ❯s❡r✲❜❛s❡❞ k♥♥ ✉s❡ ♦♣✐♥✐♦♥s ♦❢ ✉♣ t♦ k ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❙❤♦✉❧❞ ✇❡ t❤❡♥ ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ l ✉s❡rs ✭l ≥ k✮ ✇❤♦s❡ t❛st❡s ❛r❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ✉s❡
t❤✐s ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s❄ P❡r✐❧s ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✪♦❢ ♥♦♥✲r❡❝♦♠♠❡♥❞❛❜❧❡
✐t❡♠s ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t ❣❡ts ✇♦rs❡ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉t✐❧✐③❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❬✶✵❪ t♦ ❛❞❥✉st ✉s❡r✲✉s❡r
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❆❧❧ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❣❡t ✐❢ ✇❡ ✉s❡ k ✭❂✷✵✮ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r
❡❛❝❤ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳

❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ✉s❡rs ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖♥❝❡ t❤❡ t❛r✲
❣❡t ✉s❡r ❤❛s r❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡♠s✱
t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ st❡♣ ❜❡❣✐♥s✳ ■♥ t❤✐s st❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ❜❡st
♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✿ ■❣❝♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✲ ❈r❡❛t❡ c ✉s❡r ❝❧✉st❡rs
✲ ❈♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✭IG✮ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s
✲ ◆♦♥✲♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ st❡♣✿

✴✯ ❚❤❡ ✜rst ❢❡✇ r❛t✐♥❣s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✯✴
❘❡♣❡❛t

✲ Pr❡s❡♥t ♥❡①t t♦♣ n ✐t❡♠s ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r IG s❝♦r❡s
✲ ❆❞❞ ✐t❡♠s t❤❡ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❛t❡ ✐♥t♦ ❤❡r ♣r♦✜❧❡
❯♥t✐❧ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s r❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st i ✐t❡♠s

✲ P❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ st❡♣✿
✴✯ ❚♦✇❛r❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ r✐❝❤❡r ♣r♦✜❧❡ ✯✴
❘❡♣❡❛t

✲ ❋✐♥❞ ❜❡st l ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ s♦ ❢❛r
✲ ❘❡✲❝♦♠♣✉t❡ IG ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ l ✉s❡rs✬ r❛t✐♥❣s ♦♥❧②
✲ Pr❡s❡♥t ♥❡①t t♦♣ n ✐t❡♠s ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r IG s❝♦r❡s
✲ ❆❞❞ ✐t❡♠s t❤❡ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❛t❡ ✐♥t♦ ❤❡r ♣r♦✜❧❡
❯♥t✐❧ ❜❡st l ♥❡✐❣❤❜♦rs ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡

4. OFFLINE EXPERIMENTS
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♠✲
✐❝s t❤❡ ✉s❡r ❛❝t✐✈✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡▼♦✈✐❡▲❡♥s ♥❡✇ ✉s❡r s✐❣♥✉♣
♣r♦❝❡ss✳ ❚❛❜❧❡ ✸ ❧✐sts t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡
✉s❡✳

4.1 Offline Simulation Framework
■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ▼♦✈✐❡▲❡♥s s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ s✉❝❤
❛s ❍❡❧❢ ❛♥❞ s♦rt ♠♦✈✐❡s ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❜② t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✏♣r❡s❡♥t✑ t❤❡ t♦♣ ✶✺✱ ✸✵✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ♦r ✼✺ ♠♦✈✐❡s
t♦ ❛ ♥❡✇ ✉s❡r ut ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✶✱ ✷✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ♦r ✺ ✏♣❛❣❡s✑✳
❲❡ tr❡❛t ut✬s r❛t❡❞ ♠♦✈✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛s ❛❧❧ t❤❡
♠♦✈✐❡s ut ❤❛s ✇❛t❝❤❡❞✳ ❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ✏♣r❡s❡♥t❡❞✑
♠♦✈✐❡s ut ❤❛s s❡❡♥ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s✳
◆♦t❛t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

ut ❚❛r❣❡t ✉s❡r
Dtrn ❚r❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t
Dtst ❚❡st ❞❛t❛s❡t

Duttrn
❚❛r❣❡t ✉s❡r✬s r❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t

Duttst
❚❛r❣❡t ✉s❡r✬s r❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t

Dutseen
❙✉❜s❡t ♦❢ Duttrn

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠♦✈✐❡s ✏s❡❡♥✑ ❜② ut ❢r♦♠ t❤❡ ✏♣r❡s❡♥t❡❞✑ ♠♦✈✐❡s

D
trn

Training Data

Sort items 

by a 

measure

Target user u
t
’s rating data

Top items

Ratings on 

matched 

items

u
t
’s profile

D
trn
-D

uttrn

D
uttrn

Train

Learned 

CF model

Test

Data

Recommend 

for u
t

u
t
’s ratings

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ◆❡✇ ✉s❡r s✐❣♥✉♣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✏♣r❡s❡♥t❡❞✑ ♠♦✈✐❡s ❛♥❞ ♠♦✈✐❡s ✐♥ Duttrn
✳ ut✬s r❛t✐♥❣ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❛t❝❤❡❞ ♠♦✈✐❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ ut✬s ✐♥✐t✐❛❧
♣r♦✜❧❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ t❤✐s ♣r♦✜❧❡ ❜② ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ut ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❡r r❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ Duttst

❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t❡st s❡t Dtst✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦✲
✜❧❡✱ ❛❢t❡r ut✬s ♦❧❞ r❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞❀ t❤❛t ✐s✱
✉s✐♥❣ Dtrn −Duttrn

+Dutseen
✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ st❡♣s ✇❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

4.2 Procedure
❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ Dtrn❀
❤♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ✉s❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛t
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❧❡❛st ✽✵ r❛t✐♥❣s ✐♥ Dtrn✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s ❞❡❝✐✲
s✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❛t✐♥❣s ❞❛t❛✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞
t♦ ✐♥❢❡r ✇❤❛t ✉s❡rs ❤❛✈❡ s❡❡♥✳ ❋♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✉s❡r ✇❤♦
❤❛s ✷✵ r❛t✐♥❣s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ s❡❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ s❤❡ ❤❛s r❡♣♦rt❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐❡s ✇❡ ✏♣r❡s❡♥t✑ ♠❛② ❛♣♣❡❛r ✉♥❢❛✲
♠✐❧✐❛r t♦ ❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤❡r ❧✐♠✐t❡❞ r❡♣♦rt✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ s✐♥❝❡
✇❡ ✏♣r❡s❡♥t✑ ✉♣ t♦ ✼✺ ♠♦✈✐❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✼✺ ♦r ♠♦r❡ r❛t✐♥❣s ♦❢
❛ ✉s❡r t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦✈✐❡s t❤❡② ❤❛✈❡
✏s❡❡♥✑✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ✉s❡rs ✇✐t❤ ✽✵ ♦r ♠♦r❡ r❛t✐♥❣s ♠❛② ❝r❡❛t❡ ❛
❜✐❛s ✐♥ t❤❛t ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ♠❛② ❛♣♣❧② ♦♥❧② t♦ ✉s❡rs ✇✐t❤ ♠❛♥②
r❛t✐♥❣s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❜♦✉t ✼✶✳✺✪ ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs ✐♥ Dtrn ❤❛❞
≥✽✵ r❛t✐♥❣s✳
❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❡①❝❡♣t t❤❡ ■❣❝♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r✐♦r
t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■❣❝♥ r❡q✉✐r❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s❡rs ✐♥ Dtrn✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❇✐s❡❝t✐♥❣ k✲♠❡❛♥s✱ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ k✲♠❡❛♥s ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❬✸✶❀ ✶✷❪✳ P❛✲
r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ■❣❝♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ c✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs ❝❧✉s✲
t❡rs✱ n✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦✈✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡✱ i✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❛t✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ l✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤✲
❜♦rs t♦ r❡✲❝♦♠♣✉t❡ IG✳ ❲❡ s❡t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✭c, n, i, l✮ ❛s ✭✸✵✵✱
✶✺✱ ✺✱ ✶✺✵✮✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ c ❛♥❞ l ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✐♥❝❡ t❤❡② ②✐❡❧❞
t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n ✐s ✇❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ▼♦✈✐❡✲

▲❡♥s ♥❡✇ ✉s❡r s✐❣♥✉♣✳ ❋♦r ❊♥tr♦♣②✵ ✇❡ ✉s❡ w0 = 1/2✱
❛♥❞ wi = 1 ❢♦r i = 1 . . . 5 s✐♥❝❡ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts
♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ ❊♥tr♦♣② ❤❡r❡✱
r❛t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❬✷✸❪✳

4.3 Evaluation Metrics
❚❤❡ ✜rst ♠❡tr✐❝ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤
✉s❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❛t❡ ♠♦✈✐❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ str❛t❡❣②✳ ▼❆❊ ♦r
♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✐s ❛♥♦t❤❡r ♠❡tr✐❝ ✇❡ ✉s❡ t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s
r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ▼❆❊✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡
❈❋ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♠✲
♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❆❊ ✐s t❤❛t ✐t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s✳ ▼❆❊ s❡❡s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ✭❛❝t✉❛❧
r❛t✐♥❣✱ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❛ ♠♦✈✐❡ t❤❛t ❛r❡ ✭✶✱ ✺✮ ❛♥❞ ✭✺✱
✶✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✉s❡rs ♠❛② ❜❡ ✉♥❤❛♣♣② ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r♠❡r
♣❛✐r✳ ❲❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝✱ ❊①♣❡❝t❡❞
❯t✐❧✐t② ❬✷✹❪ t❤❛t tr✐❡s t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♠♦r❡ t❤❛♥
❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✳

4.4 Results
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❢❛♠✐❧✐❛r t❤❡ ♠♦✈✐❡s ❛r❡ t♦ t❤❡ ✉s❡rs
❛s t❤❡ ♠♦✈✐❡s ❛r❡ ✏♣r❡s❡♥t❡❞✑ ✐♥ ❜❛t❝❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ✐t❡♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✇❡ st✉❞② ❤❡r❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦✤✐♥❡ s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ✉s❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
r❛t❡ ♠♦✈✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ P♦♣✉❧❛r✐t② s❝❤❡♠❡ s❡❧❡❝ts ✐t❡♠s t❤❛t ✉s❡rs ✜♥❞ ♠♦st
❢❛♠✐❧✐❛r✱ ❛♥❞ ❍❡❧❢ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧❡❛st ❢❛♠✐❧✐❛r ♠♦✈✐❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✉s❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❛t❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
♠♦✈✐❡s ❜② ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣r♦❜❛❜❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✉s❡r ❡✛♦rt✳
◆❡①t ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② r❡s✉❧ts t♦ ❝♦♠✲
♣❛r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs✬ ♥❡✇ ♣r♦✜❧❡s ❜② ✈❛r✐♦✉s
♠❡❛s✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡s ✻✭❛✮ ❛♥❞ ✻✭❜✮ s❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥
❛❝❝✉r❛❝② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❯s❡r✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ■❣❝♥ ❛♥❞ ❊♥tr♦♣②✵ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ❜②
❜♦t❤ ♠❡tr✐❝s✳ ❲❡ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✐♥ ✜❣✉r❡s ✻✭❝✮ ❛♥❞
✻✭❞✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ■t❡♠✲❜❛s❡❞ k♥♥✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ■❣❝♥ ♣❡r❢♦r♠s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♥❣ r❡✲
s✉❧ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❢r♦♠ P♦♣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❍❡❧❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ▼❆❊✱ ❍❡❧❢ ❛♥❞ P♦♣✉❧❛r✐t② ❛r❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❡r❢♦r♠✲
❡rs❀ ❤♦✇❡✈❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊❯✱ ❍❡❧❢ ✐s t❤❡ ❜❡st ♠❡❛s✉r❡✳
❲❡ ♥❡①t ❞r✐❧❧ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❝♦♥❢✉s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❍❡❧❢ ❛♥❞ P♦♣✉❧❛r✐t②✳
❚❛❜❧❡ ✹ s❤♦✇s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏♣r❡s❡♥t❡❞✑ ♠♦✈✐❡s ✐s ✹✺ ❛♥❞ t❤❡ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✉s❡❞ ✐s t❤❡ ■t❡♠✲❜❛s❡❞ k♥♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❯s❡r✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ tr❡❛t r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞
❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s t♦ ❜❡ ♦❢ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✿ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭≥ 3.0✮ ❛♥❞ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ ✭< 3.0✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣✉③③❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ P♦♣✉❧❛r✐t②
❛♥❞ ❍❡❧❢✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❛✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❛t✐♥❣s ✭< 3.0✮ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤❛t
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜✮ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♥❣s ✭≥ 3.0✮ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡t✱
✇❤❛t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❝✮
▼❆❊ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❞✮ ▼❆❊ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s✳ ❲❡ ✜♥❞ ❢r♦♠ t❤❡
t❛❜❧❡ t❤❛t ❍❡❧❢ ❞♦❡s t❤❡ ❜❡st ❥♦❜ ❛♥❞ P♦♣✉❧❛r✐t② ❞♦❡s
t❤❡ ✇♦rst ❥♦❜ ✐♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s❡r ♣r♦✜❧❡s ❜✉✐❧t ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛r
♠♦✈✐❡s ❤❡❧♣ ❛✈♦✐❞ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐✲
❧❛r❧②✱ ▼❆❊ ❞✉❡ t♦ P♦♣✉❧❛r✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❛t
♦❢ ❍❡❧❢ ✇❤❡♥ ❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤✐s ❞✉♦ r❡✈❡rs❡s ✇❤❡♥ r❛t✐♥❣s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❛t✐♥❣s ✐s ❛❜♦✉t ✸✳✻✿✶✱
t❤❡ ❣♦♦❞ ▼❆❊ ♦❢ P♦♣✉❧❛r✐t② ♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s
❤❡❧♣s P♦♣✉❧❛r✐t② t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❍❡❧❢✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✭❊❯✮ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦✈✐❡
❞♦♠❛✐♥ ✇❡ ♣❡♥❛❧✐③❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛✲
t✐✈❡s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❍❡❧❢ ❜❡❛ts P♦♣✉❧❛r✐t② ✇❤❡♥ ❊❯ ✐s ✉s❡❞
❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✳
◆♦t❡ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✹ t❤❛t ■❣❝♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♥♦t ❞♦✐♥❣ t♦♦ ❜❛❞ ✐♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❢❛❧s❡ ♣♦s✐✲
t✐✈❡s ♦r ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠s
✇❡❧❧ ♦♥ ❜♦t❤ ♠❡tr✐❝s✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r ❛❧❧
✉s❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ▼❆❊ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡
❄❄ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❡tr✐❝✱ s✉❝❤
❛s ❍❡❧❢✱ t❤❡ ▼❆❊ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡♥ t❤✐s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ✉s❡rs ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞✳ ❚❤✐s
✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ▼❆❊✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❛❦✐♥❣ r❡s✉❧ts
♦❢ ❛❧❧ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ▼❆❊✱ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
t❤❛t ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
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✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❍♦✇ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✉s❡r ♣r♦✜❧❡s❄ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮✲✭❜✮
♦♥ t❤❡ ❯s❡r✲❜❛s❡❞ k♥♥✱ ❛♥❞ ✭❝✮✲✭❞✮ ♦♥ t❤❡ ■t❡♠✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s ✉s❡❞ ❛r❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡
❡rr♦r ♦r ▼❆❊ ✭t❤❡ ❧♦✇❡r✱ t❤❡ ❜❡tt❡r✮ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦r ❊❯ ✭t❤❡ ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡ ❜❡tt❡r✮✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙❤♦✇✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳
❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✭❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s✮ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭≥ 3.0✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭< 3.0✮✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡
✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ■t❡♠✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏♣r❡s❡♥t❡❞✑ ♠♦✈✐❡s ✐s ✹✺✳
❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦❧❞✲❢❛❝❡✳

P♦♣✉❧❛r✐t② ❍❡❧❢ ■❣❝♥ ❊♥tr♦♣②✵

✪♦❢ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❛s ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✻✻✳✷✺ ✸✷✳✷✼ ✺✶✳✵✽ ✺✸✳✹✽
✪♦❢ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛s ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ✼✳✸✹ ✷✽✳✾✷ ✶✷✳✵✾ ✶✶✳✷✼

▼❆❊ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s ✵✳✺✹ ✵✳✼✷ ✵✳✺✷ ✵✳✺✸
▼❆❊ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t✐♥❣s ✶✳✸✼ ✵✳✾✶ ✶✳✶✹ ✶✳✶✽

5. ONLINE EXPERIMENTS
❖♥❧✐♥❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ✜♥❞✐♥❣s
❤♦❧❞ tr✉❡ ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s❡tt✐♥❣s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r ♣r♦❜✲
❧❡♠✳

5.1 Design
❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ♦✉r ♦♥❧✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ▼♦✈✐❡▲❡♥s r❡❝♦♠✲
♠❡♥❞❡r s②st❡♠✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐t❡♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✳
❆❢t❡r ❛ ♥❡✇ ✉s❡r ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
s✉❝❤ ❛s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ♥❛♠❡ ❛♥❞ ♣❛ss✇♦r❞✱ ❤❡ ♦r s❤❡ ✐s
r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡② s❡❡ ♣❛❣❡s
❢✉❧❧ ♦❢ ♠♦✈✐❡s t♦ r❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ♠♦✈✐❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐t❡♠
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✬s ❣r♦✉♣✳ ❆❢✲
t❡r s❤❡ ❤❛s ✜♥✐s❤❡❞ r❛t✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦✈✐❡s s❤❡ ✐s
t❛❦❡♥ t♦ ❛ ❜r✐❡❢ ♦♣t✐♦♥❛❧ s✉r✈❡② ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✇❛s t♦ ❝♦❧❧❡❝t ✉s❡r ♦♣✐♥✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡
s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✐t s❤♦rt✱ ✇❡ ❛s❦❡❞ t❤❡✐r ♦♣✐♥✐♦♥s
♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡❛s✳ ❲❡ ❛s❦❡❞ ✐❢ t❤❡② t❤♦✉❣❤t t❤❛t
t❤❡ ♠♦✈✐❡s t❤❡② r❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦✈✐❡ ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡s✱ ✐❢ t❤❡② ❢♦✉♥❞ ✐t ❡❛s② t♦ r❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✉♣✱ ✐❢
t❤❡② t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❛ ❜❛rr✐❡r t♦ ❡♥tr②

❢♦r t❤❡ s✐t❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡② ♣r❡❢❡r t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠♦✈✐❡s t❤❡②
✇❛♥t❡❞ t♦ r❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ✇❛s ❛❧s♦ ❛♥ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡② ✇❤❡r❡
t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❡①♣r❡ss ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❤♦✉❣❤ts t❤❡② ❤❛❞ ❛❜♦✉t
t❤❡ s✐❣♥✉♣✳
❆❢t❡r t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r ❡♥t❡rs ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉❧❧✲
✢❡❞❣❡❞ ▼♦✈✐❡▲❡♥s s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ s❤❡ ❝❛♥ ❞♦ ✈❛r✐♦✉s ❛❝✲
t✐✈✐t✐❡s ❛s s❤❡ ♣r❡❢❡rs t♦✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞
r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r✉♠s✱ ❛♥❞
s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s r❛t✐♥❣
♠♦✈✐❡s✳ ■♥ ▼♦✈✐❡▲❡♥s✱ ❛ ✉s❡r ❝❛♥ r❛t❡ ❛ ♠♦✈✐❡ ❛♥②t✐♠❡
s❤❡ s❡❡s ✐t ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ✐t✱ ♦r s❤❡ ✉s❡❞ t❤❡
✏r❛t❡ ♠♦r❡ ♠♦✈✐❡s✑ ♦♣t✐♦♥✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥▼♦✈✐❡▲❡♥s

t❤❛t ❝✉rr❡♥t❧② ❧✐sts r❛♥❞♦♠ ♠♦✈✐❡s t♦ r❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
r❛t✐♥❣s ❛❢t❡r t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡
❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐❡s s❤❡
r❛t❡❞ ❛r❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ tr❡❛t t❤❡ r❛t✐♥❣s ♦❢ ❛ ✉s❡r ❞✉r✐♥❣
t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss ❛s ❤❡r ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♥❣s ❛❢t❡r t❤❡
s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss ❛s t❤❡ t❡st ❞❛t❛ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢
t❤❡ ♣r♦✜❧❡✳
▼♦✈✐❡▲❡♥s r❡q✉✐r❡s ❡❛❝❤ ♥❡✇ ♠❡♠❜❡r t♦ r❛t❡ ❛t ❧❡❛st ✶✺
♠♦✈✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss t♦ ✜♥✐s❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ r❛✐s❡❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ ✷✵✱ s♦
t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ ♠❛t✉r❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦rr② t❤❛t ✉s❡rs ♠❛② ✜♥❞ ✐t ❜✉r❞❡♥s♦♠❡
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❚❛❜❧❡ ✺✿ ●r♦✉♣✲✇✐s❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts
❆♣♣r♦❛❝❤ ★♦❢ ★♦❢ ✈❛❧✐❞ ★♦❢ ♣❛❣❡s

r❡❣✐str❛♥ts s✉❜❥❡❝ts t♦ ✜♥✐s❤
■❣❝♥ ✶✶✽ ✾✺ ✭✽✶✪✮ ✺✳✺

P♦♣✉❧❛r✐t② ✶✷✸ ✾✺ ✭✼✼✪✮ ✸✳✻
❊♥tr♦♣②✵ ✶✶✺ ✾✺ ✭✽✸✪✮ ✸✳✵

❍❡❧❢ ✶✶✷ ✾✷ ✭✽✷✪✮ ✹✳✻

Prefer typing the movies 
I want to rate

Rating movies was easy

HELF Entropy0 Popularity IGCN

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Ratings expressed 
general movie-

preferences

Signup is a barrier for 
entry to MovieLens

Strongly 
Agree

Strongly 
Disagree

Neutral

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✉r✈❡② r❡s♣♦♥s❡s✳

t♦ r❛t❡ ✷✵ ♠♦✈✐❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✳
❲❡ ❛s❦❡❞ t❤❡ ✉s❡rs ❛❜♦✉t t❤✐s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt s✉r✈❡② ❛❢t❡r t❤❡
s✐❣♥✉♣✱ ❛♥❞ ✉s❡rs r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ✐t ❜✉r❞❡♥✲
s♦♠❡✳ ❘❛t❤❡r t❤❡② ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♠♦r❡ r❛t✐♥❣s
❛s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ t❡❛❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❖♥❡ ✉s❡r ✇r♦t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss✿ ✏■ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤②
✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■ ❦♥♦✇ ✐t ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ②♦✉r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡✳✑

5.2 Results and Discussion
❲❡ r❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ✷✵ ❞❛②s✳ ✹✻✽ ✉s❡rs tr✐❡❞ t♦ ❥♦✐♥
▼♦✈✐❡▲❡♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❛t ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤♦ ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ♦❢
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ✸✽✶ s✉❜❥❡❝ts ✜♥✐s❤❡❞ t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss✖
✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡♠ t❤❡ ✈❛❧✐❞ s✉❜❥❡❝ts✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✈❛❧✐❞ s✉❜❥❡❝ts✱
✸✵✺ ✉s❡rs ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡②✳ ❚❛✲
❜❧❡ ✺ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠
❛❧❧ ♦✉r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞ s✉❜❥❡❝ts✳
❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✺ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❡✛♦rt r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❥❡❝ts t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss✳
P❛r❛❧❧❡❧ t♦ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ P♦♣✲
✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❊♥tr♦♣②✵ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡q✉✐r❡❞ ✉s❡rs t♦ s❝❛♥
❢❡✇❡r ♣❛❣❡s t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ■❣❝♥ ❛♥❞ ❍❡❧❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✉s❡rs s❡❡♠❡❞ ♥♦t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤✐s ❡①tr❛ ❡✛♦rt✳
❋✐❣✉r❡ ✼ s✉♣♣♦rts t❤✐s ❢❛❝t✳ ❯s❡rs✬ s❡❧❢ r❡♣♦rts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡② ❛❣r❡❡❞ t❤❛t r❛t✐♥❣ ♠♦✈✐❡s
✇❛s ❡❛s②✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞✐s❛❣r❡❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥✉♣ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❛
❜❛rr✐❡r t♦ ❡♥tr②✳ ❙✐♥❝❡ ✉s❡rs ❡✐t❤❡r ❞♦ ♥♦t ♥♦t✐❝❡ ♦r ❞♦ ♥♦t
❣❡t ❜♦t❤❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛♦rt ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐t❡♠
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r t♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❚❛❜❧❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡
♥❡✇ ✉s❡r ♣r♦✜❧❡s ❜② t❤❡ ❢♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡✲
❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ r❛t✐♥❣s ♦❢ ❛ s✉❜❥❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✉♣
♣r♦❝❡ss ❛s ❤❡r ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❤❡r r❛t✐♥❣s ❛❢t❡r✇❛r❞s ❛s t❤❡ t❡st
❞❛t❛✳ ❲❡ ♠❛❞❡ t✇♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡st ❞❛t❛ ✐♥ t❤❛t ♦♥❡
t❡st ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❤❡r r❛t✐♥❣s ❛❢t❡r t❤❡ s✐❣♥✉♣ st❡♣✱

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✉s❡r ♣r♦✜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ♦♥ t✇♦ ❈❋
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❡st ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ✭❛✮ ❛❧❧ r❛t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs ❛❢t❡r
t❤❡ s✐❣♥✉♣✱ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ✜rst ✷✵ r❛t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs ❛❢t❡r
t❤❡ s✐❣♥✉♣✳ ❚❤❡ ❜❡st ❛♥❞ ✇♦rst r❡s✉❧ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦❧❞✲❢❛❝❡✳

✭❛✮ ❯s❡r✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❡st ❞❛t❛✿ ★♦❢ r❛t✐♥❣s ❛❢t❡r s✐❣♥✉♣
❆❧❧ r❛t✐♥❣s ❋✐rst ✷✵ r❛t✐♥❣s

❆♣♣r♦❛❝❤ ▼❆❊ ❊❯ ▼❆❊ ❊❯
■❣❝♥ ✵✳✻✼ ✹✳✼✷ ✵✳✼✵ ✺✳✻✼

P♦♣✉❧❛r✐t② ✵✳✼✸ ✸✳✻✸ ✵✳✼✷ ✸✳✷✼
❊♥tr♦♣②✵ ✵✳✼✸ ✻✳✷✵ ✵✳✼✶ ✺✳✵✸

❍❡❧❢ ✵✳✽✹ ✺✳✻✸ ✵✳✽✽ ✺✳✸✻

✭❜✮ ■t❡♠✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❡st ❞❛t❛✿ ★♦❢ r❛t✐♥❣s ❛❢t❡r s✐❣♥✉♣
❆❧❧ r❛t✐♥❣s ❋✐rst ✷✵ r❛t✐♥❣s

❆♣♣r♦❛❝❤ ▼❆❊ ❊❯ ▼❆❊ ❊❯
■❣❝♥ ✵✳✻✾ ✸✳✼✽ ✵✳✼✺ ✺✳✵✵

P♦♣✉❧❛r✐t② ✵✳✼✸ ✸✳✸✸ ✵✳✼✻ ✸✳✼✺
❊♥tr♦♣②✵ ✵✳✼✼ ✺✳✺✺ ✵✳✼✺ ✺✳✷✸

❍❡❧❢ ✵✳✽✺ ✺✳✷✾ ✵✳✾✷ ✺✳✼✽

❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t❡st ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ♠♦st ❤❡r ✜rst ✷✵ r❛t✲
✐♥❣s ❛❢t❡r t❤❡ s✐❣♥✉♣ st❡♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❛t❛s❡t ✐s
❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ s✉❜❥❡❝t✬s ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦✲
✜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❡st
❞❛t❛s❡ts ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ❯s❡r✲❜❛s❡❞ k♥♥ ❛♥❞
■t❡♠✲❜❛s❡❞ k♥♥✳
■❣❝♥ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ ❍❡❧❢ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✇♦rst ❜②
t❤❡ ▼❆❊ ♠❡tr✐❝ ♦♥ ❜♦t❤ ❈❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❍❡❧❢
♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♠❡tr✐❝✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✉s❡r
♣r♦✜❧❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ P♦♣✉❧❛r✐t②♠❡❛s✉r❡ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st
❛❝❝✉r❛t❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❣❡t s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✭s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r❞❡r✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✶✺ r❛t✐♥❣s ♦❢
❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ❛s t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✷✵
r❛t✐♥❣s t❤❡② ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✉♣ st❡♣✳
❊❞✉❝❛t✐♥❣ ✉s❡rs✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉r✈❡②s ❬✸✷❀ ✾❪ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t s✉❣❣❡st t❤❛t ✉s❡rs
♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ♠♦r❡
r❛t✐♥❣s ❤❡❧♣ t❤❡ s②st❡♠ ❧❡❛r♥ t❤❡✐r t❛st❡s ❜❡tt❡r✳ ❚❤✐s ✉s❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣❧❛✲
♥❛t✐♦♥s ♠♦st r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥ t❤❡✐r s✐t❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛♥❡❝❞♦t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✉s❡rs ❞♦ ♥♦t r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❡❧❧✐♥❣ ❛❜♦✉t ✇❤❛t t❤❡②
❞♦ ♥♦t ❧✐❦❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♥❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠
❛❜♦✉t ✇❤❛t t❤❡② ❧✐❦❡✳ ❆ s✉❜❥❡❝t ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ♥♦t
❤❛♣♣② t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦✈✐❡ ✇❡ ❛s❦❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡
❞✐❞ ♥♦t ❧✐❦❡✿ ✏❇❛❜❡❧ ✐s t❤❡ ✇♦rst ♠♦✈✐❡ ■ ❤❛✈❡ ❡✈❡r s❡❡♥✦✑
❆♥♦t❤❡r ✉s❡r ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥✉♣
♣r♦❝❡ss✿ ✏■ t❤✐♥❦ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ t♦ ❧✐st ②♦✉r ✺
❛❧❧t✐♠❡ ❢❛✈♦r✐t❡s✳ ❊✈❡♥ ❜❡tt❡r✱ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❝❛r❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡
t✐♠❡✳✳✳❧✐st ❢❛✈♦r✐t❡s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳✑ ❙✐♥❝❡ ✉s❡rs ❦❡❡♣
r❛t✐♥❣ ✐t❡♠s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s✐❣♥✉♣ st❛❣❡✱ ❡❞✉❝❛t❡❞ ✉s❡rs ✇✐❧❧ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡✐r t❛st❡s ❜❡tt❡r ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛♥♥♦②❡❞
✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s❦s t❤❡♠ t♦ r❛t❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ❧✐❦❡✳
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❚❛❜❧❡ ✼✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s ❛❧♦♥❣ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ✭⋆⋆⋆⋆⋆✿ ❜❡st✱ ⋆✿
✇♦rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ♦✤✐♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳✮

❙tr❛t❡❣② ❯s❡r ❡✛♦rt ❘❡❝♦♠♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②
■❣❝♥ ⋆⋆⋆⋆ ⋆⋆⋆⋆⋆
❊♥tr♦♣②✵ ⋆⋆⋆⋆⋆ ⋆⋆⋆⋆
❍❡❧❢ ⋆⋆⋆ ⋆⋆⋆⋆
P♦♣✉❧❛r✐t② ⋆⋆⋆⋆⋆ ⋆⋆⋆

■t❡♠■t❡♠ ❬✷✸❪ ⋆⋆⋆⋆⋆ ⋆⋆

❘❛♥❞♦♠ ❬✷✸❪ ⋆ ⋆⋆

❊♥tr♦♣② ❬✷✸❪ ⋆ ⋆⋆

6. CONCLUSION
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r ❝♦❧❞ st❛rt
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ✐t❡♠ s❡❧❡❝t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❤❛s ❛ r♦♦t
✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s②st❡♠✲
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✉s❡r ♣r♦✜❧❡s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ s②st❡♠✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ s✐♥❝❡ s②st❡♠✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✲
♠❛♥❞ ❧❡ss ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs✳ ❇❡✲
s✐❞❡s✱ ✐♥ r❡t❛✐❧ s✐t❡s ❞❡♣❧♦②✐♥❣ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡
❛ ♠✐①❡❞ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧✲
t✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ✐t❡♠s ✐t ❝❛rr✐❡s✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s②st❡♠✲
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❞♦ ✐ts ♣❛rt t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②✳
❚❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇♦r❦❡❞ ✇❡❧❧✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❡✛♦rt ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ P♦♣✉❧❛r✐t②♠❡❛s✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✇♦rst✱ ❛♥❞
t❤❡ ■❣❝♥ ♠❡❛s✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❜❡st✳ ❚❛❜❧❡ ✼ ❥✉①t❛♣♦s❡s
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡
❢r♦♠ t❤❡ t❛❜❧❡ t❤❛t ■❣❝♥ ❛♥❞ ❊♥tr♦♣②✵ ❛r❡ t✇♦ t♦♣ ♣❡r✲
❢♦r♠❡rs✳
❚❤❡ ❝❧♦s❡♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ st✉❞② ❛♥❞
t❤❡ ♦✤✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♥❡✇ ✉s❡r s✐❣♥✉♣
♣r♦❝❡ss ✐t ♠✐♠✐❝❦❡❞✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❢✉t✉r❡ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❡❢♦r❡ tr②✲
✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❛❧ s②st❡♠s✱ ♦r ✇❤❡r❡ st✉❞②✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❛❧ ✉s❡rs ✐s
♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t ❛❧❧✳
▼✉❝❤ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠✱
❛ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s st✐❧❧ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r✬s
♣r♦✜❧❡ ✐s ❛♥ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❬✷✶❪ s❦❡t❝❤❡❞ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❬✹❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
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