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▲❡❢t s②♠♠❡tr✐❝ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❣r♦✉♣

❉❛✈✐❞ ❙t❛♥♦✈s❦✓②

❆❜str❛❝t✳ ❲❡ st✉❞② ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❡❢t s②♠♠❡tr✐❝ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ♦♥ ❣r♦✉♣s✳ ◆♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ▲❙▲❉ ❣r♦✉♣♦✐❞s✱ ▲❙▲❉ ♠❡❞✐❛❧
❣r♦✉♣♦✐❞s✱ ▲❙▲❉ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❣r♦✉♣♦✐❞s ❛♥❞ ▲❙▲❉ ♠❡❞✐❛❧ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❣r♦✉♣♦✐❞s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡t G ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ❞❡☞♥❡ ❛ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ∗ ♦♥ G ❜②

a ∗ b ❂ ab−✶a.

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r♦✉♣♦✐❞ G✭∗✮✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ G✱ s❛t✐s☞❡s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

x✭xy✮ ≈ y, ✭❧❡❢t s②♠♠❡tr②✮

x✭yz✮ ≈ ✭xy✮✭xz✮, ✭❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t②✮

xx ≈ x. ✭✐❞❡♠♣♦t❡♥❝②✮

❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ▲❙▲❉■ ♦❢ ❧❡❢t s②♠♠❡tr✐❝ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❣r♦✉♣♦✐❞s

✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ G✭∗✮✱ G ❛ ❣r♦✉♣✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘✳❙✳ P✐❡r❝❡ ❬✽❪✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❝♦r❡s ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡② s❛t✐s❢② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

✭xy✮✭uv✮ ≈ ✭xu✮✭yv✮, ✭♠❡❞✐❛❧✐t②✮

❛♥❞✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ▲❙▼■ ♦❢ ❧❡❢t s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡❞✐❛❧ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t

❣r♦✉♣♦✐❞s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉✳ ❏♦②❝❡ ❬✹❪ ✭♥♦t❡ t❤❛t ♠❡❞✐❛❧✐t② ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥❝② ✐♠♣❧②

❜♦t❤ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ▲❙▼ ♥♦♥✲✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❣r♦✉♣♦✐❞s ❛r❡ ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡✮❀ ▲❙▲❉▼ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢

▲❙▼✳

▲❙▲❉■ ❣r♦✉♣♦✐❞s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✬s ❛♥❞ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s②♠♠❡t✲

r✐❝ s❡ts ✭◆✳ ◆♦❜✉s❛✇❛ ✐♥ ❬✼❪ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✮✱ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♣♦✐❞s ✭❘✳❙✳ P✐❡r❝❡ ❬✽❪✱ ❬✾❪✮

♦r ✐♥✈♦❧✉t♦r② q✉❛♥❞❧❡s ✭❉✳ ❏♦②❝❡ ❬✹❪✱ ❬✺❪✮✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳

▲❙▼■ ❣r♦✉♣♦✐❞s ✇❡r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❜② ❇✳ ❘♦s③❦♦✇s❦❛✱

✷✵✵✵ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐☞❝❛t✐♦♥✿ Pr✐♠❛r②✿ ✷✵◆✵✷❀ ❙❡❝♦♥❞❛r②✿ ✵✽❇✷✵✳
❑❡② ✇♦r❞s ❛♥❞ ♣❤r❛s❡s✿ ●r♦✉♣♦✐❞✱ ❧❡❢t s②♠♠❡tr✐❝✱ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡✱ ♠❡❞✐❛❧✱ ✐♥✈♦❧✉t♦r② q✉❛♥✲

❞❧❡✱ ❝♦r❡✳
❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♥t ❋❘❱❙ ✶✾✷✵✴✷✵✵✵ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❣r❛♥t ▼❙▼

✶✶✸✷✵✵✵✵✼✳

✶



✷ ❉❛✈✐❞ ❙t❛♥♦✈s❦✓② Algebra univers.

s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶✵❪✱ ❬✶✶❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡

❜♦♦❦ ❬✶❪ ♦❢ ❘✳❍✳ ❇r✉❝❦✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r ❧♦♦♣s✱ ❜② a ∗ b ❂ a✭b\a✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥

❝❤❡❝❦ t❤❛t ❝♦r❡s ♦❢ ✭❧❡❢t✮ ❇♦❧ ❧♦♦♣s ❛r❡ ▲❙▲❉■✳ ✭❆ ❇♦❧ ❧♦♦♣ ✐s ❛ q✉❛s✐❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❛

✉♥✐t ❡❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ x✭y✭xz✮✮ ≈ ✭x✭yx✮✮z✳✮ ❈♦r❡s ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐☞❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡

str✉❝t✉r❡ t❤❡♦r② ♦❢ ▲❙▲❉■ ❣r♦✉♣♦✐❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❉✳ ❏♦②❝❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✺❪ t❤❛t

❛♥ ▲❙▲❉■ ❣r♦✉♣♦✐❞ ✐s s✐♠♣❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣✱

♦r ❛ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦r❡

♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ s❡❧❢❞✐str✐❜✉t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡ ❜♦♦❦

❬✸❪✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦t❡ ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s

t♦ ❜❡ ✉♥❡①♣❧♦r❡❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s❤♦rt ♣❛♣❡r ❬✻❪ ♦❢ ❚✳ ❑❡♣❦❛✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣

❛♥❞ g ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t♦r② ❛♥t✐❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ G✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ G s❛t✐s❢②✐♥❣

g✭xy✮ ❂ g✭y✮g✭x✮✱ s✉❝❤ t❤❛t x✷g✭x✷✮ ❂ ✶ ❛♥❞ xg✭x✮ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ G ❢♦r ❡✈❡r②

x ∈ G✳ ❲❡ ❞❡☞♥❡ ❛ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ∗g ♦♥ G ❜②

a ∗g b ❂ ag✭b✮a.

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r♦✉♣♦✐❞ G✭∗g✮ ✐s ▲❙▲❉ ❛♥❞ a ∈ G s❛t✐s☞❡s

a ∗g a ❂ a ✐☛ g✭a✮ ❂ a−✶✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ G✭∗g✮ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡

✈❛r✐❡t② ♦❢ ▲❙▲❉ ❣r♦✉♣♦✐❞s✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ▲❙▲❉ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❣r♦✉♣s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡

❞✐s❝✉ss❡❞✳

■♥ t❤❡ ☞rst ♣❛rt✱ ✇❡ ❜r✐❡✌② r❡♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ P✐❡r❝❡ ❛♥❞ ❏♦②❝❡✱ ☞♥❞✐♥❣ ❛

✉s❡❢✉❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r t❡r♠s ✐♥ ▲❙▲❉■ ❛♥❞ ▲❙▼■✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

s❡✈❡r❛❧ ♥♦♥✲✐❞❡♠♣♦t❡♥t ▲❙▲❉ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡✐r ❡q✉❛t✐♦♥❛❧

t❤❡♦r✐❡s✳ ◆♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞✳

❖✉r t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛r❡ r❛t❤❡r st❛♥❞❛r❞✱ ❝♦♥s✉❧t ❡✳❣✳ ❬✷❪✳ ▲❡tt❡rs ✐♥

❣r♦✉♣♦✐❞ t❡r♠s ❛r❡ r✐❣❤t ❛ss♦❝✐❛t❡❞✱ ❡✳❣✳ xyz ❂ x · yz ❂ x✭yz✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛

❣r♦✉♣ G ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❩✭G✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❋V✭X✮ t❤❡ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣♦✐❞ ♦✈❡r ❛ s❡t X ✐♥ ❛

✈❛r✐❡t② V ❛♥❞ ❋●✭X✮ ✭❋❆✭X✮✱ r❡s♣✳✮ t❤❡ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ✭❢r❡❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣✱ r❡s♣✳✮

♦✈❡r X✳

✷✳ ❚❤❡ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝❛s❡

▲❡t G ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ♣✉t ❢♦r ❛❧❧ a, b ∈ G

✭❛✮ a ∗ b ❂ ab−✶a❀

✭❜✮ a ◦f b ❂ af✭a−✶b✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t♦r② ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ f ♦❢ G❀

✭❝✮ a⋄f b ❂ af✭ba−✶✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t♦r② ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ f ♦❢ G s❛t✐s❢②✐♥❣ xf✭x✮ ∈

❩✭G✮ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ G✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡☞♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ▲❙▲❉■✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⋄f

✐s ♠❡❞✐❛❧✳ ▲❡t A■ ✭B■✱ C■ r❡s♣✳✮ ❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ G✭∗✮ ✭G✭◦f ✮✱ G✭⋄f ✮✱

r❡s♣✳✮ ❛♥❞ A■❛❜ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ G✭∗✮✱ G ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣✳



❱♦❧✳ ✵✵✱ ❳❳ ▲❡❢t s②♠♠❡tr✐❝ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❣r♦✉♣ ✸

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ✭✶✮ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s A■✱ B■ ❛♥❞ ▲❙▲❉■ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

✭✷✮ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s A■❛❜✱ C■ ❛♥❞ ▲❙▼■ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♠♠❛s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t✳

✭✶✮ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ▲❙▲❉■ ❣r♦✉♣♦✐❞ ❋▲❙▲❉■✭X✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠ x✶x✷ . . . xn−✶xn✱ ✇❤❡r❡

x✶, . . . , xn ∈ X ❛♥❞ xi 6❂ xi✰✶, i ❂ ✶, . . . , n − ✶. ✭†✮

✭✷✮ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ▲❙▼■ ❣r♦✉♣♦✐❞ ❋▲❙▼■✭X✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠ x✶x✷ . . . xn−✶x✱ ✇❤❡r❡

x✶, . . . , xn−✶, x ∈ X, {x✶, x✸, . . . } ∩ {x✷, x✹, . . . } ❂ ∅,

x /∈ {xn−✶, xn−✸, . . . } ❛♥❞ x✶ � x✸ � . . . , x✷ � x✹ � . . . , ✭‡✮

✇❤❡r❡ ✭X,�✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst❧②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✭✉s✐♥❣ ❧❡❢t s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t②✮

xy · z ≈ xy · xxz ≈ xyxz. ✭§✮

✭✶✮ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ t❡r♠ t ∈ ❋▲❙▲❉■✭X✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠ ✭†✮✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r t ∈ X✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ t❡r♠s t ❂ x✶x✷ . . . xn−✶xn✱

s ❂ y✶y✷ . . . ym−✶ym ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭†✮✱ ✉s✐♥❣ ✭§✮ n✲t✐♠❡s ✇❡ ❣❡t

ts ❂ ✭x✶x✷ . . . xn−✶xn✮s ≈ x✶✭x✷ . . . xn−✶xn✮x✶s

≈ x✶x✷✭x✸ . . . xn−✶xn✮x✷x✶s ≈ · · · ≈ x✶x✷ . . . xn−✶xnxn−✶ . . . x✷x✶s.

■❢ x✶ 6❂ y✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭†✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✉s✐♥❣ ❧❡❢t s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ❣❡t r✐❞

♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭†✮✳

✭✷✮ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ▲❙▲❉ ♠❡❞✐❛❧✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ xyzt ≈ zyxt✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✶✮✳ �

▲❡t Z ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ✐♥☞♥✐t❡ s❡t✳ P✉t Z̃ ❂ {x̃ ✿ x ∈ Z}✱ ❛ ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♣② ♦❢ Z✱

❛♥❞ Y ❂ Z ∪ Z̃✳

✭❛✮ ▲❡t A ❜❡ t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣♦✐❞ ♦❢ ❋●✭Z✮✭∗✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡t Z✳

✭❜✮ ▲❡t B ❜❡ t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣♦✐❞ ♦❢ ❋●✭Y ✮✭◦f ✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡t Z✱ ✇❤❡r❡ f ✿

❋●✭Y ✮ → ❋●✭Y ✮ ✐s t❤❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② f✭x✮ ❂ x̃✱ f✭x̃✮ ❂ x✱

x ∈ Z✳

✭❝✮ ▲❡t C ❜❡ t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣♦✐❞ ♦❢ ❋❆✭Z✮✭∗✮ ❂ ❋❆✭Z✮✭⋄ι✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡t

Z ✭✇❤❡r❡ ι✭x✮ ❂ −x✮✳



✹ ❉❛✈✐❞ ❙t❛♥♦✈s❦✓② Algebra univers.

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳ ✭✶✮ ❆❧❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭†✮ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣♦✐❞s A ❛♥❞ B

♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐☛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ✭✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✶, x✷, . . . ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

Z✮✳

✭✷✮ ❆❧❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭‡✮ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣♦✐❞ C ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐☛❡r❡♥t

❡❧❡♠❡♥ts ✭✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✶, x✷, . . . ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z✮✳

Pr♦♦❢✳ ✭❛✮ ●✐✈❡♥ x✶, . . . , xn ∈ Z s✉❝❤ t❤❛t xi 6❂ xi✰✶✱ i ❂ ✶, . . . , n − ✶✱ ♣✉t ε ❂

✭−✶✮n✳ ❚❤❡♥

x✶ ∗ x✷ ∗ . . . xn−✶ ∗ xn ❂ x✶x
−✶
✷ . . . xε

n−✶x
−ε
n xε

n−✶ . . . x−✶
✷ x✶.

❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ✇♦r❞ ✐s ♥♦t r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧ s✉❝❤ ✇♦r❞s ♠✉st ❜❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐☛❡r❡♥t✳

✭❜✮ ●✐✈❡♥ x✶, . . . , xn ∈ Z s✉❝❤ t❤❛t xi 6❂ xi✰✶✱ i ❂ ✶, . . . , n − ✶✱ ♣✉t ε ❂ ✵ ❢♦r n

♦❞❞ ❛♥❞ ε ❂ ✶ ❢♦r n ❡✈❡♥✳ ❚❤❡♥

x✶ ◦f x✷ ◦f . . . xn−✶ ◦f xn ❂ x✶f✭x
−✶
✶ ✮f✭x✷✮x

−✶
✷ x✸f✭x

−✶
✸ ✮ . . . fε✭x−✶

n−✶✮f
ε✭xn✮.

❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ✇♦r❞ ✐s ♥♦t r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧ s✉❝❤ ✇♦r❞s ♠✉st ❜❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐☛❡r❡♥t✳

✭❝✮ ●✐✈❡♥ x✶, . . . , xn ∈ Z s✉❝❤ t❤❛t {x✶, x✸, . . . } ∩ {x✷, x✹, . . . } ❂ ∅✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✭❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡❧②✮

x✶ ∗ x✷ ∗ . . . xn−✶ ∗ xn ❂ ✷x✶ ✰ ✷x✸ ✰ · · · − ✷x✷ − ✷x✹ − · · · ± xn.

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t❡r♠ ✉♣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ x✶, x✸, . . . ❛♥❞

x✷, x✹, . . . ✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳ ✭✶✮ ❋♦r ❡✈❡r② ❜✐♥❛r② t❡r♠ ♦✈❡r X t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲❙▲❉■✲

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭†✮✳

✭✷✮ ❋♦r ❡✈❡r② ❜✐♥❛r② t❡r♠ ♦✈❡r X t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲❙▼■✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡r♠ ♦❢ t❤❡

❢♦r♠ ✭‡✮✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ A■,B■ ⊆ ▲❙▲❉■

❛♥❞ C■,A■❛❜ ⊆ ▲❙▼■✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹✱ t❤❡ ❣r♦✉♣♦✐❞s A✱ B ❛♥❞

❋▲❙▲❉■✭ω✮ ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❣r♦✉♣♦✐❞s C ❛♥❞ ❋▲❙▼■✭ω✮ ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳

❚❤✉s A■ ❂ B■ ❂ ▲❙▲❉■ ❛♥❞ C■ ❂ A■❛❜ ❂ ▲❙▼■✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳ ❘✳❙✳ P✐❡r❝❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❝♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❛❜❧② ❣❡♥✲

❡r❛t❡❞ ❢r❡❡ ▲❙▲❉■ ❣r♦✉♣♦✐❞✿ ✐t ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧

✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ✐♥☞♥✐t❡ ❢r❡❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t ❣r♦✉♣✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✻✳ ❚❤❡ q✉❛s✐✈❛r✐❡t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❣r♦✉♣ ❝♦r❡s ✭♦r ❡✈❡♥ ❜② ❝♦r❡s ♦❢

❇♦❧ ❧♦♦♣s✮ ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✭q✉❛s✐✮✈❛r✐❡t② ♦❢ ▲❙▲❉■ ❣r♦✉♣♦✐❞s✱ s✐♥❝❡ ✐t

s❛t✐s☞❡s t❤❡ q✉❛s✐❡q✉❛t✐♦♥ xy ≈ y ⇒ yx ≈ x✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡



❱♦❧✳ ✵✵✱ ❳❳ ▲❡❢t s②♠♠❡tr✐❝ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❣r♦✉♣ ✺

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❙▲❉■ ❣r♦✉♣♦✐❞✿

✵ ✶ ✷

✵ ✵ ✶ ✷

✶ ✵ ✶ ✷

✷ ✶ ✵ ✷

❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ◦f ❛♥❞ ⋄f ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ t♦ ☞♥❞ ❛

❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✈❛r✐❡t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦r❡s ♦❢ ❣r♦✉♣s✳

✸✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❝❛s❡

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ♣✉t ❢♦r ❛❧❧ a, b ∈ G

✭❛✮ a ∗g b ❂ ag✭b✮a ❢♦r ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t♦r② ❛♥t✐❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ g ♦❢ G s❛t✐s❢②✐♥❣

x✷g✭x✷✮ ❂ ✶ ❛♥❞ xg✭x✮ ∈ ❩✭G✮ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ G❀

✭❜✮ a ◦f,e b ❂ af✭a−✶be✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t♦r② ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ f ♦❢ G ❛♥❞ e ∈ G

s❛t✐s❢②✐♥❣ e✷ ❂ ✶✱ f✭e✮ ❂ e❀

✭❝✮ a ⋄f,e b ❂ af✭ba−✶e✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t♦r② ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ f ♦❢ G ❛♥❞ e ∈ G

s❛t✐s❢②✐♥❣ e✷ ❂ ✶✱ ex ❂ xf✭e✮ ❛♥❞ xf✭x✮ ∈ ❩✭G✮ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ G❀

✭❞✮ a ⊙e b ❂ aea−✶b ❢♦r e ∈ G s✉❝❤ t❤❛t e✷ ❂ ✶✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ▲❙▲❉✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥

⋄f,e ✐s ♠❡❞✐❛❧✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

✭❛✮ g✭x✮ ❂ x−✶ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ G❀ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ G✭∗g✮ ❂ G✭∗✮✳

✭❜✱❝✮ e ❂ ✶❀ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ G✭◦f,✶✮ ❂ G✭◦f ✮ ❛♥❞ G✭⋄f,✶✮ ❂ G✭⋄f ✮✳

✭❞✮ e ❂ ✶❀ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ G✭⊙✶✮ ✐s ❛ r✐❣❤t ③❡r♦ ❜❛♥❞ ✭✐t s❛t✐s☞❡s xy ≈ y✮✳

❋✉rt❤❡r✱

✭❛✮ a ∗g a ❂ a ✐☛ g✭a✮ ❂ a−✶❀

✭❜✱❝✱❞✮ G✭◦f,e✮✱ G✭⋄f,e✮✱ G✭⊙e✮ ❛r❡ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✲❢r❡❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r e 6❂ ✶✳

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r A ✭B✱ C✱ D r❡s♣✳✮ t♦ ❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ G✭∗g✮

✭G✭◦f,e✮✱ G✭⋄f,e✮✱ G✭⊙e✮✱ r❡s♣✳✮ ❛♥❞ A❛❜ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ G✭∗g✮✱ G ❛♥

❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ A■ ⊂ A✱ A■❛❜ ⊂ A❛❜✱ B■ ⊂ B✱ C■ ⊂ C✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ✭✶✮ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s A✱ B ❛♥❞ ▲❙▲❉ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

✭✷✮ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s A❛❜✱ C ❛♥❞ ▲❙▲❉▼ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

✭✸✮ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s D ❛♥❞ ▲❙▲❉ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

❋✐rst❧②✱ ✇❡ st❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❛❧ r❡s✉❧ts ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✻❪✮✳ ❋♦r ❛♥ ▲❙▲❉

❣r♦✉♣♦✐❞ H ✇❡ ♣✉t ipH ❂ {✭x, xx✮ ✿ x ∈ H}∪idH ✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❋▲❙▲❉✭✶✮ ❂

❋▲❙▲❉▼✭✶✮ ✐s t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✮ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t ▲❙▲❉ ❣r♦✉♣♦✐❞❀ ✇❡



✻ ❉❛✈✐❞ ❙t❛♥♦✈s❦✓② Algebra univers.

❞❡♥♦t❡ ✐t ❚✳
❚ ✵ ✶

✵ ✶ ✵

✶ ✶ ✵

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ▲❡t H ❜❡ ❛♥ ▲❙▲❉ ❣r♦✉♣♦✐❞✳ ❚❤❡♥ ipH ✐s ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♦♥ H✱ H/ipH

✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❛♥❞ ipH ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r

✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ A ✐s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ipH ✱ t❤❡♥ A ≃ ❚✳

Pr♦♦❢✳ ❊❛s②✳ �

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳ ▲❡t H ❜❡ ❛♥ ▲❙▲❉ ❣r♦✉♣♦✐❞✳ ❚❤❡♥ ❚ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ H

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ H ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❚× ✭H/ipH✮✳

Pr♦♦❢✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ g ✿ H → ❚ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ h ✿ H → H/ipH t❤❡ ♥❛t✉r❛❧

♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ f ✿ H → ❚ × ✭H/ipH✮✱ ❞❡☞♥❡❞ ❜② f✭x✮ ❂ ✭g✭x✮, h✭x✮✮ ❢♦r ❡✈❡r②

x ∈ H✱ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙✐♥❝❡ ❚ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✲❢r❡❡✱ s♦ ✐s H✳ ❚❤✉s f ✐s ♦♥t♦✱

❜❡❝❛✉s❡ h ✐s s♦✱ ❛♥❞ f✭x✮ ❂ ✭✵, h✭x✮✮ ✐☛ f✭xx✮ ❂ ✭✶, h✭x✮✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐❢ g✭x✮ ❂ g✭y✮✱

t❤❡♥ ✭x, y✮ /∈ ipH ✱ s✐♥❝❡ ❚ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✲❢r❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ h✭x✮ 6❂ h✭y✮✳ ❍❡♥❝❡ f

✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ ♥♦♥✲✐❞❡♠♣♦t❡♥t s✉❜✈❛r✐❡t② ♦❢ ▲❙▲❉ ❛♥❞ W t❤❡ s✉❜✲

✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❣r♦✉♣♦✐❞s ❢r♦♠ V✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t✳ ❚❤❡♥ ❋V✭X✮ ✐s

✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❚× ❋W✭X✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t② V ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② W ∪ {❚}✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✱ ❚ ✐s ✐♥ ❡✈❡r② ♥♦♥✲✐❞❡♠♣♦t❡♥t s✉❜✈❛r✐❡t② ♦❢ ▲❙▲❉✳ ❍❡♥❝❡ ❚

✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❋V✭X✮ ❛♥❞✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✱ ❋V✭X✮ ≃ ❚ × H✱ ✇❤❡r❡

H ≃ ❋V✭X✮/ip❋V✭X✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱ H ≃ ❋W✭X✮✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳ ✭✶✮ ❋♦r ❡✈❡r② ❜✐♥❛r② t❡r♠ ♦✈❡r X t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲❙▲❉✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ x✶x✷ . . . xn−✶xn✱ ✇❤❡r❡

x✶, . . . , xn ∈ X ❛♥❞ xi 6❂ xi✰✶, i ❂ ✶, . . . , n − ✷. ✭††✮

✭✷✮ ❋♦r ❡✈❡r② ❜✐♥❛r② t❡r♠ ♦✈❡r X t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲❙▲❉▼✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡r♠ ♦❢

t❤❡ ❢♦r♠ x✶x✷ . . . xn−✶x✱ ✇❤❡r❡

x✶, . . . , xn−✶, x ∈ X, {x✶, x✸, . . . } ∩ {x✷, x✹, . . . } ❂ ∅,

x✶ � x✸ � . . . , x✷ � x✹ � . . . , ✭‡‡✮

✇❤❡r❡ ✭X,�✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ✭✶✮ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ A■ ❂ B■ ❂ ▲❙▲❉■✱

✐t s✉✍❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❚ ∈ A ❛♥❞ ❚ ∈ B✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ☞rst ❝❛s❡✱

❚ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣♦✐❞ {✶, ✸} ♦❢ Z✹✭∗id✮ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❚ ✐s

✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Z✷✭◦id,✶✮✳



❱♦❧✳ ✵✵✱ ❳❳ ▲❡❢t s②♠♠❡tr✐❝ ❧❡❢t ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❣r♦✉♣ ✼

✭✷✮ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ C■ ❂ A■❛❜ ❂ ▲❙▼■✱ ✐t s✉✍❝❡s t♦ ♣r♦✈❡

t❤❛t ❚ ∈ A❛❜ ❛♥❞ ❚ ∈ C✳ ❯s❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

Z✷✭◦id,✶✮ ❂ Z✷✭⋄id,✶✮✮✳

✭✸✮ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣r♦✉♣♦✐❞ D ∈ D ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❋▲❙▲❉✭ω✮✳ ▲❡t Z ❜❡ ❛

❝♦✉♥t❛❜❧❡ ✐♥☞♥✐t❡ s❡t ❛♥❞ D t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣♦✐❞ ♦❢ ✭Z✷ ∐ ❋●✭Z✮✮✭⊙e✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

Z✱ ✇❤❡r❡ ∐ ♠❡❛♥s t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ e ✐s t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢

Z✷✳ ❚❤❡♥ D ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❋▲❙▲❉✭Z✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r x✶, . . . , xn ∈ Z ✇✐t❤ xi 6❂ xi✰✶✱

i ❂ ✶, . . . , n − ✷✱ t❤❡ ✇♦r❞

x✶ ⊙e x✷ ⊙e . . . xn−✶ ⊙e xn ❂ x✶ex
−✶
✶ x✷ex

−✶
✷ . . . xn−✶ex

−✶
n−✶xn

✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ xn−✶ ❂ xn✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
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