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1. I n t r o d u c t i o n  

Le lemme de Schwarz (replac~ dans un contexte g~om~trique par Pick) montre que route 

application holomorphe du disque unit~ de C dans lui-m~me est contractante lorsque 

le disque est muni de la m~trique hyperbolique (de courbure constante -1 ) .  De plus, 

si la diff~rentielle est isom~trique en au moins un point, l 'application est une isom~trie 

hyperbolique (globale) du disque dans lui-m~me, c'est-k-dire une homographie. 

Ce lemme a suscit~ de nombreuses extensions en dimension sup~rieure (citons pour 

m~moire les travaux de L. Ahlfors, S.T. Yau, N. Mok, ...). Nous ne retiendrons ici que 

le r6sultat suivant, ~nonc~ dans [Mo], dont nous donnons une preuve en appendice ; c'est 

en effet celui qui est le plus proche de l'esprit du prSsent article. 

1.1. PROPOSITION. - -  Soient X et Y deux varidtds k~hldriennes de m~me dimen- 

sion, Y dtant supposde compacte. Supposons qu'en tout point les courbures de Ricci de 

X et Y vdrifient: 

Riccigy ~> - g y  et Riccig• ~< - g z ,  

oit gy  et gx  sont les m~triques riemanniennes respectives de Y et de X .  Alors toute 

application holomorphe F: Y--* X vdrifie 

I J a c F ( y ) l ~ l  pour tout y E Y .  

De plus si, en un point y E Y ,  on a I Ja cF(y ) l= l  , alors dyF est isomdtrique. 

Lorsque X et Y sont compactes, et si X est de courbure sectionnelle n~gative, chaque 

classe d'homotopie d'applications de Y dans X contient exactement une application har- 

monique (eft [ES]). 
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Dans le cas oh X et Y sont suppos~es k~ihl6riennes et si l 'application harmonique 

entre X et Y est holomorphe, la proposition 1.1 montre que cette application est le bon 

candidat pour contracter la mesure de volume parmi les applications appartenant s une 

m~me classe d'homotopie. 

En revanche, lorsque l'application harmonique entre X et Y n'est pas holomorphe, 

en particulier lorsque X et Y ne sont pas k~hl6riennes, on ne salt pas si elle contracte la 

mesure de volume (sous les m~mes hypotheses que celles de la proposition 1.1). 

Dans le th6or~me suivant, nous construisons, dans chaque classe d'homotopie d'appli- 

cations entre deux vari6t6s riemanniennes compactes (Y, gy)  et (X,  gx)  v6rifiant des 

hypotheses analogues ~t celles de la proposition 1.1, une application qui contracte la 

mesure de volume. 

1.2. THI~OREME. - -  Soient (Y, gy) et (X, gx)  des varidtds riemanniennes (rdelles) 

completes vdrifiant dim X = d i m  Y = n ) 3 .  Supposons que la courbure de Ricci de Y et la 

courbure sectionneUe Kax de X vdrifient : 

Riccig r ) - ( n - 1 ) g y  et Kg x ~ -1 .  

Alors : 

(i) Dans route classe d'homotopie d'applications f : Y - - ~ X  et pour tout e>0,  on 

construit une application Fe, lipschitzienne, qui vdrifie 

IJac(Fe(y))l <<. l + e  pour tout y E Y .  

(ii) Si de plus Y e t  X sont compactes, homotopiquement Equivalentes, et si la 

courbure sectionnelle de Y est negative, alors toute Equivalence d'homotopie peut ~tre 

dEforrnEe en une application C ~ construite de rnani~re canonique, horde F,  telle que 

IJac(F)l~<l. Si de plus, en un point yCY ,  on a I J a c F ( y ) l = l ,  alors dyF est isomdtrique. 

1.3. R e m a r q u e . -  Lorsque K g x - - 1 ,  le th~or~me 1.2 est prouv~e dans [BCG1], 

[BCG2, Proposition 5.2 et Proposition 6.1], et la gdn~ralisation au cas K g x ~ - I  est 

immSdiate, cf. 2.21. 

Par integration le thdor~me 1.2 donne le corollaire suivant, d~j~ prouv~ dans [BCG1, 

cf. ThSor~me 9.1], dans le cas oh X est de courbure sectionnelle constante ~gale ~ -1 .  

1.4. COROLLAIRE. - - -  Soient Y et X deux varidtEs riemanniennes corapactes vd- 

rifiant d imY=dimX>~3 .  Supposons que la courbure de Ricci de Y vErifie Riccigy~> 

- ( n - 1 ) g y  et que la courbure sectionnelle de X vErifie K g x ~ - l .  Alors, pour route ap- 

plication continue f: Y - ~  X , on a 

Vol(Y, gy)/> ]deg fl  Vol(X, gx) .  

De plus, l'Egalitd dans l'inEgalitd ci-dessus implique que f e s t  homotope ~t un rev~teraent 

riemannien. 
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Un corollaire imm~diat de 1.4 est la propriSt5 de maximalit~ du volume des vari~t~s 

hyperboliques r~elles compactes : 

1.5. THI~ORI~ME. - -  Soit (]I, gy ) une vari6t6 hyperbolique rdelle compacte de dimen- 

sion n>~3 et X une varidt6 compacte de m6me dimension. Soit f:  Y- -~X une application 

de degr6 d~O. Alors, pour toute mdtrique gx  sur X dont la courbure sectionnelle vdrifie 

Kg• on a Vol(Y, gy)>~ldlVol(X, gx  ). De plus, l'dgalit6 a lieu si, et seulement si, 

( X ,  gx  ) est hyperbolique et ( Y, gy ) est un rev6tement riemannien de ( X,  gx  ). 

En particulier, on a :  

1.6. COROLLAIRE. - -  Soit (Y, gy) une varigtd hyperbolique rdelle compacte de di- 

mension n>~3. Pour toute mdtrique g sur Y dont la courbure sectionnelle vdrifie Kg <~-l, 

on a Vol(Y, gy)>>.Vol(Y,g) et l'dgalit~ a lieu si, et seulement si, g est isomdtrique it gy.  

1.7. R e m a r q u e . -  En dimension n = 2 ,  les th~or~mes 1.5 et 1.6 restent vrais et 

d~coulent directement de la formule de Gauss Bonnet. 

La construction des applications F~ et F du thSor~me 1.2 peut  se faire de la mSme 

fa~on lorsque les dimensions de X et Y ne sont pas supposSes ~gales et ne d6pend que 

de la representation induite entre les groupes fondamentaux. De plus, ces applications 

contractent les p-volumes, p~>3, cf. le th~or~me 1.10. 

1.8. Ddfinition. Soient (X, gx)  et (]1, gy)  deux vari~t~s riemanniennes et F: Y - ~ X  

une application diff~rentiable. Le p-jacobien Jacp F est d~fini par 

Jaep F(y)  = sup IldyF(ul)A.. .AdyF(up)llgx, 

U p of 1 { i}i=l parcourt  l 'ensemble des p-rep~res gy-orthonorm~s en y. 

Soit (Y, gy)  une vari~t~ riemannienne complete et F un groupe d'isomStries de 

(]I, gy).  On note 5(F) l 'exposant critique de la s~rie de Poincar~ de F, i.e. 

~(F) = inf { s > O : ~erc-sd(Y"~(Y)) < +oo } (1.9) 

oh d est la distance induite par gy sur Y e t  y un point arbitraire de Y. On vSrifie 

facilement que le terme de droite de (1.9) ne d~pend pas de y. 

1.10. THI~OREME. - -  Soient (Y, gy ) et (X, g z  ) deux varigtds riemanniennes com- 

pletes, de dimensions dventuellement diffdrentes, et F, F ~ deux groupes discrets d'isomg- 

tries de Y et X respectivemcnt. On suppose que la courbure sectionnelle de (X, gx ) vgrifie 

Kg z <~-1 et que X est simplement connexe. Soit L): F--~F '=0(F)  une reprdsentation. 
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(i) Pour tout E>0, p>~3, il existe une application lipschitzienne, Fe: Y- -~X,  o-dqui- 

variante teUe que pour tout y E Y ,  

Si on suppose de plus que la courbure sectionnelle de (1I, gy ) est strictement nggative, 

que Y est simplement connexe, que F, F ~ sont convexes cocompacts ( cf. la ddfinition 1.12), 

et que 0 est injective, alors : 

(ii) Il existe une application C ~ ,  F:Y- -+X,  o-dquivariante telle que pour tout 

p~3 ,  et tout y e Y ,  on air JacpF(y )< . (5 ( r ) / (p -1 ) )  p. Si HdyF(ul)A. . .AdyF(up)H= 

(5 (F) / (p -1 ) )  p pour un p-rep~re orthonormd (ul,.. . ,Up) en y, la restriction de duF au 

sous-espace de TuY engendrd par les ui est une homothdtie. 

(iii) Si d i m Y ~ d i m X = n > ~ 3  et si X est un espace symdtrique de courbure com- 

prise entre - 1  et - 4 ,  alors l'application F de (ii) vdrifie JacnF(y)<~(~(F) / (n+k-2) )  n 

o~ k est la dimension rdelle du co~ps ou de l'alg~bre de base ddfinissant l'espace hyper- 

bolique X .  Si l'dgalitd est atteinte, alors dyF est une homothdtie du sous-espace de T yY  

orthogonal ~ ker(dyF) sur TF(y). 

1.11. R e m a r q u e . -  (1) Dans le th~or~me 1.10 (ii), (iii), les groupes F, F' sont sup- 

pos6s convexes cocompacts. La d6finition est donnde ci-dessous, cf. 1.12. 

(2) La construction de F est identique ~ celle de la proposition 6.1 de [BCG2], cf. 2.1. 

(3) Les in~galit~s (i) et (ii) ne sont intdressantes que dans le cas 

3 ~< p ~< inf [dim(X), dim(Y)] 

puisque dans le cas off p>inf [d im(X) ,  dim(Y)], Ja% F = 0 .  

Les in6galit~s 1.10 (ii) et (iii) sont optimales. En particulier, nous donnons comme 

application une preuve simple d 'un th~or~me de M. Bourdon, P. Pansu, D. Sullivan et 

C. Yue concernant les dimensions de Haussdorff des ensembles limites de representations 

quasi-fuchsiennes de r~seaux hyperboliques cocompacts (cf. Th6or~me 1.14) et un r~sultat 

d'isolation (cf. Th~or~me 1.16). Avant d'6noncer ces r6sultats, nous introduisons quelques 

d~finitions : 

Soit (X, gx )  une vari6t~ simplement connexe de courbure sectionnelle Kg• ~<-1 et 

F un groupe discret d'isom~tries de (X,  gx )  agissant proprement discontinfiment sur X.  

L'ensemble-limite A(F) de F est ddfini comme l'ensemble des points d'accumulation sur 

le bord g~om~trique ~, l'infini OX de X, d'une orbite quelconque de Faction de F sur X 

(cf. [Y2]). Lorsque Faction de F est cocompacte, h(r) est dgal ~ OX tout entier ; cepen- 

dant, dans le cas g~n~ral, A(F) est seulement un ferm6 F-invariant de OX. L'enveloppe 

convexe C(F) de A(F) dans X est un ferm6, F-invariant pour l 'action de F sur X.  
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1.12. Ddfinition. - -  Le groupe F est convexe cocompact si C (F ) /F  est compact. 

Par ailleurs, il existe sur OX des familles de distances canoniquement associ@es 

la m@trique gx  qui permettent  de d@finir une dimension de Haussdorff de A(F), notre 

dimH(r) (cf. [Y2, n ~ 1]). Lorsque r est convexe eocompact ~(r )=d imH(r )  (cf. [V2, 

th@or~mes 5.5.1, 6.2.4 et 5.4.4]). On notera que (~(F) d6pend de la m@trique gx; en 

particulier, lorsque X/F est compact, la dimension de Haussdorff de OX est 6gale 

l'entropie volumique de la mdtrique gx d@finie par l'@galit@ 

Ent( X, gX ) = R_~+~lim (1Log(Vol( B(x, R) ) )) 

oh B(x,R) est la boule g@od@sique de centre x et de rayon R de (X, gx). 

F d@signera maintenant un r@seau cocompact d 'un espace sym@trique Y de courbure 

n@gative, i.e. Y est l'espace hyperbolique r~el, complexe, quaternionien ou de Cayley. 

Normalisons la m@trique gy de Y de sorte que sa courbure sectionnelle v@rifie 

Kgy -- - 1  dans le cas hyperbolique r@el, 

- 4  ~< Kgy ~< - 1  dans les autres cas. 

1.13. Ddfinition. - -  Une representation Q: F--*Isom(X, gz) est convexe cocompacte 

si est un sous-groupe convexe cocompact de Isom(X, gx).  

Une telle repr@sentation est dite totalement g@od~sique lorsqu'il existe un plongement 

F0 isom@trique et totalement g@od@sique de (Y, gy) dans (X, gz) qui entrelace les deux 

actions de F sur Y e t  sur X,  i.e. Foo~/=Q(~/)oFo. Par exemple, lorsque X est un espace 

hyperbolique (r~el, complexe, quaternionien ou de Cayley), de m@me type que Y e t  de 

dimension sup@rieure ou ~gale ~ celle de Y, il existe une injection canonique 60 de Isom(Y) 

dans Isom(X) ; elle induit une repr@sentation Q0: F--*Isom(X), dont l'image sera not@e 

Q0(F). Cette repr@sentation, ainsi que celles obtenues par conjugaison par un @l@ment 

de Isom(X), donnent toutes les repr@sentations totalement g~od~siques dans Isom(X), 

caract~ris@es par l'existence d'une sous-vari@t@ totalement g~od~sique Z de X, invariante 

par Q0(F). Comme A(Qo(F))=OZ, et comme Z e s t  sym@trique, on a 

~(Q0 (F)) = Ent (Z) = n + k -  2, 

oh k est la dimension r@elle du corps de base ou de l'alg~bre qui d@finit l'espace hyper- 

bolique et oh n est la dimension r6elle de Y. 

H. Poincar@ avait remarqu~, dans le cas oh Y e t  X sont des vari@t@s hyperboliques 

r6elles de dimensions respectives 2 et 3 et lorsque la representation Q n'est pas totale- 

ment g@od6sique, que l'ensemble-limite A(Q(F)) n'est pas une courbe rectifiable. Plus 
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r6cemment R. Bowen [Bow] a prouv6 que la dimension de Haussdorff de l'ensemble-limite 

est alors strictement plus grande que 1. 

Le th6or~me suivant r~sulte des travaux de P. Pansu (cf. [P]), M. Bourdon (cf. 

[Bou]) et C.B. Yue (el. [Vl]). Nous en donnons ici une nouvelle preuve lorsque (Y, gy) 

est hyperbolique r~el et lorsque (Y, gy) et (X, gx)  sont hyperboliques complexes. 

1.14. TH~ORi~ME ([P], [Bou], [Y1]). (i) Soit (Y, gv) uu espace hyperbolique rdel 

et soit (X, gx)  une varidtd riemannienne simplement connexe de courbure sectionnelle 

K9• tels que dimY~<dimX. Soit F un sous-groupe cocompact d'isomdtries de Y e t  

t~: F-~Isom(X, gx ) une reprdsentation injective convexe cocompacte. Alors 

5(0(r)) >/5(r). 

De plus, l'dgalit~ a lieu si, et seulement si, la reprdsentation est totalement gdoddsique. 

(ii) Si ( Y, gy ) et ( X ,  gz  ) sont deux espaces hyperboliques rdels ou complexes ( tels que 

dim Y~<dimX), alors, pour toute reprdsentation Q injective d'un sous-groupe cocompact 

F d'isomdtries de Y dans Isom(X, gx)  dont l'image est convexe cocompacte, on a 

5(~(r)) ~> ~(r) = 5(00(F)). 

De plus, l'dgalitd a lieu si, et seulement si, la reprdsentation est totalement gdoddsique et 

conjugude d 80. 

1.15. Remarque. - -  Le th~or~me ci-dessus est vrai si la representation est seulement 

suppos~e fid~le et discrete. La preuve est alors une variante de celle donn~e au chapitre 3. 

Lorsque (X, gx)  est sym~trique de courbure n~gative, une telle representation Q est 

appel~e ,~ quasi-fuchsienne ~ (cf. ([P], [Sou], [Yl]). I1 d~coule du th~or~me de super-rigidit~ 

de K. Corlette ([Co]) que toute representation quasi-fuchsienne entre groupes d'isomStries 

d'espaces hyperboliques quaternioniens ou de Cayley est totalement g~od~sique. 

l'oppos~, il existe des exemples de representations quasi-fuchsiennes entre groupes 

d'isom~tries d'espaces hyperboliques r~els qui ne sont pas totalement g~od~siques. De 

plus, dans ce cas, la valeur (~(t~0(F)) n'est pas isol~e parmi toutes les dimensions de 

Haussdorff possibles d'ensembles-limites de representations quasi-fuchsiennes. 

Le probl~me est plus ouvert dans le cas complexe et il est conjectur~ qu'il n 'y a 

pas d'autre representation quasi-fuchsienne (entre groupes d'isom~tries d'espaces hyper- 

boliques complexes) que les representations totalement g~od~siques. Une preuve de cette 

conjecture est ~noncSe dans [Y1] lorsque dime (X)~< 2 dime (Y). Par ailleurs W. Goldman 

et J . J .  Millson ([GM]) mon~rent, en toutes dimensions, qu'il n 'y a pas de d~formations 

de la representation totalement g~od~sique t~0. 

Nous avons : 
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1.16. THI~ORI~ME. - -  Soient Y un espace hyperbolique complexe de dimension com- 

plexe n e t  F C P U ( n ,  1)=Isom(Y)  (n>~2) un rdseau eocompact. I1 existe une eonstante 

C > 0  telle que toute reprdsentation quasi-fuchsienne Q: F---*PU (m, 1) (m>~n) qui vdrifie 

est totaIement g od siq e (done conjugate De pI s, la 

constante C ne ddpend que du volume de Y /F ,  de la dimension rn et pas de la reprdsen- 

tation. 

Dans le cas complexe, C.B. Yue ([Y1]), s 'appuyant sur un r6sultat de Carlson et 

Toledo (cf. [CT]), a prouv6 l'existence d'une sous-vari6t6 complexe Z de X, invariante 

par l'image t~(F) de la repr6sentation 0. Or, sur de telles sous-vari6t6s, M. Gromov conjec- 

ture que, si la seconde forme fondamentale est petite, alors la sous-vari6t6 est totalement 

g6od6sique. Nous montrons que cette conjecture est fortement reli6e au probl~me de 

l'isolation de la dimension de Haussdorff de l'ensemble-limite d'une repr6sentation to- 

talement g6od6sique (r6solu par le th6or~me 1.16). En fait, l 'entropie d'une sous-vari6t6 

minimale d 'un espace hyperbolique r6el ou complexe est proche de 5(00(F)) d6s que la 

seconde forme fondamentale est petite. Nous donnons ensuite une preuve d'une version 

L 2 de la conjecture de M. Gromov ci-dessus : 

1.17. THI~ORI~ME.- II existe une constante universelle C(m~d) (positive, expli- 

citable) telle que toute sous-varidtd complexe compacte de dimension d d'un quotient X 

( gventuellement non compact) de l'espace hyperbolique complexe de dimension m, dont 

la seconde forme fondamentale est de normes L 2 et L 2d plus petites que C(m,  d), est en 

fait totalement gdoddsique. 

2. P r e u v e s  des  t h ~ o r ~ m e s  1 .10,  1.2 e t  d u  c o r o l l a i r e  1.4 

2.1. Preuve du thdor~me 1.10 ( i i ) . -  Les groupes F et F' agissent de fa~on convexe 

cocompacte sur Y e t  X respectivement, et la repr5sentation ~ est injective. Alors t~ induit 

une quasi-isomdtrie ~quivariante entre C(F) et C(F')  (car leurs quotients respectifs par F 

et F I sont compacts). Cette quasi-isomdtrie se prolonge en un homdomorphisme ] entre 

A(r) et A(F') (cf. [BP] et [GH]). On construit alors l 'application F comme compos~e de 

deux applications, de la m~me fa~on que dans [BCG2] : 

- -  Une premiere application y---~]_ty de Y dans l'espace des mesures finies sur OX, of 1 

#y est l'image directe par f de la mesure de Patterson-Sullivan vy de F, sur OY. Rap- 

pelons (voir par exemple [Y2]) que la mesure de Patterson-Sullivan jouit des propri~tSs 

suivantes : 

U~(y) =7,(Vy) pour tout  616ment 7 E F ,  (2.20 

vy = e -5(r) By(y,O) VO, (2.2ii) 
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off O est un point fix~ arbitrairement sur Y que nous appellerons ((origine ~, et off By 
est la fonction de Busemann de Y, correspondant au choix de l'origine O, d6finie par 

By(y,O)=limt~+~(d(y,c(t))-t), pour toute g6od6sique c d'origine O et d'extr6mit6 

- -  Une seconde application, d~finie sur l'espace des mesures finies sur OX et/~ valeurs 

dans X,  appel~e (( application barycentre ~ et not6e bar( .  ), qui associe ~ route mesure 

finie # sur OX l 'unique point off la fonction 

B: x-~ fo Bx(x, O) dp(O) 

atteint son minimum, off Bx est la fonction de Busemann de X. La seule restriction sur 

la mesure p est qu'aucun singleton ne soit de mesure sup~rieure ou ~gale s �89 
L'existence et l'unicit~ du barycentre est prouv~e dans [DE] et [BCG1]. 

Nous posons donc F (y )=ba r (p y ) .  La propri6t6 (2.2i) et le fait que b a r ( % p ) =  

7(bar(p))  (cf. [BCG2])impliquent que F est 0-~quivariante. 

En fait, le barycentre d'une mesure p e s t  aussi l 'unique point critique de la fonction 

strictement convexe B (volt [BCG1]), ce qui implique que F est ~galement donnSe par 

l'6quation implicite : 

~oydBx[(g(y ) (.) e-~(r) Bv(y,o) duo (0) = O. 

La r~gularit6 C ~ de F r~sulte de mani~re immediate de la r~gularit~ de yHBv(y,  O) 
pour tout  0 et du th~or~me des fonctions implicites, cf. [BCG2]. 

En d~rivant l'~quation ci-dessus, nous obtenons l'6quation qui donne la diff~rentielle 

de F pour tout vecteur u tangent ~ Y e n  y (cf. [BCG2, paragraphe 5, (5.2)] : 

floyD dBxI(g(y),](O))( " , dyF(u) ) dry (0) 
(2.3) 

I "  

= 5(r )  JoydBX[(F(u),](o))(. ) dBy[(u,o ) (u) duv(O). 

Tousles calculs qui suivent se font en des points y et F(y) fixds. 
Notons ky, hy et h i les formes quadratiques, d~finies sur TF(y)X, TF(y)X et TyY 

par les formules suivantes, valables pour tousles  v, WETF(y)X et pour tousles  u, tETyY: 

ky(v, w) = fovDdBx](F(~),](o))(v, w) duy(O), 

hy(v, w) = foydBX[(F(y),](o))(v) dBx[(F(y),](o))(w) duy(O), (2.4) 

' foydBy[(y,o)(U) dByl(y,o)(t) hy (u, t) = duy (0). 
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L'in~galit~ de Cauchy-Schwarz, appliqu~e au second membre de (2.3), donne alors 

ky(v, dF(u) ) < (i(F)hy(v, v)l/Uhy(u, u) 1/2. (2.5) 

Nous allons estimer le p-jacobien de F d~fini en 1.8. 

Notons UyCTyY le sous-espace engendr~ par un p-rep~re {u 1,..., Up} pour lequel 

le maximum est atteint et VF(y)=dyF(Uy). Nous nous int~resserons ici au cas off 

Jacp F(y)r ce qui implique que dim(VF(y))=dimUy=p. En restreignant les formes 

quadratiques ky, hy et hy ~ Vg(y), VF(y) et Uy respectivement, nous obtenons de nou- 

velles formes qnadratiques, not6es k V, h y e t  h~ v. Nous appellerons K V, Hy Vet Hy U les 

endomorphismes symdtriques correspondants. Un lemme 515mentaire d'alg~bre lindaire 

(cf. [BCG2, lemme 5.4]) permet de ddduire de l'in~galit~ (2.5) l'in~galitd suivante sur les 

d~terminants : 

d6t(K V) Ja% F(y) <~ 5(r)P(d6t HY)l/2(d~t H'yV) 1/2 

~5(F)P(d~tHY)l/2[~trace(HyU)jp/2. (2.6) 

La trace d'une forme quadratique ~ (calcul~e dans une base orthonorm~e par rapport s 

une structure euclidienne g) ~tant notre traceg ~, en injectant dans les d6finitions (2.4) le 

fait que I IdByH gY =1 et que II dBz I lgx = 1, et en renormalisant vy de sorte que uy COY) = 1, 
nous obtenons : 

trace(H~ u) = trac%r(h~ U) < tracegy(hly) = 1, 
(2.7) 

t race(H V) = traC%x(h V) ~< traC%x(hy) = 1. 

Par ailleurs, si la courbure sectionnelle de X est major~e par -1 ,  le thSor~me de com- 

paraison de Rauch permet de minorer chacune des courbures principales des horosph~res 

par 1. Le fait que ~TBx soit la normale unitaire s l'horosph~re correspondante implique 

par ailleurs que les valeurs propres non triviales de D dBx sont les courbures princi- 

pales de cette horosph~re, donc que D dBx >~ g x -  dBx | En rappelant que Uy a ~t~ 
normalis~e en mesure de probabilitY, nous en d~duisons que y y ky >~ gx - hy et que 

d~t K y ~> d~t(Id -HV) .  (2.8) 

En injectant les estimations (2.7) et (2.8) dans l'in~galit~ (2.6), nous obtenons 

5(F)Pp_p/2 (d~t Hv) 1/2 (2.9) 
Jacp F(y) < d ~ t ( i _ H Y  ) . 

Lorsque p >~ 3, nous prouvons dans [BCG1, appendice B] que la fonction 

H~-~ (det H)I/~ 
d ~ t ( I - g ) '  
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d6finie sur les matrices p xp sym6triques d~finies positives de trace 6gale /t 1, atteint 

son maximum en l'unique point H=(1/p) Idp. Par ailleurs, si H est une te]le matrice et 

0 ~<t ~ 1 un nombre r~el, on v6rifie ais6ment que l'application t~-* (d6t tH)i/2/d~t(I-tH) 

est strictement croissante. Nous en concluons que la fonction :D: A~-~ (d6t A)~/2/d6t(I-A), 

d6finie sur les matrices p xp sym6triques d~finies positives de trace infSrieure ou ~gale 

1, atteint son maximum en l'unique point H=(1/p)Idp, d'ofi 

(d6t g ~ ) ' / ~  p~/~ (2.10) 
d ~ t ( i d _ H  V) ~ (p_l)------~- 

De (2.9) et (2.10) on d~duit 

(6(F)  ~ p , (2.11) 
Jacp F(y) <. \ ~ - 1 ]  

i.e. l'in6galit~ (ii) du th~orhme 1.10. [] 

Etude du cas d'dgalitd darts (2.11). - -  L'6galit~ n'a lieu dans (2.11) que si H V r6alise 

le maximum de T) (i.e. HV=(1/p)Idv) et si toutes les in~galit6s, depuis (2.6) jusqu'~ 

(2.9), sont des 6galit6s. En particulier, l'~galit6 dans (2.8) implique que K v = I - H  V= 

( (p -1) /p )  Idu. De m~me, l'~galit6 dans la seeonde in~galit~ (2.6) et dans (2.7) implique 

que Hy U est diagonale et 6gale ~ ( l / p ) Idu .  I1 s'ensuit que 

k V= gx, hy p gX et h~ =pgy.  

En reportant dans (2.3) et (2.5), nous obtenons, pour tout uEUy: 

gx (dyF(u), d~F(u) ) = pZ(r)p_l fog dBXl(F(~)'](~ (dyF(u) ) dBy I(y,o) (u) du~ (0) 

p6(F) hy(dyF(u), dyF(u))X/2h'y(u, u) 1/2 (2.12) 

_  p(r)lgx(d F(u) ' d F(u))l/2gy( , 

L'~galit~ Jacp F=(6(F)/(p-1)) p implique qu'il y a 6galit~ entre les deux membres ex- 

tr6mes de (2.12), ce qui prouve : 

2.13. LEMME. - -  Si, pour un p-sous-espace U de TuY, on a l'dgalitd 

det((dyF)lv) = \ p - 1  ] 

alors (dyF)lv est une homothdtie de rapport 5(F)/(p-1). 

Preuve du thdor~me 1.10 (iii). - -  Elle est identique ~ celle de (ii) : on a d'apr~s (2.6) 

. . . . .  n (d4t Hv) 1/2 \n/2 
JacnF(y)~(O[l')) ~ (ltraceH'yU) . 
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On se place dans le cas of 1 dyF est de rang maximum, et dans ce cas, comme n = d i m X ,  

o n  a 
k - 1  

V=TF(y)X, HV=Hy et K Y = K y = I d - H y - E J i H y J ,  , 
i=l 

oh les Ji sont les endomorphismes orthogonaux canoniques de car% - 1  (cf. [BCG1, 5.b, 

p. 751]). En normalisant comme dans (2.7), on a alors t r a c e H ~ = l ,  traceHyU~<l et 

(d~t H V) i/2 nn/2 
~< 

d tK[ 

(el. [BCG1, appendice B, proposition BAD, d'oh Jacn F(y)<~(~(r)/(n+k-2)) ~. Le cas 

d'~galit6 est identique au cas d'Sgalit6 (ii). 

2.14. Preuve du thdor~me 1.10 ( i ) . -  On fixe une mesure # positive born6e sans 

atome sur OX, et on consid~re, pour tout E>0, la famille de mesures positives born~es 

sur OX d~finie par 

[tY'e = E e--5(F)(l+~)dy(y'"f(O))~O('~)*l't' (2.15) 

"~C F 

oh O est un point fix~ de Y e t  d y ( . , .  ) la distance associ~e s gy sur Y. 

Cette famille de mesures est t~-6quivariante, 

#~(y),~ = •(9'). (#y,~), (2.16) 

et les applications F~: Y---+X d6finies par 

F~(y) = bar(#y,~) (2.17) 

sont p-~quivariantes et lipschitziennes. 

L'estimation de Jacp F,  est semblable s celle de Jacp F.  

Comme p%c~demment, on note k~,y, h,,u et h'~,y les formes quadratiques d6finies 

sur TF~ (y)X et TyY par les formules suivantes, valables pour v, w C TF~ (~)X et u, t C TuY : 

k,,,(,,, = joxD dSxl(,  (,),o)(,,, ,,,) d#y,E(O), 

h~, y (v, w) =  axdBX (~),0) (v) dBxl(F~ (y),0)(w) d#~, (e), (2. 18) 

h'~,~(u,t) = ~ fox(Vd~i(y,~(o)), n)(Vd~l(y,~(o)),t)e -~(r)('+~)~Y(y'~(~ d(~(7). (/~))(t~). 

De mSme, on note U~,y le sous-espace de T~Y engendr6 par un p-rep~re {ul, u2, ..., Up} 

tel que Ja% F~(y)=lldyF~(ul)A...AdyF~(up)llg x et VF~(y)=dyFE(U~,y). 
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Si on note k V~,u, h v~,y et h~, v les restrictions des formes quadratiques k~,y, h~,y et h~,y 
VFe(y ) et U~,~ ainsi que K v~,v, Hvu et H~,~ les endomorphismes sym~triques associ~s, 

on obtient comme pr~c~demment 

d~tKVy JacpF~(y)<. ( ( l+e)5(F))P(d~tHVv)l /2(~  trace ,u ~p/2 �9 H=,y )  . (2.19) 

En normalisant #e,y de sorte que #e,~(OX)=l,  la trace de H~,~ est inf~rieure ou 6gale 

1 puisque Vdy est de norme 1, et l 'estimation de JacpFe(y) se poursuit de fa~on 

rigoureusement identique ~ celle de Jacp F(y) dans 1.10 (ii) et conduit au r~sultat 

Jacp F~(y) <~ \ ~-1 /"  (2.20) 

2.21. Preuve du thdor~me 1.2. - -  En appliquant le th~or~me 1.10 (i) ~ la represen- 

tation f.:~rl(Y)-+Trl(X), induite par f :  Y-*X, nous construisons, comme expliqu~ en 

(2.17), une application F~ Centre les rev~tements universels Y et )~ de Y e t  X) telle que 

IJacF~l<~\ ~ - 7  (1+~) . 

L'6quivariance de F~ par rapport ~ la repr6sentation f ,  implique qu'elle passe au quotient 

en une application Y-+X. 
Notons b(R)=#(F.O)nB(~I, R), off r = r l ( Y )  et off la boule B(!), R) est prise dans 

le rev~tement universel riemannien (Y, .~y) de (Y, gg). Une integration par parties donne 

E e-Cd(Y'z(o)) <~ E e-cPb(P+ 1). 
"fE F P 

Le th~or~me de comparaison de R. L. Bishop prouve que b(p)<~C'e (n-')p. On en d~duit 

que 5(F)~<n-1. Le th~or~me 1.2 (ii) se d6duit alors imm~diatement de cette in~galitd et 

du th~or~me 1.10 (ii) (lorsqu'on fait p=n). 

2.22. Preuve du coroUaire 1.4. - -  Le th~or~me 1.2 (i) prouve que IJacF~l~<l+e. Par 

int5gration et passage ~ la limite, on obtient l'in~galit~ 

Vol(Y, gy) >~ Ideg F~[ Vol(X, gx). 

Cas d'dgalitd dans le corollaire 1.4. - -  Si X et Y sont suppos~es compactes, de m~me 

dimension, et si leurs volumes sont reli~s par Vol(Y)/Vol(X)= l deg fl ,  la majoration uni- 

forint (2.20), l'in~galit~ 5(F)~<n-1 et le fait q u e f y  Jac,~ Fe ~>ldeg fl  Vol(X) impliquent 
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la convergence L 1 de Jacn(F~) vers 1 quand ~-~0+, et donc la convergence presque sfire 

d 'une sous-suite que nous noterons encore Jacn(F~). Nous proc~dons alors comme dans 

[BCG1, sections 7 et 8]) : 

- -  Ceci implique que Jacn F~ est presque par tout  proche de sa valeur maximale et 

par consequent, par (2.19) et par la g@n@ralisation de (2.8) qui permet  d 'est imer Kc,y 

en fonction de He,y, nous obtenons que (d@t H~,y)l/2/d@t(I-HE,y)=D(H~,y) est presque 

par tout  proche de sa valeur maximale. Un argument de stabilitd de ce maximum (cf. 

[BCG1, Lemme 7.4]) permet  d 'en d~duire que H~,y tend presque partout vers Id/n (point 

off la fonctionnelle 7) atteint  son maximum).  

- -  Le th@or~me de Rauch et le fait que la courbure Kg x soit minor@e (puisque X 

est fix@e et compacte) impliquent que IID dBx  II est major@e. Par  une preuve identique 

celle du lemme 7.5 de [BCG1], nous en d@duisons une borne uniforme des variations de la 

fonction y~-+H~,y, ce qui implique que cette fonction converge unifo~mdment vers Id/n. 

- -  Les lemmes 7.6, 7.7 et 7.8 de [BCG1] ~tant vrais en toute g@n@ralit@ (i.e. ils ne 

supposent pas que X soit localement sym@trique), leurs preuves restent valables darts la 

situation qui nous int@resse ici et nous obtenons que F2go tend vers g presque sfirement et 

est uniform@ment born@e. Ceci implique (cf. [BCG1]) que F~ converge vers une application 

contractante F:Y--~X, de degr@ @gal ~ celui de f .  Comme Vol(Y)=ldegfI Vol(X), la 

proposition C.1 de l 'appendice C de [BCG1] permet  d 'en d@duire que F est alors un 

rev@tement riemannien. [] 

3. R e p r @ s e n t a t i o n s  q u a s i - f u c h s i e n n e s  : p r e u v e s  d u  t h d o r ~ m e  1.14, 

d a n s  les cas  h y p e r b o l i q u e  r@el e t  c o m p l e x e ,  e t  d u  t h d o r ~ m e  1.16 

Rappelons le th@or~me 1.14: 

3.1. THI~ORI~ME.- (i) Soit (Y, gy) un espace hyperbolique rdel et (X, gx) une 

varidtd riemannienne simplement connexe de courbure sectionneUe K g x ~ - I  tels que 

dim Y ~  dim X.  Soit Fun  sous-groupe cocompact d 'isomdtries de Y e t  Q: F--*Isom(X, gz ) 

une reprdsentation injective convexe cocompacte. Alors 

5(r) 

De plus, l'dgalitd a lieu si, et seulement si, la reprdsentation est totalement gdoddsique. 

(ii) Si (Y, gy ) et ( X,  gx ) sont deux espace hyperboliques rdels ou complexes ( tels que 

dim Y<~dimX), aIors, pour toute reprdsentation ~ injective d'un sous-groupe coeompact 
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F d'isomdtries de Y dans Isom(X, gx) dont l'image est convexe cocompacte, on a 

5(Q(F)) >/~(r) = 5(~0(V)). 

De plus, l'ggalitd a lieu si, et seulement si, la reprgsentation est totalement gdoddsique et 

conjugude 5 Qo. 

3.2. Cas o~ ( Y, gy ) est hyperbolique rdel ( preuve de 1.14 ( i ) ) . -  D'apr~s le th~or~me 

1.10 (ii), il existe une application F: Y - * X ,  Q-dquivariante, et v~rifiant, pour tout y~Y ,  

(5 (F )  ~" (3.3) 
Jacn F(y)  ~< \ n - l /  

oh la dimension n de Y est suppos~e sup~rieure ou 6gale ~ 3. 

Comme F est un r6seau cocompact de (Y, gr), l 'exposant critique de F v~rifie 

5 ( F ) = n - 1 ,  et F v6rifie donc, pour tout yEY,  

Jacn F(y) ~< 1. (3.4) 

Posons F~=g(F), le th~or~me 1.10 (iii) s'applique ~. Q-l: F'---~F et donne une application 

G: X ---, Y, ~- l_~quivariante, v~rifiant, pour tout x E X, 

( 5 ( r ' )  ~n (3.5) 
Jac,~ G(x)  <. \ n -  1 ] " 

L'application GoF: Y--*Y est F-invariante et d~finit une application H de Y/F dans 

lui-m~me v~rifiant, d'apr~s (3.4) et (3.5), 

(3.6) Jacn H(y) <~ \ n -  1 ] " 

Comme H induit l'identit6 sur F=~I (Y/F) ,  le degr6 de H est ~gal ~ 1 et on a 

f w  ( 5 ( r ' )  ~n Vol(Y/V). (3.7) Vol(Y/F) ~< rJacn g (y) dy <~ \ n -  1 ] 

On en d~duit ~ ( r ' ) ~ > n - l = ~ ( r ) .  

Dans le cas d'~galit~ 5(F~)--n - 1--5(F), nous d6duisons de ce qui prdc~de que, pour 

tout yCY, Jac~ F(y)=(5(F) / (n-1))n=l .  Le cas d'~galit6 1.10 (ii) entrMne alors que F 

est une immersion isom~trique. Nous allons voir que F est un plongement isom~trique 

et totalement gdod~sique. En effet, comme dans la preuve du cas d'~galitd du th~or~me 

1.10 (ii), l'in~galit~ (2.12) es~ une dgalit~ pour tout yEY,  ce qui implique que 

dBx [(F(y), f ( O ) ) ( d y E ( u ) )  = dBy [(y,0)(u) (3.8) 



LEMME DE SCHWARZ R]~EL ET APPLICATIONS GI~OMI~TRIQUES 159 

pour vv-presque tout 0. Les deux membres de cette derni~re ~galit5 sont continus par 

rapport  5~ OEOY, et donc cette 6galitS, a priori valable Vy-presque partout ,  est en fait 

valable pour tout OEOY. En effet, dans le cas oh Y est hyperbolique %elle, la mesure v v 

est 5gale ~t la mesure de Lebesgue sur OY~_S n-1. Maintenant,  toute g~od~sique c de Y 

rencontre 0Y en un point 00, et nous avons donc 

c ' ( t )  = - -V t~ y [ ( c ( t ) , eo )  t = - (de(t)F)(VBx I(yo c(t),f(Oo)))" 

Comme dyF est une isom~trie, (dyF) ot(dyF) est la projection gx-orthogonale  de TF(y)X 

sur dyF(TyY), d'ofi 

(Yo c)'(t) = - V B x  (Yo c(t), f(00)) 

puisque les deux membres de cette 6galit6 sont des vecteurs unitaires ; ceci implique que 

la courbe t ~Foc ( t )  est une g~od6sique de (X, gx) et prouve que l'immersion de Y dans 

X est totalement gdoddsique. Cette immersion est en fait un plongement; en effet, si 

F(y)=F(y') ,  l ' image par F de la g~od6sique minimisante qui joint y ~ y '  dans Y est un 

lacet-g6od~sique de X,  or X ne contient aucun lacet-gSod6sique, et donc y=yr. 

Remarque. - -  Le th6or~me 1.14 (i) est vrai si on suppose que la reprdsentation est 

seulement fid~le et discrete. La preuve se fait comme ci-dessus en rempla~ant les ap- 

plications F et G par celles, not6es FE et GE, construites dans 1.10 (i); la preuve du 

cas d'6galit6 suit alors les lignes de la preuve du cas d'~galit6 du corollaire 1.4. I1 est 

int6ressant de comparer ces %sultats avec ceux prouv6s dans [Sh], oh une approche 

diff6rente est d~velopp6e et oh, en particulier, F n 'est  plus suppos6 co-compact. 

3.9. Cas o~t ( Y, gy ) et ( X,  gx ) sont hyperboliques complexes ( preuve des thdor~mes 

1.14 (ii) et 1 . 1 6 ) . -  I1 existe des applications Q-Squivariantes de classe C ~,  f :  Y--~X, 

par exemple nous pouvons choisir f harmonique d'apr~s J. Eells, J .H.  Sampson et 

K. Corlette, cf. [ES], [Co]. On pose alors 

1 f . d 
Vol g = ~. ]y/v f (A wx), (3.10) 

oh wx est la forme de Ks de (X, gx) et off d est la dimension complexe de Y. Comme 

deux applications p-~quivariantes entre Y e t  X sont homotopes,  la quantit~ Volp ne 

d6pend pas du choix de f et ne d~pend que de p. 

Par  ailleurs, d'apr~s le th6or~me 1.10 (iii), il existe une application C ~, G: X - * Y ,  

Q-L~quivariante, telle que, pour tout x E X ,  

(5 (0(F) )  ~2d (3.11) 
(Jac2dG)(x)<.\  ~-~ ) . 
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L'application Go f: Y--+Y est F-~quivariante, et donc homotope h l'identit~, par construc- 

tion et induit une application H: Y/F--~Y/F de degr~ +1. En particulier, il existe au moins 

un point y de Y/F o~ dvf est de rang maximal. Donc, d'apr~s le th~or~me de S.T. Siu, 

f est holomorphe (quitte k renverser une des deux structures complexes), cf. [Si], [CT, 

Th~or~me 7.2], [JY]. 

D'apr~s la version du lemme d'Ahlfors-Schwarz donn~e dans la proposition A.2, 

on a, pour tout y EY, 

JaC2d f(y) ~< 1 (3.12) 

et donc 

Vol Q ~ Vol(Y/r) (3.13) 

oh l'~galit~ a lieu si et seulement s i f  est un plongement totalement g~od~sique (cf. 

Proposition A.2). Soit wz la forme volume de Y. Comme f est holomorphe, f preserve 

]'orientation et on a 

ce qui entra~ne, d'apr~s (3.11), 

(5(0([')) "~2d Vol 0 (3.14) 
Vol(Y/V) ~< \ 2d ] 

et avec (3.13) 

(~(0(F)) ~> ~(F) = 2d. (3.15) 

Dans le cas d'r nous avons JaC2d f(y)--= 1, ce qui entra~ne que f e s t  un plongement 

totalement g~od6sique d'aprks la proposition A.2. Ceci achkve la preuve du th6orkme 

1.14 (ii). 

Preuve du thdor~me 1.16. - -  Nous allons d'abord montrer que l'ensemble des valeurs 

prises par Vol O et Vol(Y/F) est discret. Plus p%cisCment, notons ~,y et ")'x les formes de 

Ricci de (Y, gy) et (X, gx) (cf. [Be, 2.44]). Les formes (1/27r)f*(~/x) et (1/2r)q'y sont 

des rep%sentants de la premikre classe de Chern cl(f*(TcX)) et cl(Te(Y/F)) des fibres 

f*(TeX) et Tc(Y/F). Soient wy et wx les formes de Kghler de Y e t  X. Comme 

7Y d+ 1 7x m +  1 
- -  - -  wy et - - -  wx 

2rr ~r 2re ~r 

(oh d et m sont les dimensions complexes respectives de Y e t  X),  on d~duit de ce qui 

precede que les nombres N=l(cdl(f*(rcX)), [Y/F]) Iet No=l(cf(T(Y/r)), [Y/F]) I sont des 

entiers respectivement figaux h 
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Supposons maintenant que Q n'est pas une repr@sentation totalement g@od@sique. 

Nous avons alors VolQ<Vol(Y/F) d'apr~s le cas d'@galit~ de la proposition A2, ce qui 

implique que l'entier ( m +  1)dN0-- (d+l )dN est au moins @gal ~ 1. On en d@duit que 

Vol(Y/F) ~ 1-t 1 

Volo N o ( m + l ) d - 1  

et, avec (3.14), 

( 1 )  
,5(r---U- No( +l)d_l . 

3.16. Rigiditd des sous-varidtds complexes presque totalement gdoddsiques des varid- 

tds hyperboliques complexes. - -  Un des arguments utilis@s dans la preuve pr@c@dente est 

que les rapports des volumes de Y/F et de ~ sont des quotients d'entiers (en vertu de 

l'int~gritd des classes de Chern). Cet argument dtait d~jh utilisd par W. Goldman et 

J. Millson ([GM]) pour prouver que toute repr@sentation (( suffisamment proche )) de (( la)> 

repr@sentation totalement g@oddsique est, en fait, totalement gdod@sique. 

Cet argument peut 5tre syst@matis@ et nous amine ~ prouver qu'une norme L 2 de la 

seconde forme fondamentale (normalis@e par une constante universelle) est proche d 'un 

entier. D'ofi : 

3.17. THI~OR~ME. - -  II existe une constante universelle C(m) (positive, explicitable) 

telle que toute sous-varidtd complexe compacte de dimension d<m d'un quotient X 

(@ventuellement non compact) de l'espace hyperbolique complexe de dimension m, dont 

la seconde forme fondamentale est de normes L 2 et L 2d plus petites que C(m), est en 

fait totalement g~oddsique. 

3.18. Remarque. - -  M. Gromov conjecture (voir [Gr2, p. 185, paragraphe d~]) que 

route sous-vari@t@ compacte d 'un quotient de l'espace hyperbolique complexe dont la 

seconde forme fondamentale est petite est homotope ~ une sous-vari@t@ totalement gdod@- 

sique. Le th@or~me 3.17 en donne une version complexe lorsque la petitesse de la seconde 

forme fondamentale est mesur@e par la norme L 2. 

Preuve du thdor@me 3.17. - -  La seconde forme fondamentale (notde II) de la sous- 

vari@t@ complexe M @tant h valeurs vectorielles, nous lui associerons la forme quadratique 

(scalaire), not@e H, d@finie par 

n-~2d 

f i (X,  Y) = E (II(ei, X),  II(ei, Y)) 
i=1 

off {ei} est une base g-orthonorm@e de l'espace tangent g M muni de la m@trique induite, 

notde g. Comme le 2-tenseur symdtrique H se comporte comme le carr@ de la seconde 
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forme fondamentale, nous noterons ~h 2 ses valeurs propres (relativement ~ la m6trique g). 
2d On remarquera que ~ i=1  2 _  ,7, - I I  I I  II 

Les formules de Gauss-Codazzi donnent 

Riccig = - 2 ( d +  1 ) g -  fI. (3.19) 

Cette formule et l'invariance par J de la courbure de Ricci impliquent que chaque valeur 

propre de fI est double et que 

Riccig - E 2 �9 �9 = ( 2 d + 2 + r  h )(e i | +(Jei)*| ) 
l ~ i ~ d  

pour toute base hermitienne {ei} de Tram qui diagonalise Riccig. Ceci conduit ~ la 

formule 
d 

Ad-y = ( -1 )  d 1-I (2d+2+7/~)/kd~, 

off " /est  la 2-forme associ6e/~ la courbure de Ricci de g (cL la preuve du th6or6me 1.16) 

et oh wes t  la forme de K/ihler de (M, g). En int6grant sur M nous obtenons 

k 7r / JMI<<.~<<. d 

En effet, ~,/27r est un repr6sentant de la premi6re classe de Chern de (M, J ) ,  not6e 

cl(TcM). Remarquons que - 2 ( m + l ) w  est la restriction ~ M de la forme de Ricci, 

not6e ~'x, de X. Ainsi, - ( ( m +  1)/Tr)w est un repr6sentant de la premiere classe de Chern 

de la restriction E ~ M du fibr6 tangent T c X  de X, que nous noterons cl(E). Nous en 

d6duisons 

(m + l )d (c, (Tc M) d, [ M ] ) - ( d + l ) d ( c f f E )  d , [M]) 

[[(d+l)(m+l)]d (3.21/ 
/.IIIIII A'%+/  ' 

oh P e s t  un polyn6me universel positif dont chaque mon6me est de degr6 >~ 2 en les r/2. 

Comme cl(TcM) et cl(E) sont des classes enti6res, le second membre de l'6galit6 

ci-dessus est donc un entier. Si le plongement n'est pas totalement g6od6sique, ceci donne 

des constantes universelles A1, ..., Ad telles que l'intervalle 

[A1JlII[L~L~, AIlIIILL~ + . . .+Ad JJ II H2dd] 

contienne toujours un entier positiL Ceci ach6ve la preuve. [] 

Ce raisonnement montre 6galement : 
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3.22. COROLLAIRE. - -  SOUS les hypotheses du thdor~me 3.17: 

(i) Lorsque M est de dimension complexe dgale ~ 1, alors ((m+1)/87r)fM nIIll2dvg 

est un entier. 

(ii) En dimension quelconque, il existe une constante positive universelle c(m) telIe 

que, si 

, , n l l ~ ,  (el(ToM) ~, [M]) I < c(m), 

alors M est une sous-varidtd totalement gdoddsique. 

En particulier, lorsque M est de dimension complexe dgale ~ 1, M est totalement 

ggoddsique d~s que [x(M)I. llIIll~r < 16/(m+1).  

Preuve. - -  La propri~t~ (i) est une consequence directe du fait que le premier membre 

de l'dgalit~ (3.21) est un entier pair. 

La propri~t~ (ii) d~coule du fait que 

7r d 

d'apr~s (3.20), ce qui permet de majorer le second membre de (3.21) par 

1 
II IIII I(Cl(TC M), [M]) I, 

le premier membre restant un entier (pair en dimension 2), qui est strictement positif d~s 

que M n'est pas totalement g~od~sique. [] 

4. Sous-varidtSs m i n i m a l e s  d ' u n  espace localement s y m ~ t r i q u e  

I1 est naturel de se demander si le groupe-image ~(r) laisse globalement invariante une 

sous-vari~td de dimension n. La r~solution de ce probl~me dans le cas complexe est le 

principal argument pour d~montrer que toute representation quasi-fuchsienne d'un r~seau 

de SU(n,  1) dans SU(m,  1) est totalement g~od~sique d~s que m<<.2n (cf. [Y1]). 

Cette question n'est pas r~solue dans le cas r~el, c'est pourquoi, dans ce qui precede, 

nous rempla~ons cette sous-vari~t~ (putative) par l'image de ((l'application naturelle >) F,  

qui contracte les volumes comme le ferait une immersion holomorphe. Une telle immer- 

sion holomorphe aurait pour image une sous-vari~t~ complexe de l'espace hyperbolique 

complexe, qui est donc minimale. I1 est naturel, pour poursuivre l'analogie entre les cas 

complexe et r~el, de s'int~resser aux rapports entre pincement de l'entropie (en relation 

avec le th6or~me 1.16) et petitesse de la seconde forme fondamentale (en relation avec le 

th~or6me 3.17 et le corollaire 3.22) dans le cas g~n~ral d'une sous-vari6td minimale d 'un 

espace hyperbolique r~el ou complexe. 
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Pour toute sous-vari6td Y de Hm(R) ou de Hm(C),  de dimension (r6elle) n, nous 

noterons ay(y) (resp. ~_y(y)) la limite sup6rieure (resp. la limite inf6rieure), quand R 

tend vers +oc, de la quantitd 

1 log [Vol(B(y, R)nY)],  
R 

off B(y, R) d~signe la boule de l'espace ambiant. Remarquons que, lorsque Y est totale- 

merit g6od~sique, on a 

~ y : ~ y ~ h o  -~ ~ n--1 si Y c H m ( R ) ,  

I n si Y est une sous-vari~t6 complexe de Hm(C).  

Comme dans la section 3, la comparaison avec la situation totalement g6od6sique donne : 

4.1. PROPOSITION. - -  Si Y est une sous-varidtd minimale complete de dimension n, 

proprement immergde, de Hm(R)  (resp. une sous-varidtd complexe de Hm(C)), alors 

~_v >~ho. Si de plus sa seconde forme fondamentale vdrifie IlIIl[L~<e<l en dehors d'un 

compact, alors ho ~ 6y ~ ho / (1 -e) .  

Preuve. - -  La preuve est presque classique ; au moins en ce qui concerne la mino- 

ration 5y>~ho, elle est analogue h la preuve de l'in6galit6 isop6rim6trique sur les sous- 

vari6t6s minimales ([HS]), elle-m6me inspir6e de la preuve classique de la croissance du 

volume des boules pour les sous-vari6t6s minimales de l'espace euclidien. Cependant, la 

majoration ~y<.ho/(1-e) exige d'6tre plus pr6cis dans les estim6es. Rappelons-en les 

grandes 6tapes. 

Posons 

~(sh r) n-1 dans le cas hyperbolique r6el, 

O(r) = ( ( s h r )  n-1 chr  dans le cas hyperbolique complexe, 

qui repr~sente la densit~ de la forme volume riemannienne (exprim~e en coordonn~es po- 

laires exponentielles) pour une sous-vari~t~ totalement g~od~sique, de dimension r~elle n, 

de l'espace hyperbolique r~el ou complexe. 

Posons 

/0 ( / : )  r 1 O(t) dt ds. 
f(r) = ~(S) 

Si O(x) d~signe la distance (dans l'espace hyperbolique ambiant) de x ~. un point fix~ 

yCY, un calcul direct donne : 

f ~ (g-dQ| dans le cas hyperbolique r~el, 

Ddp= 

t -~g(g-  d0| + (th ~) J )  | (do o J )  darts le cas hyperbolique complexe. ( do 0 
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Si Ay  d6signe le Laplacien de Y, muni de la m~trique induite, on en d6duit : 

-Ay(foo) = I§ IIvoNII 2, (4.2) 

off 
/o r n 1 O(t) dt - 1 dans le cas hyperbolique r6el, 

a ( r ) =  thr  O(r) 

0 dans le eas hyperbolique eomplexe, 

et off VQ N d6signe la eomposante du gradient de 0 normale ~t Y (signalons que la mini- 

malit6 permet de ealeuler Ay  comme une trace partielle de D de). Remarquons que, dans 

le cas r6el, a(r)C]0, 1 / ( n - l ) [  et tend vers 1 / ( n - l )  quand r tend vers +oc. De m~me, 

if(r) = (th r)/n dans leeas eomplexe, et limT--.+~ i f(r)= 1/ (n-1)  dans le eas r~el. 

En int6grant (4.2) sur B R = B ( y , R ) N Y  et en appliquant la formule de Green, on 

obtient : 

t h R  fo X/1-11veNII = =Vol(BR) dansleeashyperbol iqueeomplexe,  
n BR 

/o 1s Vol(BR)~f ' (R)  V/1-11VoNII ~ ~ < V o l B R + ~ _ I  IIVoNII 2. 
BR R 

(4.3) 

Posons A(R)=Vol(BR). La formule de la CO-dire donne 

X(R)=~.. w ,Iv ,I --_,-~N, 2 1  ~> VolOB.>~[ v/l- IlVoNII = (4.4) 
J OBn 

Si B ~ ddsigne la boule de rayon R de l'espace hyperbolique r6el (resp. complexe) de 

dimension (r~elle) n, les estim6es (4.3) et (4.4) donnent, pour tout R>0,  

A'(R) >~ Vol(aBn) > O(n) _ Vol(aB ~ 

A(R) Vol(Bn) f:O(t) dt Vol(B~ 

et, par int6gration, Vol(BR) ) Vol(B~ l'in6galit6 _Sy/> h0 n'en 6tant que la version asymp- 

totique. 

Par ailleurs nous avons : 

4.5. L E M M E . -  Si I l I I I I L ~ e < l  en dehors de Bno, alors, pour tout R>Ro, 

sh Ro - e ch Ro e 

IIvoNII(x) ~< shR  + th---R 

en tout point x de OBR. 

Pour une estimation analogue dans le cas hyperbolique r6el, voir [O]. 
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Preuve du lemme. - -  Consid~rons une g~od~sique c de Y qui sort  de BRo et telle 

que c ( 0 ) = y .  On a 
d 
d~ d~[~(t)] = D dQ(~, ~) - ((VQ) N, II(~, ~)). 

Posons z(Qoc(t))= v / 1 - d e ( ~ ( t ) )  2 . Ce changement  de variable est justifi~ sur tou t  inter- 

valle I sur lequel on a z < l  et donne,  sur I ,  

dz 1 
d--r + t--h-~r z < b(r),  off b[~(c(t))] = IlIIc(t)ll. 

On en d~duit  que I = [ R 0 ,  +oc[  d~s que E < I .  C o m m e  IIveNII<~z(R) lorsque e[c(t)]=R, 
ceci ach~ve la preuve du lemme.  [] 

Fin de la preuve de la proposition 4.1. - -  Les formules (4.3) et (4.4) et le l emme 4.5 

donnent  l 'exis tence d ' un  choix de R1 tel que on ait : A'(R)<~(ho/ (1-~) )A(R)  pour  R>~R1, 

d'ofi  l ' in~galit~ ~y (y) <~ ho/(1 -~) .  [] 

Appendice 

Dans  cet appendice  nous nous proposons  de prouver  la proposi t ion  1.1 dont  nous rap-  

pelons l '~nonc~ : 

A. 1. PROPOSITION. - -  Soient X et Y deux varidtds k~ihldriennes de m~me dimension 

complexe d, Y grant supposde compacte. Supposons qu ' en tout point les courbures de Ricci 

de X et Y vdrifient 

Riccigy ~> - g y  et Riccigx ~ - g x ,  

o~ gy et gx  sont les mdtriques riemanniennes respeetives de Y e t  de X .  Alors toute 

application holomorphe F: Y - *  X vdrifie 

I J a c F ( y )  l < . l  pour tout yCY.  

De plus si, en un point y E Y ,  on a IJacF(y)]=l ,  alors d~F est isom~trique. 

Preuve. - -  La  compaci t~  de Y nous pe rme t  de nous placer  en un point  y off I Jac  F I 

a t te in t  son m a x i m u m ,  ce  m a x i m u m  dtant  suppos~ s t r i c tement  posi t i f  (sinon le th~or~me 

est  t r iv ia lement  v~rifi~). L ' app l ica t ion  F est alors b iholomorphe  d ' un  voisinage U de y 

sur un voisinage V de F(y).  Notons  g~ la m~tr ique F*gx ,  d~finie sur U. Notons  ~p une 

car te  complexe  sur U, s vateurs dans  C d. P a r  cons t ruc t ion  de g~, on a 

] Jacgy ~1 _ i Jac  FI" 
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Par ailleurs les ealculs classiques de la courbure de Ricci (voir par exemple [SP]) donnent, 

en coordonn~es complexes, 

Riccig' ( O i  ' 0~j ) - 02 (L~ ' Ja%' ~ ~  O~'j 

En lui soustrayant la formule analogue assoeide g la mdtrique gr  et en d6veloppant, on 

obtient : 

Riecig' ~x~xi' 0xi - Riccigr 0~x~' 0xi = - 2  ~ 

Les hypotheses de courbure et le fait que y soit un maximum impliquent, au point y, 

g ' - g y  <~ Riccig, - Riccig, ~ 0. 

Nous en d@duisons, pour tout z C Y ,  

I Jae FI2(z) ~< IJac F]~(y)= (d~tgrg')(y) <<. 1. 

En tout point oil I Jac F I est 5gal g 1, la fonction I Jac F I atteint son maximum, nous 

avons donc, en ce point, 

g '=  gy et Riccig, = Riccig,. 

Ceci implique que dyF est isom~trique. [] 

A.2 PROPOSITION. Soit (Y, gy, J)  une vari@td kiihldrienne compacte, de dimen- 

sion eompIexe d, dont Ia courbure de Ricci vgrifie Ricciy r >~-2(d+ l )gy .  

Alors toute application holomorphe du rev~tement universel Y de Y dans un espace 

hyperbolique complexe X de dimension m>.d, qui commute avec une repr&entation Q de 

~rl(Y) dans Isom(X), vdrifie I JaC2d F] < 1 en tout point. 

De plus, si ]Jac2d F I =--1, alors F est isomdtrique et totalement g@odgsique. 

P r e u v e . -  Nous nous pla~ons en un point y off IJac2dFI est maximal et non nul. 

Alors F est une application biholomorphe entre deux vari@t~s : un ouvert U de Y con- 

tenant y e t  son image V = F ( U ) ,  Comme V est une sous-vari@t@ complexe de X, sa 

m@trique induite g vSrifie, d'apr~s les formules de Gauss-Codazzi (3.19), 

Riccig ~< - 2 ( d +  1) g. (A.3) 

La proposition prScSdente donne donc que IJac2dFl<<.l et que l'@galit5 n'a lieu que si 

F est une immersion isom@trique et l'in~galit~ (A.3) est une 5galit@. Ceci implique que 

le terme fI de la formule (3.19) s'annule, donc que la seconde forme fondamentale du 

plongement de V dans X est nulle. [] 
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