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par Luc ILLUSIE et MICHEL RAYNAUD (*)

TABLE DES MATIÈRES

INTRODUCTION . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

NOTATIONS ET CONVENTIONS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

CHAPITRE I. — R-Modules gradués . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

o. Rappels de topologie g é n é r a l e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
1. Généralités sur les R-modules gradués . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9°
2. R-modules gradués profinis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

A. Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
B. R°-modules profinis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
G. Structure des R-modules gradués p ro f in i s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
D. Dominos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
E. Croix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

3. Calculs de Tor, R-modules gradués cohérents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
A. Calculs de Tor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
B. R-modules cohérents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i ̂

4. Variantes et généralisations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

CHAPITRE II. — La première suite spectrale de de Rham-Witt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
L

1. Calcul de Ry, ®R WOx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
2. Cohérence de ̂  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
3. Dégénérescence en Eg module longueur finie et survie du c œ u r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

CHAPITRE III. — La suite spectrale conjuguée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

ï. Opérateurs F', V' et isomorphismes de Cartier supér ieurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
2. Dégénérescence module torsion de la suite spectrale conjuguée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
3. Complexes de Nygaard et extensions canoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i51

4. Une suite spectrale auxiliaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i59
5. Cohérence de "Eg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
6. Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

CHAPITRE IV. — Comparaison des deux suites spectrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

ï. Cohomologie des c y c l e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
2. Cohomologie des bords . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
3. Cohomologie logarithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
4. Décompositions de Hodge-Witt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

BIBLIOGRAPHIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

(*) Equipe de recherche associée au C.N.R.S., n° 653.

73

10



INTRODUCTION

i. Cet article poursuit l'étude, entreprise dans [10], de la cohomologie cris-
talline des schémas propres et lisses sur un corps parfait à l'aide du formalisme fourni
par le complexe de de Rham-Witt.

Rappelons d'abord le principe de cette technique. Soient k un corps parfait de
caractéristique p > o, W l'anneau des vecteurs de Witt de k, a l'automorphisme de
Frobenius de W. Pour tout A-schéma propre et lisse X, on définit dans [10] un isomor-
phisme canonique

(i. i ) IT(X/W) ̂  IT(X, WQx)

entre la cohomologie cristalline de X par rapport à W et l'hypercohomologie de X
(pour la topologie de Zariski) à valeurs dans un certain complexe de faisceaux de
W-modules sur X, noté Wt2x. et qu'on appelle complexe de de Rham-Witt de X. Ce
complexe, concentré en degré ̂  o, est défini plus généralement sur tout A-schéma lisse
(voire tout A-schéma), et généralise le complexe des courbes typiques de Bloch [3].
Sa composante de degré zéro n'est autre que le faisceau VWx des vecteurs de Witt sur X.
L'intérêt de ( i . i) vient de ce que le complexe de de Rham-Witt est muni de certaines
structures remarquables qui permettent notamment d'analyser l'opération à-linéaire 0
induite sur ÎT(X/W) par le Frobenius de X.

Commençons par passer rapidement en revue les principaux résultats de [10]
(pour un résumé plus détaillé, nous renvoyons le lecteur à [10 bis]).

a) Pour tout A-schéma lisse X, les composantes Wt2x du complexe de de Rham-
Witt sont sans /^-torsion. Les opérateurs F et V sur Wfl?x se prolongent en opérateurs F
et V sur les WQ^ vérifiant FV = VF == p. L'endomorphisme g du complexe Wf2x
induit par le Frobenius de X est égal à^'F en degré i; en particulier, la relation d^ == grf,
où d est la différentielle de Wtix? entraîne la formule F^V = d (et par suite dF = pîd,
pdV = Vûf). De plus, le produit sur Wfl?x se prolonge en un produit sur WQx? faisant
de WQx une W-algèbre différentielle graduée anti-commutative. On a 'F(xy) ==== Fx.Fy,
et V(^Fj/) == (V^)j.

Pour n"^ i, le quotient

W^x == W^x/^W^x + ^"Wûx"1)

est un W^x^^ule de type fini. On a une projection canonique (notée R dans [10]) :

n: W^x^WA
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCIÉES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 75

de noyau localement libre de type fini sur Q^ et

(1.2) W^=HmWA
TT

L'opérateur F (resp. V) induit un opérateur

F: W^t2x->WA (resp. V: WA^W^^),

et d une différentielle qui fait des W^tix un complexe W^Qxî appelé complexe de de Rham-
Witt de cran n. Pour n == i, ce complexe s'identifie canoniquement au complexe de
de Rham usuel de X/A. Si X est de dimension^ N, on a W^x == o pour i> N et
tout n.

b) Supposons X propre et lisse sur k. Alors, pour tout {i,j), le W^-module
ÏP(X, W^ty) est de longueur finie, et l'on a

(1.3) EP'(X, WQ1) = iïmîP'(X, W^Q1).
TC

Le W-module H^X, Wû1) est de type fini modulo ^-torsion, et son sous-module de
^-torsion est annulé par une puissance de p. Les opérateurs F et V sur Wû1 définissent
sur IP(X, Wi21) une structure de module sur l'anneau de Dieudonné W(,[F, V], Muni
de F, le W-module (libre de type fini) IP(X, Wt21)/^-torsion est, dans la terminologie
de [13], un F-cristal de niveau^ i et pentes < i.

c ) Sous les hypothèses de b), considérons la suite spectrale, appelée suite spectrale
des pentes dans [3] et [10], définie par la filtration naïve du complexe de de Rham-Witt
et de l'isomorphisme (1.1) :

(1.4) E^ = ïP'(X, WQ1) => H*(X/W).

Cette suite spectrale est compatible au Frobenius de X, opérant par O sur H*(X/W)
et ^ sur Wtlx {19e' P^ ^r WQ1). Le résultat le plus important de [10] (généralisant
le théorème principal de Bloch [3]) est qu'elle dégénère en E^ modulo torsion et fournit
des isomorphismes canoniques de F-isocristaux :

(1.5) (ÎP(X, WO1) 0K,^F) ̂  (H^'(X/W) 0K, <D)^.^,

où K est le corps des fractions de W, et l'indice [î, i + i [ désigne la somme des facteurs
de pente X, pour À e [î, i + i[. Si P'H*(X/W) désigne la filtration aboutissement
de (i .4), PW^X/W) ® K est la partie de pente ̂  i de (ÏT^X/W) ® K, 0).

d) On a des suites exactes canoniques de pro-faisceaux pour la topologie étale
sur tout A-schéma lisse X :

o ~> Z Ip9 Z -^ W. fi?x —> W. 0^ -> o

1~F
o -^ O^Cq9 ̂  W.ti^ —> W.iî  -> o,

qui permettent de relier, pour X propre et lisse sur k, la cohomologie cristalline de X
aux groupes de cohomologie étale IT(X, Zp) = limH*(X^, Z/^) et aux groupes de
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76 L U C I L L U S I E ET M I C H E L R A Y N A U D

cohomologie plate H^X, Zy(i)) = ̂ mH^X^, ^pn) : si k est algébriquement clos,
IT(X, Zy) est le Zy-module des points fixes de 0 sur IT(X/W), et H*(X, Zp(i)) ® Q ,̂
le Q^-vectoriel noyau de $—j& sur H*(X/W)®K.

Les résultats précédents soulèvent plusieurs questions, qui sont à l'origine du
présent travail :

(i) Dans la situation de b), que peut-on dire de la « grosseur » du sous-module
de ^-torsion de H^Wti1) == HP'(X, WÛ1)? On sait, d'après les résultats de Serre [22],
[23], que H^W^) n'est pas nécessairement de type fini sur W, mais est V-adiquement
séparé et complet et de dimension finie sur k mod V, ce qui entraîne notamment que
son sous-module de ^-torsion est, à un module de longueur finie près, isomorphe au
module de Cartier d'un groupe formel lisse unipotent connexe (donc extension successive
finie de modules sur W(,[F, V] isomorphes à ^o[[V]]). Par ailleurs, comme l'a montré
Nygaard pour les surfaces Kg supersingulières [16 bis] (cf. aussi [10] (II (7.2)), il peut
arriver que H^Wti1) soit annulé par V et de dimension infinie sur k. Que peut-on dire
en général du sous-module de V-torsion de H^WÛ^? Le quotient de H^WQ1) par
ce sous-module est-il de dimension finie sur k mod V?

(ii) La formule (1.3) munit H^Wtî1) d'une topologie profinie naturelle, limite
projective des topologies discrètes sur les modules de longueur finie IP(W^iy). Pour
i == o, cette topologie n'est autre que la topologie V-adique, mais, pour i > o, la
topologie V-adique peut être strictement plus fine, comme le montre encore l'exemple
des Kg supersingulières, où les sous-modules rfV^H^W^) C H^WQ1) forment une
base de la topologie profinie de ^^(Wii1). Peut-on, dans le cas général, décrire la topo-
logie profinie de H^WQ1) à l'aide des sous-modules V^WQ1) et rfV^Wa1-1)?

(iii) La suite spectrale (1.4) est limite projective des suites spectrales de cran n

(1.6) ,E? = HP-(X, W,^) => IT(X/WJ,

définies par la filtration naïve de W^tT et l'isomorphisme

(1.7) H-(X/WJ^H-(X,W,Q-)

construit dans [10] (et donnant (1.1) par passage à la limite). Parallèlement, on peut
considérer, pour tout n^ i, la suite spectrale

(1.8) ^ = ÏT(X, ̂ W^) ^ H*(X/WJ

définie par (1.7) et la filtration canonique de W^Q* (deuxième suite spectrale d'hyper-
cohomologie de W^Q") (cf. Katz [14, VIII]). Les suites spectrales (1.8) forment un
système projectif de suites spectrales de W-modules de longueur finie. Leur limite pro-
jective est donc une suite spectrale

(1.9) E '̂ = HmH^X, J^W^) => H*(X/W),

que nous appelons ici suite spectrale conjuguée (ou deuxième suite spectrale de de Rham-Witt).
Par analogie avec les résultats de c ) , on peut se demander si (1.9) dégénère en E^ modulo
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCIÉES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 77

torsion et quelle est la signification de la filtration aboutissement relativement aux
pentes de O sur H*(X/W).

(iv) Ce problème suggère des questions analogues à (i) et (ii) pour les W-modules

HmH^X, J^'W^Q-), HmH^X, ZW^'), limH^X, BW^Q3),

où ZW^iy = Kerâr:W^->W„QJ+ l, BW^ = dW^~1 : décrire leur topologie
profinie naturelle et leurs composantes de torsion, ce qui amène aussi à examiner les
relations entre ces modules et les IP'(X, WQ1) fournies par les suites exactes

(1 .10 .1) ... -.ImiH^X, ZW '̂) ^HmH^X, W^)

- ÎmiH^X, BW^Û^1) -> ...

(1.10.2) .. . ^mnH^X, BW )̂ ^^mH^X, ZW '̂)

-^^mH^X, Jf^W^-) -> ...

(v) Pour X propre et lisse sur k, et k algébriquement clos, les Z -modules H^X, Zp)
(cf. d}) sont de type fini, et l'on montre [10, II (5.9)] qu'il en est de même des H^X, Z (i))
pour î^ 2. En revanche, pour i^ 3, IT(X,Zp(i)) n'est plus nécessairement de type
fini sur Zp : par exemple, si X est une K.3 supersingulière, on a H^X, Zp(i)) ^> k.
Quelle est en général la structure de ces Z -modules : sont-ils de type fini module torsion?
quelle est la grosseur de leur torsion? comment sont-ils reliés au noyau de i — F
sur H*(WQ1)? Les mêmes questions se posent, plus généralement, pour les « groupes
de cohomologie logarithmique » UmH^X^, W^tiy, où W^Q^g est le sous-faisceau étale
de W^Q1 engendré localement par les différentielles logarithmiques diog x^ ... rflog^,,
où Xj = (^,o, . . .) est le représentant de Teichmùller de la section locale x. de 0^^
cf. [10, I (5.7)]; on a en effet des suites exactes de pro-faisceaux étales

(1 .11 ) o^w.Q^w.iy^lw.ty->o
généralisant celles de d) ci-dessus.

2« Venons-en aux résultats essentiels de cet article.

(a.i) Isomorphismes de Cartier supérieurs. — Soit X un À-schéma lisse. On
montre que, pour tout n^ i, F" : W^Q^ ->W^ûx (cf. i a)) induit un isomorphisme

(a.i.i) C^: WX^-^WA

qui se réduit, pour n = i, à l'isomorphisme de Cartier usuel C~1: 0,^^> J^O,^.
Ce fait, de vérification élémentaire (III (1.4)), a des conséquences importantes :

a) Compte tenu de (1.7), valable pour tout è-schéma lisse X, (2.1.1) fournit
une interprétation remarquable des composantes du complexe de de Rham-Witt :
W^QX s'identifie canoniquement au faisceau J^(X/WJ associé au préfaisceau
U }-> tP(U/WJ (J^(X/WJ est aussi le faisceau dont la restriction à tout ouvert affine U
est la « valeur commune » des faisceaux de cohomologie ^^(U'/WJ où U' est un
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78 L U C I L L U S I E ET M I C H E L R A Y N A U D

relèvement lisse de U sur WJ. Cette interprétation peut servir de base à une nouvelle
définition du complexe de de Rham-Witt (pour les A-schémas lisses), et à une recons-
truction de la théorie de [10] selon un programme esquissé en (III (1.5)).

^ L'isomorphisme (2.1.1) explique, dans une certaine mesure, la grande simi-
litude de structure qui existe, comme on va voir, entre les suites spectrales (i .4) et (i .9).

On suppose désormais que X est un schéma propre et lisse sur k.

(2.2) Résultats négligeant la torsion

a) La suite spectrale conjuguée (1.9) dégénère en E^ modulo torsion. Le Frobenius
de X opère sur cette suite spectrale et si P.H*(X/W) désigne la filtration (croissante)
de l'aboutissement, P^H^X/W) ® K est la partie de IT'+^X/W^K où les pentes
de 0 sont <j. Le W-module

H^X, J^WÎT) : = mnH^X, ^W^Q-) (i)

est de type fini modulo torsion, et (1.9) fournit un isomorphisme

(2.2.1) ÎT(X, ̂ Wû-) ® K ̂  (ÎT^(X/W). ® K, O)^.^

(où l'indice ] j— 1,7] désigne la partie de pente e]j — ij]).

b) On a observé dans [10] que l'endomorphisme F du pro-objet W.îîy (c^ I û J )
induit un automorphisme du pro-objet ZW.Q1 (cf. i (iv)). Par suite, F induit un
automorphisme (cr-linéaire) du W-module

HP'(X, ZWQf) : =^mH^(X, ZW^Û1) (2).

On montre que (pour tout (îj)) ce W-module est de type fini modulo torsion (de sorte
que H^X, ZWQ1)/^-torsion est un F-cristal unité), et qu'on a un isomorphisme cano-
nique entre (H^X, ZWQ1) ® K,^F) et la partie de H^X/W^K où 0 est de
pente i.

c ) Notons Fi et V\ les endomorphismes du pro-objet BW.Û' (cf. i (iv)) induits
par passage au quotient par les endomorphismes F et V de W.Q1"1. Ils définissent sur

ÏP(X, BWti1) : =UmïP(X, BW^tÏ) (2)

une structure de module sur l'anneau de Dieudonné WJF, V]. On montre que (pour
tout (îj)) IP(X, BWn1) est de type fini sur W modulo torsion, que F^ et V^ sur
tP(X, BWty)/j&-torsion sont ^-adiquement niipotents, et qu'on a un isomorphisme
canonique entre (H^X, BWti1) 0 K,^-^) et la partie de H^-^X/W) ®K où
les pentes de 0 sont dans l'intervalle ]i — i, i[.

(1) On prendra garde que H^X, ̂ î'Wn'), défini par le membre de droite, n'est pas en général le i-ème groupe
de cohomologie de X à valeurs dans le faisceau Jf?(WÛ').

(2) Même observation que pour la définition de IP(X, J^'WQ').
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCIÉES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 79

d) La suite exacte (1.10.1) peut être considérée comme une suite exacte de
modules sur l'anneau de Dieudonné WJF, V], F et V opérant par F et V = pî~1

sur IP(X, ZWÎT) et par Fi et V^ sur IT(X, BWQ'). Après extension des scalaires à K,
elle se scinde canoniquement et donne des isomorphismes (de F-isocristaux)

(a.a.2) ir'(X, WiÏ') ® K ̂  (H^X, ZWtîQ ® K) © (IT(X, BW^'4-1) ® K).

On a un résultat analogue pour (1.10.2). Tout d'abord, les endomorphismes pî
et F"1 du pro-objet ZW.tix induisent des endomorphismes F' et V du pro-
objet jfW.n^, qui munissent H*(X, JT'WiT) (défini en a)) d'une structure de
module sur W<,[F, V] (0 correspondant à p3-1^ sur H\X, J^'WQ-)). La suite
exacte (1.10.2) est linéaire par rapport à W(,[F, V], F et V opérant par F' et V
sur H'(X, ^TWa-), Fi et V^ sur IT(X, BWQ'), et pF et F-1 sur IT(X, ZWtT). Après
extension des scalaires à K, elle se scinde canoniquement et donne des isomorphismes
(de F-isocristaux)

(a.a.3) H^X, e^Wtr) ® K ̂  (H^X, ZW^') ®K) ® (H^^X, BW^') ® K).

(2.3) Décompositions de Hodge-Witt

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

— la suite spectrale (1.4) dégénère en E^;
— la suite spectrale (1.9) dégénère en E^;
— pour tout (ij), ÏP'(X, Wii1) est de type fini sur W;
— pour tout (îj), H^X^^WQ') (2.2^) est de type fini sur W;
— pour tout (ij), H^X, ZW^) (2.2 b)) est de type fini sur W;
— pour tout (îj), IT^BWiy) (2.2^) est de type fini sur W.

b) Supposons remplies les conditions de a). Alors, pour tout (î,j), on a des
décompositions canoniques analogues à (2.2.2) et (2.2.3), mais qui ne négligent pas
la torsion :

(2.3.1) IT(X, W^) ̂  H^X, ZVW) © H\X, BWty^),

(a.3.a) H^X, ̂ WtT) ̂  H^X, ZW^) ® H^^X, BWQ^) ;

ces décompositions sont compatibles aux diverses structures de modules sur l'anneau
de Dieudonné définies ci-dessus, F et V opérant sur H^X, ZWtî5) par F et V dans
(2.3.1), par pï et F~1 dans (2.3.2). La décomposition (2.3.1) (resp. (2.3.2)) n'est
autre que la décomposition canonique de ÏT(X, WQ^) (resp. H^X, ̂ Wîî')) sous
l'action de F (resp. V) en parties semi-simple et topologiquement niipotente. De plus,
pour tout », les filtrations P* et P. aboutissements des suites spectrales (1.4) et (1.9)
déterminent des décompositions canoniques de IP(X/W) :

(a.3.3) IP(X/W)^ ® H^WQ1)^ © H^X.^WQ-),
i + j ^ n »+i=n
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avec

(2.3.4) P^H^X/W) n P,IP(X/W) -^ IP-^X, ZWÛ1),

que nous appelons décompositions de Hodge-Witt pour leur ressemblance avec les décompo-
sitions de Hodge du cas transcendant. Toutefois, à la différence de la filtration de
Hodge et de sa conjuguée, les filtrations P* et P. ne sont pas en général opposées, comme
le montrent (2.3.3) et (2.3.4). Elles le sont si et seulement si l'on a IT(X, BWQ^) = o
pour tout {i,j), condition que l'on montre être équivalente à H^X, BiP) = o pour
tout (z,j). C'est par cette dernière condition que Kato définit les variétés ordinaires,
cf. (IV (4.13)), [n] et le travail en préparation de Bloch-Gabber-Kato.

c ) Sous les conditions de a), si l'on suppose de plus que F est injectif sur les
modules ÏP(X, Wt21), on peut décrire par des suites exactes courtes les groupes de
cohomologie de cran n IP(X, W^1), IP'(X, ̂ W^-), H^X, ZW^Û1), ÎP'(X, BW^1)
en termes des H^X, WûQ (ou H^X, J^WQ')) munis de leur structure de module
sur l'anneau de Dieudonné (IV (4.7)3 (4-9))«

Les conditions de a) sont très restrictives. Nous établissons en fait des équivalences
analogues à a) — et des résultats analogues à b) et c ) — relativement à un degré total
donné (e.g. IV (4.5)).

(a. 4) Structure des termes initiaux. — Les résultats mentionnés en (2.2) et (2.3)
ne sont en fait que des sous-produits de résultats décrivant de manière assez précise la
structure des termes initiaux des suites spectrales (1.4) et (1.9) ainsi que celle des groupes
de cohomologie H'(X, ZWQ^), H'(X, BWQ^) définis ci-dessus. Ces résultats, qui
répondent aux questions (i (i), (ii), (iv)), constituent véritablement le cœur de ce travail.

Dans la suite, nous écrirons, pour abréger, IP(Wiy), ïP(ZWÛ1), etc., au lieu
de HP(X, WiÏ), IP(X, ZWty'), etc.

(2.4.1) Structure des H^Wti1). — a) La topologie profinie de H^Wti1)
(cf. (i (ii))) est définie par les sous-modules V^Wtl1) + rfV^^WQ1-1) (où
ûL-H^Wty--1) -^H^Wiy) est la différentielle ^ de (1.4)) : en d'autres termes, ces
sous-modules sont ouverts, et ïP(Wty) est limite projective des modules de longueur
finie H^W^/^H^Wfî1) + ^H^Wa1-1)).

b) Considérons, en degré (^j), les sous-modules des bords et cycles du terme
EI : Bf = <fflP'(Wîî1-1), Z '̂ = Ker d : H^WQ1) -> HP'(Wty4-1). Gomme on a FrfV = d
(conséquence de la même relation au niveau de WQ" (i a}))^ le sous-module B^ est
stable par V mais non en général par F, tandis que Z^ est stable par F mais non en
général par V. Il est donc naturel d'introduire les modules F^B^' = U F '̂, plus petit
sous-module de H^WÛ1) stable par F et V et contenant BJ, et V-^Z^' == f1 Ker dV,
plus grand sous-module de H^WÎi1) stable par F et V et contenu dans Z^. La filtration
de H^WQ') ainsi obtenue

(2 .4 .1 .1 ) F^B^CV-^Z^CE^H^Wiî1)
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est stable par F et V. On montre qu'elle possède les propriétés suivantes :

(i) Les quotients F^BJ/B^' et Z^V-^Zîl sont de longueur finie sur W. Le
WJF, VJ-module V-^Z^/F0^, que nous appelons le cœur (de la première suite
spectrale en degré {ij)), est de type fini sur W. Il « survit » dans l'aboutissement : on
a B^CF^BJCV-^ZJCZ^.

En particulier, Ey est de type fini sur W pour r ̂  2, et la suite spectrale dégénère
en Eg modulo longueur finie.

(ii) Le sous-module F^BJ est fermé dans H^WÎi') et la topologie induite est
définie par les A^H^Wiy-1). Sur F^, F est surjectif et V niipotent.

(iii) Le quotient H^WQ^/F^B^' a pour topologie quotient la topologie V-adique;
il est de dimension finie sur k mod V. Sur ïP(Wty)/V~ °°Z^, V est injectif et F niipotent :
ce module est le module de Cartier d'un groupe formel lisse unipotent.

De (ii) et (iii) résulte notamment que H^WQ^/V-torsion est V-adiquement
séparé et complet et de dimension finie sur k mod V.

(iv) La différentielle ûTîH^WQ1-1) -^HP(Wt21) induit une flèche

(2.4.1.2) H^wty-^/v-^zr^ -^F^BJ,
de noyau et conoyau de longueur finie; le noyau de F sur F^B^ a même dimension
sur k que le conoyau de V sur H^W^'-^/V-^Z^-1'^ on a F^B^' == o si et seulement
si HP'(Wry-1) == V-^-^. Pour que H^WÛ1) soit de type fini sur W, il faut et
il suffit que H^WQ1) = V-^Z^' et F°°Bi = o, ce qui équivaut encore à

T^ = -p-^ = o,

où T^ désigne la dimension du groupe formel lisse unipotent correspondant à
H^W^/V-^Z^ i.e. la dimension sur k du conoyau de V sur H^Wt^/V-^Zf'.

Enfin, si X est de dimension ^ N, on a

"P == o pour j ̂  i ou i ̂  N — i,

ce qui généralise les résultats de dégénérescence partielle de [10, II, 2].

(a .4.2) Structure des H^j^WQ'). — On a pour le terme H^ de la suite
spectrale conjuguée (1.9) des résultats analogues à ceux de (2.4.1). Ainsi, la
topologie profinie de H^^Wti') (cf. i (iv), (2.2) a}) est définie par les sous-
modules F^H^'WQ-) +^2F/nH^-2(jf?j+lWÎ2•) (cf. (2.2) d ) pour la définition
de F', V). La relation F^V = ̂  ((2.4.1) b}) est remplacée par V'rfgF' == ^, et
l'on a une filtration en deux crans stable par F', V :

(2.4.2.1) V'^BiCF'-^ZJCEt = îTe^WQ-,

avec des propriétés analogues à celles de (2.4. i. i). En particulier, le cœur F'^Zlf/V'^B^
est de type fini sur W, isomorphe modulo longueur finie à E|f, et survit dans l'abou-
tissement. Pour r ̂  3, E^ est de type fini sur W, et la suite spectrale conjuguée dégénère
en Ê3 modulo longueur finie. Pour plus de détails, voir (III 5, 6).
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(2.4.3) Structure des IP'(ZWîy'), H^BWQ1). — Le point clé est que le
W-module H^ZWQ1) (cf. (2.2) b}), avec sa topologie profinie natureUe et son auto-
morphisme F, peut se reconstituer à partir, au choix, de H^WÛ1) ou H^^WQ") :
on a des isomorphismes canoniques de W-modules profinis

(a. 4 • 3 • i ) ïP(ZWty) ̂  lim IP (WQ1),
^F

(a. 4 - 3 • a ) H^ZWÛ1) ̂  lim IP^WQ-),
^v^

par lesquels l'automorphisme F de H^ZWQ1) et son inverse V correspondent aux
automorphismes des seconds membres définis par les opérateurs F sur H^WQ1) et V
sur H^e^WiT). Compte tenu des informations assez complètes dont on dispose, comme
on vient de voir, sur les îP(WQ1) et KP^WtT), ce fait permet d'expliciter la structure
des H^ZWQ1) et H^BWîi1) en liaison avec les suites exactes (1.10.1) et (1.10.2).
Les principaux résultats sont les suivants :

a) On a une extension canonique, compatible à F, de W-modules profinis où F
opère bijectivement

o -> H^ZWÛ1)^ -> H^ZWQ)* -> H^ZWÛ^ -> o,

avec H^ZWQ1)^ de type fini sur W et H^ZWQ1)^ de torsion annulé par une puis-
sance dep; le W-module H^ZWQ1)^, qu'on appelle le cœur (de H^ZWQ1)), s'identifie
canoniquement au facteur semi-simple sous l'action de F (resp. V) du cœur de H^WQ')
(resp.H^TWû-)) (cf. (2.4.1) (2.4.2)); il est égal à H^ZWti1) (i.e. H^(ZWi2^ = o)
si et seulement si H^ZWÛ1) est de type fini sur W.

b) Les opérateurs F^ et V^ sur le W-module profini H^BWti1) (cf. (2.2) c)) sont
topologiquement niipotents. On a une extension canonique, compatible à F^ et V\,
de W-modules profinis où F^ et Vi sont topologiquement niipotents

o -> IP(BWÛ% ̂  IP(BWQ1) -> H^BWÛ^ -^ o,

avec H^BWti1)^ de type fini sur W et H^BWQ1)^ de torsion annulé par une puis-
sance d e p ; le W-module H^BWQ1)^, qu'on appelle le cœur (de H^BWQ1)), s'identifie
canoniquement au facteur topologiquement niipotent sous l'action de F (resp. V) du
cœur de H^WQ1-1) (resp. H^-^WQ-)) (cf. (2.4. i) (2.4.2)); il est égal à IP'(BWQ1)
(i.e. H^BWÛ1)^ == o) si et seulement si H^BWtî1) est de type fini sur W.

c) Les différentielles ^H^WO1-1) ^H^WÛ1) de la première suite spectrale
et d^ : H^^^+^ti-) ->IP'(JTWn-) de la suite spectrale conjuguée sont reliées par
un diagramme en forme de croix (IV (2.10)), de centre H^ZWîï^. Ce diagramme
permet de montrer que les parties de torsion infinie des termes initiaux des deux suites
spectrales sont de même grandeur : plus précisément, les groupes formels lisses unipotents
associés àH^W^-^/V-^ZF1^' et H^-^^+^Q^/F'-^Zr2'14'1 (cf. (2.4. i) (2.4.2))
ont même dimension.
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(ss.5) Cohomologie logarithmique. — Supposons (pour simplifier) k algébri-
quement clos. Pour tout (î,j), on construit un A-groupe pro-algébrique H^X, Wt2^)î
dont le groupe des A-points est H^X, Wû;^) = l^m H^X^, W^i2^) (cf. i (v)).
On a une extension canonique de groupes pro-algébriques

o -> IT'(X, Wû^)° -> HP'(X, Wî^g) -> D^ -> o,

où jy3 est pro-étale, de type fini sur Zp, et H^X, Wti^g)0 quasi-algébrique unipotent
connexe. Le groupe D^ est le groupe des points fixes de F sur le cœur de HP(ZWîy)
((2.4.3) a}) ; c'est aussi le groupe des points fixes de F (resp. V) sur le cœur de IP(Wiy)
(resp. H-^e^Wtr)); son rang (sur Z ) est la dimension de la partie de pente i de
tf-^X/W^K : le groupe D^Q^ est le noyau de O — ^ sur H^X/W)®!^.
Le groupe ir(X, WQy0 a pour dimension la dimension commune T1"1^ des groupes
formels unipotents envisagés en (2.4.3) c ) . De plus, la suite exacte longue provenant
de (1.11) fournit des suites exactes courtes

o -> H^X, WQ;̂ ) -> H^WQ1) ̂  H^WQ1) ^ o,

et l'on a des suites exactes analogues
i-v

o ->IP'(X, WQ^) ^H^Jf^WQ-) -^ H^^WQ-) ^o.

3. Bien qu'elles nécessitent la mise en œuvre d'un formalisme un peu lourd, les
démonstrations sont assez simples dans leur principe.

Le point de départ est l'observation suivante. Considérons, pourj fixé, le complexe

E '̂ = (H^WÛ?) -^ H^W^) ->...-> H^WÛ1) -> ...)

de la première suite spectrale (1.4). Chaque composante H^WQ1) est un module sur
l'anneau de Dieudonné Wg[F, V], et la différentielle vérifie la relation F r f V = = û ?
(cf. (2.4.1) b)). On peut interpréter cette structure comme un module gradué sur une
W-algèbre graduée

(3.1) R==R°®R 1 ,

dont la composante de degré zéro est l'anneau de Dieudonné W(,[F, V], et qui est engen-
drée par F et V en degré o et par un élément d en degré i tel que d2 = o et F dV == d
(cf. (I ( i . i))). Un R-module gradué M est donc simplement un complexe de W-modules

(.. . -> M1-^ M14"1 -> . . .) dont les composantes sont des R°-modules et la diffé-
rentielle vérifie F^V = d. Le résultat (2.4.1) a) qu'on veut établir pour E^ conduit
à étudier les R-modules gradués M qui ont la propriété que, pour tout i et tout n > i,
M^==Mi|(yrnMi+cTV^-1) est de longueur finie sur W et M^HmM^; nous
appelons de tels modules (V + dV) -profinis (ou simplement profinis). Un R-module
gradué profini concentré en degré o n'est autre qu'un R°-module V-adiquement séparé
et complet M tel que M/VM soit de dimension finie sur k. Il est bien connu qu'un tel
module est de type fini sur W module ^-torsion et que son sous-module de ^-torsion
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est, à un W-module de longueur finie près, isomorphe au module de Cartier d'un groupe
formel lisse unipotent. Dans le cas général, il n'est pas difficile de montrer que, si M
est un R-module gradué profini, chaque composante M1 possède une filtration en deux
crans (par des sous-R°-modules) F^B'CV'^Z'C M\ analogue à (2.4.1.1) à cela
près que le « cœur » V^ZyF^B1 n'est pas nécessairement de type fini sur W. On en
déduit que tout R-module gradué profini à degrés bornés admet une suite de compo-
sition de quotients successifs soit concentrés en un seul degré (donc de valeur un
R°-module profini), soit concentrés en deux degrés consécutifs, avec une différentielle
ayant la forme de la différentielle d^ : H^Wd?) -> H^WQ1) d'une KS supersingulière
(voir (I (2.19)) pour un énoncé précis).

Gela étant, pour prouver (2.4. i) a}, on est amené à considérer la flèche naturelle

(3.2) H^WQ^v^wry) + ̂ H^wty-1)) ^ H^w^o1).
Supposons X purement de dimension N. L'exactitude à droite de HP^X, —) entraîne,
par définition de W^tl1 (cf. i a)), que (3.2) est un isomorphisme pour j == N, d'où
(2.4.1) a) pour j == N puisque les IP(W^Û1) sont de longueur finie. Pour j < N ,
(3.2) n'est plus nécessairement un isomorphisme. Pour étendre (2.4.1) a) à j^ N,
on doit donc étudier les noyau et conoyau de (3.2), ce qui conduit à examiner, d'une
manière générale, le défaut d'exactitude du foncteur qui à un R-module gradué M
associe le W-module gradué M^ de composantes M^ = M^VM1 + ûWM1"1). Ce
foncteur s'interprète comme un produit tensoriel (c'est d'ailleurs essentiellement pour
cela que nous avons introduit l'anneau R) : on a

M^R^M,

où R^ est le R-module à droite R/^R + âWR). Il se trouve qu'on dispose mira-
culeusement d'une résolution libre de Ry, comme R-module à droite (I (3.2)) :

(vn —vnd) d^+V"
(3.3) o^R[ - i ] -——^Rl^ i lOR——^R^o ,

grâce à laquelle il est aisé d'expliciter les Tor^R^, M). Calculant ces Tor pour les
R-modules gradués profinis des types élémentaires mentionnés plus haut, on voit appa-
raître une classe particulièrement intéressante de R-modules gradués profinis, que nous
appelons cohérents (bien qu'il ne s'agisse pas de cohérence par rapport à l'anneau R
au sens qu'on donne d'ordinaire à cette notion). Un R-module gradué cohérent est,
par définition, un R-module gradué profini M à degrés bornés vérifiant les conditions
équivalentes suivantes :

(i) pour tout i, H1 M est de type fini sur W;
(ii) pour tout i et tout n^ i, TorJ^R^, M) est un W-module gradué de longueur

finie.

Avec cette terminologie, on peut reformuler l'essentiel de (2.4.1) en disant que,
pour tout j, E^ est un R-module gradué cohérent. Pour le prouver, on dispose de
l'arsenal habituel de l'algèbre homologique, qui permet notamment d'interpréter (3.2)
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comme un homomorphisme latéral dans une certaine suite spectrale. L'ingrédient
essentiel, qui fait marcher la démonstration, est une résolution canonique de W^ti1 :

(3.4) o -> wû1-1 (F"^ wiy-1 ® wfydvn^ wa1 -> w,iy -> o,
qui précise l'égalité W^tî1 = Wty/^W^ + ̂ Wû1-1) et, compte tenu de (3.3),
peut se récrire sous la forme

W,Û-=RÂWÛ-,

où Wû* est considéré de façon naturelle comme faisceau de R-modules gradués sur X.
Pour la suite spectrale conjuguée, on procède exactement de la même manière.

Une fois établie l'identité V'^F' = d^ on peut considérer le terme E^ comme un
module gradué sur un anneau gradué R' = R^^R71 analogue à R ((3.1)), avec F
et V remplacés par V et F' et a par a~1. L'essentiel de (2.4.2) se résume en disant que
le terme E^ est un R'-module gradué cohérent, avec la transposition évidente de R
à R' des définitions données ci-dessus. Bien que parallèle, la démonstration est cepen-
dant plus compliquée que celle de la cohérence du terme E^ de la première suite spec-
trale, essentiellement parce que, à la différence de d^ qui provient d'un morphisme
de faisceaux, la différentielle d^ est définie par une flèche d'une catégorie dérivée. On
parvient cependant à construire, pour ^W^îl', un substitut raisonnable de la réso-
lution clé (3.4), cf. (III (3.3-7))-

Les isomorphismes (2.4.3.1) et (2.4.3.2) se déduisent aisément du fait que F
est un automorphisme du pro-objet ZW.Îi1. Les autres résultats de (2.4.3) ne mettent
pas en œuvre de nouvelles idées : ils reposent sur les résultats de (2.4.1) et (2.4.2)
et l'étude de l'opération qui, à une composante M1 d'un R-module gradué cohérent M,
associe le R°-module lim M\ II en va de même pour les résultats de (2.5), qui découlent

^T"
facilement de la cohérence des termes initiaux des deux suites spectrales : signalons
seulement que c'est le seul endroit, dans cet article aussi bien que dans [10], où l'on
utilise de manière essentielle la commutation des faisceaux W^Qx aux changements de
bases parfaites S -^Spec(è).

4. Voici maintenant un bref aperçu du contenu des divers chapitres.
Le chapitre 1 sert de base à tout l'article. Il est logiquement indépendant de [10].

Les résultats les plus importants sont, d'une part, les théorèmes de structure des R-modules
gradués profinis (I (2.9) et (2.15)), d'où résulte le théorème de dévissage (I (2.19)),
d'autre part, la caractérisation (I (3.8)) des R-modules gradués cohérents. Les variantes
développées au n° 4 ne jouent qu'un rôle épisodique dans la suite de l'article, en II (3.6)
et III (6.4). En revanche, les notions de « domino » et de « croix » de 1 (2.16) (2.18)
fournissent un formalisme commode pour la comparaison, au chapitre IV, des termes
initiaux des deux suites spectrales.

Le chapitre II est consacré à l'étude de la suite spectrale (1.4). On y établit les
résultats annoncés en (2.4.1). Les deux théorèmes principaux sont le théorème de
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cohérence du terme E^ (II (2.2)), que l'on démontre par la méthode indiquée ci-dessus,
et le théorème de survie du cœur (II (3.4)). Pour ce dernier, on utilise les complexes
de de Rham-Witt modifiés introduits par Nygaard [i6], [17]. Une démonstration diffé-
rente du même théorème est donnée au chapitre IV, comme application des théorèmes
de structure des H^ZWii1), H^BWtî1).

Au chapitre III, on décrit d'abord les opérateurs F', V sur ZW.tî1, e^W.Û*
indiqués en (2.2) d ) , et l'on établit Pisomorphisme de Cartier (2.1.1). Puis, par une
méthode calquée sur celle utilisée dans [10] pour prouver la dégénérescence en E^
module torsion de la première suite spectrale, on démontre la dégénérescence en Ea
modulo torsion de la suite spectrale conjuguée. Bien qu'il s'agisse d'une conséquence
de la cohérence de Eg, démontrée plus loin dans le chapitre, nous avons tenu à donner
cette démonstration indépendante, plus élémentaire, qui ne fait pas appel aux résultats
du chapitre I. Le reste du chapitre est consacré au théorème de cohérence de E^ (III
(5-2))» Ç1111 nécessite des préliminaires un peu techniques, aux n08 3 et 4, pour construire
un substitut à la suite exacte (3.4), et au théorème de survie du cœur (III (6.3)), qui
se démontre comme son analogue du chapitre II.

Au chapitre IV, on recueille les fruits du travail précédent. On y démontre les
résultats indiqués en (2.2) b), c ) , (2.3), (2.4.3) et (2.5). Les plus importants sont IV
(2.10), qui compare à l'aide d'une croix les termes initiaux des deux suites spec-
trales, IV (3.3), qui donne la structure du groupe pro-algébrique associé à la coho-
mologie logarithmique, et IV (4.5), énonçant l'existence des décompositions de Hodge-
Witt de H^X/W) quand les H^WQ3) sont de type fini sur W pour i +j = n.

5. Nous ne donnons pas, dans ce travail, d'applications géométriques. Signalons
cependant que les résultats de cet article, et plus particulièrement la notion de R-module
gradué cohérent, jouent un rôle essentiel dans des travaux récents de R. Grew et T. Eke-
dahl : dans sa thèse {Slope characteristics in crystalline cohomology, Princeton University,
1981, à paraître), Crew établit une formule calculant %(X, û1) (= 2;(— i)^) (pour X
propre et lisse sur k) à l'aide de nombres liés aux pentes de la cohomologie cristalline
et des dimensions T3 des groupes formels lisses unipotents définis par le terme initial
de la première suite spectrale (cf. (2.4.1) b}); les travaux d'Ekedahl [7] (voir [10 fer]
pour un aperçu des principaux résultats) comprennent notamment une formule de
dualité et une formule de Kùnneth pour les H^WQ1), ainsi que des raffinements concer-
nant les inégalités de Katz-Mazur-Ogus [2, § 8] entre polygones de Newton et de Hodge.
Ces travaux ont entre autres des applications aux variétés unirationnelles et aux variétés
abéliennes. En outre, le formalisme développé par Ekedahl pour les « complexes cohé-
rents » (cf. I (3.10.1) et [10 ter]) enrichit considérablement la théorie présentée ici.

Nous remercions vivement, pour des discussions stimulantes, P. Berthelot, S. Bloch,
0. Gabber, N. Katz, W. Lang, N. Nygaard, A. Ogus, et surtout T. Ekedahl, dont les
travaux récents dans le prolongement de cet article nous ont procuré le plus précieux
des encouragements.
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NOTATIONS ET CONVENTIONS

Dans tout cet article, on fixe un nombre premier p et un corps parfait k de carac-
téristique p. On note :

W(è) (ou W) l'anneau des vecteurs de Witt sur A;
W^À) (ou WJ = W^/^W^) l'anneau des vecteurs de Witt de longueur n;
c l'automorphisme de Frobenius de W(è) et W^(À) ;
Wo[[V]] (resp. W^[[V]]) l'anneau de séries formelles en V à coefficients dans W

(resp. WJ avec relations aV = Vû°, a e W (resp. WJ ;
R(À) (ou R) l'algèbre de Gartier-Dieudonné-Raynaud sur k (I (1.1.1));
WJF,V] == R° l'algèbre de Cartier-Dieudonné sur k (I (1.1.1)).

Si M est un R-module gradué, on pose :

FiPMî^V^M+^M (I (1.3.1));
M^^M/FiPM.

Si X est un ^-schéma, on note :

i2x 1e complexe de de Rham de X sur k;
W^QX ^e complexe de de Rham-Witt de X de cran n [10, 1 (1.12)];
W.t2x ^e système projectif (ou parfois le pro-objet) formé par les W^iix et ^es flèches

de restriction W^^^Qx "^^n^x? notées R (ou Te);
WÛ^^Î^W^Ûx? 1e complexe de de Rham-Witt de X.

^R

On omet l'indice X quand il n'en peut résulter de confusion.
Si u est un endomorphisme d'un groupe abélien G, on pose :

JG : == Ker u.

Si M est un complexe (d'une catégorie abélienne), on note M^1, M^\ M^
les tronqués naïfs de M, et ^,M, ^M, ^^]M les tronqués canoniques de M :

M^:- ( . . . ^M^^M^o), M^:^ (o -^M^-^M^1-^. . .) ;
M[a'^:= (o^M 0 ^ . . . ^M^-^o);
^,M:= ( . . . ->M^- l->Z iM^o), t^M:= (o-^M^M^M14-1-^...)

(où Z ^ M=Kerrf , ^1^1=^^;
t^M := (o ̂  M^M -> M04-1 -> . . . -> Z^ -^ o) (a < é).

Si A est un anneau, lorsqu'on parle d'un A-module sans préciser, il est sous-
entendu qu'il s'agit d'un A-module à gauche.
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Une suite de composition d'un objet M d'une catégorie abélienne G est une
filtration finie de M par des objets de G, M = F°M3 ... DF^DF^M = o; les
quotients successifs (ou quotients) sont par définition les objets gr^M = F^/F^'^M.

Si L est un faisceau, la notation x e L signifie que x est une section locale de L.
Si E est un complexe de faisceaux abéliens sur un espace X, on écrit parfois RF(E),

H^E), pour RF(X,E)5 H^X^E), quand il n'en peut résulter de confusion.
L'écriture a : = b signifie que a est défini par b.
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I. — R-MODULES GRADUÉS

o. Rappels de topologie générale

Nous consignons ici quelques résultats de topologie générale dont nous aurons
fréquemment à nous servir.

(0.1) Soit G un groupe commutatif muni de deux topologies T\ et T^ compa-
tibles avec sa structure de groupe, T^ étant plus fine que Tg. On suppose que G est
séparé et complet pour Tg et qu'il existe un système fondamental de voisinages de o
pour TI qui sont fermés pour Tg. Alors G est séparé et complet pour T^ (Bourbaki,
Top. gén., chap. 3, § 3, n° 5, Prop. 9, cor. 2).

(o.a) Soit A un anneau. Un A-module M, muni d'une topologie A-linéaire T,
est dit T-profini si M est séparé et complet pour T et si, pour tout sous-module ouvert N
de M, le A-module M/N est de longueur finie [6, p. 560]. Si T est définie par une
filtration Fil0 M = M D Fil1 M 3 ... 3 FiP M 3 ..., M est T-profini si, pour tout n,
M/Fil" M est de longueur finie, et M -^ lim M/Fil" M. Toute « petite » limite pro-
jective de A-modules profinis (par exemple, de longueur finie, discrets) est un A-module
profini (pour la topologie limite projective).

(0.3) Si M est T-profini, tout sous-module fermé M' est profini pour la topologie
induite par T sur M'; le quotient M/M' est profini pour la topologie quotient (loc. cit.),

(0.4) Soit M un A-module, muni de deux topologies A-linéaires T^ et Tg, Ti
étant plus fine que T^. Si M est T^-profini et Tg est séparée, alors T^ == T^ [6, p. 561].

(0.5) Soit M, un A-module T,-profini (i = i, 2). Toute application linéaire
continue u : M^ -> Mg est d'image fermée; de plus, l'application u : M^/Ker u -> Im u
induite par u est un homéomorphisme de M^/Ker M, muni de la topologie quotient de T^,
sur ïmu muni de la topologie induite par Tg. La catégorie des A-modules profinis et
applications linéaires continues est une catégorie abélienne (loc. cit.).
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i. Généralités sur les R-modules gradués

(1.1) L'algèbre R. — On appelle algèbre de Cartier-Dieudonné-Raynaud (1) sur k^ et
l'on note

(i.i.i) R{k)

(ou R) la W-algèbre graduée engendrée par des générateurs F, V en degré o et d en
degré i, soumis aux relations suivantes :

( 1 . 1 . 2 . 1 ) Fû==û°F, ûV==Va° (oeW), FV==VF=^

(1 .1 .2 .2 ) ad=da (fleW), rf2 == o, FrfV === d.

On a donc

(1.1.3) R==R°®R1 ,

où R° est l'algèbre de Gartier-Dieudonné sur k (non complétée), et R1 un R°-bimodule,
engendré par d comme bimodule. Tout élément de R° s'écrit de manière unique

(1.1.4) S fl-nV^ + OQ + S û^ (^ eW, û, == o pour presque tout i).
n>0 n>0

Tout élément de R1 s'écrit de manière unique

(1.1.5) S a^ûTV" + ÛQÛ? + 2 û^F^ (a, eW, a, == o pour presque tout i).
n>0 n>0

Cette écriture montre que la multiplication à gauche par F dans R1 est un automor-
phisme (T-linéaire du W-module R1. Si l'on note F"1 l'opérateur inverse, la multiplication
à gauche par V dans R1 est pF~1.

Observons en passant qu'à la différence de R°, R n'est nœthérien ni à droite ni
à gauche. En effet, si, pour weZ, R^_^ désigne l'ensemble des éléments de R1 qui
s'écrivent S a^d (où F^'^rfV""1 si m < o), R^_^estun idéal à gauche de R,

m^ —n

et la suite ... CRL^CRL^+^C ... n'est pas stationnaire, donc R n'est pas nœthérien
à gauche ; un raisonnement analogue montre que R n'est pas nœthérien à droite.

(1.2) R-enveloppe. — Un R°-module n'est autre qu'un W-module muni d'opé-
rateurs F et V vérifiant (1.1.2.1). Un R-module gradué M s'interprète comme un
complexe de W-modules dont les composantes M1 sont des R°-modules et la différentielle
d-.W-^M^1 vérifie FrfV = d.

Tout R°-module L définit, par extension des scalaires, un R-module gradué,
concentré en degrés zéro et un,

(1.2.0) R(L) :==R®B.L=L©(R 1®R.L),

(1) Cette terminologie est proposée par le premier auteur, qui a introduit l'anneau R pour interpréter plus
commodément certaines constructions dues au second.
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qu'on appelle R-enveloppe de L. Le foncteur R-enveloppe est adjoint à gauche du fono
teur M h> M° : si L est un R°-module et M un R-module gradué, on a canoniquement

HomR(R(L), M) -^ HoniR.(L, M°) ;

en d'autres termes, si N est un R°-module, pour toute application W-linéaire d : L -> N
telle que FdV == d, il existe une unique application R°-linéaire de R(L)1 dans N
rendant commutatif le diagramme

L —> R(L)1

On posera parfois, pour abréger,

(i.2.0.1) R^RoL^L.

Proposition (1 .2 .1) . — Soit L un î^-module.

a) L'opérateur F sur L est bijectif.

b) Les applications ^'linéaires

i^: (T^L^L, i^x) =Fnrf®^,

vérifient ^-nV = ?„ et induisent un isomorphisme W'linéaire

(i.a.i.i) lim^L-^L.
"v^

La différentielle rf:L-^L sî'identifie par cet isomorphisme à l'application canonique L -> lim cr^L.
_ — "v>

Les endomorphismes F et V de lim or^L induits par les endomorphismes F et V du système inductif
"T>

s9 écrivent, avec V'identification ( 1 . 2 . 1 . 1 ) ,

(i.2.i.a) F=^F, V=F-1 .

L'assertion a) résulte de ce que la multiplication à gauche par F dans R1 est un
automorphisme de R°-module à droite. La relation ^-nV = !„ est triviale. Notons u
l'application (1.2.1.1) induite par les applications ^. Vu l'écriture (1.1.5), il est clair
que u est surjective. Notons j^ : (T^L -> L^ == lim g^L l'application canonique. Par

définition, l'opérateur V sur L' est bijectif, nous désignerons son inverse par F : on a
donc 'FJn==Jn+i9 Si l'on note V l'opérateur pT~1 (= pV) sur L', F et V munissent L'
d'une structure de R°-module, et l'on a FjçV ==jo. Par la propriété universelle de R(L),
il existe donc un unique homomorphisme R°-linéaire » : L — » - L ' tel que vd=j^.
Il suffit de vérifier que vu = Id. Or

vuj^x = v^d^x) == F^rf®^) == F^oA: =j>,

donc u est un isomorphisme. Les autres assertions de b) sont claires.
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On peut résumer (1.2.1) en disant que L est déduit de L en rendant V inversible par
limite inductive. On notera F, V les prolongements naturels de F, V à L, qui vérifient
donc Fd = dî, W = dV; les opérateurs F, V sur L se déduisent de V par les formules
F=V- 1 ( (1 .2 .1 .2)) , V=^V.

Corollaire (1.2.2). — Sous les hypothèses de (1.2.1), soit T le sous-module de V-torsion
de L. On a T = Kerd: L ->R(L)1 {donc en particulier R(T)1 == o), et l'application
canonique R(L)1 -> R(L/T)1 est bijective.

Corollaire (1.2.3). — Le fondeur R-enveloppe Li->R(L) est exact, donc R est un
R°-module à droite plat.

(1.3) Filtration standard. — Soit M un R-module gradué. Pour tout entier
n^ o, on pose

(1.3.1) FiP M := ^M + dVM.

Les Fil" M forment une famille décroissante de sous-complexes de W-modules de M
telle que

F(Fir1 M) C FiP1-1 M, V(FiP1 M) C FiP4-1 M,

dite filtration standard, ou V + rfV, de M. Nous dirons que M est (V + dV)-complet,
(ou, simplement, complet) si chaque composante M^ est séparée et complète pour la
topologie, dite topologie standard, définie par les FiP M1 = VM1 + dVM'-1. Pour M
concentré en un seul degré, nous dirons parfois \'-complet pour complet, ce qui signifie
donc séparé et complet pour la topologie V-adique.

Nous définirons le complété M" du R-module gradué M comme le R-module gradué
dont la î-ème composante est le séparé complété de M1 pour la topologie précédente, i.e.

(i .3.2) (M")1 == Hm M'/FiF M1

n

(pour M à degrés bornés, cas auquel nous nous intéresserons surtout dans la suite, on a
M" =1^1^̂  M).

n

Exemple (1.3.3) : complété de R. — Considérons R comme R-module à gauche.
On a donc

FiP R == V^0 ® (rfV^0 + V^).

Posons R^^R/FiPR. Les écritures (1.1.4) et (1.1.5) montrent que

R^=W^.V n - l ®W2.V n - 2 ®.. .®W„®((Bw„.P) ,

R,;=Wl.rfVn- l®W2.rfVn-2®...®W„.rf®(9w„.Prf);

la projection R;_^ ->R^ est l'application évidente sur chaque terme de la somme.
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II s'ensuit que R^° (resp. R^1) est l'ensemble des séries formelles à coefficients dans W :

S a_^ + a, + 2 a^
n>0 n>0

(resp. S a_^ + a,d + 2 a^d),
n>0 n>0

où a^ tend vers o pour la topologie ^-adique quand n tend vers + °°« Le R-module (à
gauche) R" est de façon naturelle une R-algèbre graduée. Sa composante de degré
zéro, complétée V-adique de l'algèbre de Gartier-Dieudonné R°, peut s'interpréter
comme l'anneau des endomorphismes du groupe formel W^ des vecteurs de Witt sur k.
Il serait intéressant d'avoir une interprétation analogue de R^.

Tout R-module gradué complet est de façon naturelle un R^-module gradué.
En particulier, tout R°-module complet (pour la topologie V-adique) est de façon
naturelle un R^-module, donc a fortiori un module sur l'anneau de séries for-
melles W^[[V]] avec relations aV == Va0 pour a e W.

(1.4) Cycles et bords. — Soit M un R-module gradué. Pour tout t, notons
Z* = Z*M == Ker d : M* -> M14"1 le sous-W-module des cycles de degré î, et
B1 = B^M = rfM*""1 le sous-W-module des bords de degré i.

Le W-module Z1 est stable par F (car rfF ==pîd), mais non en général par V.
Pour tout entier r^ o, posons

(i .4. i) V-'Z1 = {x e M11 V^ e Z1}.

L'identité FûTV = d entraîne qu'on a des inclusions

v-^cv-^z^c ...cv^^ z\

Les V^Z1 sont des sous-W-modules de Z1, stables par F. Le W-module

(1.4.a) V-^Z1^ n V-'Z^^eZ^V^eZ1 V r > 0}
r^O

est le plus grand sous-R°-module de M1 contenu dans Z\ et M^/V" °° Z1 est sans V-torsion.
Le W-module B1 est stable par V (car W ==^rfV), mais non en général par F.

L'identité FrfV = d montre que les F^B1, pour s entier ^ o, forment une suite crois-
sante de sous-W-modules de M\ Ceux-ci sont stables par V, et

(1.4.3) F^B1^ U F^B1

8^0

est le plus petit sous-R°-module de M1 contenant B\ La multiplication par F dans F°° B
est surjective.

On a des inclusions

(1.4.4) B 'C. . . CF'B'C ... CF^CV-^C ... CV-'Z C ... CZ\

La différentielle d : M*"1 -^ M1 admet une factorisation canonique

(1.4.5) M1-1 -> M^/V-00^-1 ̂  F^B1 -^ M\
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A son tour, la flèche médiane de (1.4.5) se factorise canoniquement en

(i.4.6) M^-YV-^-1 JL^ I^Ar-YV-00^-1)1

où la ligne horizontale est la R-enveloppe du R°-module Mi~l[V~UÏZi~~l et

u^d^x) ^T-dx. D'après (i.2.i)_b), u est donc surjectif. D'autre part, comme
M1 /V "Z1 1 est sans V-torsion, d est injectif ((1.2.2)).

Nous noterons parfois

(i.4.7) ÏÎXM)

le^W-module V-OOZl/FOOBi. C'est un R°-module, quotient d'un sous-W-module de
HIM = /̂B', où les opérateurs F et V sont induits par ceux de M\

Enfin, outre les R-modules gradués tronqués naïfs
d , „• . d

M^ == ( . . . ->M l- l->M i->o), M^ == (o-^M^M14-1^ .. .),

nous aurons à considérer les R-modules gradués suivants

(ï.4.8) ?<<M : = = ( . . . ̂  M1-1 -i V-^Z1 -^ o),

^,M:== (o^MVF^B^M^1-^ ...),

le « tilda » étant destiné à distinguer des tronqués canoniques habituels

^,M = (...-i M1-1^ Z*-1-^o),

^M == (o -^ MVB1 -^ M^1 ̂  . . .),

qui sont seulement des complexes de W-modules.

(1.5) Inversion de F par limite projective. — Soit M un R°-module. Consi-
dérons le W-module

M := limM = lim(M^- a*M^ ... ^- a^M < - . . . ) .
F • • • / •

Les opérateurs F, V sur M définissent par fonctorialité des opérateurs F, V sur M, qui
munissent M d'une structure de R°-module; l'opérateur F est bijectif. L'application
canonique

(1.5.1) q: limM -> M,
^F

définie par les F" : a^M -> M, est un homomorphisme de R°-modules, dont l'image,
notée

(1.5.2) M?,, (ou MJ,
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est le plus grand sous-R°-module F-divisible de M; rappelons que, lorsque M est de
type fini sur W, M se décompose canoniquement, comme R°-module, en

(1.5.3) M=M,eM^,

avec F bijectif sur Mgg et topologiquement niipotent sur M^y (cf. par exemple Fontaine
[83 III (i.7)]). L'inclusion Mgg<->M induit un isomorphisme

(1.5.4) lim Mga ^> lim M.lim Mgg ^> lim M.<? <?

Si L est un R°-module et d : L -> M une application W-linéaire telle que
F</V = d, d se factorise de manière unique en d : L -> lim M telle que F^V === d et
qd = d, donnée par F

^(rfV^o-

Cette propriété universelle est « duale » de celle vérifiée par la R-enveloppe
lin^M ==R1®^. M ( 1.2.1). On voit facilement, d'ailleurs, que lim M s'identifie

canoniquement à HomR.(R1, M), pour la structure de R°-module donnée par V == F~1

et F ==^F.
Soient maintenant M un R-module gradué et ieZ. La propriété universelle

précédente montre que la factorisation (1.4.6) de ûfîM1"1-^^!1 se raffine en le
diagramme commutatif

('•5.5)

lim M—1 —> limM^/V-^Z'-1 -^ KmF^B*
"v^ V

j

L

"F

3 (*) ?

lim M1 lim M1

"^F"'

M1-1 M—YV-00^-1 F^B1 M1 M1

où le composé horizontal inférieur est rf, et h vérifie

(1.5.6) FAV=A,

F, V désignant les prolongements canoniques à limMi~l|V~COZi~l des opérateurs F, V
"v^

sur M'-YV-^Z1-1 ( 1.2.1). Les deux flèches q de buts F^B1 et M^ sont surjectives,
ainsi que qh.

On peut interpréter lim F^B1 comme le complété de l'enveloppe lim M^/V'^Z1"'1
"T- -v^

pour une topologie convenable. Plus précisément, changeant de notations, désignons
le carré (*) de (1.5.5) par

M -"-> N

(1.5.7) ^ \

M N
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et notons K le W-module défini par la suite exacte

(1.5.8) o - > K ^ M - ^ N - > o .

Compte tenu de (1.5.6)3 cette suite est R°-linéaire si l'on fait opérer F et V sur M
par V~1 et ?V. En particulier, on a V'^KCK. Les isomorphismes

V^ M|V-nK^>M|K=N

définissent un isomorphisme

(1.5.9) lim M/V-^K ̂ lim N = N,
< ^ F

où, dans le terme de gauche, la limite est prise suivant les projections canoniques. Cet
isomorphisme fait de h : M -> N l'application canonique de M dans son séparé complété
pour la topologie des V^K, que nous noterons parfois M^ (on prendra garde que M"
dépend de K). Nous identifierons dans la suite N à M^ au moyen de (1.5.9).

Les applications surjectives M/V^K -> M/K == N fournissent une suite exacte

(1.5.10) o -^K" ->M" -^N ->o

prolongeant (1.5.8), où K^ est le séparé complété de K pour la topologie des V'^K,
adhérence de K dans M^. La suite (1.5.10) est R°-linéaire, F et V opérant sur M^
par F et V, prolongements par continuité de V~1 et pN.

Exemple (1.5.11). — Considérons le R-module gradué < / :M-^N, concentré
en degrés o et i, défini par :

M=^[[V]L

N = WV]] = II kdV;
n^O

sur M, V opère par multiplication à gauche, et F = o; sur N, V = o, et F opère
par F^=o, F^V^^V"-1 (n> o); d est Fisomorphisme tel que d^) == rfVn

(voir (2.14) pour une généralisation de cette construction).
Le W-module M, déduit de M en rendant V inversible par limite inductive, est

M^OW-"® n w^
n>0 n^O

ensemble des séries S â^V", avec a^== o pour n > — oo. L'application j : M -> M
nez _ _

est l'inclusion évidente, V est l'automorphisme de M défini par la multiplication à
gauche par V.

Le W-module N, déduit de N en rendant F inversible par limite projective, est

N = n k^d® n kdv\
n>0 n^O

L'application q : N -> N est la projection évidente, F est l'automorphisme de N défini
par la multiplication à gauche par F.
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Le prolongement d:M ->N de d:M -^ N a pour noyau

K == © W-^
n>0

ensemble des polynômes S ^V"^ (« parties polaires en V »). Le complété
M" == lim M/V-^K est n>o

M" = n w-^e nw",
n>0 n^O

ensemble des séries formelles S û^V" (sans condition sur les ûj, l'isomorphisme cano-
_ »£ Z

nique M" ̂  N (1.5.9) envoie V" sur d^ pour 0 o et F^ pour n < o. Enfin, on a

K" - n w-^,
n>0

ensemble des séries S ^V"".
n>0

Nous verrons plus loin (IV (2.17)) que, si X est une surface Kg supersingulière,
le W-module H^X, ZWQ1) := Inn H^X, ZW^Q1) est isomorphe au module M" == N
ci-dessus.

1.6. L'anneau R'

Notons

(1.6.1) R'(^) (ou R')

la W-algèbre graduée engendrée par des générateurs F', V en degré o et d en degré i,
soumis aux relations

(1.6.a) F'û==a°F', aV == V'û° (ûeW), F'V == VF' = p,

ad =da {a e W), rf2 = o, V'rfF' = </.

Un R'-module (à gauche) gradué n'est autre qu'un complexe de W-modules dont les
composantes sont des R°-modules (à gauche) (F, V opérant par F', V) et la différentielle d
vérifie V'rfF' = d. Par changement de a en a~\ les constructions précédentes, relatives
aux R-modules gradués, se transposent trivialement aux R'-modules gradués. Nous
laissons au lecteur le soin d'effectuer cette traduction, qui nous servira surtout au
chapitre III.

2. R-modules gradués profinis

A) Définitions

Définition (2.1). — On dit qu'un R-module gradué M est (V + rfV) -profini si M est,
en chaque degré, profini pour la topologie standard ((0.2) (i.g)), i.e. si M est complet (1 .3)
et si, pour tout entier n et tout i, le W-module M'/FiP M1 est de longueur finie. On dit qu'un
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îi°-module M est V-fini si M, considéré comme R-module gradué concentré en degré o, est

(V + dV)-profini.

L'épithète « profini », appliquée à un R-module gradué, sera, sauf mention du
contraire, synonyme de « (V + rfV)-profini » (resp. « V-fini », dans le cas d'un R-module
gradué concentré en un seul degré).

(2.1.1) Soit M un R-module gradué profini. Si M' est un sous-R-module gradué
fermé. M' est profini pour la topologie T' induite par la topologie standard de M, mais
on prendra garde que T', qui est moins fine que la topologie standard de M', peut en
être distincte (cf. (2.9)); d'après (0.4), T' coïncide avec la topologie standard si et
seulement si M' est (V + dV) -profini. Si M" est un R-module gradué quotient de M,
la topologie quotient T" est la topologie standard, et M" est (V + ûTV)-profini si et
seulement si M" est séparé {i.e. Ker(M -> M") fermé).

(2.1. a) Tout morphisme î ^ : M - > N de R-modules gradués est continu pour
les topologies standard, car ^(FiP M) CF^N pour tout n. Si M et N sont profinis,
u est d'image fermée (0.5), donc (2.1.1) Goker u est (V + ûfV)-profini; de plus, l'appli-
cation de Coimu sur Imu déduite de u est un homéomorphisme (0.5)3 en particulier
la topologie induite sur Im u par la topologie standard de N est la topologie standard
de Im u; en revanche Ker u n'est pas en général (V + rfV)-profini (prendre par exemple
pour u la projection naturelle U, ->V^ cf. (2.14)).

B) R°-modules profinis

{2.2) Soit M un R°-module complet (pour la topologie V-adique). Pour que M
soit profini, il faut et il suffit que le ^-espace vectoriel M/VM soit de dimension finie.
Si M est profini, M est alors de type fini sur l'anneau Wo[[V]] (M est engendré par
toute famille relevant une base de M/VM).

Proposition (2.3). — a) Soit M un R°-module profini. Le sous-R°-module T formé des

éléments de V'-torsion est de longueur finie et annulé par une puissance de V.

b) Soient M un îL°-module profini, M' un sous-R°-module de M, et M" == M/M'. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M' est fermé dans M pour la topologie V-adique;

(ii) M' est V-complet;

(iii) M' est profini;

(iv) M" est V-adiquement séparé;

(v) M" est profini.

Si elles sont satisfaites, la topologie V-adique de M induit la topologie V-adique de M'.

c) Soit o -> M' -> M -> M" -> o une suite exacte de R°-modules. Si M' et M" sont

profinis, il en est de même de M.
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L'anneau A = WJ[V]] étant noethérien (Bourbaki, Alg. corn., III, § 2, n° 9,
cor. 2, prop. n et n° 10, cor. i, th. 2, exerc. 10), T est un A-module de type fini, donc
annulé par V^ pour n assez grand, donc aussi par p", et par suite T est de type fini sur
(^nLEr^n/C^), donc de longueur finie. Prouvons b). On a trivialement (iii) => (ii),
et il est clair qu'on a (i) o (iv) o (v). Si M' est V-complet, on peut considérer M'
comme un sous-A-module de M, et le A-module M", étant de type fini, est V-complet
(cf. par exemple [3, III (2.3)]), ce qui prouve (ii) => (iv). Supposons M" profini.
Écrivons la suite exacte des Tor^R^R0, -) relative à o -> M' -> M -> M" -> o :

(*)„ v»M" -> M'^M' -> M/^M -> M'7VnM/' -> o.

Elle montre, compte tenu de a), que M'/V^M' est de longueur finie. Pour n variable,
les suites (*)„ forment un système projectif, où la flèche de transition yn+iM" -^ynM"
est la multiplication par V. D'après a), le système projectif (ynM'7) est donc essentiel-
lement nul. Il en résulte que la limite projective des suites (*)„ est exacte, et par suite
que M7 est V-complet, donc profini, ce qui prouve (v) => (iii) et établit l'équivalence
des conditions (i) à (v). La deuxième assertion de b) en résulte, compte tenu de (2.1.1).
La vérification de c) est immédiate à l'aide des suites exactes (*)„.

Corollaire (2.3.1). — La sous-catégorie pleine de la catégorie des R^-modules formée des

ÎL°-modules profinis (2 .1) est épaisse (i.e. stable par noyaux, conqyaux et extensions).

Définition (2.4). — Soit M un ÎL°-module. On dit que M est de Cartier (resp. de Cartier
unipotent) si M est profini et sans \-torsion (resp. profini, sans Vf-torsion, et annulé par une puis-

sance de ? (ou, ce qui revient au même, de F } } .

Cette terminologie est suggérée par le fait que M est un R°-module de Cartier si et
seulement si M est isomorphe, dans la théorie de Cartier, au module des courbes typiques
d'un groupe formel lisse connexe G de dimension finie, et que M est de Cartier unipotent si
et seulement si G est unipotent. D'autre part, si M est de Cartier et correspond au groupe
formel G, M est libre de type fini sur W {i.e. sans ^-torsion, ou, ce qui revient au même,
sans F-torsion) si et seulement si G est ̂ -divisible. Rappelons enfin que si G est un groupe
formel lisse connexe unipotent de dimension finie, G admet une filtration finie dont les
quotients sont isomorphes au groupe formel additif G^, et que le module de Cartier
{i.e. des courbes typiques) de G^ est ^o[[V]], avec F == o. On déduit donc de (2.3) :

Proposition (2.5). — a) Si M est un V^-module profini, et T le sous-module de V-torsion

de M, M/T est un R°-module de Cartier.
b) Si M est un R°-module de Cartier, le sous-R°-module M' de F-torsion est un module

de Cartier unipotent, et M/M' est un W-module libre de type fini.
c) Tout î^-module de Cartier unipotent possède une filtration finie (par des sous-R^-modules

de Cartier) dont les quotients sont isomorphes à ^o[[V]], avec F == o.
d) Si M est un R°-module de Cartier, M est de type fini sur W si et seulement si M est libre

de type fini sur W.
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Corollaire (2.6). — Tout R°-module profini possède une suite de composition, dont les

quotients sont des V^-modules profinis de Vun des types suivants :

a) de longueur finie',

b) libre de type fini sur W;

c) isomorphe à (^[[V]], F = o).

On a d'autre part un dévissage « dual » de (2.5) b) :

Proposition (2.7). — Tout ^-module V-fini M siéent de manière unique comme extension

d'un module de Cartier unipotent U par un ^-module D de type fini sur W :

o - > D - > M - > U - ^ o .

Le R°-module D est le plus grand sous-R°-module de M qui soit de type fini sur W.

Nous appellerons D (resp. U) cœur (resp. quotient unipotent) de M.
Prouvons d'abord la dernière assertion, qui entraîne l'unicité. Il suffit de montrer

que, si G est un R°-module de type fini sur W, avec V topologiquement niipotent, N un
R°-module de Cartier unipotent, et f: G ->N une application R°-linéaire, alors f == o.
Soit n un entier tel que ^N == o. Comme V est topologiquement niipotent sur C,
il existe m tel que VmCCpnG. On a alors

V^C) -/(^G) C^N === o,

donc /(C) == o puisque V est injectif sur N. Prouvons maintenant l'existence. Quitte
à diviser d'abord M par son sous-module de V-torsion, qui est de longueur finie (2.3) a),
on peut supposer M de Cartier. Soit alors n un entier tel que f^ annule le sous-module
de ^-torsion de M. Le sous-module D de M, image inverse de la V-torsion de M/^M,
est sans ^-torsion (car ^M l'est et que V est injectif sur M), donc est libre de type fini
sur W. Le R°-module U == M/D, quotient du R°-module V-fini et de ^-torsion M/^M
par son sous-module de V-torsion, est de Cartier unipotent.

Corollaire (2.7.1). — Soit M un V^-module de Cartier. Dans la croix formée par les suites

exactes de (2.5) b) et (2.7), les flèches composées obliques sont injectives^ de conoyau de longueur

finie annulé par une puissance de V :
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En particulier, le W-module de type fini D est libre, comme on l'a vu au cours
de la démonstration de (2.7).

Prouvons (2.7.1). Comme M' et U sont de ̂ -torsion, a® K est un isomorphisme
(K- == Fract(W)), donc Ker a et Goker a sont de longueur finie. Les noyaux, isomorphes,
de a et b sont donc annulés par une puissance de V, donc nuls, puisque V est injectif
sur M. Les conoyaux, isomorphes, de a et b sont V-finis et de longueur finie, donc annulés
par une puissance de V.

On observera que, si M est le module de Cartier d'un groupe formel lisse connexe G
de dimension finie, le sous-module de F-torsion (== de ^-torsion) de M est le module
de Cartier du plus grand sous-groupe unipotent de G, tandis que le module D de (2.7)
s'interprète comme le module de Cartier du plus grand sous-groupe ^-divisible de G
(image de pn pour n assez grand).

Remarque (a. 8). — On a bien entendu des résultats analogues à (2.3) et à ses
corollaires pour les R°-modules à droite profinis. Avec les notations de (1.6), on peut
considérer un R°-module à droite profini M comme un R'°-module à gauche séparé
et complet pour la topologie F'-adique et tel que M/F'M soit de dimension finie. La
catégorie des R°-modules à droite profinis apparaît donc comme anti-équivalente, par
le foncteur module de Dieudonné contravariant, à la catégorie des A-groupes formels
connexes de dimension finie (Demazure [5, III, § 9] ou Fontaine [8, III]). Si M est
le module de Dieudonné de G, le dévissage (2.5) a) correspond à l'extension
o^G^^G->G/G^-^o.

Il est moins aisé d'interpréter en termes de groupes formels la catégorie des
R°-modules (à gauche) profinis, la théorie de Cartier ne donnant a priori qu'une équi-
valence entre groupes formels lisses connexes de dimension finie et R°-modules de
Cartier. On peut cependant étendre comme suit ce dictionnaire aux R°-modules profinis.
Notons

(2.8.1) ^

la catégorie dont les objets sont les complexes concentrés en degrés — i et o, G~1 -> G°,
de A-groupes formels lisses connexes de dimension finie, tels que Ker d soit fini {i.e. fini
radiciel), les flèches de ̂  étant les classes d'homotopie de morphismes. Notons d'autre
part «^ la catégorie dont les objets sont les complexes, concentrés en degrés — i et o,
de R°-modules de Cartier, tels que H~1 = o, les flèches étant les classes d'homotopie
de morphismes. Le foncteur GT, module des courbes typiques, étant exact à gauche,
et s'annulant sur les groupes finis radiciels, induit, par la théorie de Cartier, une
équivalence

GT: %^^.

Par ailleurs, si M == (M-1 -> M°) e ob^, H°M est d'après (2.3) b), un
R°-module profini, et l'on en déduit aisément une équivalence (cf. [20 (2.5.3)]) :

(a.8.a) H°GT: ^ -S R°-modprof,
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où R°-modprof désigne la catégorie des R°-modules profinis et ^ la catégorie localisée
de ^ obtenue en inversant les quasi-isomorphismes. La catégorie des A-groupes finis
radiciels (resp. formels lisses connexes) correspond par H~1 (resp. H0) à la sous-catégorie
pleine de ̂  formée des G tels que H°G = o (resp. ïî~~lG == o), donc est équivalente,
par (2.8.2), à la sous-catégorie pleine de R°-modprof formée des R°-modules de longueur
finie (resp. de Cartier). Pour M == H°CT(G), G eob ̂ , le dévissage (2.5) a) corres-
pond au dévissage

o -^(G-^rfG-1) ->G-^H°G^o,

le R°-module T (resp. M/T) s'interprétant donc comme image par (2.8.2) du groupe
fini radiciel ïî~lG (resp. formel lisse connexe H°G). Enfin, dans l'équivalence entre
groupes finis radiciels et R°-modules de longueur finie, les groupes de type multiplicatif
(resp. unipotents) correspondent aux R°-modules de longueur finie où F est bijectif
(resp. niipotent), et plus généralement, si G fini radiciel correspond au R°-module M,
la décomposition G = G^ X G^y avec G^ multiplicatif et Gg unipotent, correspond
à la décomposition M == Mgg® M^y, où Mgg (resp. M^) est le plus grand sous-
F-module de M où F est bijectif (resp. niipotent). Pour une extension de la construc-
tion (2.8.2) (pour les groupes finis radiciels) à des bases plus générales (anneaux locaux
complets), voir Oort [19].

G) Structure des R-modules gradués profinis

Théorème (2.9). — Soit M un R-module gradué profini (2.1), à degrés bornés inférieure»

ment. Alors; avec les notations de (i .4), on a, pour tout i eZ, les propriétés suivantes :

(2.9.1) (i) F^B' = F^1 pour s assez grand et F^B'/B' est de longueur finie.

(ii) F^B1 est annulé par une puissance de V et F est surjectif.

(iii) F^B' est fermé dans M1 (muni de la topologie standard (1.3)) et la topologie induite

coïncide avec celle définie par les dVnM.Ï~l.

(iv) La topologie quotient de la topologie standard sur M^F^B1 est la topologie V-adique,

et JVP/F00 B1 est V-fini (2. i ) (2.2).

(a. 9. a) (i) V'^Z1 = V^Z1 pour r assez grand et Z'/V'^Z' est de longueur finie.

(ii) V'^Z' est fermé dans M" (pour la topologie standard) et M'/V'^Z1 est un

Rc)-module de Cartier unipotent (2.4).

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (2.10). — a) Le fondeur associant à un ̂ -module L sa R-enveloppe complétée R(L)^

(1 .2 ) (1 .3 .2 ) est exact à droite.

b) Si L est un R°-module profini, de type fini sur W, on a R(L)1 == L®z Q,p et

(R(L)1)" = o, donc R(L)" = L.

c) Si L est un 'R°-module de Cartier unipotent, annulé par F", R(L)1 est annulé par V"

et R(L)1 = (R(L)T.
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II résulte aussitôt des définitions que le fbncteur Lj->R(L)^ de la catégorie des
R°-modules gradués dans celle des R°-modules gradués complets est adjoint à gauche
du fbncteur oubli, donc est exact à droite. Soit L un R°-module profini, posons
L' == R(L)1. Supposons L de type fini sur W. Pour prouver la conclusion de b), on
peut, compte tenu de a) et (1.2.2), supposer L sans V-torsion (donc sans /^-torsion
(2.5) d). Gomme n^L == °3 1! ̂ xlst^ ^ tel que V^LC^L (0.4), donc il existe un
endomorphisme ^""-linéaire y de L tel que V" = pv. Par suite, rendre V inversible
dans L équivaut à rendre^ inversible, donc d'après (i .2. i) b), on a L' = L®z Q^ .
Comme FiFI/ DV^' == p^^U =^L' = L', on en conclut que L'" = o. Suppo-
sons maintenant L de Cartier unipotent, annulé par F", donc par ^n. Par fonctorialité
de l'enveloppe, L' est donc aussi annulé par ^n, donc par V^ = pnF~n. Pour m^ n,
on a alors FiT"!/ (= ûT^L + V^I/) == ^TV^L, de sorte que dL est un sous-groupe
ouvert de L', homéomorphe à L (d étant injectifcar L est sans V-torsion (i .2.2)), donc
complet, et par suite I/ est complet, ce qui prouve c).

Démonstration de (2.9). — On procède par récurrence croissante sur i. Gomme M
est à degrés bornés inférieurement, le théorème est vrai pour i < o. Notons (2.9.1),
(resp. (2.9.2),) les assertions (2.9.1) (resp. (2.9.2)) en degré i. Supposons démontré
(2.9.i),_i, montrons qu'on a alors (2.9.2), _i et (2.9.1),. Quitte à remplacer M par
son tronqué M^ (1.5), on peut supposer M nul en degré > i. D'autre part, comme
F^B^CV-00^-1, il résulte de (2.9.i) ,_i (iv) que, pour établir (2.9.2),_i (et
(2.9.1),), on peut remplacer M par son tronqué î^,_iM (1.5.2). Autrement dit, on
est ramené à démontrer (2.9) pour M concentré en degrés i — i et z, donc, quitte à
faire une translation, on peut supposer M concentré en degrés o et i. D'après
(2.9.i),_i (iv), M° est alors V-fini. Nous poserons Z°(M) == Z, B^M) == B.

Prouvons (2.9.2). Gomme M°/VM° est un ^-vectoriel de dimension finie, la suite
décroissante des images de 'V~rZ dans M°/VM° est stationnaire pour r^ TQ. Soit
r^ TQ et x eV^Z. Il existe alors x ' eV^^Z et y e M° tels que x == x ' + V^.
On a donc Vy == x — x ' eV^Z, donc y eV^^Z, et par suite

v-'z = v-^^z + v^-^4-1^)
(puisque V^"^4"1^) CV^Z). Itérant ce procédé avec r + i, ..., r + n — i au lieu
de r, on trouve que, pour tout entier n ̂  o, on a

v^z == v-^-^z + v^v-^^z),
donc V^ZC F! V-^^Z+V^0.

n^O

Or, comme d est continu (pour les topologies standard) et M1 séparé, Z est fermé pour
la topologie V-adique de M°, donc aussi V'^Z pour tout k (puisque V est continu pour
la topologie V-adique). On a donc

V-^+DZ = n v-^-^z + v^0,
n^O

d'où V-'Z^V-^^Z,
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autrement dit la suite 'V~rZ est stationnaire pour r^ fç, et V~°°Z == V'^Z. Gomme
V'^Z est stable par V, on en déduit que

ZnV^M^V-^Z.

Par suite Z/V'^Z s'injecte dans M^V^M, donc est de longueur finie. On a vu plus
haut que V-°°Z (== V-^Z) est fermé dans M°, donc (2.3) b) M^-^Z est un
R°-module profini. Il reste à montrer que ce module est de Cartier unipotent. Tout
d'abord, comme le sous-module de V-torsion de M° est contenu dans V~°°Z, on peut
supposer M° sans V-torsion, i.e. de Cartier. D'après (2.7)3 il existe une suite exacte
de R°-modules

o->E->M°->L->o,

où L est de Cartier unipotent et E libre de type fini sur W. Gomme M1 est complet,
la différentielle d: M° -> M1 se factorise à travers l'enveloppe complétée (R(M°)1)".
D'après (2.10) b), il en résulte, par fonctorialité des enveloppes, que d s'annule sur E.
Gomme E est stable par V dans M°, on a donc ECV'^Z. Ainsi, d: M° -^ M1 se
factorise à travers L en d : L -> M1 et la projection M° -> L induit un isomorphisme
de R°-modules M^V-^Z ̂  L/V-°°Z, où Z = KerJ. On peut donc remplacer M°
par L, i.e. supposer M° de Cartier unipotent, donc annulé par une puissance de F,
disons F". Alors M^V'^Z est annulé par F", et comme M^/V'^Z est sans V-torsion
(1.4.2), on en conclut que M^/V'^Z est de Cartier unipotent, ce qui achève la preuve
de (2.9.2).

Prouvons (2.9.1). Gomme, d'après (2.9.2), M^V'^Z est de Cartier unipotent,
annulé par F" (pour un entier n^ o), la factorisation (1.4.6) (pour i == i) montre,
compte tenu de (2.10) c), que F^B est annulé par V". Posons

I = Im V : M1 ̂  M1, K == Ker Vn : M1 -> M1,

de sorte qu'on a une suite exacte de R°-modules

(•) o ̂  K -> M1 4. I -> o,

où v est induit par V". Gomme M1 est limite projective des modules de longueur
finie M^Fil"* M1 et que l'application V : M1 -> M1 est continue pour la topologie
standard, les V^M1 sont des sous-W-modules fermés de M1 (0.5). Gomme la topo-
logie V-adique de M1 est plus fine que la topologie standard, il en résulte, d'après (o. i),
que M1 est séparé et complet pour la topologie V-adique. Comme I C M1, I est séparé
pour la topologie V-adique, et comme I est quotient de M1, I est aussi complet pour
la topologie V-adique, donc I est V-complet (1.3). Par ailleurs, pour tout entier m ̂  o,
on a

V^I == V^]^ = V^FiP» M1)

(car V^F^B) == o donc a fortiori V^V^M0) == o). Donc Vn envoie surjectivement
M^FirM1 sur I/V^, donc I/V"1! est de longueur finie. On a donc montré que le
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R°-module 1 est V-fini. Soient T la V-torsion de I, K/ = zr-^CM1 (cf. (*)), de
sorte qu'on a un diagramme de R°-modules à lignes et colonnes exactes

o oi i
o —> K —> K' —> T —> o

I I i 1
o —> K —^ M1 —> 1 —> o

i l
T' ======== T'

[~\
o o

Gomme 1 est V-fini, T est de longueur finie et I' est un module de Cartier (2.5) a).
Si T est annulé par V", K' est donc annulé par V^, où n' == n + û. Comme I' est
sans V-torsion, on a, pour tout m ̂  o, K' n V'^M1 = V^K/, donc

K' n Fir M1 == d^M0 + V^K'

(car K'DKDF^BDrfV^M0), donc

K' nFirM^^A^M0

pour m^- n1\ La topologie induite sur K' par la topologie standard de M1 est donc
définie par les rfV^M0. Par ailleurs K//K' n FiP1 M1 est un sous-W-module de
M^Fir" M1, donc est de longueur finie. Donc, pour m ̂  n\ K'/ûTV^M0 est de longueur
finie. Comme K'DF^BDBDrfV^M 0 , il en résulte déjà que F°°B = F^B pour s
assez grand et que F°°B/B est de longueur finie, i.e. (2.9.1) (i). Les assertions de (ii)
ont déjà été vues. De plus, K'/F^B est également de longueur finie, donc V-fini puisque
annulé par une puissance de V. Gomme M^/K' = I' est V-fini, il en résulte, par (2.3) c),
que M^F^B est V-fini. La topologie standard de M1 induit sur K', donc sur F^B, la
topologie définie par les ûTV^M0. Comme ^A^M^CF^B, la topologie quotient sur
M^/F^B de la topologie standard est donc la topologie V-adique, et M^/F^B étant
V-fini, en particulier séparé, F^B est fermé dans M1. Les assertions (iii) et (iv) sont
donc établies, ce qui achève la démonstration de (2.9.1), donc de (2.9).

Remarques (2.11). — (i) La démonstration précédente montre en fait que :

a) Sous les hypothèses de (2.9), si M'/V'^Z1 est annulé par F^ alors F^B14-1

est annulé par V".
b) Si M est un R-module gradué concentré en degrés o et i tel que M° soit V-fini

et M1 séparé et complet pour la topologie standard, les conclusions de (2.9.2) pour
i = o sont encore valables.
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(ii) Sous les hypothèses de (2.9)3 on a, pour tout n,

V-^Z1 n Fir* Mi = rfV^-1 + V^V-00^) ;

en particulier, le tronqué ^,M == ( . . . -> M^"1 -^ V'^Z1 -> o) (1.5.2) est profini.
En effet, si x == dVy + V^, y e M1"1, ^ e M1, est tel que rfV^ = o, alors

ûTV^4'^ == o, donc ûfV^z == o, i.e. z eV-rZ l; donc on a, pour tout r,

V-'Z' n FiF M^CA^M1-1 + V^V-'Z1),

d'où découle la conclusion, en prenant r assez grand pour que V^Z1 == V~°°Z\

Corollaire (2.12). — Soit M un R-module gradué profini à degrés bornés intérieurement,

et soit i e Z. Pour tout entier n ̂  o, il existe m ̂  o ^/ §^

M1 == V^M1 + (Ker F^ : M1 -> M1^^) ;

en d'autres termes, le sous-R°-module U (Ker F^ûf: M*-> M14'1) ^ rf^^^ dans W pour
m^Q

la topologie standard. De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite croissante (Ker F^rf: M1 -> M1'1"1)^^ est stationnaire,

(ii) MVV-^Z^O.

(Cet énoncé est inspiré par le « lemme de Nygaard » [16 (2.5)].)

Posons MyV'^Z1 == N\ Soit m assez grand pour que la suite F^B14'1 soit sta-
tionnaire pour m' ^ m. Considérons (comme dans loc. cit.) le morphisme de suites
exactes

o —> K^ ———> N1 -^ F^B —> o

v"

um+nj
o -^ K,^ —> W -^^ F-B —> o

II montre que N1 == K^. + VnNi {m' == m + n), et comme

V-^Z'CKerF^: M'-^M14-1,

on en déduit que M1 == V^1 + (Ker F^'rf : M1 -> M14'1). On a trivialement (ii) => (i),
et si la suite KerF^'âf est stationnaire pour m' ̂  m, on voit, comme dans (loc. cit.)
que Ker F^ est stable par V, donc Ker F^J = Ker d = V-^Z1, et V-^Z1 est dense
dans M" donc égal à M^ puisque fermé dans M\

Corollaire (2.13).— Sous les hypothèses de (2.12), pour tout entier n^ o, le "W-module

Ker ̂  : F^B1 -> F^B1 est de longueur finie.
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Soit en effet r assez grand pour que V-^-^Z1-1 == V'^Z1-1. Si x = dVy,
^eM1"1, est tel que Vx == o, alors y eV^'^Z1""1, donc V^ eV'^Z^CZ1"1,
donc A: === o, autrement dit

^M1-1 n (Ker F" : M1 -> M1) = o.

Donc Ker F": F00^ -> F^B» s'injecte dans F^BYrfV'M1-1, qui est de longueur
finie d'après (2.9.1) (iii), donc est de longueur finie.

D) Dominos

(2.14) Notons U la R-enveloppe du R°-module A;J[V]] :

(2.14.1) U = R(^[[V]]).

On a donc U° == Â^[[V]], et v1^ obtenu en rendant V inversible, est l'ensemble des
séries

(2.14.2) S û-nF ,̂
•»e z

où a_^ = o pour n > o, et F^rf = rfV"^ pour m ̂  o. Sur U1, V == o et F est
un automorphisme. Il est clair que U1 est complet pour la topologie standard (définie
par les rfVU0), ce qui est en accord avec (2.10) c), et on a évidemment U1 = F°°B1.
Il est clair également que U1 n'est pas profini, car Vl|dUQ, ensemble des poly-
nômes Sa^F^, n > o, n'est pas de longueur finie.

Pour ieZ, considérons le R-module gradué (cf. (1.3.3))

(2.14.3) U,:= R^R'F + R'F-1^) == U/F-^W».

On voit tout de suite que U, est profini.
On a U? = U°, et U,1 est l'ensemble des séries de la forme (2.14.2) telles que

ûy, = o pour n < i (pour i < o, U,1 est l'ensemble des séries

a,fl-id+ ... +^F-lrf+ S û^V",
»^o

tandis que, pour i^ o, U,1 est l'ensemble des séries S ̂ V^). Sur U,1, V = o, et
n^t

l'opérateur F envoie F~1^ sur o et T~nd sur F"^^ pour n > i. Le noyau de F sur U1

est donc le A-vectoriel de base F"^. D'autre part la différentielle d : U? -> U,1 envoie V"
sur o pour n < i et sur rfV^ pour n ̂  i. Donc

(2.14.4) si i^ o, H°U, =o et dim^ffU, = — i,

si i ̂  o, dim^ H°U, == i et ï^V, = o.

Par exemple [10, III (7.2)], si X/A est une K3 supersingulière d'invariant

d'Artin oo, le R-module (H^X, W^x) -^H^X, WQ1)) est isomorphe à U^. On a
une flèche surjective de R-modules gradués

(2.14.5) U<->U,+i,
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qui est l'identité en degré o et envoie F~nd sur F""^ pour n^ i + i. Son noyau est
le ^-vectoriel, concentré en degré i, de base F""1 ,̂ sur lequel F == V == o.

Les figures suivantes peuvent aider à retenir la définition de U, :

i^ o

k -I> W -^ ... —> W1-1 -^ W1 -^ W14-1 -^

H== ^ d

o <——— kdV <-̂ - kdV^1 <^

z ̂  o

o —> yfe -̂ > kV -^

U,==
y t

o <— èF-^ <-F- AF-1-^ <— ... <— kFd <^- kd <^- kdV <-̂  ...

On notera que, pour i 4= J, U» et Uj ne sont pas isomorphes, car, pour n ̂  o,
on a

1 0 si n < î

(2.14.6) (U^= ^ , „ - - _ - . -
W ÀrfVr (^ ^n l) si n > î.

i<r<n v /

Proposition (2.15). — Soit M un R.-module gradué profini, concentré en degrés o et i, tel
que V~(x>70 =o ^ F^B1 == M1. ^4/orj M. possède une suite de composition formée de ^modules

gradués profinis, dont les quotients successifs sont isomorphes à U, (pour des i convenables).

Posons Z = Z°, B == B1. Observons d'abord que, d'après (2.9), Z et M^B sont
de longueur finie. Considérons la factorisation canonique de d : M° -> M1 à travers
l'enveloppe M' = R(M°)1 :

MO -^> M'

Gomme V~°°Z = o, M° est sans V-torsion (1.4.2), donc d : M° -> M' est injectif,
et l'on a

M' = U F^M0 = U V-^M0,
n^O n^O

où, dans la seconde égalité, M° est considéré comme sous"R°-module de M' muni des
opérateurs F, V de (1.2.1). Gomme M1 == F^B, ^ : M' ->M1 est surjectif. Posons
Ker u = K. On a donc K n M° == Z.
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Nous allons démontrer (2.15) par récurrence sur h = dim^ M°/VM°. Si h = o,
alors M° == o (car M° est V-adiquement séparé), donc F°°B == M1 == o, et il n'y a
rien à démontrer. Supposons A>o, donc M 4= o. Alors, pour tout n, V"^4'^ M0/ V^M0,
isomorphe à M°/VM0, est non nul, donc M//M0 n'est pas de longueur finie. Gomme M^/B
est de longueur finie, il en résulte qu'on a K + o. D'autre part, puisque K n M° (= Z)
est de longueur finie, on a K n VM0 === o pour n > o. Soit i e Z tel que

K n V^M0 +o, K n V^M0 == o,

et soit x e K n V1-^0, x + o. Notons que K n V^M0 est stable par

F = pî : M' -^ M',

et que, M° étant de Cartier unipotent (2.9), M' est annulé par une puissance de p
(2.10) c), donc de F. Donc, quitte à remplacer x par T^x pour n^ o convenable, on
peut supposer de plus que FA? = o. Soit e l'unique élément de M° tel que x = V1"1^.
Gomme V est injectif, on a F<? (= Te) = o. Donc e engendre un sous-module de
Cartier N° de M°, isomorphe à AJ[V]], formé des séries S a^e, a^ek. Le quotient

n^O

PO === M°/N° est V-fini (2.3) b), et annulé par une puissance de F. Par ailleurs, vu le
choix de 2, on a e ^ VM°, donc N°/VN° s'injecte dans M°/VM0, autrement dit P° est
sans V-torsion, donc P° est de Cartier unipotent et dim^ P°/VP0 = h — i. Le fonc-
teur R-enveloppe, appliqué à la suite exacte o -> N° -> M° -> P° -> o fournit une suite
exacte de R-modules gradués

o —> N° —> M° —> P° —> o

(*) ^| «| ^|
t + +

o —> N' —> M' —> P' —> o

Le R°-module N' est formé des séries S a^e telles que a^ = o pour n < o. Comme

K est stable par F, il résulte du choix de i que le sous-module N' n K est formé des
sommes finies S â^V^. De (*) on déduit une suite exacte de R-modules gradués

nez
n^i-1

o —> N° —> M° —> P° —> o

o —> N1 —> M1 —> P1 —> o

où N1 = N'/N' n K. La description qu'on vient de donner de N' n K montre que
l'isomorphisme U° == A(,[[V]] ̂  N° envoyant i sur e se prolonge (de manière unique)
en un isomorphisme U,^>N. En particulier, N est profini. Donc, d'après (2.1.2),
P est profini. On a vu que P° est de Cartier unipotent et que dim^; P°/VP° = h — i.
Compte tenu de l'hypothèse de récurrence, il suffit donc, pour achever la démons-
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tration, de s'assurer que V'^Z^P) == o et F^B^P) == P1. La seconde égalité est
triviale, puisque F^ : M° -> M1 est surjectif pour n > o. D'autre part, comme
Z === Z°(M) et Goker d : N° -> N1 sont de longueur finie, il en est de même de Z°(P).
Donc Z^P) n V"?0 == o pour n > o, donc (P° étant sans V-torsion) V-^P) = o
pour n > o. Ceci termine la démonstration de (2.15),

Définition (2.16). — Nous dirons qu^un Vi-module gradué M est un domino si M est
concentré en degrés o et i, j&ro/mi, ^ ̂  y^ V^Z0 === o et F°°B1 == M1 (i.e. (2.9) tel que,
pour n assez grande d\rn : M° -> M1 soit injectif et F^: M° ->• M1 surjectif).

Proposition (2.17). — a) Soit

o->M' ->M->M / ' ^o

une suite exacte de T^-modules gradués profinis. Si M' et M" sont des dominos, M Vest également.
b) Soit

M° ——^ M1 M° —> M1

(resp. h )
II y

M'0 —> M1 M° —> M'1

^yz morphisme de dominos, induisant V identité sur M1 (r̂ . M°). -4/orj ^ ^j^ injectif y de conoyau

de longueur finie, annulé par une puissance de V (resp. v est surjectif, de noyau de longueur finie,

annulé par une puissance de F).

La vérification est immédiate.

Proposition (a.i8). — Soit M = (M°-> M1) un domino, et soit

M == A^DA^D ... DA^MDA^M == o

t^ j '̂fe <fe composition telle que gr^ M îï IT^-) j&o^r o < j < m (2.15). Alors on a :

m + i == dinifc M°/VM° = dim^pM1).

La conclusion est vraie en effet si m = o {i.e. M ^ U^). D'autre part, si
o -> M' ->• M -> M" -> o est une suite exacte courte de dominos, on a

dim^ M°/VM° == dim^ M^/VM'0 + dirn^ M'^/VM"0

car V est injectif sur M'0, M°, M"0, et

dim^pM1) = dim^pM'1) + dim^pM"1)

car F est surjectif sur M'1, M1, M"1. Par suite,

dirn^ M°/VM0 = S dim, gri M°/V gri M°, dim,(pM1) == S dim^pgri M1),
3 3

d'où la conclusion dans le cas général.
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Le nombre m + i de facteurs de la suite A3 est donc indépendant de la suite,
nous l'appellerons dimension (ou nombre de facteurs de type II) de M, et le noterons

(2 .18.1) dim^M.

On a en particulier :

(a. 18.2) (dim^ M == o) o (M = o) o (M° de type fini sur W)

o (M1 de type fini sur W).

Plus généralement, si M est un R-module gradué profini borné inférieurement,

nous appellerons nombre de facteurs de type II de JVT 4. M^1 la dimension du domino
M^V-^y^F-B^1 (cf. (2.9)). Donc d^o'.W^M^1 si et seulement si
M*' -^M^4'1 est sans facteur de type II.

(2.18.3) Soit M un domino. Nous appellerons exposant d'unipotence de M le plus
petit entier A > o tel que ^M° == o. Notons que, si pn annule M°, alors ̂ n annule M1

(2.11) (i), et inversement, si p" annule M1, ̂ n annule également M° car dV8 est injectif
pour s > o. L'exposant d'unipotence de M est donc aussi le plus petit entier h tel que
/W^o.

Proposition (2.19). — Soit M un R-module gradué profini à degrés bornés inférieurement

(resp. bornés). Alors M possède une filtration croissante, exhaustive et séparée (resp. finie} par

des sous-R-modules gradués profinis telle que les quotients successifs soient de l'un des quatre types
suivants :

Type 1 : R-module gradué concentré en un seul degré :

type 1^ : de longueur finie sur W;

type 1^ : libre de type fini sur W;

type Iç : isomorphe à ^o[[V]];

Type II, : R-module gradué concentré en deux degrés n, n + i, isomorphe à U[-— n] (2.14.3).

Considérant la filtration de M par les tronqués ^,M (cf. (2.11) (ii)), et les
quotients successifs, on se ramène au cas où M est concentré en degrés o et i, et
V-^Z^o. Gomme M^F^B1 est V-fini (2.9.1), la suite exacte

o -> (M° -> F°°B1) -> M ̂  (MYF^B1)!:-- i] -> o

ramène au cas où M est concentré en un degré, justiciable de (2.6), ou vérifiant les
hypothèses de (2.15), d'où la conclusion.

Remarque (2.20). — Soit M = (M° -^ M1) un domino. Ekedahl [7] a montré
que M possède une unique filtration par des sous-R-modules gradués

M== MpM^i:)... DM,_ i^M,==o
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telle que, pour tout k e (j, i[, M^/M^i admette une suite de composition de quo-
tients successifs isomorphes à U^. Il appelle type de M la fonction C T : Z - ^ N ,
a{k) = dim M^/M^i (2.18. i). Si X est une variété propre et lisse sur k, le type des
dominos apparaissant dans la première suite spectrale de de Rham-Witt de X (cf. chap. II)
reflète des propriétés fines de la cohomologie cristalline de X : par exemple, si X est
une surface, Ekedahl (loc. cit.) a prouvé que H^X/W) est sans torsion exotique [10,
II (6.7)] si et seulement si le type du domino H^W^/V'^Z -> F°°B est nul pour i < o.

E) Croix

(a. ai) Soit r f : M - > N un domino. Notons E le W-module limN (cf. (1.5)).
'p

On peut considérer sur E les quatre opérateurs suivants : l'automorphisme o-linéaire^F
défini par Fendomorphisme F de N, son inverse V = F-1, et les opérateurs F =j&F,
V == j&V; les couples (F, V) et (F, V) définissent donc chacun une structure de R°-moduTe
sur E. Dans la factorisation canonique de d :

E
(2.21.1) y \

M -^ N

i (resp. q) est R°-linéaire pour la structure définie par (F, V) (resp. (F, V)).

Lemme (2.21.2). — L'application i (resp. q ) est injective (resp. surjective).

La surjecdvité de q résulte de (1.5.5) puisque, par hypothèse, N = F°°rfM.

D'autre part, i = (rfV^o : M -> mn(N ̂  N ̂  ... ), donc Ker i = n Ker d\\
donc Ker i == o puisque V'^Z = o, d étant un domino.

Notons en passant que Pinjectivité de i entraîne celle de l'application canonique
E' -^E, où E' ==lmM (cf. (1.5.5)), donc la séparation de E' pour la topologie

des P^K', où K'==KerE'^N (cf. (1.5.9)).
De (2.21.1) on déduit une croix de suites exactes de W-modules :

(^•21.3) E
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où dy d1 sont les flèches composées. Munissons K (resp. L) des opérateurs (F, V) induits
par les opérateurs (F, V) (resp. (F, V)) de E; la suite M -> E -> L (resp. K -> E -^ N)
est donc R°-linéaire pour E muni de (F, V) (resp. (F, V)). On a alors Vûf'F = d\ ce
qui permet de considérer d ' : K -> L comme un R'-module gradué concentré en degrés o
et i.

Le W-module E est muni d'une topologie naturelle T, limite projective suivant F
de la topologie standard de N (i .3). Cette topologie est donc profinie (0.2). Le résultat
suivante qui en précise la structure, jouera un rôle clé en (IV, i).

Proposition (2.22). — Sous les hypothèses et avec les notations de (2.21), les sous-

"W-modules ^M + PK de E, pour r,s eZ, forment un système fondamental de voisinages

ouverts de o pour T$ les W'-modules E/^M + PK) sont donc de longueur finie et l'on a

E ̂  lim E/^M + PK), la limite projective étant prise suivant les projections canoniques

définies par les inclusions V^MCV^M, P'KCPK pour r' ^ r, s' ^ s. Déplus, il existe

un entier a tel que

(i) E == V-^M + F-'K pour r + s ̂  a,
(ii) V'M n PK == o pour r + s ̂  a.

D'après (2.9.1)3 la topologie de N est définie par les rfVM, r^ o. Pour s^ o

donné, le composé E —> E —> N induit un isomorphisme topologique <pg : E/PK ^> N,
identifiant rfV'M à l'image de V'-'M dans E/PK; par suite, pour tout r, PK + V'M
est ouvert dans E et E/PK s'identifie (comme W-module topologique) à la limite
projective des W-modules de longueur finie E/(PK + V^M). Comme les 9, iden-
tifient le système projectif des E/PK (suivant les projections canoniques) au système

v v
projectif N <- N <- . . . , on en déduit aussitôt la première assertion. Soit a ̂  o un
entier tel que F^M == N et Ker dV == o. Alors E == K + X^M, et, pour r + s ̂  a,

V-rM + F^K == F-^K + V-^+^M) == F-^E = E,

V'M n PK == P(K n V^M) = P(Ker rfV^8!^) = o,

ce qui achève la démonstration.

Corollaire (2.23). — Sous les hypothèses de (2.22) :

a) La topologie induite par T sur le R- {resp. R'-) module gradué d {resp. d') est la topologie

standard^. V + dV {resp. F+^F)).

b) d1 est un (R'-) domino.
c) Inapplication canonique E -> lim L {définie par les ûfP, n ̂  o) est un isomorphisme

_ ^V
topologique {par lequel V s'identifie à V automorphisme déduit de Vendomorphisme V de 'L).

Les assertions a) et b) résultent immédiatement de (2.22). L'assertion c) signifie
que E est séparé et complet pour la topologie définie par les V^, n ̂  o. Or celle-ci
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est plus fine que T, et M (donc V^M) est fermé dans E d'après a), d'où la conclusion,
en vertu de (o. i).

(2.24) Nous dirons qu'un R-domino d : M ->N et un R'-domino d ' : K -> L
sont conjugués s'ils sont reliés par une croix (2.21.3). D'après (2.23), deux dominos
conjugués se déterminent mutuellement. De plus, la croix montre qu'ils ont même
dimension (2.18.1), même exposant d'unipotence (2.18.3) (le plus petit entier h tel
que j^E = o), et que les noyaux (resp. conoyaux) de d et d ' sont canoniquement
isomorphes. En particulier, le domino conjugué de U^ est

U; == R"/(R"V + R'^V'--1-^).

Utilisant l'exactitude du foncteur (d : M -> N) l-> lim N, on en déduit facilement que
^T"

deux dominos conjugués ont même fonction type au sens de (2.20).

3. Calculs de Tor, R-modules gradués cohérents

A) Calculs de Tor

(3.1) Soit M un R-module gradué. Pour ne Vf, FiPM (1.3.1) est un sous-
complexe de W-modules de M, nous noterons

(3.1.1) M^M/FiPM

le complexe quotient. Observons (cf. (1.3.3)) que

FiP R = V^0 ® (rfV^0 + VR1)

est un idéal à droite de R, et un sous-W[ûf]-module à gauche de R, où W[rf] désigne
la sous-W-algèbre de R engendrée par d (algèbre des nombres duaux sur W, d étant
de degré i). Donc R^ est un R-module à droite et un W[rf]-module à gauche, et l'on a
un isomorphisme canonique de W[rf]-modules à gauche, i.e. de complexes de W-modules

(3.1.2) M,=R,®nM.

Pour calculer le foncteur dérivé

(3.1.3) RÀ-: D-(R)-.D-(W[rf])

(où D(R) (resp. D(W[rf])) désigne la catégorie dérivée de la catégorie des R-modules
(resp. W[rf]-modules) (à gauche) gradués), nous utiliserons la résolution suivante de R^,
qui exprime que R^ se comporte comme une intersection complète de codimension 2.

Proposition (3.2). — a) On a une suite exacte de ^'modules à droite gradués

(3.2.1) o-^R[- i]^R[- i]©R^R^R^o,

où R -> R^ est la projection canonique, u^{x) == (F ,̂ — Vdx) et v^x.y) == dVx + V^.
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b) On a un morphisme de suites exactes de ^-modules à droite gradués :

R[~-i] -^ R[- i]©R -sn- - R ———> R, ——> o

"5

(3-2.2) -d. /O 1\
\0 0) d.

"nR R©R[i] R[i] Rn[l]

c) On a un morphisme de suites exactes de ÎL-modules à droite gradués

o —-> R[- i] ttn^ R[- i]©R -^ R —^ R î

(3-a-3) v®v

"»R[-i] R[- i] e R R R»
oà /a flèche verticale de droite est la projection canonique. Ce morphisme est compatible aux struc-
tures de 'W\d\-module à gauche définies par les colonnes de (3.2.2).

La vérification de b) et c) est immédiate. Prouvons a). Il est clair que les flèches u^
et v^ sont R-linéaires à droite et que v^ == o, et l'exactitude de (3.2.1) est évidente
sauf en R°©R1 dans la ligne médiane de (3.2.2). Soit donc (x,y) eR°CR1 tel
que d^înx + V^ == o. On a alors dx + p^ = o. Utilisons l'écriture canonique (1.1.4):

x == S ̂ V- + a, + S Û.F-
w>0 m>0

de sorte que dx s'écrit canoniquement sous la forme (1.1.5) :

dx == S a^d^ + a^d + S p^a^d.
w>0 m>0

La condition ^n | dx équivaut à pn\a^ pour m < o et pn~m\a^ pour o < m < n.
Elle entraîne donc que x == F^, ^eR°, d'où dx = p^dz, et y == — fdz, soit
(^,^) = u^{z)^ ce qui achève la démonstration.

Comme les composantes de la résolution de R^ définie par (3.2.1) sont des
R-modules à droite gradués libres, on en déduit :

Corollaire (3.3). — Soit M un R-module gradué. Alors R^®R M eob D~(W[rf])
est représenté par le complexe suivant de Vf [démodules gradués

(3.3.1) o-^M[- i]^G^M^o,

où M est placé en degré o, et G est le W[d]-module gradué défini par G1 = M'̂ eM',

i (i.e. le cône sur id -̂i], oà M1' ̂  ^ ^-module gradué sous-jacent à M WMwf

^sfe la différentielle nulle).

rf==

115



116 L U C I L L U S I E ET M I C H E L R A Y N A U D

On a en particulier :

(3.3.2) Toro^R,,, M) = M, = Goker u,,

Tor̂ R.,, M) = Ker pjlm «„,

Toif(R,,,M) ==Ker^,

Tor̂ R,,, M) == o pour î> 2.

-Dtf j^ttf, /a projection naturelle

(^ i ®B M -^ R,. es M) s FI D(W[<j)

<••?< représentée par le morphisme suivant de complexes de W[d]-modules gradués

o -^ M[- i] -Ï-^ G ̂  M -^ o

(3.3.3) P v©v

o —^ M[- i] ̂  G ̂  M —> o

En particulier, la projection

Torî R,,̂ , M)' -> Tor?(R^ M)*

(r̂ . Tor^R,,̂ , M)* -̂  ̂ (̂R», M)') est induite par V : M*-1 ® M* -> M-1 ® M1

{resp. p-.M'-1 -^M1-1). j

De la description (3.3.2) résulte notamment :

Corollaire (3.4). — La partie homogène de degré i de Tor̂ R,,, M) est le Vf-module
de cohomologie H J du complexe concentré en degrés — 2, — i, et o :

o^M•-l(F^M<-^®M<-rfv'^v;M•-->o (i).

Corollaire (3.5). — .SWf M un R-module gradué concentré en degré o.

a) Tor^R^M^^M,

Tor^R,,, M)1 = M/F"M,

Tor^R ,̂ M)* = o ^rt+o,i.

La différentielle ^)M->M/F"M ftrf induite par l'application identique de M. L'application
canonique Tor?(R ,̂, M) -^Tor?(R^, M) est la multiplication par V.

b) Tor?(R,., M)1 = (^)M,

Tor̂ R.,, M)* = o s i i ^ i .

L'application canonique Tor?(R^^, M) -> Tor?(R^, M) „< ̂  multiplication par p.

(1) On vérifie facilement que ce module est bien annulé par /»»*.
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II est aisé d'expliciter (3.5) pour les R-modules profinis de type 1 (2.16) :

Corollaire (3.6). — Soit M un R-module gradué profini, concentré en degré zéro. Par
définition, Tor?(R^, M) = M/^M est donc de longueur finie.

a) Supposons M de type 1^, i.e. de longueur finie, annulé par V^ Alors les TorJ^R^, M)

sont de longueur finie, stationnaire pour n > o. Plus précisément, si M == Mgg ® M^ est

la décomposition canonique de M, sous l'action de F, en parties semi-simple et niipotente, on a, pour n
assez grand,

Tor^R^, M) = (M -^ M )̂ (projection canonique),

Tor?(R,, M) == M [̂~ i].

Pour i^ î, le pro-objet « &n» Tor?(R^, M) ̂  ̂  : l'itérée r-ième de la flèche de transition
est nulle.

b) Supposons M de type 1^, i.e. libre de type fini sur W. Alors Torj^R^, M) == o

et Tor^R^M) = (M/^M^- i] ^ afe longueur finie. Pour fout n^ î, on a
Torî^R^, M) = o '̂ et seulement si F ^ un automorphisme de M. Z<? pro-objet
« Hm » TorpÇR^, M) ^ ^/.

c) Supposons M de type 1^, i.e. isomorphe à AJ[V]]. .4/or.y, j&oMr n > o,

Tor?(R,, M) = Tor?(R^ M) = M[- i]

(en particulier, Tor^R^, M) et Tœf(R^ M) y?^ jo^ pas de longueur finie). Le pro-objet

« Hm » Tor^R^, M) est nul : la flèche de transition est nulle. Le pro-objet « lim » Tor^R^, M)
est non nul : la flèche de transition est injective.

Remarque (3.6.1).— Sous l'hypothèse de (3.6) b), si F n'est pas un automorphisme
de M, le pro-objet « Um » Tor^R^, M) ne vérifie pas de condition de ML uniforme.
En effet, quitte à remplacer M par un facteur direct, on peut supposer F topologiquement
niipotent sur M et M + o. S'il existait un entier a > o tel que

V0 : Tor?(R^,, M) == M/F^M -> Tor^R^, M) = M/F^

soit nul pour tout n assez grand, on en déduirait j^M C F^^ pour tout n assez grand,
contradiction.

D'après (3.3), si M est un R-module gradué concentré en degrés o et i, les
Tor^R^, M) sont les colonnes de cohomologie du bicomplexe

M1 ——Fn——> M1 ————> o

-4 (o.i)t t
M° ^"^ M^M1'7"-^ M1

î (;)î . î-
o ——————> M° —v—> M°
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Par un calcul trivial, on en déduit la structure des Tor^R^, M) pour M == U, (2.14.3):

Corollaire (3.7). — a) Soit i un entière o. Pour tout n> o, on a :

Tor^.U^o s i j ^ i ,

Tor^R^ U,)1 = V-^Z0 == © kV^
»n<»—n

<?w particulier Tor^R^, U,) ̂  ûk longueur i — n si i^ n, et nul si n^ i;
Tor^(R^, U,) est concentré en degrés i et 2 :

Tor^U^^U^ ® W-
wi ̂ i+ro

Tor̂ R^U.)2 ,̂.̂  = ©. ^V»
' »<w<»+n

^ la différentielle Tora( )1 -^Tor^ )2 est induite par — d\ en particulier, Tor^R^ U,)
est de longueur 2n + i. Le système projectif n [-> Tor^(R^, U,) est à flèches de transition nulles.

b) Soif i un entier < o. Pour tout n > o, on a :

Tor^R^U^'^o s i j ^ i,

Tor^R^ U,)1 == U^B1 = © AF-rf,
—<^m>n

en particulier Tor^R^, U,) ^^ de longueur — i — n si n ̂  — î, ^^ n^/ ^o^r n > — i;
Tor^(R^, U )̂ est concentré en degrés i et 2 :

Tor̂ R^U.)1 ,̂.,)̂  © W-,
' w<n+»

Tor̂ R», U,)2 = ,̂  = © AF-rf,
—»^w>—»—n

^ /a différentielle TOT^ )1 ->Tor2( )2 ^ îW^^ par — à\ en particulier, Tor^R^ U,)
est de longueur finie (== n + sup(n + f, o)). Z^ ^tèw^ projectif n (-> Tor^(R^, U,) est à
flèches de transition nulles.

B) R-modules cohérents

Théorème (3.8). — Soit M Mn R-module gradué profini (2.1), û ̂ r^y bornés. Les condi»
fions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout i, H^M) est un Vf-module de type fini.

(ii) Pour tout t, fî M) = V-^ZVF00^ (1.4.7) ^ ̂  W-module de type fini.
(iii) M û<3&7^^ une suite de composition formée de R-modules gradués profinis, dont les

quotients successifs sont du type 1^, 1^, ou II, (2.16).

(iv) Pour tout n^ o et toutj, Torj^R^, M) est un W-module gradué de longueur finie.
(v) // existe n> o tel que le W-module gradué Tor^R^, M) soit de longueur finie.

(vi) II existe n> o tel que le ^N-module gradué Tor^(R^, M) soit de longueur finie.

De plus, lorsque ces conditions sont réalisées, les pro-objets « lim » Tor?(R^, M) sont
nuls pour j > o.
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L'équivalence de (i) et (iï) découle de (2.9.1) (i) et (2.9.2) (i). Compte tenu
de (2.15)3 la démonstration de (2.16) montre que (ii) => (iii). Que (iii) =>• (i) résulte,
par la suite exacte de cohomologie, de ce que H*(U,) est de longueur finie (2.14.4).
Compte tenu de (3.6) et (3.7), la suite exacte des Tor^R^, —) montre que (iii) => (iv).
Les implications (iv) => (v) et (iv) => (vi) sont triviales. Prouvons que (v) => (iii).
Considérons, d'après (2.16), une suite de composition de M formée de R-modules
gradués profinis,

o C A o M C A ^ M C . . . CA,M = M,

telle que les quotients successifs soient de type 1 ,̂ 1 ,̂ Iç ou II,. Supposons que l'un
au moins des quotients soit de type ïç. Il existe alors un indice k tel que A^M/A^.^M
soit de type Ig, et que le R-module gradué quotient M/A^M, muni de la suite de compo-
sition quotient, n'ait pas de facteur de type Iç. On dispose donc de suites exactes de
R-modules gradués

(*) o^M' ^M->M" -^o, o->N' -^M' ->N->o,

où N est de type Iç, M' et N' sont profinis, et M" possède une suite de composition
(quotient par M' de celle de M, donc formée de R-modules gradués profinis (2.1.2)),
dont les quotients successifs sont de type 1 ,̂ 1 ,̂ ou II,. Soit n > o tel que Tor^R^, M)
soit de longueur finie. Les suites (•) fournissent des suites exactes

( a ) ... -^ Tor?(R,, M') -> Tor?(R,, N) -> Tor?(R,, N') -> ...

( b ) ... -> Tor^R^, M") -> Tor^R,, M') ^ Tor?(R,, M) -> ...

Gomme N' est profini, Tor^(R^, N') == N^ est de longueur finie. D'autre part,
d'après (3.6) c), Tor^R^, N) n'est pas de longueur finie. Il en résulte, par (a), que
Tor^R^, M7) n'est pas de longueur finie. Par ailleurs, d'après (iii) => (iv), on sait
que, pour tout j, Tor?(R^, M") est de longueur finie. Comme, par hypothèse,
Tor^R^, M) est de longueur finie, il en résulte, par ( b ) , que Tor^R^, M') est de
longueur finie, contradiction qui établit donc (v) => (iii). On démontre (vi) => (iii)
de manière analogue, en considérant des suites exactes

(**) o -> M' -> M ~> M" -> o, o -> N -> M" -> N" ̂  o,

où N est de type Iç et M' possède une suite de composition à quotients successifs de
type 1^3 1^, ou II,, de sorte que, pour tout j, Tor^R^, M') est de longueur finie. Si,
par hypothèse, Tor^R^, M) est de longueur finie, il en résulte, par la suite exacte
des Tor de la première suite (**), que Tor^R^, M") est de longueur finie. Mais,
d'après (3.6), Tor^(R^, N) n'est pas de longueur finie, donc Tor?(R^, M") ne l'est
pas non plus, car Tor^R^, N) s'injecte dans Tor^R^, M") (vu que Tor?(R^, N") == o
pour j> 2 (3.3.2)). Cette contradiction prouve (vi) => (iii) et achève la preuve de
l'équivalence des conditions (i) à (vi). Compte tenu de (3.6) et (3.7), la condition (iii)
entraîne la nullité des pro-objets « lim » Tor^R^, M) pour j> o, ce qui termine la
démonstration de (3.8).
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Définition (3.9). — Soit M un R-module gradué. On dit que M est cohérent si M est à

degrés bornés, profini) et vérifie les conditions équivalentes de (3.8).

Proposition (3.10). — Soit

(*) o ->M' ->M -.M" ->o

une suite exacte de R-modules gradués, à degrés bornés. Si deux des termes sont cohérents, le troisième

Vest également^ et la suite de pro-objets

(**) o -> « lim » M^ -> « lim » M^ ->- « lim » M^' —> o

est exacte.

Supposons M' et M" cohérents. Alors, pour tout n, M^ est de longueur finie, et,
puisque le pro-objet « lim » Tor^R^, M") est nul, la suite (**) est exacte. Le pro-
objet « lim » M^' étant strict, la limite projective de (**) est exacte, ce qui entraîne
que M est séparé et complet pour la topologie standard, donc profini. Par la suite exacte
de cohomologie, on en conclut que M est cohérent. Le même raisonnement montre
que, si M et M" sont cohérents, M' est cohérent. Enfin, si M' et M sont cohérents,
M" est profini (2.1.2), donc cohérent (grâce à la suite exacte de cohomologie).

Remarque (3.10.1). — Notons D(R) la catégorie dérivée de la catégorie des
R-modules gradués, D^(R) la sous-catégorie pleine de D(R) formée des objets M
de D^R) tels que H1 M soit cohérent pour tout i. Ekedahl [7] a montré que D^(R)
est une sous-catégorie triangulée de D(R). Il en résulte que la sous-catégorie pleine
de la catégorie des R-modules gradués formée des R-modules gradués cohérents est
stable par noyaux, conoyaux et extensions, ce qui renforce (3.10). Ekedahl a donné
des critères pour qu'un objet de D(R) soit « cohérent », i.e. appartienne à D^(R), et
défini des opérations internes dans D^(R), qui jouent un rôle essentiel dans ses formules
de dualité et de Kùnneth pour la cohomologie du complexe de de Rham-Witt [7]
(voir [10 ter] pour un résumé de cette théorie).

(3.11) Soient M un R-module gradué cohérent et i eZ. Le R°-module Hm M.
(1.5) admet alors un dévissage naturel, qui nous sera utile en (IV, i).

Tout d'abord, comme M'/V'^Z1 est annulé par une puissance de F (2.9), on a,
par définition de M^g (1.5.2),

F^CM^CV-^Z1.

L'endomorphisme F de F^B1 étant surjectif, on en déduit une suite exacte de R°-modules

(3.11.1) o-^F-B^M^H^M^-^o,

où fr(M) (= V'^Z'/F00^), donc H^M)^, est de type fini sur W. Prenant la limite
projective de (3.11.1) suivant F, on obtient une suite exacte de R°-modules

(3.11.2) o -^limF^B'-^limM'-^Q^M)^ -^o,
^F" ^T"
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avec F bijectifsur les trois termes. Les suites (3.11.1) et (3.11.2) sont des suites exactes
topologiques de W-modules profinis. On a de plus une flèche surjective naturelle
de (3.11.2) sur (3.11.1), qui donne un diagramme commutatif à lignes et colonnes
exactes

o oi i
___________ V

^ J\.

l ï

(3.11.3) o —> limF°°B' —> limM* —> ^(M),, —> o
*¥' '<~s^

ï l II
o ——> F^B* ———> M*., ——> îi\M),, —> o

ï ï
0 0

La structure de la colonne de gauche est précisée par (2.21) et (2.22), appliqués au
domino M^'^V'^Z1'"1 -> F^B1. On a notamment la factorisation canonique suivante
de rfîM1-1-^ :

(3.11.4) M i- l^M t-YV-WZ<- l<^IimFa)B i<-^limM i-^M^<-^M<,
^~F~ ^~F~~

qui montre en particulier que
WT.

(3.11.5) Ker(M1-1—>limM1) = V-00^-1.
ï̂"

4. Variantes et généralisations

(4.1) Soient N un entier ^ i et r un entier ^ i. Dans l'étude des suites spectrales
de de Rham-Witt, nous rencontrerons des W-modules Z^gradués M munis d'une diffé-
rentielle d de multi-degré a = (^, ..., a,.) 4= o telle que d2 = o et, en chaque multi-
degré i == (ii, ..., ^), d'opérateurs F et V sur M1, respectivement cr- et GT~ ̂ linéaire,
tels que FV == VF == p^ et FrfV == d. Un tel module M s'interprète comme un
module sur V algèbre de Cartùr-Dieudonné-Rqynaud de niveau N et multi-degré a, notée

(4.1.1) R(N,û)(Yfe) (ou R(N,û), ou R),

qui est, par définition, la W-algèbre Z^-graduée, concentrée en multi-degrés o et a,
engendrée par F et V en degré o et d en degré a, soumis aux relations

(4.1.2) F^=^°F, ^V=W (^eW), FV=VF=^,

dx == xd ( x e W), d2 = o, F^V == d.

L'algèbre R de (i . i. i) correspond donc au cas N = = i , r = = i , a = = i .
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II n'est pas difficile d'étendre à ce cadre la théorie développée aux numéros
précédents. Nous nous bornerons à esquisser rapidement les grandes lignes de cette
généralisation.

(4.2) Mutatis mutandis^ les définitions et résultats du n° i s'étendent trivialement :
écritures canoniques (1.1.4) et (1.1.5) des éléments de R=R O ©R a , R-enveloppe
d'un R°-module L, R®R<L, expression de R(L)1 comme module déduit de L en
rendant V inversible (1.2.1), définition de Fil" M1 === V^M1 + ûfV^M1""^ topologie
standard, complété d'un R-module gradué, objets V'^Z1 et F^B1, factorisation (i .4.5),
construction, comme en (i .6. i), d'un anneau R', avec F'V = VF' = p^ et VW = d.
Seule la définition des « tronqués canoniques » (1.5.2) nécessite quelque précaution :
pour i e V donné, on peut définir î^<M comme déduit du complexe M1"*" ,̂ n eZ,
en remplaçant M1 par V~°°Z1 et M14""0 par o pour w > o, et de même ?^<M obtenu
en remplaçant M' par M'/F^B1 et M14"^ par o pour n< o.

(4.3) On définit comme en (2.1) la notion de R-module gradué profini
(= (V + dV) -profini), et (2.1.1) et (2.1.2) s'étendent sans changement. Si M est un
R-module concentré en degré o, M est profini si et seulement si M/VM est de longueur
finie, et dans ce cas M est de type fini sur Wo[[V]]. La proposition (2.3) se généralise
trivialement. On définit comme en (2.4) les notions de R°-module de Cartier (resp.
Cartier unipotent), mais on ne peut plus les interpréter en termes de groupes formels
si N ^ 2 . Cependant, les dévissages de (loc. cit.) se généralisent, à cause du résultat
suivant :

Lemme (4.3.1). — Soit M un î^-module de Cartier (i.e. profini et sans V'torsion). Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est sans p-torsion;

(ii) F est injectif\

(iii) M est de type fini sur W;

(iv) M est libre de type fini sur W.

On a trivialement (i) o- (ii) et (iv) => (iii). Prouvons (iii) => (ii). On peut
supposer M de F-torsion, donc de ^-torsion, donc de longueur finie. Gomme V est
injectif, V est alors un automorphisme, mais V est niipotent, donc M = o. Quant à
l'implication (i) => (iv), elle découle de la théorie de Manin et est démontrée dans
Bloch [3, III (2.4)].

Grâce à (4.3.1), les énoncés (2.5), (2.6) et (2.7) s'étendent sans changement
(pour (2.5) c), filtrer d'abord M par les noyaux de ^n). En revanche, on ne dispose
plus des interprétations de (2.8).

(4.4) Le théorème de structure (2.9), ainsi que le lemme clé (2.10) s'étendent
sans changement, les modifications à apporter à la démonstration sont essentiellement
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triviales. De même, les dévissages (2.15) (2.16) sont encore valables (U^ est bien entendu
concentré en degrés o et a, et le type II, signifie isomorphe à U[— n], n eZ^.

(4.5) Les calculs de Tor du n° 3 se généralisent aisément, à partir de la réso-
lution analogue à (3.2.1)3 avec R[— i] remplacé par R[— a]. On en déduit un
analogue de (3.8), d'où une notion de R-module gradué cohérent, i.e. à degrés bornés,
profini et tel qu'en chaque degré i e Z^ H1 M soit un W-module de type fini. Nous
laissons au lecteur les détails de ce développement.
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n. — LA PREMIÈRE SUITE SPECTRALE DE DE RHAM-WITT

Dans ce chapitre, X désigne un schéma lisse sur k. On note Wû; (resp. W^x)
(ou parfois simplement WÎT (resp. W^tT)) le complexe de de Rham-Witt de X (resp. le
complexe de de Rham-Witt de X de cran n} [10].

i. Calcul de R^ OR Wt2x

(1.1) Rappelons que le complexe de de Rham-Witt de X est muni en chaque
degré d'opérateurs injectifs F et V, respectivement a et CT~ ̂ linéaire, qui vérifient
FV == VF ==p et TdV = d [10, 1 (2.19)]. Ces opérateurs munissent donc Wû* d'une
structure de R-module gradué (i.e. faisceau de R-modules gradués) sur X. Pour tout
entier n ̂  o, la projection canonique WtT -> W^Q" a pour noyau

FiPWû- = V^ÎT + ̂ Wti-1 [10, 1 (3.31)].

Elle induit donc un isomorphisme (cf. 1 (3.1))

( 1 . 1 . 1 ) R^wa-^w^.

Notons D(X, R) (resp. D(X, W[<])) la catégorie dérivée de celle des faisceaux
de R-modules gradués (resp. W[<]-modules gradués) sur X (notations de (I (3.1))),
et, pour n entier^ o,

RA-: D(X,R) ->D(X,W[<|)

le foncteur dérivé du foncteur associant à un R-module gradué M sur X le W[rf]-module
gradué (?.<?. complexe de W-modules) R^ ®R M = M^ = M/Fil" M.

Théorème (1.2). — Uisomorphisme (1.1.1) définit un isomorphisme de D^X, W[rf]) :

(i.a.i) R^®RWQ-^W^.

En d'autres termes, on a Tor^R^, Wt2') == o pour i> o.

D'après (I (3.3)) (ou plus exactement la variante de (I (3.3)) pour les faisceaux
de R-modules gradués sur X), (1.2.1) équivaut à l'exactitude des suites

(i.a.a) o —> WQ1-1 (Fn^Fn$ Wti -^WQ1 ^^ WQ1 —> W^1 —^ o
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>»-!pour tout ieZ. On connaît déjà l'exactitude en Wff (1.1.1), et en WtÏ
car F est injectif. Reste à vérifier l'exactitude en Wt^'^W^. Soit donc
{x,y) eWtÏ-^WiÏ tel que dVx + V^ = o. On en déduit dx + p^ == o, donc,
par [10, 1 (3.21) (i.5)], il existe (localement) z eWtî1"1 tel que x = F^. On en
tire pn(¥ndz +j) == o, d'où y = — Vdz, p étant injectif.

(1.3) Erratum à [10, 1 (3.21)]. — Le premier auteur profite de l'occasion pour
rectifier la démonstration de [10, 1 (3.21)], qui contient une lacune, comme A. Ogus
et W. Lang l'ont fait observer. Le point est que la relation dy == o permet seulement
d'écrire y == îu + Vv et non y == îu + pv + dw, comme on l'affirme à tort. Voici
une démonstration directe de [10, 1 (3.21)], indépendante des résultats (3.8) à (3.20)
de [10, I].

Il s'agit de prouver l'exactitude de la suite de W^-modules

w^îr -^ F;W^ -^ F^w^Q^1.
Par localisation étale, on se ramène, grâce à [10, 1 (1.14.1)] et [10, 1 (2.17.5)], au
cas où S est affine d'anneau k, et X = Spec(A), A = k[T^ ..., TJ. Notant E le
complexe des formes entières E^ de [10, 1 (2.20)], on a alors W^QI = E/FiP* E.
Soit x e E1 tel que dx = V^ + rfV^, y e E1-1-1, z e E\ On doit montrer qu'il existe
teE1 tel que x == F^ mod FiP E\ Quitte à remplacer x par x — Vz, on peut
supposer que z == o. Posons B = W[T^, ..., T,]. Soit N un entier assez grand pour
que F^^GÛB et F^eQ^1- De dx == V^ on tire dT^^x = p2^^^. D'après
le résultat clé [10, o (2.3.13)], on peut donc écrire

pN+n^ _ p2n+N^ ^p2n+N-l̂  ̂  ^ ̂  + ̂ ^^n+N + ̂ 0

+îdz,+ ... +F2n+N-l^n+N-l

avec des y, e Q^ ^ e ̂ B"1- Grâce aux identités FV = VF = p et FrfV = rf dans E,
on en déduit F^^x = F2^^ pour un ^ e E\ d'où, en simplifiant par F^ (qui est
injectif), x == F ,̂ cqfd.

Gomme W. Lang l'a signalé, on peut aussi redresser l'argument de [10, 1 (3.21)],
i.e. prouver [10, 1 (3.21)] en n'utilisant que les résultats de (loc. cit. (3.8) à (3.20)),
mais la démonstration est nettement plus compliquée.

(1.4) Notons

(1.4.1) RF((X,R), ) : D^R) ^D^R),

(resp. RF((X,rf), ) : D-^X, W[<]) -^(W))

le foncteur dérivé du foncteur F((X, R), ) (resp. r((X, rf), )) associant à un R-module
gradué (resp. W[rf]-module gradué) il-^M1' sur X le R-module gradué (resp.
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W[rf]-module gradué) in- F(X, M1). Pour M eob D^X, R), et n entier ^ o, on a
un isomorphisme canonique de D^Wy]) :

(1.4.2) RARr((X, R), M) ^RF((X, rf), R^M)

(« formule de projection ») : la flèche est définie de la manière habituelle, et la réso-
lution (3.2.1) montre qu'elle est un isomorphisme. En particulier, pour M = Wûx?
on obtient, grâce à (1.2)3 un isomorphisme canonique de D'^'ÇW^]) :

(1.4.3) RA RF((X, R), WQ-) ̂  RF((X, rf), w^-).
Il en résulte une suite spectrale de W[rf]-modules gradués, contenue dans la
bande [— 2, o] X N :

(1.4.4) ^ == Tor^R,, IP'((X, R), Wû-)) => H*((X, rf), W,i2-).

Notons que, si M eobD^X, R) (resp. D^X, W[rf])), la composante homogène de
degré i de RF((X, R), M) (resp. RF((X, rf), M)) s'identifie canoniquement à RF(X, M1)
(où M1 désigne la composante homogène de degré i de M relativement à la structure
de R-module (resp. W[fl)-module gradué) : on le voit par exemple en calculant (1.4.1)
à l'aide de résolutions flasques canoniques. En particulier, I-P^X, R), WQ') (resp.
H*((X, ûf), W^Q')) est le R-module gradué (resp. complexe de W-modules)

(1.4.5) IP'((X,R), Wt2-) = (HP(X,W^) ->:W(X, WQ1) -> ... -^(X.Wii1) -> . . . )

(resp. H^((X, </), W,Q-) = (H^(X, W,^) - > . . . - > H^(X, W,Q1) ->. . . ) ,

les opérateurs F et V sur H^(X, Wfi1) étant induits par les opérateurs F et V sur Wii1.
La suite spectrale (1.4.4) est donc un complexe de suites spectrales de W-modules
^(E:Ï :

(1.4.4)- (E^ == Tor^R,, H^((X, R), WÎ2-))1 => H^X, W,û1).

Si X est séparé et de type fini sur A, par exemple propre (le seul cas en fait qui
nous intéresse), on peut réaliser concrètement (i .4.3) et (i .4.4) à l'aide de complexes
de Cech. Soit en effet U un recouvrement ouvert affine fini de X, et soit G(U, —) le
foncteur complexe de ûech (alterné) correspondant. Alors on voit facilement (cf. preuve
de [10, II (2.1)]) que RF((X, R), WO-) (resp. RF((X, d), V^tT)) est représenté par
le complexe de R-modules gradués (resp. complexes de W-modules)

j h> &'(U, WQ-) (resp. j ̂  &'(U, W,Q-)),

et que l'isomorphisme (1.4.3) est réalisé par la suite exacte de complexes de W[</]-modules
gradués (cf. (I (3.3.1)) et (1.2.2)) :

(1.4.6) o -> Ô(ÎI,Wii-1) ^Cône(idc(H,wft-i)) -^ û(U,Wt2-) -> 0(11, W^-) ->o.
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On a donc, pour chaque i, une suite exacte (de complexes de W-modules)

(1.4.6)' o —> 0(U,WÎ2'-1) (-F"̂ Fnt) OOÏ.WQ'^ffiWQ1)

-dvn^ C!(U, WQ') —> C(U, W '̂) —> o

et une différentielle de (1.4.6)' dans (i.4.6)'4'1 donnée par les flèches verticales
de (I (3.3-1))- Les termes de (1.4.6)' calculent successivement RF(X, WQ'"1),
RnX.Wty^eWa'), RrÇX.Wa1), Rr(X,W^Q1). (Noter aussi que, si s désigne
le foncteur complexe simple associé, les termes de la suite exacte déduite de (1.4.6)
par application de s calculent successivement Rr(X, Wi2—1), ..., RF(X, W^Q1).)

Considérons le complexe, concentré en degrés e [— 2, o] :

(1.4.7) K(z) == (o —> WQ'-1 (^nÏ Wti'^CWQ' -dvn^ WQ' -̂  o),

et la suite spectrale d'hypercohomologie correspondante (donnée par (i.4.6)1)

(i .4.8)1 E? = H^(X, K(iY) => H^X, K(î)) = H^X, W,Q1).

La description (1.4.6) de (1.4.3) fournit la description suivante de (1.4.4)' :

Proposition (1.4.9). — La suite spectrale (1.4.8)' coïncide, à partir du terme E^, avec
la suite spectrale (1.4.4)'.

Notons (JE)' la suite spectrale (1.4.4)'. Il résulte aussitôt de (1.4.9) qu'on a
un isomorphisme

(1.4.10) (nE )̂' == (̂ E )̂' == gr-W-^X, W^1)

et une suite exacte

(1.4.11) o^gr-W-^X.W^^^-^Q'^^^'^grW^

2. Cohérence de 'Ei

On suppose désormais X propre et lisse sur k.

(2.1) La première suite spectrale d'hypercohomologie de X à valeurs dans le
complexe de de Rham-Witt Wûx?

(a.i.i) 'E = ('E? = H^X, Wt2') => H*(X, Wti-))

(où H*(X, WQ-) ^ H*(X/W) [10, II (2.8)]) sera appelée première suite spectrale de
de Rham-Witt de X$ c'est la suite spectrale étudiée dans [3] et [10] sous le nom de « suite
spectrale des pentes ». Pour chaque entier n ̂  o, on peut considérer aussi la suite spectrale

(a. i .2) ,E == QE? == IP'(X, W,Q') => IT(X, W^Q-))

(où H*(X, W^-) ^ H*(X/WJ [10, II (1.3.3)]) dite première suite spectrale de de Rham-
Witt de cran n. Les suites y^E forment, pour n variable, un système projectif ^E. Gomme,
d'après [10, II (2.1)], les termes de ^E sont des W^-modules de longueur finie, la limite
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projective de ce système est une suite spectrale, qui, en vertu de (loc. cit.), s'identifie
canoniquement à 'E :

(a.1.3) 'E==mn^E.
n

Pour chaque j, les opérateurs F et V sur les IP(X, WQ1) = 'E^ munissent le
complexe 'E^ d'une structure de R-module gradué : avec la notation (1.4.5), on a

(2.1.4) 'E?=IP((X,R),WQ-).

Le résultat fondamental de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème (2. a). — Sous l9 hypothèse du n° 2 (X propre et lisse sur k), et avec les notations

précédentes, pour tout jeZ, le Vi-module gradué 'E^ est cohérent (I (3.9)).

En d'autres termes (I (3.10.1)), l'objet RF((X, R), WQ') de D(R) appartient
à D^(R).

Notons tout de suite la conséquence suivante :

Corollaire (2.3). — Sous les hypothèses de (2.2)5 pour tout (i,j}y le morphisme canonique

de systèmes projectifs

(a.3. i) ('E?),, = H^X, Wiy^V^X, Wt21) + dVH^X, WQ1-1))

^^E?=tf(X,W^)

a pour noyau et conqyau des systèmes projectifs essentiellement nuls de W-modules de longueur finie,

en particulier donne un isomorphisme de pro-objets

(2.3.2) « Um » ('E?\ ->« ^m »^EÏ.

La topologie standard sur IP(X, WQ1) (définie par les

Fî H^X, WQ1) = V^X, WQ1) + rfV^X, Wû1-1))

coïncide avec celle définie par les noyaux des flèches canoniques H^X, Wû1) -^I-P(X, W^Q1),

i.e. /û topologie limite projective des topologies discrètes définie par (2 .1 .3) (1).

Comme ('E^ est de longueur finie pour tout n ('E^ étant cohérent, donc en
particulier profini), la seconde assertion découle du fait que la topologie limite projective
définie par (2.1.3) est séparée (et complète) et moins fine que la topologie stan-
dard (I (0.4)). Il en résulte que le noyau de (2.3.1) est essentiellement nul. Le conoyau
a donc une limite projective nulle, donc est essentiellement nul, ses termes étant de
longueur finie. (On aurait pu aussi invoquer (I (3.8)), qui entraîne que la suite spectrale
de pro-objets définie par (1.4.4) dégénère en Eg, donnant l'isomorphisme (2.3.2).)

(1) La notation Fil" employée ici diffère de celle de [10, II (2.3)], mais (grâce à l'énoncé) les deux notions de
topologie standard coïncident.
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(2.4) Démonstration de (2.2). — Considérons l'assertion suivante :

(A .̂) : Pour tout n ̂  o, pour tout /', pour tout î, le terme (y»E^)1 de la suite spec-
trale (I.4.4)^ est un W-module de longueur finie.

D'après (1.4.9)3 (Aj.) est vraie pour j> N = dim(X), le terme E^ de (i.4.8)1

étant concentré dans le rectangle [— 2,0] X [o,N], Il suffit donc de prouver que
(Ay) implique (A^._i). Gomme H^X, W^Q1) est de longueur finie, (Aj) et (1.4.11)
entraînent que

W-1)1 == (R^E;^-1)1 = W-\

est de longueur finie pour tout n et tout i. D'autre part, quels que soient û, b, n,
Fil" H\X, Wû0) est fermé dans H^X, WQ0) pour la topologie définie par la limite
projective (2.1.3) (z.e. par les Fil'" H^X, WÎ20) = Ker H^X, Wt2°) -> H^X, W^Q0)),
en tant qu'image de l'application continue

V" + dV : H^X, Wi2°) C H^X, \W-1) ̂  H^X, Wtî0)

(cf. (I (0.5))), donc H^X, Wtl^ est séparé et complet pour la topologie standard
(t.e. FiP) (I (0.1)). Par suite, 'E^'^""1 est un R^module gradué profini. Par ailleurs,
(i .4.10) (avec j remplacé par j — i) montre que

(A-^•-l)i=TorB(R„,'Eî^-l)<

est de longueur finie pour tout n et tout i. D'après (I (3.8)), il en résulte que
Tor^(R^, 'E '̂"1)1 == (JEa"2'5"1)1 est aussi de longueur finie pour tout n et tout t. Donc
(A,_i) est vraie, ce qui achève la démonstration de (2.2).

Remarque (2.5). — Dans la démonstration précédente, on a utilisé le complexe
de R-modules 0(11, WÎT) pour calculer (2.1.1). Ekedahl [7] (cf. [ïoter (3.1.1)]) a
dégagé de nos arguments un critère de cohérence (I (3.10.1)) pour les objets de D^R).

3. Dégénérescence en Eg modulo longueur finie et survie du cœur

On continue de supposer X propre et lisse sur k. Nous noterons E, au lieu de 'E,
la première suite spectrale de de Rham-Witt de X (2.1.1).

(3.1) Explicitons d'abord ce que signifie la cohérence (2.2) des R-modules
gradués E '̂. Posons (avec l'abréviation H^WQ1) = IP'(X, W^))

Z '̂ = Ker ̂  : H^WQ1) -> H^WÛ^1),

B^ = Im ̂  : IP'(Wty-1) -> H^WQ1),

de sorte que E^ = Z^/B^, et considérons les sous-R°-modules définis en (I (1.4))

F^B^' = U F'B^, V-^Z^' == {x e 7^ \ Vx e Z '̂ V r ̂  o},
8^0
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qui vérifient les inclusions

B^ C F '̂ C V-00 Z '̂ C Z '̂ C E?.

a) Par définition (I (3.9)), E|f est un W-module de type fini.

b) Les W-modules F^B^'/B^ et Z^/V-^Z^ sont de longueur finie (I (2.9)).
Le R°-module V'^Z^'/F^B^ qui est de type fini sur W, sera appelé cœur de E '̂ et noté

( 3 . 1 . 1 ) Gœur(E^) = V- '̂/F0 '̂.

c ) Le R°-module E^/V'^Z^ est de Cartier unipotent : il est V-fini, annulé par
une puissance de F, et V est injectif (I (2.4)). Nous dirons que Ef/V'^Z^ est le quotient
de type V (ou V-unipotent, ou unipotent) de Ef.

d ) Le R°-module F^B^ est annulé par une puissance de V, et F est surjectif,
de noyau de longueur finie (I (2.13)). Il est fermé dans E^ pour la topologie standard,
et la topologie induite est définie par les ^V^E^"^. Nous dirons que F^B^ est le sous-
module de type dV de E^. Le quotient E^/F^B^ est V-fini, son cœur (resp. quotient
unipotent) (I (2.7)) est le cœur (resp. quotient unipotent) de E^.

e ) Dans la factorisation canonique (I (1.4.5)) de d = d^ : E^-^E^"1^,

E? ——d——> E^^

EÏ/V-0^ -̂> F^B^

les noyau et conoyau de d sont des W-modules de longueur finie : plus précisément,
le R°-module d est un domino (I (2.16)). D'après (I (2.18.2)), on a donc :

f) (E? est de type fini sur W) o (F^B^ == o et E^V-^Z^' == o).

On retrouve en particulier le théorème de finitude [10, II (2.13)] : HP(WÎ21)
est de type fini sur W module ^-torsion, et le sous-module de ^-torsion de H^Wû1)
est annulé par une puissance de p (c'est en effet l'image inverse dans H^WQ1) du sous-
module de /^-torsion du R°-module V-fini E^/F^B^). Rappelons que le fait que les
K-espaces vectoriels H^Wiî1) ® K (où K est le corps des fractions de W) soient de
dimension finie entraîne formellement la dégénérescence en E^ modulo torsion de la
première suite spectrale [10, II (3.2)].

On retrouve également un résultat obtenu indépendamment par Ekedahl (lettre
à L. Illusie, 6-8-80) : le sous-module de V-torsion de E^ est annulé par une puissance
de V, et le quotient de E^ par ce sous-module est un R°-module de Cartier.

Notons enfin la conséquence suivante :
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Corollaire (3.2). — La première suite spectrale de de Rham-Witf de X dégénère en Eg
module longueur finie (i.e. pour tout r^ 2, tout i et tout j\ l'image de d^ est un ^'module de
longueur finie).

En effet, il résulte de (3.1) a) que, pour tout r^ 2, E? est un W-module de
type fini. D'autre part, comme la première suite spectrale dégénère en E^ modulo torsion,
on a, pour tout r^ i, dim^E^OK) == dim^E1^ ®K). Donc, pour r^ 2, on a
rg E}? = rg E1^, d'où le corollaire.

(3.3) Rappelons (cf. Gartan-Eilenberg, Homologuai Algebra, chap. XV, Princeton
University Press, 1956) la définition des termes Z^, B^ associés à la suite spectrale E.
Pour r^ i, on pose

(3.3.1) 7^ = Ker H^X, WÎ21) -i H^X, Wii^1'^-1^ + i])

= Im ir'(X, WO^'-1^]) -^ HP'(X, Wt21),

(3.3.a) B? = Im ÏP(X, W^-^1^-13^ - i]) -1 ïP(X, WQ1),

de sorte que

(3.3.3) E?=Z^.

On a donc des inclusions

(3.3.4) o = B ? C B ^ C . . . C B ? C . . . C B â C Z â C . . . C Z ? C . . . C Z ^ C Z Ï == Ef,

où Z^, B^ sont les objets définis en (3.1) et

B ^ = u B ? = B ^ ( m > o ) ,

Z^=nZ;?'=Z^ (m>o),

Z^/B^ = E^ == gr^H^^X/W) === PlHt+^(X/W)/Pi+lHi+^(X/W),

P1 désignant la filtration aboutissement de la première suite spectrale (cf. [10, II]).

Théorème (3.4) (survie du cœur). — Quels que soient i et j , on a

(3.4.i) B^CF-B^CV-^CZ^.

Ainsi, Cœu^E^) (3.1.1) « survit » dans E^, comme quotient d'un sous-module
(ou sous-module d'un quotient) de E^. Noter que, compte tenu de (3.1) a)^ b), les
inclusions (3.4.1) entraînent à nouveau (3.2).

Pour établir (3.4)3 nous utiliserons, sous une forme légèrement plus précise, les
identités supérieures de Nygaard [16 (2.3)] (cf. aussi [10, II (3.9)]).

Lemme (3.5). — a) (i) Pour tout r^ i, Z? est stable par F : E? ~>EÏ.

(ii) Pour tout r^ i, T enàomorphisme Fy r:̂ ^^ de Ef laisse stable B ,̂ donc induit
un endomorphisme, noté encore F,., de E^.
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(iii) Pour r^ i, posons

V^Z^^eEyiV^eZ?}.

On a V-^'CZ^ d'où une inclusion e : V-^/B?^ E '̂. De plus, le diagramme suivant
(où V ̂  â î r̂û^ û b) (i) ci-dessous) est commutatif :

E? dr p+r,j-r+l

v-iz^

•r
E? - dr g»+r, j-r+l

^ d'autres termes, on a

(3.5.i) F^V=^.

b) (i) JW ̂  r^ i, B '̂ ̂  ^ûé/^ ^ûr V : E '̂ ->E$'.

(ii) Pour tout r^ i, V endomorphisme V,^^-^ A E^ /ûî^ ^teè^ Z^ An^
tWî<^ MTÎ endomorphisme, encore noté Vy, & E^.

(m) Pour r^ i, OTZ a F(B^)^BV, d'où un épimorphisme n : E '̂ -> ZV7F(By). Z)^
^^3 ^ diagramme suivant est commutatif :

^ - Tu4.r- - i—r^ -1g*+r,j-r+lE?

'l-
Z^+r,i-r+l^^+r. -r+1^

t
1"

fit+r.i-r+1E"

^w d'autres termes, on a

(3.5.2) F^V,=^.

Prouvons a). On peut munir Wû^14-''-13 de l'endomorphisme F^, égal à F en
degré i, p¥ en degré i + i, .. .^"^F en degré i + r — i. La projection naturelle
V^[<,i+r-i] _^\vQ»r_ ^j çgt alors compatible aux opérateurs F^, et F. L'assertion (i)
en résulte, compte tenu de la deuxième égalité (3.3.1). De même, on déduit (ii) en
considérant l'endomorphisme F^_,+i de WtÏ1-'4-1^. Les assertions (i) et (ii) de b)
se démontrent de manière analogue à l'aide de l'endomorphisme V^ de Wîl^^ égal
à V en degré b, ?V en degré b — i, .. ../^V en degré a. Pour a) (iii), nous aurons
recours aux complexes de de Rham-Witt modifiés introduits par Nygaard [i6], [17].
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Pour i eZ et n entier ^ o, nous noterons Wt2'(î, n) (resp. Wt2'(î, — n)) le complexe
déduit de WfT en remplaçant r f : Wtî1-1-^Wiî^1 par dV (resp. F^) :

(3-5-3) WtT^Tî) = (WC^WQ1-^ . . . .^Wiy-^Wiy-^ . . . )

(3.5.4) WQ-(i,-7z) == (W^-^WQ1-^ ...^Wîy-^Wa-^ .. . ) .

Pour TÎ eZ, désignons par E(î, w) la première suite spectrale d'hypercohomologie de X
à valeurs dans Wti^i, n) :

Eî'5^ n) = H^X, WQ0) =^ H»(X, WQ-(i, ^).

Avec ces notations, on a

V-^' = Ker H^X, WQ1) -d^ H^X, WQ1^11^*'-11^ + i])

=Z?(i+i,i).

Considérons les morphismes de complexes (cf. Nygaard [16 (2.2)]) :

Wtî* Wfl? ̂  ... -^WQ^WQ'-1-1 -> ... -^Wû^'-1 -^Wû14-^^ -^ ...

î ^ -î II II II
wtr(î+ i, i) Wfl?^... -^wty^wiy-1-1^... ^wa^'-'-^WQ^'-^...

| I I |F pr^¥\ pr-ï]?\
4. y v v

.- <iWQ- Wfl? -> ... -^WQ^WQ^1-^ ... ->WQi+r-l^WQi+r -> ...

Le morphisme inférieur montre que Z^i + i, i) C Z^, d'où la première assertion de (iii).
D'autre part, les deux morphismes ci-dessus fournissent un diagramme commutatif :

dr p+r.j-r+lE?

V^/B? = E?(î + 1 , 1 ) A^ E;+r'^r+l(î + i, i)

^ ^^.
E»J______________________âr.————————————————————^ gi+r.j-r+l

d'où (3.5.1). La démonstration de b) (iii) est analogue; on utilise cette fois les
morphismes :

WÎT ... -^Wty^ ... -^Wt2 l+r- l^WQ i+r-^Wa l+r+ l->...

| II r| PF|^ II 4' y

WQ-(i+r, - i) ... ^Wil1^... ^WQ^'-^WQ^'-^WQ^'4-1^...
A A ^ H H

î ^'î 1 II II
WQ' . . . -> Wû* ̂  . . . -> WÛ^1'-1 -> Wt2>+r -^ WQ>+''+1 -^ ...
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(3.6) Démonstration de (3.4). — L'inclusion

(»), V-^CZ;?

est vraie pour r = 2. Supposons (•),. établie, prouvons (*)r+i (r^ 2). D'après
(3.5) a) (iii), on a

v-oo^cv^z^cz?,

et V^°°Z|f est stable par V. De plus, comme

V-°°Zi' = n Ker rfV" : IP(WQ1) ~> H^WQ14-1),

on a B^CV'^Z^, et l'endomorphisme V de E^ induit un endomorphisme, noté
encore V, de V-^Zi/B^', car B? est stable par V (3.5) b) (i). Par ailleurs, V-^Z^' est
stable par F, donc F,. : E^' ->E;?' (3.5) a) (ii) induit un endomorphisme Fy de V'^Z^'/B?.
Les opérateurs F, et V sur V-^Z^/B^' vérifient F,V = VF, == p ' . Enfin, il découle
de (3.5) a) (iii) que la différentielle d, : V-^Z^/B^ -> v-^Z^-^VB^'-^1

induite par celle de E,. vérifie Fy^V == rfy. On peut résumer ces propriétés en disant
que le complexe (V'^Zg/By, </y), muni en chaque bidegré des opérateurs Fy et V, est
un module gradué sur l'algèbre de Raynaud de niveau r, R(r) (avec différentielle de
bidegré (r, i — r)). Or, comme r> 2, les composantes de ce module sont de type fini
sur W d'après (3.1) a). Grâce à (I (4.4)), il en résulte que la différentielle est nulle
i.e. que

V-°°ZJ/B?CKer^ : E^ ^E^'-'4-1 = Z^/B?,

ce qui prouve l'inclusion (*),.+r On en conclut que l'on a V'^Z^ C Z1^. On démontre
l'inclusion B^CF^B^ de manière analogue, en s'appuyant sur la partie b) de (3.5).

Remarque (3.7). — Nous donnerons plus loin (IV (2.14)) une autre démonstration
de (3.4)5 comme application de la structure des groupes de cohomologie de X à valeurs
dans les cycles et les bords du complexe de de Rham-Witt. Toutefois, comme l'a observé
Ekedahl [7], l'argument précédent permet d'établir une survie du cœur pour tout
complexe cohérent (I (3.10.1)) (cf. [lofer, (2.5.3)] pour un énoncé précis).

Corollaire (3.8). — Soient i y j e Z . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La différentielle d^ : Ep1 '̂ -> E '̂ est nulle.
(ii) H^WÛ^/VH^WQ1) est de dimension finie sur k;
(ii') vïP(Wty) est de dimension finie sur k (1) ;
(iii) H^W^-^/FH^W^-1) est de dimension finie sur k;

(iii') pH^Wîy""1) est de dimension finie sur k;

(1) On rappelle la notation ^M == Ker u pour u un endomorphisme d'un groupe abélien M.
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(iv) F-B^o;
(v) v-^zr^^Er^.

De plus, ces conditions entraînent que toute différentielle dy aboutissant en E^ est nulle et
que toute différentielle dy issue de E^"1^' est nulle.

Il est clair que les conditions (i), (iv) et (v) sont équivalentes. La condition (ii)
signifie que IP'(WQ1) est V-fini, donc implique (ii'), et inversement (ii') entraîne que
F°°B|f est de longueur finie, donc que H^WQ1) est V-fini. La condition (iii) entraîne
que E^-^/F0^'"1^ est de type fini sur W, donc implique (iii') (car le noyau de F
sur F^B^"1^ est de longueur finie), et inversement, comme F est surjectifsur F^Bp1^,
(iii') entraîne que le noyau de F sur E^^/F^Bp1^ est de dimension finie sur k, d'où (iii).
Donc on a (ii) o (ii') et (iii) o(iii'). D'autre part, on a (iv) ==> (ii) (3.1) d ) . Par
ailleurs, (ii) signifie, comme on a vu, que E '̂ est V-fini; donc F^B^, fermé dans E?',
est également V-fini (I (2.3)), donc de longueur finie puisque annulé par une puissance
de V (et même nul (I (2.18.2))); le noyau de S: Ei-^/V-0^-1^ -> F°°Bt étant
de longueur finie (3.1) e ) , E^-^^V-^Z^-113 est alors de longueur finie (et même nul),
et il s'ensuit que E^^/FE^"1^' est de dimension finie sur k, donc (ii) implique (iii).
Enfin, (iii) implique que E^^/F0^"1^ est de type fini sur W, donc coïncide avec
sa R-enveloppe complétée (I (2.10) éj), de sorte que ^ : E^-^/F0^-1^ -> E? est
zéro. Donc (iii) implique (i), et les conditions (i) à (v) sont équivalentes. La dernière
assertion résulte trivialement des inclusions (3.4.1).

Corollaire (3.9). — Soient i , j eZ. Si E? est de type fini sur W, alors Ef = E1^
(toute différentielle dy aboutissant à ou issue de E^ est nulle).

On retrouve ainsi le théorème de dégénérescence [10, II (3.7)] : si, pour tout (f,j),
E? est de type fini sur W, la première suite spectrale dégénère en E^. On retrouve
également les résultats de dégénérescence partielle de [10, II (3.3) et (3.11) à (3.15)] :
Ei°=ES, E^^E0^, E^ES1 (pour X purement de dimension N), car les
termes E^ en question sont de type fini sur W.

Corollaire (3.10). — Soient i,j e Z. — a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Z^V-Z^;

(ii) 74 est stable par V, i.e. Ker d = Ker dV : Ef -^ E^ '̂.

Elles entraînent que toute différentielle d^ r^ 2, issue de E^ est nulle.

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Bi'=F°°Bi';
(ii) B^ est stable par F, i.e. Im d == Im Fût : E^-1 '̂ -> E?.

Elles entraînent que toute différentielle d^ r^ 2, aboutissant à E^ est nulle.

Gela résulte trivialement de (3.4).
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Remarque (3.10.1). — Rappelons que si Ker rf = Ker Frf: E^"1^->Ef, on a
B^ ==0 (I (2. i2)), donc toute différentielle d^ r> i, aboutissant à E? est alors nulle.

Signalons également la conséquence suivante, obtenue indépendamment par
Ekedahl (lettre à L. Illusie (6-8-80)) :

Corollaire (3.11). — On a E^1 == E^1 pour tout i.

D'après (3.8), il suffit de vérifier que yH^WQ') est de dimension finie sur k.
Or yH^WQ1) est quotient de H°(Wiy/V), et H°(Wiy/V) est isomorphe à lim H^Z^O1)

^0"
[10, II (2.2.1)], donc de dimension finie sur k, la dimension des H°(Z^iy) étant
majorée par celle de H^iÏ).

(3.12) Soit [û, b] un intervalle de Z, avec b — a == n^ i. Le théorème de
finitude (2.2) fournit aussi des renseignements sur la structure des groupes de coho-
mologie H^X, WQ^'63), que nous allons indiquer rapidement pour terminer ce numéro.

On étudie H*(X, WQ^) au moyen de la suite spectrale déduite de la filtration
naïve de WQ1^ :

(3.12.1) E?([û, b]) = H^X, (Wil̂ )1) => ïT(X, WQ^).

Notons
H*(X, Wtl̂ ) == P'H^X, WQ10^) D ... 3 P^^X, Wtî ) 3 P^1 == o

la filtration de l'aboutissement. Transcrivant la formule

grW^X, WQ^) = Z^([û, é])/B^([a, è])

à Faide de (3.3.1) et (3.3.2), on obtient, pour m == a +j :

(3.12.2) gr^X, WQ^^) = Z^,,

gr^^H-ÇX, WQ^) == Z^î^^î^'-'1 (o < h < n)

gr6HW(X, W^0'63) == E^'-^B^".

Notons déjà que, grâce à (3.1) a) et (3.3.4), gr""^ est un W-module de type
fini pour o< A < n. D'autre part, on peut munir WQ^ de l'endomorphisme F^,
égal à F en degré û, p¥ en degré a + i, • • .^^F en degré b == a -\- n (cf. preuve
de (3.5)), et de Fendomorphisme V^, égal à V en degré è, ^V en degré b — i, ...,
^V en degré a. Ces endomorphismes, resp. (T et ^"Minéaires, vérifient

(3.12.3) F>.V^,=V^»F^=^"+1.

Ils opèrent sur la suite spectrale (3.12.1). En particulier, le gradué gr'H^X, Wû^'^)
se trouve ainsi muni d'une structure de R°(n + i)-module, où R(/î + I) désigne l'algèbre
de Raynaud de niveau n + i (I (4.1)). Par construction, l'opérateur F^ sur gr°
(resp. V^ sur gr6) coïncide, via (3.12.2), avec l'opérateur F sur Z^i (resp. V
sur E^/B^) (cf. (3.5) a) (i) et b) (i)). D'après (3.1), Z^/F-B? est de type fini
sur W, et E^"" '̂:̂  est V-fini {i.e. de longueur finie modV). En résumé :
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Proposition (3.12.4). — Avec les notations de (3.12.2) :

(i) gr0, en tant que F-module^ est extension fun W-module de type fini par le sous-module de
type dV de E?' (3.1) d);

(ii) pour o < h < n, gr"^ est de type fini sur W;

(ni) gr6, en tant que "V-module, est V-fini.

Pour a == o, le sous-module de type d\ de E^ est nul. On retrouve donc le résultat

de finitude [10, II (2.11)], clé du théorème de dégénérescence module torsion de

(loc. cit.) :

Corollaire (3.12.5). — Pour tous ij e Z, H^(X, Wtî ) est de type fini sur WJ[V]]

(V opérant par V^), et H^X, Wti^/V est de longueur finie.
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m. — LA SUITE SPECTRALE CONJUGUÉE

i« Opérateurs F') V et isomorphismes de Cartier supérieurs

Dans ce numéro, X désigne un schéma lisse sur un schéma parfait S de carac-
téristique p > o. On suit les notations de [10, I, 3]. En particulier, W^ûx est 1e complexe
de de Rham-Witt de X/S de cran n, W.tix désigne le système projectif, ou parfois
le pro-objet, correspondant. On pose

(1.0) ZW^x = Ker</: WX -^W^S BW^ == dW^-\

jrwjix-zw.Qx/BWA-
Gomme précédemment, on omettra l'indice X quand il n'en pourra résulter de confusion.

(i. i ) Soit i e Z. Rappelons que l'endomorphisme de multiplication par p induit
un homomorphisme injectif p : W^iî1 ->W^_nQ1 [10, I (3.4)], qui commute aux

opérateurs F, V, R. Nous désignerons par F' l'endomorphisme de W^tî1 défini par

(1 .1 .1 ) F==pî==Fp: w^^wjy.

Il est clair que l'on a

(1.1.2) F'(ZW^ty) C ZW^, F'(BW^) C BW^Q1,

et que F' est un endomorphisme du système projectif W.tT, injectif sur le pro-
objet correspondant [10,1(3.5)]. Grâce à (1.1.2), F' induit un endomorphisme
de W^/BW^Q1.

Proposition (1.2). — Pour tout n eN et tout i eZ, on a une suite exacte

( 1 . 2 . 1 ) o ^V^aVC^-^nBW^1) ^W^BW^^W^/BW^.

En particulier, F' induit un endomorphisme injectif du pro-objet W.ty/BW.Û*.

Il suffit de prouver l'exactitude au centre. On note d'abord que F' : V^Q1 -> W^Q1

s'annule sur V"-1^, car F'V71-1^ == F^1-1^1) CF^Q1) = o. Soient maintenant

^eW^iû1, d'image x eW^Q1, et^eW^1-1 tels que dy = pTx^ (== Fx). D'après
[10, I (3.21.1.5)], il existe alors (localement) ^eW^^.i^"1 tel que y == F^i. On
en déduit pF(x^ — dz^) == o, i.e. pF{x — dz) == o, où z eW^ti1"1 est l'image de ^.

Donc, comme p est injectif, x — dz e Ker F : W^Q1 -» W^,^1 == V71-1^1 [10,

I (3.11.1)], ce qui achève la démonstration.

188



LES SUITES SPECTRALES ASSOCIÉES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 139

Noter que le morphisme de systèmes projectifs p : W.Q1 ->W._nQ1 induit sim-

plement la multiplication parj& sur le pro-objet W.tl1, et par suite l'endomorphisme F'
du pro-objet W.Q1 (resp. W.ÎÏ/BW.Q1) coïncide avec pF.

(1.3) Rappelons [10, 1 (3.21)] que, pour tout n e ' N et tout î'eZ, on a
ZW^Q1 === F^A et que Ker Fw : W^Q1 -> W^1 = V^û1 [10, 1 (3.21.1.2)].
En d'autres termes, 'F^1 induit un isomorphisme

(1.3.1) F": W^ii^W.Q^ZW^1.

On désignera par

(1.3.2) V: ZW^^-^ZW^

l'unique homomorphisme rendant commutatif le carré

w^^/v^w^ty —^ w^QVV-w.n1

pn+1 û; s F"

zw^.o1 ——v——. zw,^

où la flèche horizontale supérieure est la projection canonique. Il est clair que V définit
un homomorphisme de systèmes projectifs

V: ZW.+i^-^ZW.Q1,

et qu'on a

(1.3.3) FV^VT-7.2: ZW^Q^ZW^Q1

(où n est la flèche de transition du système projectif ZW.iî1). Donc F et V définissent
des automorphismes, inverses l'un de l'autre, du pro-objet ZW.Q1 (ce qui précise
[10, 1 (3.22)]).

Par ailleurs, on vérifie trivialement que l'on a

(1.3.4) W=rfVR2: W^n^^ZW^

(où R est la restriction), donc que

(1.3.5) V'(BW^^)CBW^.

Par suite, V induit un homomorphisme (surjectif)

(1.3.6) v : jrw^itr ->^w^-.

Si

(1.3.7) F' : ̂ rw^tr ̂  ̂ w^o-
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désigne l'homomorphisme induit par F' (1.1.1) grâce à (1 .1 .2)3 on a

(1.3.8) F'V =VT' =p: jrW^Q- ->^W,»Q\

On prendra garde que, contrairement au pro-objet W.û1, le pro-objet J^W.tî"
n'est pas sans ^-torsion (dès que i > o). Nous expliciterons plus loin le pro-
objet p^W.Û- (1.6.2).

Proposition (1.4). — Soient n eN et i eZ. Il existe un unique isomorphisme

(1.4.1) G-": W^^^W^-

rendant commutatif le carré

w îy —> w^ty

pn 2; ç-n

zw^ty —> jfw^a-

oà /^ flèches horizontales sont les projections canoniques.

Gomme W^Q1 = W^Q^V^îy + dVVf^-1) et que FnrfVn = rf, l'exis-
tence, l'unicité, et la surjectivité de C^ sont immédiates. Si x eW^ti1, y eW^Û1"1

sont tels que F^ = dy, alors F^ — rfV^) == o, d'où ^ - rfV^ e V^Q1 [10, I
(3.21.1.2)], ce qui prouve l'injectivité de G"".

Noter que C~n est un homomorphisme d'algèbres graduées de W^ti* dans
jrw^n-, i.e.
(1.4.2) G-nx,G-ny = G~\xy)

quels que soient x eW^Q1, j^eW^^. En effet, F : W^fr ->W^ est un homo-
morphisme d'algèbres graduées [10, I (2.17)].

Pour n == i, G""1 : û9 -^Jfû" est l'isomorphisme de Cartier habituel, comme
il résulte de [10, I (3.3)].

On désignera par

(1.4.3) G-: ZW^^W^Q1

l'homomorphisme induisant, par passage au quotient, l'isomorphisme inverse de (1.4.1),
donc donnant une suite exacte

(1.4.4) o ^BW^^ZWJi^W^-^o.

L'isomorphisme G"" permet de traduire en termes d'opérateurs sur W.Q1 les
opérateurs F', V sur ^W.û* : on vérifie trivialement que les carrés suivants sont
commutatifs :
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W..Û*
pF

W-tî*

(-•4.5) c-" c-"

jrw^û* -F^ jf*w»Q-

w^^ W..Q*

(1.4.6) C-fri+l) c-"

v^•w^iQ' —-. ^rw,̂ '

On a d'autre part un carré commutatif

W^iQ* -^ W..Q*

('•4.7) C-(n+l) C-n

^rw^.Q- -̂ » ^W,Q-'n+l

où n est la projection canonique, de sorte que les isomorphismes 0"'̂  définissent un
isomorphisme W-linéaire de systèmes projectifs

(1.4.8) G--: (CT^W.^F) ^(JrW.^Tr).

Enfin, ^:W^ty ^W^+iQ" induit un homomorphisme j&:jrW^i2' -^^fW^+iQ',
qui s'insère dans le carré commutatif suivant :

v w^îyW.Q1

(1.4.9) C-n C-(»+l)

jrw^Q- -̂ > ^rw^iQ*

(1.5) (1) Soit W^ = W^(S) le schéma d'espace sous-jacent S, annelé par W^(^g),
et notons u le morphisme canonique du topos cristallin de X/W^ dans le topos zariskien
de X [2, (5.18)]. On a construit dans [10, II, i] un isomorphisme canonique de
D(X, W^g) :

(1.5.1) Ra.^/w,^W»Qx.

(1) Ce numéro est une parenthèse, qui ne servira pas dans la suite (à l'exception du rappel (1.5.1)).
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donnant donc, en particulier, pour tout i, un isomorphisme W^-linéaire

R^x/w^^Xûx.

Composant avec « l'isomorphisme de Cartier » (1.4.1), on obtient un isomorphisme
W^-linéaire

(1.5.2) W.ÛX^-^R^X/W,.

Quand X admet un relèvement lisse X' sur W^, R^^x/w s'identifie canoniquement
à «^(iix'/w)? et l'011 peut montrer que (1.5.2) pour i == o est donné par

W^x^ - (^ . . .^n-l) ̂ r+P^r1 + . . . +Pn~^np-l ̂ ("XW,),

où %, ..., %_i sont des sections locales de (9^, relevant XQ, ..., ^n_r Comme Katz
l'a fait observer, (1.5.2) donne une description purement cristalline des composantes du
complexe de de Rham-Witt de X de cran w, et par conséquent laisse entrevoir la possi-
bilité de reconstruire, par voie cristalline, la théorie de [10] (pour X lisse sur S parfait).
Cette reconstruction est effectivement réalisable. Esquissons seulement ici la définition
de d:W^^W^1 et R:W^,iîx^WA. Posons R^^x/w^ =^(X/WJ.
Pour tout ouvert affine U de X, relevé en T^ lisse sur W^, on a un isomorphisme
canonique

(1.5.3) ^(X/WJ | U^^Q^.

Si TgJWg^ est un relèvement lisse de U, et T^ == T^®W^, on a une suite exacte

o -> ̂  pr> ^T ~> Î2:, -> o.ln 12n ln

Le cobord correspondant

U t t7C' &2fp ivy — '̂ t̂ c 2L2m my

s'identifie, via (1.5.2) et (i .5.3), à la différentielle d : W^Qy -^W^îîu4"1. La « recons-
titution » de R est plus délicate : il s'agit de définir de façon autonome V (1.3.6).
Soit T/W un relèvement formel lisse de U, muni d'un endomorphisme (j-linéaire 0
relevant l'endomorphisme de Frobenius de U. Notons ^ l'endomorphisme de £iy induit
par 0, et 0 : Q^ -^ Q-r l'homomorphisme d'algèbres graduées déduit de * par division
par^1 en degré i (cf. [10, o (2.3)]). On déduit du fait que 0 relève G~1 que 0 induit
une injection

(1.5.4) ^Kp^^+pd!^1) ̂  ̂ /(^^T + dS^-1).

Posons T y = T ® W ^ . D'après [10, o (2.3.13)], J^Q.^ est contenu dans l'image
de (1.5.4); pour x eJ^O.^, l'unique y eQir|{pn+lQ^+pd^~1) tel que x = <S>y
est un cycle mod^, dont la classe dans ^Q^ est par définition V'^. On constate que
l'homomorphisme V ainsi défini correspond, via (1.5.2) et (1.5.3), à l'opérateur de
restriction R : W^iil^j -> W^Qy. Les carrés (1.4.7) et (1.4.9) suggèrent comment
reconstituer F et V, et il n'est pas difficile, à partir de là, de retrouver le formulaire
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[lo, 1 (2.18)] et le théorème de comparaison rappelé ci-dessus (1.5.1), d'où découle
alors, de façon tautologique, l'isomorphisme de Cartier (1.4.1). Signalons que cette
reconstruction n'utilise à aucun moment la théorie du complexe des formes entières
de [10, I, 2].

(1.6) Interprétons, à l'aide de (1.4.8), noyau et conoyau de p sur le pro-
objet J^W.Û\

D'après (1.4.9), les isomorphismes G" définissent un isomorphisme de pro-objets

(1 .6 .1 ) p.^W.Q-^lim^vW.n1.
<Y

D'autre part, d'après [10, 1 (3.11.2)], on a, pour tout n, un isomorphisme

^Vn-i; iy-i/z^ty-^KerCV: W '̂ ->W^iy),

d'où une identification du système projectif yW.Û1, avec flèches de transition F, au
système projectif ty^/Z.îy"1, avec flèches de transition les projections canoniques.
Composant avec (1.6.1), on obtient un isomorphisme canonique (y-linéaire de pro-
objets (avec flèches de transition les projections canoniques)

(1.6.2) «C-^»: ^-^Z.ti1-1^^^.^ («G-^^G—rfV—1).

De manière analogue, utilisant [10, 1 (3.11.3)], on définit un isomorphisme
canonique CT~ Minéaire de pro-objets (avec flèches de transition les projections et inclu-
sions canoniques)

(1.6.3) «G»(=P-1G•) : ̂ iW.Q^^Z._lQl(^Z.Qi).

Noter que, compte tenu de (i .3.8) et du fait que l'endomorphisme F' (resp. V)
du pro-objet J^W.tT est injectif (resp. surjectif), l'inclusion canonique

(1.6.4) y^w.n- -^p^rw.û-

et la projection canonique

(1.6.5) jrw.Q-^ ̂ ^w.tr/p

sont des isomorphismes de pro-objets.
Observons enfin qu'en vertu de (1.6.2) le pro-objet .^W.tT n'est sans ^-torsion

que pour i == o : dans ce cas, d'ailleurs, V est un isomorphisme (1.3.3).

(1.7) Pour terminer ce numéro, nous allons décrire certains endomorphismes
des pro-complexes tronqués t^^W.O.9, ^>^W.Q', qui joueront un rôle essentiel dans
la suite.

Soit t € Z. On notera

(1.7.1) V^: ^W.ty-^W.Q-
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rendomorphisme du pro-complexe tronqué ^W.îî* égal à V en degré i et pï~3~lV
en degré j< i :

W.^P W.Q1 W.û1-1 -^ ZW.Q1

pi-iv p»-2V v

W.tf? -^ W.Q1 —> . . . —> W.ir-1 -̂  ZW.Q1

(cette définition est légitime, vu (1.3.4)). On a un carré commutatif

^,W.i2' —> ^W.t2-[-d

(1.7.2) v^. T

^W.Q- —> J^W.Q-E-î]

où les flèches horizontales sont les projections canoniques.
On notera d'autre part

(1.7.3) F^: ^W.Q-^^W.tî-

l'endomorphisme du pro-complexe tronqué ^W.tT égal à ^~T' en degré j

. —^ W.^ —> ...W.iîVBW.Q1 -d^ W.^4-1

F' pF' pj-tF'

W.ÛVBW.Q1 -^ W.Q14-1 W.Q^

(cette définition est légitime, compte tenu de ( i . i .2) et du fait que dF •== pFd). On a
un carré commutatif

jr'W.tî-[--î] ^w.a

(1.7.4) F' î

jrw.Q-[-(| ^W.Q-

où les flèches horizontales sont les inclusions canoniques.

D'après (1.2) et le fait que le pro-objet W.û* est sans ^-torsion, les flèches F^
et V^, sont injectives.
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Notons aussi que

(1.7.5) F^o=^

où g est l'endomorphisme de W.tT égal à p'F en degré i [10, 1 (2.18), II (i.2)],
correspondant via (1.5.1) à l'endomorphisme de Frobenius de RM,fl?x/w Donc, compte
tenu de (1.7.4),

(1.7.6) grijrw.a-^^-1?'.

On a, par ailleurs, les identités évidentes :

(1.7.7) gV^=V^=^,

et, pour X/S de dimension relative N,

(1.7.8) F^V^ = V^F^ =^+l.

2. Dégénérescence modulo torsion de la suite spectrale conjuguée

(2.1) Soit X un schéma propre et lisse sur k. Pour n entier^ i, on appelle suite
spectrale conjuguée de cran n (ou deuxième suite spectrale de de Rham-Witt de cran n), et l'on
note '„£ (ou simplement JE s'il n'y a pas de confusion à redouter) la deuxième suite
spectrale d'hypercohomologie de X à valeurs dans W^Qx :

(2.1.1) ^ = H^X.^W^-) => H-(X, W^-)

(où H*(X,W^Q-) ^H*(X/WJ [10, II (1.3.3)]). A une renumérotation près, c'est
la suite spectrale d'hypercohomologie de X à valeurs dans le complexe W^Qx? ^tr^ V^
la filtration canonique (croissante) ^W^x- Via l'isomorphisme fondamental (1.5.1),
elle s'identifie à la suite spectrale de Leray de u : (X/WJçris ^X^r?

E^- == H^X, Rk^x/w») ^ H-(X/WJ,

donc peut être définie indépendamment de toute référence à la théorie du complexe
de de Rham-Witt. Pour l'origine de la terminologie « suite spectrale conjuguée », voir
Katz [12].

Lemme (2.1.2). — La suite spectrale ( 2 . 1 . 1 ) est à valeurs dans la catégorie des W^-modules
de longueur finie.

Notons F^W^tr le complexe W^tT considéré comme W^ ̂ -algèbre différentielle
graduée via F" : W^ ->W^. Compte tenu de (1.4.2), l'isomorphisme G'71 (1.4.1)
est un isomorphisme de W^S^-modMies

G-71: W^^jr'(F:W^-).

D'après [10, I (3.9)], il en résulte que Jf^W^ (== ^(F^W^Q-)) est un W^-module
de type fini (ou, si l'on préfère, un faisceau cohérent sur le schéma W^(X)). Gomme X
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est propre sur k, le terme Eg de (2.1.1) est donc un W^-module de longueur finie, d'où
le lemme.

Pour n variable, les suites spectrales conjuguées de cran n forment un système
projectif '^E, dont la limite projective est une suite spectrale de W-modules, car,
d'après (2.1.2), tous les termes vérifient la condition ML. Cette suite spectrale limite,
qu'on notera "E (ou E s'il n'y a pas de confusion à craindre), sera appelée suite spectrale
conjuguée (ou deuxième suite spectrale de de Rham'Witt) de X :

(2.1.3) "E^ == ̂ m H\X, J^'W^Q-) => H*(X/W).

Nous poserons

(2.1.4) H^X.^WÛ-) :==^m H^X.^W^Q-),

et noterons P, la filtration croissante de l'aboutissement,

(a.1.5) P,ïT(X/W) =lmiImtP(X,^,\\W ->H*(X/WJ,

dite filtration conjuguée. On a donc

(2.1.6) P.H^X/W^P^iH^X/W) = "E .̂

On prendra garde que ÏT(X, ̂ Wîi') défini par (2.1.4) n'est pas le i-ème groupe de cohomo»

logie de X à valeurs dans le faisceau J^Wii*.

L'endomorphisme de Frobenius de X induit, par fonctorialité, un endomorphisme gr
du système projectif des suites spectrales conjuguées de cran n, donc de la suite spectrale
limite (2.1.3). Cet endomorphisme respecte en particulier la filtration conjuguée. Il
est induit, en chaque cran w, par l'endomorphisme g de W^Q\

Le résultat principal de ce numéro est le théorème suivant :

Théorème (2.2). — Soit K le corps des fractions de W. Sous les hypothèses et avec les

notations de (2 .1) :

a) Pour tout { i , j ) , le sous-module de p-torsion ("E^p.̂ s de "ï^ == H^X, ̂ Wiî-)
(2.1.4) est annulé par une puissance de p, et "E /̂C'E^p.̂  est un ^-module de type fini.

b) La suite spectrale conjuguée (2.1.3) dégénère en Eg modulo p-torsion^ i.e. dy 0 K = o

pour tout r ̂  2, et, pour tout î, l'inclusion P,H*(X/W) C H*(X/W) induit un isomorphisme
de P,IT(X/W) (S) K sur la partie du ^cristal IT(X/W)®K de pentes ̂  i.

Il découle de b) qu'on a un isomorphisme canonique de F-isocristaux

(2.2.1) H^^WtT) ® K ^ (H^X/W) ®K)^_^

(pour un F-isocristal M sur k, et 1 une partie de Q, Mi désigne le plus grand sous-
F-isocristal de M de pentes e I).

Nous étudierons plus loin, indépendamment des résultats de ce numéro, la ̂ -torsion
de '"E4 (cf. §§ 3 et 6).

Pour des applications arithmétiques de (2.2), voir Katz [14].
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(a. 3) La démonstration de (2.2) que nous présenterons ici est parallèle à celle
donnée dans [10, II, 3] pour la dégénérescence en E^ module torsion de la première
suite spectrale de de Rham-Witt.

On peut supposer X purement de dimension N. Soit i e Z. Il résulte de (2.1.2)
(par un dévissage immédiat) que, pour tout n, le W^-module gradué IT^X, ^W^tî*)
est de longueur finie. Considérons le W-module gradué profini

(2.3.1) IT(X, ̂ Wû-) := Hm IT(X, ̂ W^-) (i).

Les endomorphismes F^ (1.7.3) et V^N ^ • P - 1 ) de ^/W.iT définissent sur
H*(X, t^iWQ*) des opérateurs F^, et V^? respectivement (T et G~ ̂ linéaires, vérifiant
F^V^== V^NÎ^» ===^N~ i + l (^7-8). On peut donc considérer IT(X, ^WQ-) comme
module gradué sur l'anneau de Dieudonné R'°(N — i + i) de niveau N — i + i
(I (4.2)), F' (resp. V) opérant par F^, (resp. V^)- Nous déduirons (2.2) du résultat
de finitude suivant, analogue de (II (3.12.5)) :

Proposition (2.3.2). — H*(X, ̂ WÎT) est un R^-module F-fini, i.e. IT(X, ̂ WQ-)
est séparé et complet pour la topologie V-adique, et H*(X, ̂ Wt2')/F' est un W-module de longueur
finie.

(2.4) Dévissage de ^W.Q\ — Pour prouver (2.3.2), nous aurons besoin de
résultats sur les pro-complexes ^.W.ti'/^i? analogues à ceux de [10, II (2.10)],
relatifs aux pro-complexes W.Q^'/V^ (où V^, est ^^'V en degré j). La propreté
de X est inutile ici, les calculs de ce numéro valent pour tout schéma X lisse sur une
base parfaite S de caractéristique p > o.

Soit ieZ. Dans ce qui suit, W.û" désigne le pro-objet des complexes de
de Rham-Witt de cran n. La projection canonique ^W.tî"->^,+iW.Q' envoie
F^^W.tT dans F^^i^^iW.tr, donc définit un épimorphisme de ^W.ty/F^
sur ^i+iW. 07^,4-iî dont nous noterons L^ le noyau :

(2.4.1) o^> L, -> ^W.Q7F^^W.tî- ̂  ̂ 4-iW.û7F^^,W.Q- ̂  o.

On a donc :
L,= (o -^W.Q^F'W.Q'+^W.Q1-1)

-^ (F'W.Q14-1 + rfW.îy^F'W.Q14-1 ^F'W.n^^F'W.iy4-2 -> ...

^F'W.Q^^^'^F'W.Q14-'4-1 ->...).

Considérons le pro-complexe (concentré en degrés ̂  i)

M,== (o^W.nY^W.^+rfVW.^-^-^W.Q^1^^ ... ->W.Q^-^...)

(avec les notations de (II (3.5.3)), M. = ^(W.Î2-(z, i)/^)). Comme F'=^F et
fdV=d, Phomomorphisme F^ : W.^1 -^W.n^', égal à ^F en degré i + A,
induit un homomorphisme /: M, ->L».

(1) Même observation que pour (2.1.4).
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Lemme (2.4.2). — On a une suite exacte de pro-complexes

(a.4.2.1) o ^M.-^L.^N.-^o,

avec N. = (o -^W.Q*/FW.Q<4. ̂ FW.t2•+l + rfW.Û<)^FW.Ût+l ̂ o),

concentré en degrés i et i + i.

Par définition, / est un isomorphisme en degrés> i + 2, et l'on a N, = L.//M..
Il reste à vérifier l'injectivité de/en degrés i et i + i. En degré i, elle résulte du fait que
F : W.Q' -^W.û* est injectif et que F(/»W.Q* + rfVW.Q*-1) =/>FW.Q* + rfW.Q*-1.
En degré i + i,

f=pT: w.iy+1/^ -?. (^FW.n'+1 + ̂ w.^/^Fw-n^1 = L*+1

est composé de l'isomorphisme pî1 : W.Q*+1^ ̂ ^FW.Û'+^F et de l'injection natu-
relle de ^FW.^+^F dans L*+1.

Lemme (2.4.3). — N( est acyclique.

D'après [10, I (3.19)], la différentielle d de W.Q- donne une injection de
VW.QV^W.Û* dans W.n'+VVW.Û^1, donc a/orôm dans W^^.^1. Le
lemme résulte alors du diagramme commutatif suivant :

VW.Q'/^W.Q* -^ (</VW.Q<+^W.Û<+l)^W.n•+l

W.Q'/FW.Û* -i> (/'FW.ni+l+(/W.Q•)^FW.Q•+l

Z^OTOTC (2.4.4). — La projection naturelle M,-^^ est un quasi-isomorphisme de
pro-objets (Q^* étant considéré comme pro-objet constant).

D'après [10, I (3.20)], les projections naturelles donnent un quasi-isomorphisme
de suites exactes :

M.' W.Q*/^ M;'

tP" Q- î^-1

où

et
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Mais, d'après [10,1 (3.19)], Jf1""1^!^ == o, de sorte que la projection évidente M,' ->M^
est un quasi-isomorphisme, d'où le lemme.

(Par un argument similaire, Nygaard [17, (i .3)] a montré que, plus généralement,
pour tout n, la projection naturelle (cf. (II (3.5.3)))

^(W.Q-M/^^W^1

est un quasi-isomorphisme.)
Combinant (2.4.2)3 (2.4.3) et (2.4.4), on obtient un isomorphisme canonique

(de la catégorie dérivée des pro-W-modules sur X)

(2.4.5) L^a^.

(2.5) Preuve de (2.3.2). — Par définition de F' (1.1.1), on a, pour tout n^ i,

F'^W.Q^C^W.ty, donc le composé W.Q^W.iy-^W^1 (où la seconde flèche
est la projection canonique) est nul, et par suite il en est de même des composés

W.QYBW.Q1-^ W.QVBW.Û1 ^W^/BWjy et

^w.a- -^ ̂ w.ir —> ̂ W,Q-

(où les secondes flèches sont les projections canoniques). Par application de lim H*(X, —),
il en résulte que F^H^X, ̂ Wîî') est contenu dans le noyau de l'application
canonique H*(X, ̂ WtT) ->ir(X, ̂ W^tT); autrement dit, la topologie F'-adique
de H*(X, ̂ Wû') est plus fine que la topologie limite projective T. Or, comme
H'(X, ̂ WtT) est T-profini, et que F' est continu pour T, les F^H^X, ̂ WtT) sont
fermés (I (0.5)), donc (I (0.1)) H*(X, ^WÎT) est séparé et complet pour la topo-
logie F'-adique. Il reste à montrer que H^X, ̂ WÛ^/F' est de longueur finie. Consi-
dérons pour cela la suite exacte de pro-complexes (rappelons que F^ (i • 7 • 3) est injectif)

(„) o —> ̂ ,W.Q- -^ ̂ ,W.Q- —> ̂ ,W.nVF^^,W.Q- —^ o.

Comme H*(X, ^,W^Q*) est de longueur finie pour tout yz, la limite projective de la
suite exacte longue de cohomologie associée à (*) est exacte, donc fournit une injection

(2.5.1) H*(X, ̂ WiD/F' ̂  IT(X, ̂ WQ7F^) := HmH*(X, ̂ ,W.û7F^,).

Il suffit donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme (2.5.2). — Le ^-module H*(X, ^VVÏT/F^») ^m en ( 2 •5• I ) est ^ longueur
finie.

Nous allons prouver (2.5.2) par récurrence descendante sur i. L'assertion est
vraie pour i> N, puisque W.Î21 == o pour i> N. Supposons-la établie pour i + i,
et considérons la suite exacte longue de cohomologie associée à (2.4.1) :

(i) ... ^IT(X,L,) -^(X.^W.iy/F^) ^H^X.^^W.QYF^+i) ^ • . •
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Les termes de (i) sont des pro-modules de longueur finie, donc la limite projective
de (i) est une suite exacte, qui s'écrit

(2) ... -^ IT(X, L<) -> IT(X, ^Wi2-/F^) ^ IT(X, ̂ ^Wîr/F^,) ^ ...

D'après (2.4.5), ir(X, L») est isomorphe à H*(X, iî^1), donc est un A-espace vectoriel
de dimension finie. Par l'hypothèse de récurrence, il en résulte que H*(X, ^WtT/^»')
est de longueur finie, ce qui établit (2.5.2) et achève la démonstration de (2.3.2).

(a. 6) Preuve de (2.2). — La suite exacte longue de cohomologie associée au triangle
distingué canonique (écrit comme une suite exacte courte)

o -^^W.Q'E-j] -^.W.ÎT ->^,+iW.tT ->o

est formée de pro-modules de longueur finie, donc a pour limite projective une suite
exacte, qui s'écrit

(a.6. i) . . . -> IT-^X, ̂ WÎT) -> H*(X, ̂ WîT) -> H*(X, ̂ iWÎT) -> ...

D'après la variante (I (4.3)) de (I (2.5) a) et b))^ il résulte de (2.3.2) que, pour tout r,
H*(X, ^yWQ') est extension d'un W-module libre de type fini par un W-module annulé
par une puissance de p. Grâce à (2.6.1), la même propriété est vraie pour
ir-^X.J^Wty) (cf. [10, II (2.14)]), ce qui prouve a ) . La démonstration de b) est
analogue à celle de [10, II (3.2)]. On note d'abord que les opérateurs F', V sur ̂ W. û',
vérifiant F'V == VF' = p, munissent H^X, e '̂WQ*) d'une structure de R'°-module
(de niveau i), et le même raisonnement que celui fait au début de la preuve de (2.3.2)
montre que F' est topologiquement niipotent sur H*(X3^?JWi2e), donc aussi sur le
W-module de type fini quotient de H*(X,^7JWt2*) par son sous-module de ^-torsion.
Par suite, les pentes de F' sur H^X.^Wtr) ®K appartiennent à l'intervalle ]o, i],
Grâce à (i . 7.6), il en résulte que, pour tout (î,j), les pentes de 3r opérant sur "E|î ® K
appartiennent à l'intervalle ]j— î ']. Il en est donc de même, pour tout r^ 2, des
pentes de 8r opérant sur "E^K. Alors "E^K et "E^'-'4-1 n'ont pas de pente
en commun, et par suite dy ® K == o. Pour la dernière assertion, on note que l'endo-
morphisme ^ de ^-W.ûx coïncide avec ^"^F^., ce qui entraîne, compte tenu de
(2.3.2), que les pentes de gr opérant sur H*(X, ^WtT) ®K sont >j — i; la conclu-
sion découle de la suite exacte (de F-isocristaux)

o -> P,H'(X/W) ® K -> H'(X/W) ® K -^ H*(X, ̂ ^WQ-) ® K -> o

déduite du triangle distingué canonique o -^^W.tT -^W.tî* ->t^^^W.09 -> o.
Ceci achève la démonstration de (2.2).

Remarques (2.7). — a) Nous donnerons en (III, 6) une autre démonstration de (2.2).
b) On a observé plus haut que la suite spectrale conjuguée peut être définie par

voie cristalline, indépendamment de la théorie du complexe de de Rham-Witt. Or la
démonstration de (2.2) qu'on vient d'exposer s'appuie sur cette théorie, donc apparaît
assez artificielle. En fait, les calculs de (2.4), qui sont le cœur de l'argument, peuvent
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être présentés de façon purement cristalline, sans référence au complexe de de Rham-
Witt. L'ingrédient clé, qui conduit d'ailleurs à une généralisation relative de (2.4.5)3
est le théorème d'Ogus [2, (8.20)] (cf. lettre de L. Illusie à A. Ogus du 31-8-80).

3. Complexes de Nygaard et extensions canoniques

(3.1) Soit A une catégorie abélienne. Si L est un complexe de A, Infiltration

canonique de L, par les complexes .̂L = ( . . . -^L1"1-^ Z1 ->-o), fournit certaines
flèches dans la catégorie dérivée, que nous allons rapidement rappeler. Notons d'abord
que, pour tout i e Z, la projection canonique

( 3 . 1 . 1 ) t^Llt^_,L^^L[-i]

est un quasi-isomorphisme. Plus généralement, posant, pour a < b < + oo,

(3.1.2) ^,5]L= (o^V/B^L04-1^... ^L^-iz^o)

(avec la convention que f^'L=^aL[—a]), la projection canonique

(3.Ï.3) ^L/^a-iL-^.qL

est un quasi-isomorphisme (pour b == + oo, ^qL==^L). Grâce à (3.1.1),
l'extension

(3.1.4) o ^^,L/^,_iL -^+iL/^<-iL ->^+iL/^L ->o

fournit un triangle distingué (1)

(3.1.5) o^^U-î] -^+iL/^,L ̂ ^L[-(î + i)] ->o.

La flèche

(3.1.6) d : ̂ ^L ^^L[2]

déduite, par translation, de la flèche de degré i de (3.1.5) sera dite flèche canonique.
On sait que, par application d'un foncteur cohomologique T* à valeurs dans une caté-
gorie abélienne B, d fournit la différentielle d^ de la suite spectrale

E^==T^'L =>T*(L).

On peut définir (3.1.6) de la manière équivalente suivante : grâce à (3.1.3), l'exten-
sion (3.1.4) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans l'extension

(3.1.7) o^^LC-t] ->^^L^^,L/^L^o,

d'où ron déduit (grâce à (3.1.1)) un triangle distingué

(3.1.8) o^^L[-i] ^^^^L->^+ 1L[-(^+I)] ^o,

dont la flèche de degré i donne (3.1.6) par translation.

——————— N
+!/ .,
/ \

(1) Nous écrirons souvent, par abus, un triangle distingué L -> M comme une suite exacte courte
o->L->M->-N->-o.
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D'autre part, grâce à (3.1.3) pour b == + oo, l'extension

(3.1.9) o ->t^L ->L ->L/^L ->o

fournit un triangle distingué

(3.1.10) o ->^,L ->L ->^^iL ->o,

dont la flèche de degré i

(3.1.11) d: t^,L^{t^L)[î]

est reliée à (3.1.6) par le carré commutatif suivant :

t^^-L ———d-——> (^L)[i]

(3-1-")

o .
^+IL^ (, + i)] _^ ^L[-t][i]

(où les flèches verticales sont les inclusion et projection naturelles). Cette compatibilité
découle des morphismes de suites exactes évidents

o —>^L[- î] —> t^i+^'L —> ̂ ,+iL/^,L —> o

î î II
o ———> t^L ———> ̂ i+iL —> ̂ ,+iL/^,L —> oî r r
o ———> ̂ L —————> L —————> L/^L —> o

Enfin, il nous sera commode d'utiliser les notations suivantes :

(3.1.13) .̂L = L/̂ ,,L = (o ^L1-1/^-1^!/ ^L^1 ̂  ...),

^L ^^L/^.J^o^L1-1/^-1-^-^).

(3.2) Dans toute la suite de ce numéro, X désigne un schéma lisse sur une base
parfaite S de caractéristique p> o, et W.û; (ou W.tT) le pro-objet des complexes
de de Rham-Witt de cran n. Nous allons établir certaines compatibilités entre les opéra-
teurs F^,, V^, de (1.7), la flèche d de (3.1.11) relative à L = W.iT (A étant la
catégorie des pro-W-modules sur X), et les complexes de de Rham-Witt modifiés de
Nygaard [17], qui sont déjà intervenus en (II (3.5))-

Soient i et n des entiers, avec n ̂  o. Nous considérerons les complexes de pro-
W-modules déduits de W.ÎT par la modification suivante de d: W.û1"1 ^W.i21 :

(3.2.1) W.û-(^) = (W.^-^W.i21-i. . .-^W.Û^- l d^a,-WW.Q^^...)

(3.2.2) W.û-(i, - n) = (W.^W.Q1-^ ... -^W.ii1-1^ (TÏW.Q1-^ . . . )

(nous omettrons par la suite les ^ et cy"^ quand il n'en pourra résulter de confusion).
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On a une suite exacte (de complexes de pro-W-modules)

153

(3-2.3)
•v» f-no ->• ̂ (W.n* -S- W.Q'(î, n) -> <r,-%.+iW.Q* -> o,

y"
où/_n est l'identité en degré < i — i et le composé ZW.Q*-> ZW.Q*'<-» W.Q* en
degré i (1.3). On a de plus des morphismes de suites exactes

o —> <T.-"^,W.Q- ——^ <i.-"W.Q' ——> <r.-"^,^W.iy —> o

^"•î î7''" I I

(3.2.4)

o

^.W.Q*

.̂W.ir

W.Q*(î,»)

k»4'

W.Û-

^-%<+iW.Û-
F^:l>+l

^<+iW.Û-

où les flèches verticales médianes sont définies par le diagramme commutatif suivant
(cf. (II (3.5))) :

W.6» —
p»i(i-l)V« T

W.(P —

-> ... —> W.Q-2 —
^p"v"

-> ... —^ W.ii1-2 —

-> W.Q1-1 —>
^

V"

,.- ^- i dV"
-> W.Q'""1 —>

W.Q* —

II
W.Î2* —

1-y

-» W.Q'+1

-> W.Q^1

|p"F"
•y

w.^ w.a-2
W.Q'-1 W.iî' W.Q'4-1

(N.B. — Dans (3.2.4), F^,+i : ̂ ,+^W.Q' ̂  ^,+iW.Û* est l'homomorphisme défini
par ̂ "'F en degré j, de sorte qu'on a un carré commutatif

^,^W.Q- —> ^,^W.Q-

(3-a.4-1) ^t+i .̂+1

^,+iW.a- —> ^^iW.Q-

où les flèches horizontales sont les quasi-isomorphismes projections naturelles (3.1.3).)
Notons

(3.2.5) <n: ^+iW.Q- ^o:^W.Q-[i]

la flèche de degré i définie par (3.2.3)3 et

(3.2.6) d=d^: ^^,W.t2-^^W.Q-[i]

la flèche (3.1.11) relative à L == W.û*. La partie supérieure de (3.2.4) fournit la
relation

(3-2.7) ^ A - d ,
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et la partie inférieure donne, compte tenu de (3.2.4.1),

(3.2.8) (<W^ =</,„.

Combinant (3.2.7) et (3.2.8), on obtient notamment la formule fondamentale

(3.2.9) V^(<T.</)F^..,i=</,

qui nous permettra plus loin de munir le terme Eg de la suite spectrale conjuguée d'une
structure de R'-module : comme F î (resp. V ,̂) induit F' (resp. V) sur^+^.û-
(resp. J^W.Q'), (3.2.9) entraîne en effet, grâce à (3 .1 .12 ) :

(3.a.io) V'(<r.</)F' = d,

où

(3.2.11) d: J^+^.û'^^•W.û'[2]

est la flèche canonique (3.1.6).

Observons que (3.2.3) induit la suite exacte

(3.2.xa) o -^W.D-[- ,] ̂  ^yW.Q-(î, „) -> CT.-"^W.Q- ^o,

dont le triangle distingué associé s'écrit

(3.2.13) ^rw.û-[- i] ̂  ft,..+yW.n'(t, n)
-^-"jr^w.Q-j:-^ + i)] -^jfw.Q'c- i + i].

Le fait que la flèche de degré i soit dF" résulte en effet de (3.2.8) (compte tenu de
(3.1.12)) .

Donnons maintenant une liste de compatibilités parallèles faisant intervenir
W.û"(t, — »). Tout d'abord, on a une suite exacte

(3.2.14) o^^<W.Q--^W.Û'(i,-n)-^a:^,^,W.Û'^o,

où /„ est l'identité en degré < î — i et le composé ZW.Û'^ZW.Û^W.O* en
degré i, et des morphismes de suites exactes

0 -^ <^«W.Û- ———> (T:W.Q- ———> <^>.^W.iy —^ o

"4 K" " I I
(3.2.15) o ——> ^.W.Q- -^ W.û-(î,-n) -^ <T:^..+iW.a- —^ o

II î^- î^i

o ——^ ^<W.Q- ————^ W.û- ————> ^,+iW.Q- __^ o

où les flèches verticales médianes sont définies par le diagramme commutatif suivant
(cf. (II (3.5))) :
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W.Q-2 —^ W.Q-1 -^ W.Q* —^ W.Q*+1 -W.(P
pn(«-l)V"

W.(P
^ ^ [[

W.Q1-2 —> W.Q-1 -""1 W.Î2* W.Q'+1

pnpnt

W.ût+lW.Q-2 —> W.n-1 —> W.Q*W.(P

155

(même convention que plus haut pour F^,^.i). Si

(3.2.16) d^: (i^^.W.ir ^^,W.Û'[i]

est la flèche de degré i définie par (3.2.14), on déduit comme ci-dessus de (3.2.15)
qu'on a :

(3.2.17) v'^W) =</,_„,
(3.2.18) <-nF^i=rf,

d'où résulte à nouveau (3.2.9). Par ailleurs, (3.2.14) induit la suite exacte

(3.2.19) o ^jrW.Û-C- t] ^f[,,+yW.Û'(t, - n) ^^w.Q- ^o,

dont le triangle distingué associé s'écrit (grâce à (3.2.17))

(3.2.20) Jf<W.Û-[- i] -^ ̂ .^W.n'(», - n)
V'"<j—^ (^jr+^.Q-c- (»• + i)] -4.jfw.û-[- i + i].

(3.3)11 découle des relations V'rf = dV (1.3.4) et V" F" </==/>"</== <fV" F"
qu'on a (pour î et n comme ci-dessus) un carré commutatif

W.nVF»</W.Q-1 -1> ZW.Û*+1

(3.3.1) v v»

W.Û'/rfV"W.Q-1 -^ ZW.Û^1

qu'on peut considérer comme définissant un morphisme de complexes

<[,,.+i]W.Q-(î,-K)

(3-3-2) (V»,V")

^^,.+i]W.Î2-(î,»)

(avec les notations de (3.2.1) et (3.2.2)).
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Proposition (3.3.3). — Notons (par abus)

y : w. ty/^w. ty-1 -> jrw^-
la flèche composée de la projection canonique W.^/âr^W.Û1-1 -> W Q1 ^ ̂  Visomorphisme
de Cartier G- : W^^^W.Q- ( 1 . 4 . 1 ) . 0^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  complexes de pro.
W-modules)
r \ CVfl Vît}

(3.3.3.1) o —^ ̂ yW.Q^-, - n) ^——i o:ty^W.Q'(i, n)

-^ o:̂ <w '̂[- î] -^ o.

Gomme V est un automorphisme de ZW.a*+1, l'exactitude de (3.3.3. i) équivaut
à celle de la suite

(3.3.3.2) o -^ W.Q'/F'W.Q*-1 -^ W.^/rfV^.a-1 -^jrw^- -^ o.

Or l'exactitude de (3.3.3.2) au centre et à droite est assurée par définition de F», et
à gauche elle résulte de l'exactitude au centre de la suite exacte

(3.3.3.3) o-^w.a-l-(F't^F"iw.n-l®w.n<^'±^w.nl—>w„û<—>o,
qui se vérifie comme (II (1.2.2)) (à partir de [10, 1 (3.17.2) et (3.21)]).

(On comparera (3.3.3.2) à la suite exacte

(3.3.3-4) o -^ W.Q-^W.Q-1 ̂  W.Û'^W.Û* —^ W^û* -^ o

déduite aussi de (3.3-3-3), et mise en évidence par Nygaard [17, (1.4)].)

Notons que (3.3.2) s'insère dans un morphisme de la suite exacte (3.2.19) dans
la suite exacte (3.2.12) :

^W.iy[- î\ -^ t^^W.Si'{i, - n) -^ <^yW.Û-—> oo

(3-3.4) p'" (V", V" v">

V'«
o-^ a:^W.Û'[- i] -^ o:̂ .̂ ,W.Û-(,, „) ——>^W.Q'——>o

Compte tenu de (3.2.13) et (3.2.20), le morphisme de triangles distingués défini par
(3 •3-4) s'écrit (en négligeant les (T")

(3.3.5)

^••W.û-[- ,] -^ ̂ ^W.Q'(i, -n) ->^<+iW.Û-[- (i + i)] ̂ ^W.tn- i + i]

F'n
(I) (Vn,v») (2) V'n

(3) y'n

^•W.Q-[- {] ̂  ̂ <^]W.Q-(î, n) ——^^W.Q-l:- (i + i)] ̂ jrw.^- i + i]
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On a aussi un triangle commutatif

i57

(3.3.6)

y»
oïJTW.Q^-i] -^ <T:^,+yW.Û-(i,n)

.̂ IF»
TC^^ 4,

o:jrw^[-- i]

où TT est la projection canonique. Considérons la o-suite déduite du carré (3) de (3.3.5) :

(3.3.7) o —>^i+lw.o.9[- 2] ̂ "^^F-^W.Q^— 2] ®^rw.Q-
dF^+F'" j?rw.a- —>^rw^- —> o.

Compte tenu de (3.3.3), (3 •3-5) et (3.3- 6) ? (3-3-7) jouera le rôle d'une résolution
de Jf^W^ir, analogue à celle de W^Q" donnée par (3.3.3.3) ou (II (1.2.2)), et sera
l'ingrédient essentiel du théorème de finitude (5.2).

(3.4) Examinons, pour terminer, la dépendance en n du morphisme (3.3.2),
que nous noterons (3.3.2)^. Pour alléger, nous omettrons de préciser les a-linéarités.

On définit un morphisme

(3 -4 - ï ) ^ (3-3-2)n+i -^^-^n

par le carré commutatif

(p,p)^4-i]W.n-(t, ~ {n + i)) —> ^,^W.iy(t, - n)

(3.4-1') (Vn+l,V'"+l) (V^V»)

^4-l]w•i2^7^+I)
(F, F')

^,+i]W.i2-(i,n)

Le morphisme (3.4.1) induit la projection canonique TC î.^W^+iîî* ->.^W^iy, en
ce sens qu'on a un carré commutatif

(F, F')^4-i]W.ty(^+i) —> ^^w.n-M

(3-4-2) F»+I

^X+t"'[-»] Jf*W»Q*[— t]

J57
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(où les flèches verticales sont les flèches de droite de (3.3.3.1)). D'autre part, la flèche
supérieure de (3.4.1') s'insère dans un morphisme de (3.2.i9)n+i dans (3.2.19),, :

pn+l
o —> jTW.tn-i] —> ^+l]w•iy^-^+I)) —> ^+i]W.Û- —> o

(3-4-3) F' (P.P)

pn

o —> jrw.Q-[-i] —> ^^^w.Q-^-Ti) ^W.Q- —> o

De même, la flèche inférieure de (3.4.I') s'insère dans un morphisme de (3.2.i2)^+i
dans (3.2.12),, :

0
v'"+i

^•W.Q-[-î] —> ^^^W.Q-(î,n+ i) —> ^4-1]^^ —> 0

(3.4.4) (F, F') F'

V»
o —> jrW.Q-[-i] —> ^^^W.û-(z,n) ————^ ^4-l]w•n< —> °

Les diagrammes (3.4.2), (3.4.3) et (3.4.4) montrent que (3.4.1) induit un
morphisme de (3.3.7)n+i dans (3.3.7)n de la forme suivante (où ^==^rW.ty) :

(3.4.5)

o ^i[_ a] (Y"•tl•-Y"•tld) ̂ [- 2] œjr '-'̂ ^ ̂ i — ̂ w^n- -^ o

(F', F)

o —^ Jr+l[- 2] (V'",-V'»ii) ^•+i[_ 2] ®^f 'iF"'+F'̂  r̂ —> ^fw^û-

Observer l'analogie avec le morphisme de (II (i .s.a^+i) dans (II (1.2.2),,) déduit

de (I (3.3.3)) :

o __ Wû1-1 (F''+l•-F"+ld) WQ-^WQ* svlw^ Wû< -. W^.Q1 -̂  o

(V,V)

o __ Wû1-1 ^-r'"^ WQ-^WQ1 -^^ WQ- W»îî' ——^ o
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4« Une suite spectrale auxiliaire

Les constructions de ce numéro sont destinées à nous permettre, au n° 5, d'exploiter
l'analogie entre les suites (II (1 .2 .2)) et (3.3.7)» à l'aide d'un substitut à la suite spec-
trale (II (i.4.4)1 ou (I.4.8)1).

(4.1) Soit A une catégorie abélienne. On note C(A) ou A' la catégorie des
complexes de A, GF(A) la catégorie des complexes filtrés de A, de filtration finie (décrois-
sante), et, si [a, b] est un intervalle de Z, GF^'^A) désigne la sous-catégorie pleine
de GF(A) formée des complexes filtrés (M, F" M) tels que g^M == o si i ^ [a, é], i.e. tels
qu'on ait M = F^DF^MD ... DF^DF^M == o. On note DF(A), DF^(A)
les catégories dérivées correspondantes, obtenues en inversant les quasi-isomorphismes
filtrés [9, V, i] (rappelons (loc. cit.) que DF^'^A) est une sous-catégorie pleine
de DF(A)), et D*F(A), DT^A) les sous-catégories pleines définies par des conditions
de degré * = + , — , etc.

(4.2) Notons

(4.2.1) Car (A')

la catégorie des carrés commutatifs de A' = C(A),

L-i,-i J^ LO,-I

L= d" d- (<Tff == d ' à " }

L-1.0 âl > L°°

considérés comme bi-complexes de A' concentrés en degrés [— i, o] X [— i, o]. Pour
LeobGar(A'), soit

(4.2.2) K(L) =(o-^L- l '- l (^^L- l 'o®Lol- l^-^LOO—>o)eobC(A')

le complexe simple (de A') associé à L (donc concentré en degrés [— 2, o]), et soit

(4.2.3) A(L) == sK(L) eob G(A)

le complexe simple (de A) associé à K(L), K(L) étant considéré comme bi-complexe
de A. La filtration de K(L) par les tronqués naïfs définit une filtration en deux crans
de k{L) :

F-^L) == A(L)

F-^(L) ==s(K(L)^-1) =s(o—>L~ l• o©LO (- l^ d>LO O—>o)

F°À(L) = L00,
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de gradué associé

gr-2^)^-1'-1^],

gr-^^L-^eL0.-1)!:!],

gr^(L) ==L°°.

On obtient ainsi un foncteur

(4.2.4) k: Car(A') -^GF^^A).

Disons qu'une flèche de Gar(A') est un quasi-isomorphisme si elle induit des quasi-
isonxorphismes sur les sommets, et notons car(A') la catégorie déduite de Car(A') en
inversant les quasi-isomorphismes. Par définition, k transforme quasi-isomorphisme
de Car (A') en quasi-isomorphisme de GF^'^A), donc définit par passage au quotient
un foncteur

(4.2.5) k: car(A') -^DF^^A).

Pour tout objet M de DF(A), et tout i eZ, l'extension

o -^gr^M ^F^M/F^M ^gr1-1]^: ->o

définit une flèche de D(A),

gr^M^MI:!],

dite flèche canonique. Il est aisé d'expliciter ces flèches canoniques dans le cas où
M == A(L) : elles sont données par

(4.2.6) (gr-^(L) ̂ gr-^(L)[i]) = (L-1.-1'^^'^1'»®^.-1)^],

(gr-^(L) ^gr°A(L)[i]) = (L-^C L°>-1-^^ L°°)[i],

comme on le vérifie trivialement.
Une dernière remarque, concernant le calcul de A(L). Supposons qu'on dispose

d'un complexe M = (M~1 —>- M°) de A', et d'une augmentation u : L -> M, i.e. d'un
carré commutatif

L°.-1 ̂  M-1

LOO ^-> M°

avec ^"^^o, u^d' == o, de telle sorte que u définisse des quasi-isomorphismes
de G(A) :

u-1: sÇL-1'-1-^-1) ^M-\

u0 : sÇL-^^L00) ^M°.
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Alors u définit un quasi-isomorphisme K(L) ->M de C(A'), d'où, par application
de s, un quasi-isomorphisme de C(A) :

(4.2.7) u: k{L) ->sM.

(4.3) Soit L e ob Car(A'), notons N1 = s(o -> L-1'1 4. L0'1 -> o) e ob A' le
cône de d\ e : N* -> L"1'^!] la projection canonique. On a un carré commutatifde A' :

N-1 -^ L-1'-1^]

r(L) == d <r

N0 ——> L-1'0^]

où d est définie, par fonctorialité, par les flèches d" de L. On définit ainsi un foncteur

(4.3.1) r: Car(A') ^Car(A')

(« r » comme « rotation »), qui transforme quasi-isomorphisme en quasi-isomorphisme,
donc induit un foncteur, encore noté r, de car(A') dans car (A'). On notera k' le foncteur
composé

(4.3.2) k' === kr : Gar(A') -> CF^^A) (resp. car(A') -> DP-^A)).

On a donc :

(4.3.3) gr-^'(L) == N-^],

gr-^W^N^L-1-1^!],

gr%'(L) ^L-^EI].

De plus, comme les triangles

L1'-1 -"-> L1'0 —^ N1 —> L^^i]

sont distingués, il résulte de (4.2.7) que l'augmentation d ' de r(L) dans L°''[i] définit
un quasi-isomorphisme

(4.3.4) ^(L)^(sL°-)[i].

Enfin, les flèches canoniques (4.2.6) s'écrivent ici :

(4.3.5) (gr- '̂(L) --^gr-^L)!:!]) == (N-l^^?eL-l•-l[I])[2]

(gr-^^L) —>gr°A'(L)[i]) == (N^L-1-1^] ̂  L-^i])^].

(4.4) Supposons maintenant que A possède suffisamment d'injectifs, et soit T
un foncteur additif de A dans une catégorie abélienne B. Le foncteur T admet
un foncteur dérivé RT : D^(A) -^D^B), et un foncteur dérivé filtré [9, V]
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RT:D+F(A)-^D+F(B), envoyant D+F^A) dans D+F^(B). Rappelons que,
pour tout M eob D"''F(A), on a un isomorphisme canonique

(4-4-') RTgrM=grRTM.

On posera R»T = ̂ f"RT.
Notons car+(A') la sous-catégorie pleine de car(A') formée des carrés dont les som-

mets appartiennent à D"'"(A). Soit L e ob car+(A'). On a alors A'(L) e ob D+F1"2'0^).
Considérons la suite spectrale du complexe filtré RT(^'(L)) eobD"1^-2'0^), qui
s'écrit, compte tenu de (4.4.1),

(4.4-a) E? = R^'ngr^L)) => R*T(À'(L)),

où G == sL°-', et R*T(^(L)) = R*+1T(C) (4.3.4). D'après (4.3.3) on a :

(4.4-3) E?=o si ii [-2,0],

Er2'-' = R'T(N-1)

Er1'-' = R^T(N°) ®R^+1T(L-1•-1)

E?-' = R•'+1T(L-1•0).

II résulte d'autre part de (4.3.5) que le terme Ei, concentré dans la bande [— 2, o] x Z,
a pour '̂-ième ligne

(4.4.4) EÎ' = (R'T(N-1) -(d^4. R.'T(N°) ® R'+^L-1--1) t-^ R^^^0--1)).

En pardculier, on a, pour tout j,

(4.4.5) E,-^=E,^,

et une suite exacte

(4.4.6) o ̂ gr-^-^G) ^E^-2'^ E^'-1 ^gr°R^T(G) -> o.

C'est la suite spectrale (4.4.2), relative au carré de gauche de (3.3.4) et au fonc-
teur T = H°(X, —), qui nous fournira le substitut désiré pour (II (1.4.8)).

5. Cohérence de "Eg

A partir de maintenant, X désigne un schéma propre et lisse sur k.

(5.1) Considérons la suite spectrale de pro-W-modules définie par les suites
spectrales conjuguées de cran n (2.1.1) :

(5 .1 .1 ) ':E^=H\X,^W.fy) =>IT(X,W.Q-) == H*(X/W.),

dont la limite projective est la suite spectrale conjuguée (2.1.3). La différentielle rfo
de (5.1.1) est définie par les flèches canoniques (3.2.11). Il résulte donc de (3.2.10)
qu'on a :

(5.1.2) V'^F' == d^: H^X.^W.a-) ^ir^X.J^W.Q-),
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et par suite

(5-1-3) V'^P = d^ : "E^ -> "E^-1,

où F' et V désignent les endomorphismes de

ir(X,e^W.Q-) (resp. H*(X,^f*W^) := lim H^X.jrW.iT))

induits par les endomorphismes F' et V de e^*W.t2\ Comme F' (resp. V) est or-
(resp. or"1-) linéaire, et que F'V === VF'==^ (1.3.8)3 la formule (5.1.3) montre
que F', V, d^ munissent le terme "Eg de la suite spectrale conjuguée d'une structure
de R'-module gradué de niveau i et bidegré (2, — i) au sens de (I (4.1), (4.2)).

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant, analogue de (II (2.2)) :

Théorème (5.2). — Sous les hypothèses et avec les notations précédentes^ "Eg est un R'-module

gradué cohérent.

(5.2.1) Rappelons (I (3.9), (4.2)) que cela signifie que, si l'on pose

FiPC'E^') = F'^'E^' + ^F'^'E^-2"'4-1,

alors :

a) pour tout (i,j) et tout n, "E '̂/FiP "E '̂ est un W-module de longueur finie, et
"E '̂ = &n "E^/FiP "E '̂ (en d'autres termes, "E est profini) ;

b) pour tout (î,j), "E^ est un W-module de type fini.

Par ailleurs, on a déjà observé (2.5) que, pour tout 72, le composé de F'^ :

^W.tT ->e^W.fy et de la projection canonique J^W.ÎT -^ J^'W^tT est nul.
Il en résulte qu'on a

(5.2.2) FiP "E^ C Ker n : H^X, ̂ WQ-) -> H^X, J^V^ÎT),

d'où un morphisme de systèmes projectifs :

(5.2.3) ("E^ = "E^FiP "E^ -> '̂  = H^X, ̂ W,û-).

On démontre comme (II (2.3)) la conséquence suivante de (5.2) :

Corollaire (5.3). — Pour tout {i,j), le morphisme (5.2.3) a pour noyau et conoyau des

systèmes projectifs essentiellement nuls de W-modules de longueur finie, en particulier donne un

isomorphisme de pro-objets :

(5.3.1) «Hm^rE^^^^m^'^.

La topologie standard sur "E^ {définie par les FiP1 "E )̂ coïncide avec celle définie par les noyaux

des flèches canoniques TC : "E^ ->- '̂ E^ (i.e. limite projective des topologies discrètes des ^E^).

La démonstration de (5.2) sera donnée en (5.6).
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Lemme (5.4). — Pour tout (î,j), "E '̂ ̂  séparé et complet pour la topologie définie par
les FiP //^ (5.2.1), i.e. "E '̂ == ^m "E^FiP "E^'.

D'après (5.2.2), la topologie Ti définie par les Fi? "E '̂ est plus fine que
la topologie Tg, limite projective des topologies discrètes des '^E^'. Or F' et
<4 sont continus pour Tg, donc (I (0.5)) Fil" "E^', image de l'application
^F'n+F'w: ' /E^2 ' J+ l®"E^-^"E^ est fermé pour T^. Il en résulte (I (0.1))
que "E^ est séparé et complet pour T^.

(5.5) Pour j e Z et n ̂  o, considérons le carré commutatifde complexes de pro-
W-modules sur X :

^•W.Q-[-i] ̂  ^^^W.û-(7,-n)[j-i]

(5.5.1) L == F'" (v»r»)

^W.tn-i] -^ ^^^W.Q-(j,^)[7~i]

déduit par translation (de j — i) du carré de gauche de (3.3.4) avec i ==j (dans
toute la suite nous omettrons de préciser les or-linéarités). Notons A la catégorie (abé-
lienne) des pro-W-modules sur X. L'exactitude des lignes de (3.3.4) fournit un iso-
morphisme canonique de D(F1A) :

(5.5-a) N^o-^jr^W.Q-E^j^^^W.Q-l:-^] ^o),

où N est défini à partir de L comme en (4.3). D'autre part, (3.3.3.1) donne un iso-
morphisme canonique de D(A), le second membre étant un pro-objet constant :

(5.5-3) G == sL°'- ̂ ^W^-[~- i]

(avec les notations de (4.3), (4.4)). Enfin, (3.3.5) montre que via (5.5.2) la flèche
e : N1 -^L"1'^!] de (4.3) est donnée par

(5-5.4) ^~1 = V'^: Jf^W.a-l:- 2] ->^W.t2-,
e° == rfF^ : ̂ -^w.iyc- 2] -^^'W.Q-.

Écrivons la suite spectrale (4.4.2) relative à L (5.5.1) et au foncteur
T == H°(X, —) de A dans la catégorie B des pro-W-modules, en rappelant en exposant
la dépendance en j :

(5.5.5) E? = (EÎT - H^X, gr^'(L)) ^ H*(X, G[i])

(avec H*(X, C[i]) s: H*(X, Jf-'W^Q') (5.5.3)). D'après (4.4.4), et compte tenu
de (5.5.2) et (5.5.4), la î'-ième ligne de E^ s'écrit (à isomorphisme canonique près)

(5.5.6) (ED^ (ir-^X.Jf^W.Û')

'-^''^''^H-^X.^'+^.Q-) eH'(X,.?^W.Q')
s2Jt"'+v"', H^X, ̂ 'W. a*) ),
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(où d^ est la différentielle de (5.1.1)). La suite spectrale (5.5.5) étant à valeurs dans
la catégorie des pro-W-modules de longueur finie, sa limite projective est une suite
spectrale, que nous noterons {^'.V. La î-ième ligne du terme E^, limite projective
de (5.5.6), s'écrit donc

(5.5-7) W = CTr2^1^"7^ "Er2^'4-1®'^^^-^'^).

Du procédé de calcul des Tor^R^, —) traduit de (I (3.4)) résulte alors que :

(5.5.8) (^^Tor^^R,,'^^-)

(l'exposant (î,j) indiquant la partie homogène de bidegré (t,j)).

(5.6) Démonstration de (5.2). — Notons (^^ (pour indiquer la dépendance en n)
la suite spectrale limite projective de (5.5.5). Pour A e Z donné, "E^"2'*' est un
R'-module gradué (par le second degré), de différentielle de degré — i, et l'on a

"Ê2 = © "E^-2-*-.
hez 2

On doit donc montrer que, pour tout A, "E^""2*'" est un R'-module cohérent. Compte
tenu de (I (3.8) et (5.4)), et grâce à (5.5.8), cela revient à prouver, pour tout A,
l'assertion suivante :

(A^) : Quels que soient les entiers n, t, j (n^ i), C^-2^' (== Tor^^R^, "E^-2^')
est un W-module de longueur finie.

Nous allons démontrer (A^) par récurrence descendante sur h. (A^) est vraie pour
h > 3N, où N == dim(X), car, si i + 2; = A, ou bien i > N ou bien j > N, et dans
l'un et l'autre cas on a "Er2'^1 = "E '̂ == o, donc (^ = o (5.5.7), et a fortiori
L^Y = °* Montrons que (AJ implique (A^_i). Considérons la suite exacte (de pro-
W-modules de longueur finie) de la forme (4.4.6) associée à la suite spectrale (5.5.5)
(en rappelant par un indice la dépendance en n) :

o ^gr-2Hi-2(x,.^w„tr> -> (^y^w-y
^grW-^X.^W^) -^0,

où G a été identifié à ^W^Q^— i] par (5.5.3). La limite projective de cette suite
exacte est une suite exacte qui, compte tenu de (5.5.8), s'écrit

(5.6.1) o -^gr-W-^X.^W^-) ̂ Tor^, "E,)̂  Tor?'(R^, "E^-^

-^grW-^X.^W^) ->o.

Faisons i = h — 2J dans (5.6.1). Comme H*(X, ̂ W^Q') est de longueur finie,
l'hypothèse (A^) (pour / = -— 2) entraîne, grâce à (5.6.1), que, pour tout n et tout j,
Tor?'(R^, "E^-1-2^ est de longueur finie, donc, compte tenu de (5.4), que "E$-1-2-»-
est un R'-module gradué profini. Il reste à vérifier que ce module est cohérent. Or
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l'isomorphisme (4.4.5) relatif à la suite spectrale (5.5.5) fournit, par passage à la limite
projective et compte tenu de (5.5.8), un isomorphisme

(5.6.a) Tor?'(R;;, "E^ = gr^H-^X, ̂ W«Q-).

Faisant i = h - i - 27 dans (5.6.2), on trouve que TorR'(R^"•E^-l-2''') est de

longueur finie pour tout n. Comme on sait déjà que "E^-1-2'" est un R'-module gradué
profini, on en conclut par (I (3.8)) que Toif'(R;,-E^-1-2--) est de longueur finie

pour tout n. Gela prouve (A,_i) Çi.e. la cohérence de "E^-1-2-.-) et achève la démons-
tration de (5.2).

Remarques (5.7). — a) Notons L,, le carré (5.5.1). Compte tenu de (3.4.3) et
(3.4.4), le morphisme (3.4.1) définit un morphisme de carrés commutatifs

(5.7.1) T Î : L,.+,-^L^

Par application de k ' (4.3.2), on déduit de TT un morphisme de suites spectrales

(5.7.2) 7T: (5.5.5)n+l^(5.5.5)n,

qui, d'après (3.4.2), induit sur l'aboutissement la projection canonique

TC : H*(X, ̂ W,,+iû') -^ H*(X, ̂ -W^').

Il résulte de plus de (3.4.5) que le morphisme de (5.5.6),,^ dans (5.5.6),. - et donc
de^ (5^5.7)n+i dans (5.5.7),. — défini par (5.7.2) est donné par p en degré -2,
(F', F') en degré - i, et l'identité en degré o. Compte tenu de la description de la
projection Tor^R^, -) ^ Tor^R;, -) donnée par (I (3.3.3)), on voit donc
que, par l'identification (5.5.8), la projection TC de (^y dans (^ correspond
à la projection canonique des Tor. D'après (I (3.8)), il en résulte notamment que les
pro-objets «Hm» (^ sont nuls pour / = - i, - 2, et que par conséquent la suite

spectrale de pro-objets «^n » (^ dégénère en E^. Le morphisme de systèmes projectifs

(^V (= H'(X, ̂ WQ-)/Fil") -> H*(X, ̂ W^-)

est donc un isomorphisme de pro-objets : on retrouve (5.3).
b) Les constructions du n" 4, faites en vue de la démonstration de (5.2), redonnent

également la suite spectrale (II (i .4.8)), qui joue un rôle clé dans la démonstration de la
cohérence du terme E^ de la première suite spectrale de de Rham-Witt (II (2.2)). En effet,
le complexe K(î) de (II (i .4.7)), muni de la filtration par les tronqués naïfs, n'est autre
que le complexe filtré k(M) associé, avec les notations de (4.2), au carré commutatif

Wû-1 -^X Wû*

M = F" V"

jvn

WÛ-1 —> Wû*

et la suite spectrale (II (1.4.8)) est celle du complexe filtré RF(X, K(î)).
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6, Applications

On continue de supposer X propre et lisse sur k. On désigne désormais par E
la suite spectrale conjuguée (2. i .3). Le théorème (5.2) a des conséquences analogues
à celles de (II (2.2)) développées en (II, 3), et dont nous allons indiquer rapidement
les principales.

(6.1) Tout d'abord, la cohérence de Eg entraîne, compte tenu de (I (2.9)), le
résultat de finitude (2.2) a)^ d'où découle formellement, comme on a vu, la dégéné-
rescence en E^ module torsion de la suite spectrale conjuguée. Gomme, de plus, E^ est
de type fini sur W pour tout r ^ 3, il en résulte que la suite spectrale conjuguée dégénère
en Eg modulo longueur finie.

(6.2) Pour tout {i,j), E^ admet le dévissage canonique (cf. (I (2.9)))

(6.2.1) V^B^CF^^Z^CEJ,

où V^B^' est le plus petit sous-R'°-module de E '̂ contenant B^'= Im ̂ -2tJ+l, et
p/-oo^ ^ p^g grand sous-R'°-moduIe de E^" contenu dans Z^ == Kerû^'. Les quo-
tients V^B^ et Z^F'-^Z^' sont de longueur finie, et F'-^Z^V'^B^ est un
W-module de type fini qu'on appelle le cœur de E^, et qu'on note

(6.2.2) Cœur(E^) = F'-^/V'^.

Sur V'^Bif, qu'on appelle sous-module de type dF de E^', F' est niipotent et V est sur-
jectif, de noyau de longueur finie. Le quotient E^/F'~OOZ3J, qu'on appelle quotient de
type F' (ou f'-unipotent ou unipotent) de E^, est un R^-module de Cartier unipotent :
V est niipotent, et F' est injectif, de conoyau de longueur finie. Le R'°-module El/V'^B^
est F'-fini, son cœur (resp. quotient unipotent) (I (2.7)) est le cœur (resp. quotient
unipotent) de E^. La différentielle d^ admet la factorisation canonique

E '̂ d> > E^2^'-1

(6.2.3)

E^F'-^Z^ —> v^B^-2^'-1

où la flèche horizontale inférieure est un domino (I (2.16)). On a (I (2.18.2)) :

(6.2.3.1) (E^' est de type fini sur W) o (V^-KJ = o et E^/F'-^Z^' = o).
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Enfin, si l'on définit de la manière habituelle la chaîne de cycles et bords

(6.a.4) o = BfCB^C ... CB?C ... CB^CZ^C ... CZ^'C ... CZf'CZ^' == Ef,

Z? == Ker ir(X, ̂ WQ-) ̂  H<(X, fy.^^Wû'Ij + i])

B? = ImH*(X, f(,+i,,+,_qWQ'[j - i]) 4. H^X^WQ'),

z^=nz«, B^UB?
(avec la notadon (1)

(6.2.5) H*(X, ^.qWQ-) := ̂ n H*(X, ^qW^Q-)),
n

de sorte que E? = Zy/B^ pour 2 ^ r < + oo, on a une propriété de survie du cœur
analogue à (II (3.4)) :

Théorème (6.3). — Pour tout (i,j), on a

(6.3.1) B^CV^CF'-^CZ^.

La démonstration repose sur le lemme suivant, analogue de (II (3.5)) :

Lemme (6.4). — a) (i) Pour tout r^ 2, Z? est stable par V : E '̂ -^E^.

(ii) Pour tout r^ 2, V endomorphisme V^^-^V' ^ E '̂ Zûtĵ  jteè/^ B^ <fo^
tWîA î/n endomorphisme, encore noté V^, A E?.

(iii) Po r̂ r^ 2, j&ojonj

P-^^eE^'IF^eZ;?'}.

Onu F'-^^CZ?, d'où une inclusion e : F'-^Z^/B? •̂  E .̂ De plus, on a

(6.4.1) V;^F'=^

oà F' : F'-^yB? -^E? ^ ^îm ^m^ à b) (i) ci-dessous.

b) (i) JW ̂  r^ 2, B? ̂  jtoéZ^ ^ar F' : î^ ->E^.

(ii) Pour tout r^ 2, l'endomorphisme F^ ==^r-2F/ ^ E^ /ûiĵ  ^ûé^ Z^ &^ tW^
tw endomorphisme, encore noté F^, ûfe E .̂

(iii) Po r̂ r^ 2, on û V'(B$')DB?', rf'oà ^ épimorphisme TT : E? -^ Z^V^).
On a de plus

(6.4.2) V'^F;=^,

oà V : E^'--'-^1 -> Z^^-'-^VV^B^^^-^1) ^ ̂ m ^ra^ à a) (i).

Esquissons rapidement la démonstration, qui est analogue à celle de (II (3.5)).
On a

Z? == ImH^X, f[,-,+2,,]WÛ'|j]) -> H^X.^WQ-).

(1) Même observation que pour (2.1.4).
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Comme l'endomorphisme V .̂ de ^.W.iî* induit V sur ^fW.Q' (1.7.2), l'asser-
tion a) (i) en résulte. On vérifie de même b) (i) à l'aide de F^ (1.7.3). L'assertion a) (ii)
découle de l'identité "

By == KerH^X.J^-WQ-) ^H'(X, ^,+,-qWQ-[j])

et du fait que l'endomorphisme V^^,_2 de ^.+,_qW.Û* induit/>'-^ sur J^'W.Q-,
car pV = V sur ZW.Q1 (1.3.3). L'identité

V^._irfF' = d: Jf'W.Q- -^_iW.Û'|j+ i]

(conséquence de (3.2.9)) entraîne l'inclusion F'-^'CZ^', puisque

F'^Z? = Ker dF' : H*(X, J^-Wû-) ^ H<(X, ^,_^,,,_yWQ-[j + i]).

Pour établir (6.4. i), on utilise à nouveau les complexes de Nygaard (3.2). Pour n e Z,
la deuxième suite spectrale d'hypercohomologie de X à valeurs dans W.û'(? — i, n)
est formée, comme on le vérifie facilement, de pro-W-modules de longueur finie, donc
a pour limite une suite spectrale, qu'on notera

E?(j - i ,»)= H^X.^WQ'O- - i, n)) ^ H*(X, WÛ'Q- - i, n)).

Il résulte de (3.2.8) que F'-^' = Z^j- i, i), d'où F'-^'/B^ = E?'(j - i, i).
Des morphismes de complexes V,._i i et F,._i i de (3.2.4) on déduit alors un diagramme
commutatif :

E '̂ ——-———————————a—————————————^ E'^^'-^1

-t ^J^

F'-^/B^E^J-I,!) -^El,+^-+l(J•-I,I) v;

"\ \^
E?' ————-———————————————^-—————————————————,^ ^i+rj-r+l

où se lit (6.4.1). La vérification de b) (ii) et (iii) est similaire.
On prouve (6.3) à partir de (6.4) exactement comme (II (3.4)) à partir de (II

(3.5)), en utilisant la finitude sur W de E '̂ pour r^ 3 (6.i).
Comme pour (II (3.4)), nous donnerons en (IV (2.14)) une autre démonstration

de (6.3), s'appuyant sur la structure de la cohomologie de X à valeurs dans les cycles
et les bords du complexe de de Rham-Witt.

Les corollaires (6.5) à (6.7) ci-après se déduisent de (5.2) et (6.3) comme (II
(3.8), (3.9), (3.io)) de (II (2.2), (3.4)).

Corollaire (6.5). — Soient ij e Z. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La différentielle d^ : E^-2'^1 -> E^' est nulle.
(ii) E^/F'E^' est de dimension finie sur k.
(ii') p/E^ est de dimension finie sur k.
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(iiï) E^-^VV'E^-2^4-1 est de dimension finie sur k.

(iii') v^"2'-^1 est de dimension finie sur k.

(iv) V^B^o.

(v) F'-0^-2^'4-1 = E^-2^4-1.

De plus^ ces conditions entraînent que toute différentielle dy aboutissant en î^ ou issue de E^"2^'1"1

est nulle.

Corollaire (6.6). — Soient i j eZ. &' E '̂ ̂  ûfe ̂  ̂ m sur W, ûfor^ E '̂ = E^

(̂ o^ différentielle dy aboutissant à ou issue de E}? est nulle).

Corollaire (6.7). — Soient i,j eZ. a) Z^y conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Z^F'—Zf;
(ii) Z '̂ ̂  stable par F', Le. Ker ̂  = Ker ^F' : E '̂ -> E^4-2^'-1.

JSiï̂  entraînent que toute différentielle dy, r^ 3, 2j.?î̂  ^ E^ ̂  nulle.

b) Z .̂y conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B^ === V^Bl;
(ii) B '̂ ̂  stable par V, i.e. Im d^ = Im V'^ : E^3^1 -> E '̂.

-E/fej entraînent que toute différentielle rfy, r^ 3, aboutissant à E^ ̂  nulle.

Le résultat suivant est une contrepartie de la dégénérescence partielle 'E^1 = 'Ej^
pour X de dimension N (cf. (II (3.9))) :

Corollaire (6.8).— On a, pour tout i, E^°=ES. En particulier, E^0 = H\X, ̂ f°Wû')

est de type fini sur W, et Von a une injection naturelle

(6.8.1) H^X, Jf°WQ-) <^ H^X/W).

U image de (6.8.1) est le plus grand sous-F-module de IT(X/W) où l^ opération <I> de Frobenius

est inversible (« sous-F-cristal unité »).

On montrera plus loin (IV (3.13.5)) que, pour k algébriquement clos, l'inclusion
Zip' ̂  Jf°W.t2x induit un isomorphisme H^(X, Zp) ® W -^ H^X, e^Wû-) (cf. Katz
[14 (8.2), (8.3)]).

Prouvons (6.8). Pour la première assertion, il suffit, d'après (6.5), de montrer
que E|°/F' est de dimension finie sur k. Grâce à la suite exacte

o ̂ j^w.ir^j^w.ir ^^w.îr/F'^w.Q- -^o,
il suffit pour cela de vérifier que ÏT(X, J^WûyF') := ^mHt(X,Jf?OW.Q7F/) est de
dimension finie sur k. Or, d'après (1.6.3) et (1.6.5), on a un isomorphisme de pro-
objets (a~ ̂ linéaire)

Jf°W.Û7F'^Z.^
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les flèches de transition de Z.^P étant les inclusions canoniques, et les isomorphismes
F" (= C"") : a^û ̂  Z^O donnent un isomorphisme (W-linéaire) de systèmes projectifs
(or^, F) -^ Z.fl?. Il en résulte un isomorphisme (cr"~ ̂ linéaire)

(6.8. a) H^X, jr°Wtr/F') ̂  ïT(X, 6^,

où H^X, 0)^ == limcr'*ïr(X, 0) est la partie semi-simple de H^X, 0) sous l'action
^T"

de F, ce qui montre la finitude désirée. La seconde assertion de (6.8) découle de la
première. Prouvons la dernière. Puisque Eg0 == E1^, on a une suite exacte de F-modules

(6.8.3) o -> H\X, Jf°WQ-) -> H^X/W) -> ir(X, ̂ Wil-) -> o

(avec la notation de (2.3.1)), l'opération 0 de F étant définie par l'endomorphisme 3r
de W.ÛT égal à '̂F en degré i. Sur H^X.^WQ'), 0 est inversible, car F est un
automorphisme du pro-objet Jf^W.Q* == ZW.fi^ (cf. (1.3.3)). D'autre part, on a
S 1 ^siW.ÎT = F^i par définition de F^ (1.7.3), donc, d'après la partie facile de
(2.3.2), 0 est topologiquement niipotent sur H^X, ^iWiî"), ce qui achève la
démonstration.

Corollaire (6.9). — On a E^ = E°̂  et E^ = E^.

Noter que la suite exacte (6.8.3), pour i = i, s'écrit

(6.9.1) o -^H^X^WQ-) -^H^X/W) -^H^X.^WQ-) ^o,

et est canoniquement scindée : cette décomposition correspond, par le foncteur de Dieu-
donné-Gartier covariant, à celle du groupe ^-divisible associé à Pic^ ,.ed en partie
multiplicative, de module de Cartier H^X.J^Wtî'), et partie complémentaire {i.e. de
dual connexe), de module de Cartier H^X.^WQ-) (cf. [10, II (3.11)] et (IV (4.5))).

Corollaire (6.10). — Supposons que X soit une surface. Toutes les différentielles dy de la
suite spectrale conjuguée sont nulles^ à l'exception éventuellement de d^ : E^2 -> E|1. Pour
(îj) + (o, 2), (2, i), Ey est de type fini sur W. On a grWÇX/W) = Ker df,
gr^X/W) ^H^X.^Wti-), grWÇX/W) = H^X.^Wfl-). Si E^ ou E|1 est de
type fini sur W, la suite spectrale conjuguée dégénère en Eg.

Il y a une analogie frappante entre (6.10) et le théorème de structure [10, II
(3.14)] relatif à la première suite spectrale de de Rham-Witt. Nous examinerons plus
loin (IV (2.11)) les relations entre ces deux énoncés. Nous verrons notamment que,
si X est une surface K.3 supersingulière d'invariant GQ, alors, tout comme ' d ^ : 'E^0 -> 'E^,
"d^ : "E^2 -> "E^ est de type 11̂  (I (2.16)), et que H^X.^Wtî-) et H^X, Wû1)
s'identifient au même sous-F-module de H^X/W), PWÇX/W) == PlH2(X/W).

(6. n) Soit [a, b] un intervalle de Z, avec b — a = n ̂  i. Gomme en (II (3.12)),
on peut analyser H*(X, t^W£V) (6.2.5) à l'aide de (5.2) et de la suite spectrale

(6. il. i ) E^([û, b]) == H^X, Jf^WQ-) => H*(X, ̂ ^WQ-),

171



i72 L U C I L L U S I E ET M I C H E L R A Y N A U D

limite projective des suites spectrales d'hypercohomologie de X à valeurs dans
les ^yW,t2\ Notons

ïP(X, ^jWQ-) == P,ITDP,_,ir3 . . . DPJTDP^IP = o

la filtration (croissante) de l'aboutissement, déduite de la filtration canonique de
^qW.tT. Le gradué s'exprime en termes des Z^', B^ et E?' de la suite spectrale
conjuguée par les formules suivantes, analogues à (3.12.2) : pour m == b + i,

(6.11.2) gr.H^X, ̂ WtT) ==Z^

gr^H^X, ̂ WQ-) = Z^^/B^6-' (o < A < n)

gr,HW(X, ^,qWÛ-) = E^^^^0.

De plus, les endomorphismes F^ et V^ (i .7) opèrent sur la suite spectrale (6.11.1)
et munissent le gradué précédent d'une structure de K/°-module de niveau n + i, de
telle manière que l'opération de V^ sur gr^ (resp. F^ sur grj corresponde, par (6.11.2),
à celle de V sur Z^ (6.4) a) (i) (resp. F' sur E^/B^'0 (6.4) b) (i)). Compte tenu
de la cohérence de Eg (5.2), on en conclut :

(i) gr^,, en tant que V'-module, est extension d'un W-module de type fini par
le sous-module de type rfF' de Z^6 (6.2).

(ii) Pour o < h < n, gr^_^ est de type fini sur W.
(iii) gr^, en tant que F'-module, est F'-fini.

Pour b ̂  dim X, le sous-module de type cTF' de E^6 est nul : on retrouve donc
le théorème de finitude (2.3.2).
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IV. — COMPARAISON DES DEUX SUITES SPECTRALES

i« Cohomologie des cycles

(i. i) Avec les notations de (III, i), rappelons que, pour tout i e Z et tout n ̂  o,
ZW^ty est l'image de l'application composée

w.Q^w.iy-^wjy,
de sorte que ces applications définissent un isomorphisme de pro-objets

(i. i. i) « lim » W.Q1 ̂  ZW.iy,
Ï,R

où le premier membre est le pro-objet limite projective suivant F des pro-objets W.û1

et ZW. t21 est le pro-objet défini par les restrictions (notées R ou n) ZWy^ ̂ ti* -> ZW^Û\
En d'autres termes, l'inverse de (1.1.1) est composé de l'isomorphisme

« lim » ZW^ty ̂  « lim » « lim » ZW^1

rc F n

(provenant de ce que F est un automorphisme de ZW.ÎÏ) et de l'isomorphisme déduit
par passage à la limite suivant F (dans la catégorie des pro-objets) des suites exactes
(où les flèches de transition sont les restrictions)

(i.i.a) o ̂ zw.n^w.û^w.iy/zw.iy^o.
Rappelons que l'endomorphisme F de W.ty/ZW.Q1 défini par passage au quotient
correspond par l'isomorphisme d : W.tiyZW.Û1-^ BW.Q14"1 à l'endomorphisme F'
de (III ( i . i ) ) .

D'autre part, l'endomorphisme V7 du pro-objet ZW.Û1 (III (1.3.2)) est un
automorphisme (inverse de F), de sorte qu'on a canoniquement

ZW.ty^«lim» «lim»ZW^Û\
^ <'iT~

De plus, comme V'rf == rfVR2 (III (1.3.4)), l'application V'" : BW^Q1 -> BW^Q1

est nulle, donc on a

« lim » « lim » BW^Q1 == o.
^ ^ï"

Prenant la limite suivant V des suites exactes de pro-objets

(1.1.3) o ^BW.îy^zw.ty^jrw.tT -^o
172



^4 L U C I L L U S I E ET M I C H E L R A Y N A U D

(où les flèches de transition sont données par 7c), on obtient donc un isomorphisme de
pro-objets

(1.1.4) zw. n1 ̂  « lim » ̂ w. or
V'.TT

(où le second membre est le pro-objet limite suivant V des pro-objets (Jf'W.Q", n)).

(i.a) On suppose désormais, dans la suite de ce chapitre, que S = Spec(A) et
que X est propre et lisse sur k.

Soient iJeZ. On rappelle ([10, II (2.1)]) que
HP'(X, WQ1) == ^m IP'(X, W^Q1),

7T

et que Fon a posé (III (2.1.4))

IP'(X, e^WQ-) = Imi H^(X, ̂ TW^-).

On pose d'autre part

(i. a. i ) ïP'(X, ZWQ1) == Um tP(X, ZW^),
TC

H^(X, BWû1) = Um IP'(X, BW^').
n

Notons que, d'après [10, 1 (3.9), (3.21)] et risomorphisme de Cartier généra-
lisé (III (1.4)), les faisceaux ZW^Û*, BW^Û», ^•W '̂, considérés comme modules
sur W^ via F» : W»(P -^ W»(P, sont de type fini, donc que les W-modules IP'(X, ZW^Q*),
H^^BW^'), H^X.^'W^Q-) sont de longueur finie. Les W-modules IP'(X, Wû*)
(resp. H^(X,^Wa-), H^(X, ZWti*), IP'(X, BWû')) ont donc des topologies profinies
naturelles, limites projectives des topologies discrètes sur les W-modules de longueur
finie H^(X,W,Q*) (resp. H^X.^W^Û-), W(X, ZW^<), H^(X, BW^')), et les suites
exactes (1.1.2) et (1.1.3) donnent, par passage à la limite, des suites exactes de
W-modules profinis

(i .2.2) . . . -> IP(ZWiy) -^ H^WÛ*) -^ ?'(BWÛ<+1) -> . . . ,

(1.2.3) . . . -> H^BWQ1) -> H^ZWQ') -> H^jfWû') -^ ...,

(avec des notations abrégées évidentes) ; rappelons que la topologie profinie de ïP'(Wû')
(resp. H^WQ')) est aussi, d'après (II (2.3)) (resp. (III (5.3))), la topologie standard
{i.e. V + dV (resp. F' + rfF')). Ici et au n° 2, nous allons étudier la structure de ces
suites en liaison avec les termes initiaux des suites spectrales de de Rham-Witt.

(1.3) Les isomorphismes (1.1.1) et (1.1.4) fournissent des isomorphismes de
W-modules profinis (I (0.2))

(i. 3 • i ) ÏP'(X, ZWQ') ̂  lim IP'(X, WQ-'),
F

^ i.
1.3.2) H^(X, ZWÛ*) ^> limIP'(X,.3fWQ'),

v

où H^X, Wti') (resp. H^X.^WQ-)) est muni de sa topologie profinie naturelle.
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On a des diagrammes commutatifs de W-modules profinis (et flèches continues)

IP'(ZWQ1) (lt8>1^ Km IP'(WQ1)
^ " F |

('•3.3) ^^ 1

IP'(WQ^1) ————^———»- H^WQ1)

IP(ZWQ1) ̂ -3-2^ lim H^WQ-)
^ • ûî ^v i

(1.3.4)

"d.Ip'-^-^WQ-) ————îî——^ IP(̂ WQ-)

où les flèches obliques et verticales sont les flèches canoniques évidentes.
Le W-module H^ZWti1) est muni de quatre opérateurs naturels, continus, F, V,

F', V, définis comme suit. L'opérateur F (resp. V) est l'automorphisme (y-linéaire
(resp. (T~ Minéaire) induit par l'automorphisme F (resp. V) du pro-objet ZW.ti1;
on a F = V'~1; d'après (I (1.5)), on peut interpréter F comme l'automorphisme
prolongeant, grâce à (1.3.1), rendomorphisme F de H^WQ1), et V comme l'auto-
morphisme prolongeant, grâce à (1.3.2), rendomorphisme V de H^^fWQ'). On
pose d'autre part V ==^V'(==/»F-1), et F'=j&F(=^V'-1). Les couples (F, V)
et (F',V) munissent donc H^ZWiî1) de deux structures de R°-module. La flèche
canonique H^ZW^1)-> H^WQ1) (resp. H^ZWQ1) ->ïP'(JrW^)) est compatible
à F et V (resp. F' et V).

(1.4) Compte tenu de la cohérence de 'Ei (II (2.2)) et "Eg (III (5.2)), on a,
d'après (I (3.11)), des flèches canoniques surjectives, continues,

(1.4.1) ïP(ZWty) -> (CœurH^WQ1))^,

(i .4.2) IP(ZWÛ1) -> (Cœur ïP^WtT))^

la première étant compatible à F et V, la seconde à F' et V.

Proposition (1.4.3). — Soient G un ^N-module de type fini muni d'un automorphisme

a-linéaire F et u : H^ZWÛ1) -> G une application ^-linéaire continue (G étant muni de la

topologie p-adique et H^ZWti1) de la topologie profinie considérée ci-dessus)^ telle que uï == Fu.

Alors u se factorise de manière unique en une application W-linéaire u' : (Gœur H^Wii1))^ -> G

(resp. ^(GœurH^jrWû^-^G) telle que u'V == Fu' {resp. ^'V' == F-V).

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (1.4.4). — Soit M = (M°->M1) un R-module gradué concentré en degrés o
et i, tel que M° soit V-fini (I (2. i)), M1 de type fini sur W et V-adiquement séparé, et la diffé-
rentielle d continue pour les topologies ^V-adique de M° et p-adique de M1. Alors d = o.
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II suffit de montrer que M est (V + ^V)-profini, car alors. M1 étant de type fini
sur W, M sera sans facteur de type II, donc on aura d == o (I (2.18)). Comme M1 est
de type fini sur W et V-adiquement séparé, les topologies ^-adique et V-adique de M1

sont identiques. Pour n^ o, il existe donc N tel que VÏÎM.lCpnMl. De plus, comme
d est continue, on peut choisir N tel que ^V^M^Cj^M1. La topologie j^-adique de M1

est donc la topologie standard, d'où la conclusion.
Prouvons (1.4.3). Notons M -> N le domino associé à d : IP'(WÛ1-1) -> HP(Wîy),

i.e. H^W^-^/V-^Z^"1"'-^F^B^, posons E=^mN, K = K e r E - > N (cf. (I
^F

(2.21))). On a une suite exacte de W-modules profinis (I (3.11.2))

o —> E —> H^ZWty) ̂  (Cœur IP'(Wt21)),, —> o.

Notons v : E -> G la restriction de u. L'application v est continue pour la topologie
^-adique de G et la topologie profinie de E, qui est induite par celle de H^ZWQ1).
D'autre part, on a yF == Fy, où F désigne l'automorphisme de E déduit de l'endomor-
phisme F de N, et qui est aussi induit par l'automorphisme F de H^ZWÛ^. Rappe-
lons (I (2.21)) que M se plonge canoniquement dans E. Notons ̂  (resp. v^) la restriction
de v à M (resp. K). La relation z/F = îv entraîne F^V = v^ on peut donc considérer
v-i : M -> G comme un R-module gradué concentré en degrés o et i, avec V ==j&F~1

sur G. Par définition, M est V-fini, et d'après (I (2.23)), sa topologie est induite par
celle de E, donc ^ est continue; de plus, on a ^'VnC==^pnC==o, les hypothèses
de (1.4.4) s'appliquent donc à z^, donc ^ == o. De même, v¥_ == Fu entraîne
V'z^F == y^, où V == F"1 sur G, donc v^ : K -> G est un R'-module gradué (concentré
en degrés o et i) avec F' ==^F sur G. D'après (I (2.23)), K est F-fini, de topologie
induite par celle de E, et f1 F^G = o, donc il résulte encore de (1.4.4) que v^ == o.
Il s'ensuit que, pour tout n eZ, la restriction de v à V^M (resp. t^K) est nulle, donc,
d'après (I (2.22) (i)), que v = o. Gela prouve l'existence de la factorisation u' de u
(l'unicité est triviale). Celle de M" s'établit de manière analogue, ce qui achève la
démonstration de (1.4.3).

Soit G un W-module de type fini quotient de IP(ZWty) par un sous-W-module
fermé stable par F; alors la topologie profinie de IP(ZWQ1), moins fine que la topologie
^-adique, induit sur G la topologie j^-adique (I (0.4)), et l'automorphisme F de H^ZWii1)
induit sur G un opérateur surjectif, donc bijectif (cf. (I (1.5.3))). Il résulte donc
de (1.4.3) qu'il existe un plus petit sous-W-module fermé de H^ZWti1), stable par F,
noté H^ZWn1)^, tel que le quotient H^ZWQ1)^ = H^ZW^/H^ZWQ^ soit de
type fini sur W, et que l'on a, compte tenu de (I (3.11.2)), un unique isomorphisme
de suites exactes de W-modules profinis où F (resp. V) opère bijectivement :

o —> HP(zwty^ —> iP(zwty) —> H^zw^y ————> o
^•4.5) --[ I [--

o —> Hrn F00^' ——> H^ZWfî1) ̂  (Cœur H^WQ1))^ —> o
^F

176



LES SUITES SPECTRALES ASSOCIÉES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 177

(resp.

o —> IP(ZWQ1), —> IP(ZWÛ1) —> IP'(ZWi2% ——————^ o

(..4.6) ^ [[ ^

o —^ ̂ m V'00 "B^ —> IP'(ZWiy) ̂  (Cœur H^TWa-^ —> o)

Le W-module H^ZWti^ (resp. IP'(ZWQ%) s'appellera partie unipotente (resp. ^r)
de IP(ZWty). La partie unipotente, qui mesure le défaut de finitude sur W de H^ZWQ1)
(elle est nulle si et seulement si H^ZWQ1) est de type fini sur W), est annulée par une
puissance dep, comme le montre l'isomorphisme vertical de gauche de ( i. 4.5) ou ( i. 4.6),
compte tenu de (II (3.1) d}) et (III (6.2)). Nous appellerons exposant d'unipotence
de ïP'(ZWiy) le plus petit entier n tel que p" annule H^ZWQ1),,.

Corollaire (1.5). — La flèche canonique H^ZWQ1) -> H^X, Wîr) •̂  H^^X/W),
^^ ^ûr l'inclusion ZW.fî^— î] <-̂  W.tr, zW^^ un isomorphisme

( 1 .5 .1 ) H^(ZWQ1) ®K^ (H^X/W) ®K)^

(oà K <?ĵ  le corps des fractions de W et l'indice [i] désigne le facteur direct de pente i du
T-isocristal H^X/W)®K).

D'après la cohérence de 'E^, on a un isomorphisme canonique

(Cœur H^WQ1)) ® K ̂  'E1^ ̂  K,

par lequel l'endomorphisme de Frobenius sur le second membre correspond à p'F sur
le premier. Cet isomorphisme induit donc un isomorphisme

(*) (Cœur IP'(WûUs ® K ̂  ('E1^ ® K)^.

Si P' désigne la filtration canonique de l'aboutissement de la première suite spectrale,
on a un diagramme commutatif

H^ZWQ^K ———> PW+^X/W^K ^—> H^^X^^K

(1.4.5) ^

(GœurH^Wtî^^K -^> ('E^®K),

où le composé supérieur est la flèche canonique envisagée en (1.5), d'où la conclusion.

Compte tenu de (1.3.3). ( i -3-4h ( i -4-5) . ( i -4-6) , les dévissages (I (3.11))
appliqués à 'E^ et "Eg entraînent :
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Corollaire (1.6). — On a

(1 .6.1) Im^ZWQ') ̂  IP'(WQ')) = H^Wû*)̂ ,

(i. 6. a ) Im(ïP'(ZWQ*) -> H^Wû') ) = H ĵfWû^y,.,,,

(1.6.3) Im^WÛ'-1) ^H^ZWÛ^CH^ZWÛ^,

(1.6.4) Ker^WQ'-1) -^H^ZWÛ')) = V-^'Z^-11',

(1.6.5) Im(ïP'-2(.3fi+ ̂ Q') -> H^ZWÛ')) C ïp'(ZWû'),,,

(1.6.6) Ker^'-^^f+^Û') -^H^ZWQ')) = F'-^'Zr2-^1,

ZM flèches aux premiers membres étant les flèches canoniques évidentes.

Remarques (1.7). — a} Pour r> 2, </: W.Q'-1 -^W.û1*-'-1-''-2^!] se factorise à
travers ZW.Q*, donc, par définition de 'Z*,-1-' (II (3.3. i)), on a

Ker(IP'(WQ-1) ̂  H^ZWÛ')) C 'Z*;-1-''.

Par suite, (1.6.4) implique l'inclusion V-^'Zi-^C'Z^-1-', établie en (II (3.4.1)).

De même, (1.6.6) implique l'inclusion F'-°o"ZF2•i+lC "Z^-2-^1 établie en (III
(6.3.1)). Nous verrons plus loin comment déduire de la structure de IP'(BWQ') les
autres inclusions de (II (3.4.1)) et (III (6.3.1)).

b) Les sous-modules de H^ZWQ*),, images de H^WÛ*"1) et H'-2(J^*+1WQ•)

sont stables respectivement par V et F, et permettent de déterminer la topologie
de H^ZWQ1)^ voir (2.13).

Corollaire (1.8). — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H^ZWÛ^ = o, i.e. IP'(ZWn*) est de type fini sur W;
(H) F '̂Bi» = o;
(ii)' '̂  == o : H^WÛ1-1) -> H^WQ*);
(iii) V'°°"B^==o;

(iii)' "<4=o: W-^Jf'+^û') -^H '̂WÛ*).

((y. aussi (II (3.8)) « (III (6.5)).)

L'équivalence de (ii) et (ii)' (resp. (iii) et (iii)') est triviale. D'après (1.4.5)
(resp. (i .4.6)), (ii) (resp. (iii)) implique (i). Enfin, si H^ZWÛ*) est de type fini sur W,
il en est de même de F°°'B '̂ (resp. V"""^) d'après ( 1 . 6 . 1 ) (resp. (1.6.2)), donc
F^'B^o (resp. V^'B^o) (1(2.18.2)) .

2. Cohomologie des bords

Dans tout ce numéro, les hypothèses et notations sont celles de (1.2).

(a.i) Notons F]̂  (resp. V^ l'endomorphisme du pro-objet BW.O* défini par

passage au quotient par l'endomorphisme F (resp. V) de W.Q'"1. La suite exacte

(2 .1 .1 ) o ^ZW.Q—^W.Û'-^BW.Û'-X)
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admet donc l'endomorphisme (F, F, F^) (resp. (V, V, Vi)). D'autre part, avec les nota-
tions de (III (1.1), (1.3)), la suite exacte

(2.1.2) o-^BW.^-^ZW.^^^rW.Q'-^o

admet rendomorphisme (Fi, F', F') (resp. (V^V'.V)) (car dV == pVd et W=rfV).
Par passage à la limite, F^ et V^ définissent sur IP(BWty) une structure de R°-module;
les opérateurs correspondants sont continus pour la topologie profinie naturelle de
IT(BWty) (1.2). La suite exacte (1.2.2) (resp. (1.2.3)) est R°-linéaire, H*(ZWQ*)
étant muni dans (1.2.2) (resp. (1.2.3)) de la Restructure définie par F et V (resp.
F' e tV) (1.3).

Proposition (2.2). — Les opérateurs F^ et Vi sur H^BWQ1) sont topologiquement nil-
potents : pour tout n^ i, on a

FïIP(BWiy) + VïH^BWQ1) C Ker H^BWQ') -^H^BW^Û1).

Comme F^ : BW.Q1 -> BW.iî1 est induit par pT : W.û1 -> W.Û1, le composé

BW. û1 ̂  BW. Q1 -^ BW^Q1

est nul. Il en résulte que l'on a F^H^BW^1) C Ker H^BWti1) ->HP'(BW^1). Comme
Vi : BW.Q1 -> BW.Q1 est induit par V : W.Q1-1 ->W.a1-1, le composé

BW.Q^BW.^^BW^Q1

est nul, d'où VïH^(BWÛ1) C Ker H^BWÛ1) -^H^BW^1).
Nous verrons plus loin (2.9.2) que les sous-modules F;HP'(BWiy) + V;HP(BWty)

sont ouverts dans H^BWtî1), donc définissent la topologie de H^BWti1).
L'énoncé (2.2) se reflète dans les pentes :

Proposition (2.3). — Le sous-module de p-torsion T de H^BWtl1) est annulé par une
puissance de p, et H^BWti^/T est un R°-module libre de type fini sur W, où F^ et V^ sont
pudiquement niipotents. La flèche canonique H^-^X/W) ̂  H '̂-^X, WQ-) -> H^BWQ )̂

définie par la projection W.Q* -> BW.Q^— î + i] induit un isomorphisme

(a.3. i) H^BWQ1) ® K ̂  (H^-^X/W) ® K)^_i^,

V endomorphisme de Frobenius du second membre correspondant à p^1!?^ sur le premier. Les suites
exactes (i. 2.2) ® K et (i. 2.3) ® K ̂  scindent en suites exactes courtes admettant des décompo-

sitions canoniques

(2.3.2) H^WÛ*-1) ® K ̂  H^ZWQ1-1) ® K C H^BWQ1) ® K,

(2.3.3) H^mr) ® K-^ HP'(ZWQ1) ^KCH^+^BWQ1) ®K,

rô (2.3.2) (r .̂ (2.3.3)) ̂  ̂ -linéaire pour H^ZWÛ1) WMm de T et V {resp. F' ^ V).

Comme H*(WQ*) et H^ZWti*) sont extensions d'un W-module de type fini par
un module de torsion annulé par une puissance de p ((i .4) et [10, II (2.13)]), la suite
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exacte (1.2.2) entraîne qu'il en est de même de H*(BWQ*). Il s'ensuit que T est fermé,
et que la topologie (profinie) du quotient H^WQ^/T, qui est de type fini sur W, est
la topologie ^-adique; la première assertion en découle, d'après (2.2). Les autres
en résultent aussitôt, compte tenu de l'interprétation de ïP(Wty"~1) ® K (resp.
H^WQ-) 0 K, H^ZWÛ1) ® K) comme parties de pentes e [i - i, i[ (resp.
] î - i , î ] , î ) de H^-WW)®!^ (resp. ÎT-^X/W) ® K) ([10, II (3.5)], (III
(2.2)), (i.5)).

Nous dégagerons plus loin des conditions assurant des décompositions analogues
à (2.3.2)3 (2.3.3), mais ne négligeant pas la torsion, avec H^WQ1"1), H^^WtT)
de type fini sur W (4.5).

(a. 4) Compte tenu de (1.6.1), la suite exacte (1.2.2) fournit une suite exacte
de R°-modules (et d'applications continues pour les topologies profinies naturelles)

(a.4.1) o ^H^WQ^1)^ ^tP'(BWty') -> H^BW^)?., -> o,

où

(a.4.2) ir(Wfr-1)^ :== H^w^-^/H^wty-1)^
^CokerH^ZWty-1) -^H^Wil1-1)

et

(2.4.3) H^BWÛ^.-^ KerIP+^ZWû1-1) -^H^^Wtl1-1)

=ImHJ(BWQl) -^H^+^ZWtî1-1).

De même, d'après (1.6.2), la suite exacte (1.2.3) fournit une suite exacte de
R°-modules (et d'applications continues pour les topologies profinies naturelles)

(2.4.4) o -> H^^J^Wti-)^.^ -> IP(BWiy) -^ H^BWÛ1)^ -> o

où

(2.4.5) H^^jrWû^v^ii :== H^-^^Wû^/H^-^^W^v-.ss
= GokerH^-^ZWn1) ^H^-^e^WÛ-)

et

(2.4.6) IP(BWtÏ)v^ : == Ker H^ZWÛ1) -> H^J^WQ-)

=== ImïP(BWiy) -^H^ZWQ1).

Le choix de la lettre F (resp. V) en indice dans (2.4.3) (resp. (2.4.6)), de pré-
férence à Fi (resp. V^), a simplement pour but de rappeler l'origine de la définition, qui
fait intervenir la suite exacte (1.2.2) (resp. (1.2.3)), linéaire pour F et V (resp. F' et V).

Proposition (2.5). — a) Le ^module H^W^-1)?.^ est V-fini (I (2.1)) , avec F

topo logiquement niipotent.

b) Le R°-module H^'^e^Wti^v..^ est F-fini, avec V topologiquement niipotent.
c) On a

(2.5.1) ïP(BWQ1)^ === KerH^^ZW^-1)^ -^F00^-1'^1
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{cf. (1.4.5)). Le R°-module H^BWQ^F.u est 'F-fini, avec Fi injectîf et V^ niipotent (i.e. de
Cartier unipotent comme ^-module).

d) On a

(2.5.2) H^BWÛ1)̂  == Ker H^(ZWQ^ -> V'°°"B^

(ç/: (1.4.6)). Le R°-module H^BWQ1)̂  ̂  V-fini, avec V^ injectif et Fi niipotent (i.e. âfc
Cartier unipotent comme HP-module).

e) Z<y topologies profinies naturelles de H^Wiy"1)?.̂  ^ H^BWtî v..̂  (r̂ .

ïP-^^Wiy)^^ é^ H^BWQ^F.u) sont les topologies V-adiques (resp. î-adiques).

Gomme (1.2.2) est une suite exacte de W-modules profinis, la topologie de
H^WQ^1)?.^ induite par celle de H^BWQ1) est quotient de celle de IP'(Wîy-1),
qui est la topologie standard. Or on a

(•) F^'Br'^'CH^W^-^F.ssCV-^'Zr1-''

et H^WQ1-1)^ est fermé dans H^WQ1-1), donc d'après (I (2.3), (2.9.1)) et (II
(3.1)), la topologie de H^WÛ1-1)^ est la topologie V-adique et H^Wiy-1)^
est V-fini. La seconde inclusion de (*) donne une suite exacte de R°-modules V-finis

o ^GœurCE1-^)^ ^H^Wa1-1)^ -^?•(WQl-l)/V-OOZ -> o,

où le terme de droite est de Cartier unipotent et celui de gauche est le facteur direct
du cœur où F est topologiquement niipotent. Donc F est topologiquement niipotent
sur HP(Wty~ ̂ F-nil 5 ce ci111 prouve a). Compte tenu de (1.4.5), (2.5.1) découle
de (I (3.11.3)). La seconde assertion de c) résulte alors de (I (2.23) a), b}) appliqué
au domino H^WQ^/V-0^--1^ -.F^'. On vérifie de manière analogue b)
et d), et le reste de e).

Définition (2.6). — Nous dirons que H^Wiy-1)^ {resp. H^^WQ-)^)

est la partie î-niipotente (resp. V-niipotente) de H^BWQ1), et H^BWQ1)?^ {resp.
H^BWQ^J le quotient Y-unipotent (resp. V-unipotent) de H^BWD1).

Cette terminologie peut choquer, dans la mesure où F^ (resp. V^) n'est pas en
général niipotent sur la partie F-niipotente (resp. V'-niipotente), et F^ (resp. V^) n'est
pas unipotent sur le quotient F-unipotent (resp. V'-unipotent). Nous l'avons introduite
surtout dans un but mnémotechnique : l'épithète « F-niipotente » (resp. « V'-niipotente »)
est censée rappeler qu'il s'agit de la partie provenant du quotient de H^Wti1"1)
(resp. ïî3~l{J^W09)) où F (resp. V) est topologiquement niipotent, tandis que
« F-unipotent » (resp. « V'-unipotent ») doit être compris comme une contraction de
« F-fini et de Cartier unipotent » (resp. « V'-fini et de Cartier unipotent »).
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Proposition (2.7). — Le 'R°-module

(2.7.1) ïP'(BWQ% := H^Wîy-1)^ n H^-^^WÛ-)^

^ <fe type fini sur W, ûzw F^ et V^ topologiquement niipotents. C^est le plus grand sous-R°-module
de H^BWQ') qui soit de type fini sur W.

Nous dirons que H^BW^y est le ^r de H^BWfi1).
Pour la démonstration de (2.7), nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (2.7.2). — Soit N un TS^-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) N est de type fini sur W, avec F et V topologiquement niipotents;

(ii) N est à la fois f-fini et V-fini.

Il est trivial que (i) implique (ii). Inversement, supposons N F-fini et V-fini, et
considérons le dévissage canonique (I (2.7)) de N comme module V-fini

o - ^ D ^ N ^ U - ^ o ,

avec U de Cartier unipotent et D de type fini sur W. La topologie ^-adique de N étant
plus fine que la topologie F-adique, D est fermé dans N pour la topologie F-adique,
donc U est F-fini (I (2.3)). Gomme F est niipotent sur U, U est donc de longueur finie.
Mais V est injectif et topologiquement niipotent sur U, donc U = o, i.e. N est de type
fini sur W.

Prouvons (2.7). Gomme IP(BWQ% est fermé dans les parties F-niipotente et
V'-niipotente de H^BWîl1), dont les topologies sont respectivement les topologies
F-adique et V-adique (2.5) e), H^BW^y est F-fini et V-fini (I (2.3)), donc de type
fini sur W en vertu de (2.7.2). Si N est un sous-R°-module de H^BWtî1) de type fini
sur W, l'image de N dans les quotients F-unipotent et V'-unipotent de IP(BWïy) est
nulle d'après (I (2.7)), donc on a NCH^BWQ')^, ce qui achève de prouver (2.7).

Proposition (2.8). — a) On a des suites exactes canoniques de îL°-modules

(2.8.1) o -> IP(BWQ% ̂  H^Wiy-1)^ -> H^WQ1-1)^ -> o,

(2.8.2) o -> H^BW^ -> IP-^WQ-)^ -> IP-^WÛV, ̂  o,

où H^Wiy-1)^ est le quotient V-uniRoient de 'Er '̂ (II (3-i)) ^ H^-^JfW^)?^
le quotient V'-unipotent de "E^-1*1 (III (6.2)).

b) On a des isomorphismes canoniques de R°-modules

(2.8.3) IP'(BWÛ%^ GœurCE1-^)^,

(a.8.4) IP(BWn%^ CœurC'E^1'1)™

où le second membre de (2.8.3) (resp. (2.8.4)) est le facteur direct du cœur de 'E1"1^ (resp.

"E^"1'1) où F (resp. V) est topologiquement niipotent.
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Par définition de IP(BWQ%, le quotient H^W^-^F.na/H^BWO^ == Q, est
un sous-R°-module de IP(BWty)v^, fermé dans H^BWa1)^ pour la topologie
profinie naturelle de IP(BWiy)v..u (I (0.5)); comme celle-ci est la topologie V^-adique
(2.5) e), Ci est donc Vi-fini (I (2.3)); H^BWQ1)^ étant de Cartier unipotent, il en
est de même de Q^ (I (2.7)), de sorte que Q^ est le quotient unipotent de H^Wiy""1)?.̂ !.
Par définition de H^Wty"'1)?.^!, Q^ est donc aussi le quotient unipotent de 'E^"1^,
ce qui établit (2.8.1). On procède de même pour (2.8.2). Les isomorphismes (2.8.3)
et (2.8.4) résultent immédiatement de (2.8.1) et (2.8.2).

On déduit de (2.4.1), (2.4.4), (2.8.1) et (2.8.2) un diagramme commutatif
de R°-modules profinis et applications linéaires continues, à lignes et colonnes exactes

o o

o —> H^BWQ^y ———> IP'-̂ WQV^ —> IP-^jrWQV^—> o

l W l ï
(a. 8.5) o—> H^Wty-1)^-^ IP(BWQ1) ——————> H^BWQ1)^ ————> oT i i

o —> H^WQ-^v, —> H^BWÛ')^ „ ————> H^BWQ^u —————> o

ï [ ï
0 0 0

où le carré (i) est cartésien et

(a.8.6) IP'(BWQ% := H^BW^/^^W^-1)?^ + H^-^WQVmi)-

Proposition (2.9). — Le V^-module H^BWQ1)^ est de longueur finie sur W, avec F^
et Vi niipotents.

Cela résulte du lemme suivant, dont la vérification est immédiate :

Lemme (2.9.1). — Soit M un R°-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est de longueur finie sur W, avec F et V niipotents\
(ii) M est à la fois T-fini et V-fini, avec F et V niipotents.

Corollaire (2.9.2). — Les sous-V^-modules

vwwfy-1)^ + FÏH^G^WQV^

de îP(BWiy) forment^ pour n e N, un système fondamental de voisinages ouverts de o dans
H^BWÛ1).
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II en résulte trivialement que les sous-R°-modules VïH^BWti1) + FïïP(BWiy)
possèdent la même propriété (cf. (2.2)).

Vérifions (2.9.2). Posons, pour abréger,

VïH^WQ1-1)^ + FïH^^WtT)^ == M^.

Pour tout n^ o, M^ est fermé dans ïP(BWQ1) (en tant qu'image de

Vï + F; : ip'(Wiy-1)^ ® ip-^wtr)^ -> H^(BWty)).

D'après (2.9), H^BWQ^/Mo == H^(BWt2% est de longueur finie sur W. Comme
H^(WÛ1-1)^ est V-fini et IP-^Wû-)^ F-fini, il s'ensuit que, pour tout
n eN, IP(BWty)/M^ est de longueur finie, donc discret (car séparé). Donc M^ est
ouvert, d'où la conclusion, compte tenu de (2.2).

L'énoncé suivant, qui est le principal résultat des n^ i et 2, éclaire la signification
de la partie unipotente de la cohomologie des cycles :

Théorème (a.io). — Avec la notation abrégée IP(JT) = IP^WÛ-), on a un
diagramme commutatif canonique^ à diagonales exactes :

o o\ /
H'-«(^'+1) —— H'-'( '̂+1),,, cï» H'-'fBWQ'"),,, -^ V- ••B,< 1-^ H'(^)

\ /
(a-1 0-1) H^ZWQ^

/ \
H^(Wa-1) -—»H^(Wi2-1)^ C-^H^BWQ*)^——8—^ F00 'B '̂ t—^H^WQ*)

o o

oà :

(i) les flèches HJ(WQ-1) -^ H^WQ-1)^ -> H^(ZWÛ1), ̂  F-'B^' -> H^WQ') (r^.
H;-2(^<+i) _^ H^•-2(^•+l)^ ^ H^(ZWQ^ ̂  V'—B^ ̂  H^)) ^ /a /^-
torisation canonique (I (3.11.4)) (fe '̂  (resp. "d^, compte tenu de (1.3.3) et (1.4.5)
(rc^. (1.3.4) et (1.4.6));

(ii) les diagonales sont définies par (2.5.1) et (2.5.2); la diagonale descendante (resp. montante)

est R°-linéaire pour la structure de R°-module sur H^ZWQ*) définie par F et V (resp F'
etV);

(m) s' et s" WBf /^ inclusions figurant dans (2.8.5);

(iv) 8' et S" sont des dominos conjugués (I (2.24)).
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La flèche canonique H^WQ1-1) -> ïP'(ZWQ1) (induite par ^W.Q^-^ZW.ty')
se factorise à travers H^BWii1), donc à travers IP(BWîy)v^ par définition de
H^BWQ1)^ (2.4.6). La flèche obtenue, de H^WtT-1) dans H^BWQ1)^, se
factorise alors à travers e', comme le montre le carré inférieur gauche de (2.8.5). La
flèche canonique ïP'(Wty-1)^ -> H^ZWQ1)^ (^^m F00^') de (I (3.11.4)) est donc
composée des inclusions F

IP(Wry-1)^ c!̂  H^BWQ^v^ ̂  H^ZWti^.

On vérifie de même que la flèche canonique

Ip'-^+V^ -^IP(ZWîy^ ( l̂im V'00'^)
v̂7""

de (I (3.11.4)) est composée des inclusions

Ip-2^+î  ̂  ïp-^BWQ^1)^ ̂  IP(ZWQ ,̂

d'où l'existence du diagramme (2.10. i) vérifiant (i), (ii) et (iii). Comme l'opérateur V^
sur H^BWÛ1)^ (resp. F sur F00^) est induit par l'opérateur V (resp. F) sur
H^ZWQ1)^ et que FV == VF = Id, on a FS'V^ == 8', ce qui permet de considérer 8'
comme un R-module gradué (concentré en degrés o et i). D'après (2.9), le conoyau
de s' est annulé par une puissance de V^, donc il existe n^ tel qu'on ait

VïH^BWaV^CH^Wû1-1)^ pour n^ no-

Gomme 8' s' est un domino (II (3.1)) et que H^Wty"1)^ est V-fini, il en résulte
que 8' est un domino. La croix de (2.10.1) montre alors, d'après (I (2.23)), que 8"
est un domino, conjugué de 8', ce qui achève la démonstration de (2.10).

Compte tenu de (I (2.18.2), (2.18.3)), (2.10) entraîne aussitôt :

Corollaire (2.11) . — Les dominos

H^WQ1-1)^-00^-11-' -^F00^'
et H^-2^-1-^^-)^'-00'^-2*14'1 -^V'00'^

déduits de 'd^ : H^WQ1-1) ->- H^WQ1) et "^ : ïP-^^r^WQ-) -> H^^Wiî-) ont
même dimension et même exposant d^unipotence, égal à ^exposant d^unipotence de H^ZWQ1) (1.4).

Corollaire (a. 12). — Les conditions suivantes sont équivalentes {cf. aussi (1.8)) :

(i) H^(ZWty),==o;
(ii) H^(BWtiV,=o;
(iii) H^Wty-1)^^;
(iv) ÏP-^BWQ^1)^ == o;
(v) H^G^-^WQV^o;
(vi) la flèche canonique IP(ZWiy) -^H^Jf'WQ") est injective\
(vii) la flèche canonique H^ZWQ1) ^H^WQ1) est injeciive;
(viii) la flèche canonique HP'-^^FWiy) ^H^BWii1) est surjective\
(ix) la flèche canonique H^-^WÛ1) -.IT-^BWQ14-1) est surjective.
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D'autre part, (2.10) permet de décrire la topologie de IP'(ZWQ')., :

Corollaire (2.13). — a) La topologie induite par H^ZWtl*), sur H^BWQ')̂ ^
{resp. ïî>~l(EWSy+l)^) est la topologie V-adique (resp. î-adique).

b) Le sous-module H^Wû-1)^ {resp. ïî>-\^+1)^ de H^ZWii*),, est ouvert
dans »(BWQ%^ {resp. ?-1(BWQ<+1),,.J.

c) Les Vf'modules

V'^WÛ*-1)^ + PïP-^+V,,

{resp. V"-H (BWÛV, + Ft?-l(BWû<+l)l,J

pour r,s eZ forment un système fondamental de voisinages ouverts de o dans H^ZWÛ*)̂ .
d) // existe un entier a tel que l'on ait

»'(ZWQ^ == V'-^WÛ-1)^ + F-*»-2^1)^

rf V'̂ BWQ*)^ n F*?'-1(BWQ<+1)F.„ == o

^oar r + s > a.

Gela résulte de (I (2.22), (2.23)) appliqué à la croix de (2.10.1), compte tenu
du fait que, d'après (2.9) (ou (2.10) (iv) et (I (2.17) b}), le conoyau de s' (resp. s")
est de longueur finie sur W, annulé par une puissance de V (resp. F).

Remarques (2.14). — a) II découle de (2.10.1) qu'on a des inclusions

(a. 14. i) Im^BWiy) -> H^WQ*)) C F^'B^',

(a. 14.2) Im(?'-l(BWa<+l) ^ H^JTWQ')) C V'^'Bl*.

Notons que, pour r> 2, d-.W.^-^^-^i - i] ^W.iy se factorise à tra-
vers BW.Û1, donc, par définition de 'B '̂ (II (3.3.2)), on a

'B« C Im^BWQ*) -> H^WQ')).

Par suite, (2.14.1) implique l'inclusion 'B^CF^'B^ de (II (3.4.1)). On voit de
même que (2.14.2) implique l'inclusion "BSCV"0'^* de (III (6.3.1)). Compte
tenu de (1.7) a), on a donc obtenu ainsi une deuxième démonstration de la survie des
cœurs ((II (3.4)), (III (6.3))).

b) Supposons X purement de dimension N. Rappelons (II (3.9), (3.11)) que
les seules différentielles ' d ^ éventuellement non nulles sont celles dont le but (t'J) appar-
tient au carré j> 2, i < î < N — i. Il y en a donc au plus (N — 1)2. D'autre part
(III (6.8)) les seules différentielles "d^ éventuellement non nulles sont celles dont le
but (î'J) appartient au carré i > 2, i < j < N — i. Il y en a donc aussi au plus (N — i )2.
Ces différentielles se répartissent en paires « conjuguées » ( ' d^~ 1 ' 3 , "</3-2•'+l), de
buts ((î'J), (j, !•)), ayant même nombre de facteurs de type II. Pour N == 2, 3, on a
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donc les figures suivantes, où les différentielles conjuguées sont indiquées par un même
numéro :

N = 2 : 'E "E
r

N = = 3 :
E'

2' 4'

E"

r 3'

(2.15) Par analogie avec la partie unipotente de H^ZWQ1), on définit le quotient
unipotent de HP(BWt21), noté HP(BWty^, par la suite exacte (de R°-modules)

(a. 15. i ) o -> IP(BWty) y -> HP(BWty) -> IP(BWiy^ -^ o.

Le diagramme (2.8.5) fournit ainsi deux suites exactes de R°-modules :

(2.15.2) o -> HP(Wîy-1)^ ̂  ïP(BWQ1), -> H^BWQ1)^ -> o,

(2.15.3) o -> H^-^^WQ-)?,., -> H^BW^), ̂  H^(BWQV, ̂  o.

L'une ou l'autre montre que H^BWtl1)^ est de torsion, annulé par une puissance de p :
plus précisément, il résulte de (2.10) et (2.11) que, si Vy désigne l'exposant d'uni-
potence de EP(ZWiy), H^BWtî^ est annulé par ^y+^-ij+i. Par définition du
cœur, HP(BWty) est de type fini sur W si et seulement si son quotient unipotent est
nul. Notons que, d'après (2.12), (2.15.2) ou (2.15.3) fournit l'équivalence :

(2.15.4) (ïp'(BWty\ == o) o (ip'(zwfy), = o et ip'+^zwty-1), = o).

Il en résulte que, pour n e Z donné, on a l'équivalence :

(2.15.5) (H^BWiî1^ = o pour tout { i j ) tel que i +j = n)

o (H^ZWQ1),, = o pour tout (ij) tel que i +j = n).
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Compte tenu de (II (3. i)/;) et (III (6.2.3.1)), on en déduit aussi, pour n e Z donné,
l'équivalence des conditions (i) à (iv) ci-après :

(2.15.6)

(i) pour tout (ij) tel que i +j == n ou n + i, HP(ZWty) est de type fini sur W;
(ii) pour tout (i,j) tel que i +j = n ou n + i, H^BWQ') est de type fini sur W;
(iii) pour tout (ij) tel que i +j == n, H^WtT) est de type fini sur W;
(iv) pour tout {ij) tel que i +j == n, ïP(JrWQ') est de type fini sur W.

Nous verrons plus loin que les conditions (2.15.6) entraînent l'existence d'une
décomposition remarquable de IP(X/W) (4.5).

(2. i6) Si M est un R°-module, notons p-tors{ M) (resp. V-tors(M), resp. F-tors(M))
le sous-module de ^-torsion (resp. V-torsion, resp. F-torsion) de M, et posons
VF-tors(M) =V-tors(M) nF-tors(M).

Gomme F^ est injectif sur H^BWQ1)^, (2.4.1) entraîne :

(2 .16.1) F-tors(HP'(BWû1)) == F-torsÇH^WQ1-1)^).

D'après (2.5) a) et (I (2.5)), F-tors(IP'(BWty)) est donc un R°-module V-fini, annulé
par une puissance de F^, F-tors(ïP'(BWty)J est de longueur finie sur W, avec F^ et Vi
niipotents, et (2.8.1) fournit une injection de R°-modules

(2.16.2) o -> F-tors^^BWQ^/F-torsÇH^BWti1)^) -> H^WQ1-1)^,

de conoyau de longueur finie sur W, avec F et V niipotents.
On voit de même que l'on a

(2.16.3) V-tors^BWQ1)) = V'-tors^-^WQVJ,

de sorte que V-torsÇH^BWQ1)) est un R°-module F-fini, annulé par une puissance
de Vi, et qu'on a une injection de R°-modules

(2.16.4) o -> V-tors^^BWQ^/V-tors^^BWQ1)^) -> IP'-^Wiy) ,̂

où V-torsÇH^BWii1)^) et le conoyau de (2.16.4) sont de longueur finie sur W, avec F
et V niipotents.

Il découle de (2.16.1) et (2.16.3) qu'on a

(2.16.5) VF-tors(.HP'(BWty)) == VF-tors (IP'(BWi2%) = ̂ -tors(IP'(BWQ%).

En particulier, VF-tors (H^BWÎÎ1)) est de longueur finie sur W, avec Fi et V^ niipotents,
et (2.15.1) fournit une injection de R°-modules

(2.16.6) o ^^-tors^^BWii^^-torsÇH^BW^J -> H^BWQ ,̂

de conoyau de longueur finie sur W, avec F^ et V\ niipotents. On voit notamment que,
sip0 annule la ^-torsion de ïP'(BWû%, alors la ^-torsion de H^BWQ1) est annulée
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par ^a+vy+v*-l,y+l^ avec les notations de (2.15). De plus, les noyau et conoyau de la
flèche naturelle

(2.16.7) H^BWQ^ -> H^BW^^-tors^^BWÛ1))

sont de longueur finie, avec F^ et V^ niipotents, ce qui précise la première assertion
de (2.3).

Un exemple, pour terminer :

Proposition (2.17). — Soit X une surface K.3 supersingulière, d'invariant d'Artin o-o?
i.e. telle que 'Eif ^ k09 {cf. [10, II (7.2) b)]). On a H^ZWQ1) = H^ZWii1),,,
H^W^) ̂  n^W^) = H^BWQ1)^, IP^WQ-) ̂  H^BWQ2) == H^BWQ ,̂ et

le diagramme (2. lo. i), pour {i,j) == (i, 2)5 se réduit à la croix de suites exactes

o o\ „ , /
H'̂ 'WQ") -ï. H'( '̂WQ-)

\ 7
H^ZWÎÎ1)

y,. x
H2(W<P) —^'—^ H^WQ1)

^ \
0 0

Les différentielles 'd^ et "d^ sont des dominos isomorphes à U ,̂ et

H^ZW^) == H^WfiO + ̂ ^WQ-).

jE^w, /û flèche canonique H^ZWtî1) -^ H^X/W) est injectiue, d'image

P^^X/W) == PiH^X/W)

^oà P* (reĵ . P.) désigne lafiltration aboutissement de la première (resp. deuxième) suite spectrale).

On sait [10, II (7.2) b}] que 'd^ est isomorphe à Vy^. En particulier,
H^WQ1) == /B^=FO O 'B^, donc Cœur^E12) = o, d'où, grâce à (1.4.5),

H^ZWQ1) = H^ZW^)^.

D'autre part, comme F est un automorphisme de H^WQ1) [10, loc. cit.], on a
H^ZW^) ̂  H^WQ1) (1.3.1) d'où la suite exacte

(*) o -^H^BWÛ2) -^H^ZWn1) -^H^WQ1) -^o,

le zéro à droite venant de la surjectivité de 'ûf^2. On sait de plus que

H°(Wt22) == H^WQ2) = o, donc IP^WÎT) ^H^BWQ2),
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et (•) donne l'une des diagonales de (2.17). Par ailleurs, on a H^^Wa" == o, car
H^jfo-wa- est le sous-F-cristal unité de IP(X/W) (III (6.8)). Donc on a

IP^Wn- ̂  PiH^X/W) C H^X/W) ;

rendomorphisme F' de IP^Wa-, induit par l'endomorphisme 0 de H^X/W), est
purement de pente i, donc V est un automorphisme de I-P^WiT (et F' ==W-1).
Il en résulte que H^ZWû1) ^H^WÛ- (1.3.2) et qu'on a la suite exacte

(**) o -^H^BWQ1) ^H^ZWÛ1) -^H^^WÛ-) ^o.

Gomme H^oWti- = o, on a H^W^) ̂  IP(BWt2i), et (**) donne l'autre diagonale
de (2.17). D'après (2.10)3 "àf est un domino de dimension i, donc de la forme U,;
comme "d^ a même noyau et même conoyau de 'ûÇ2, nécessairement i = a^. L'éga-
lité H2(ZWiii) = IP(W^) + HO(^wn-) se lit sur le diagramme. Quant à la der-
nière assertion, elle résulte de ce que H^ZWQ1) -^ H^Wû1) ^> P^^X/W) et
HI(ZW^) ^H^iWty) ^P,H2(X/W), comme on l'a vu plus haut.

3. Cohomologie logarithmique

(3.1) Soit X un schéma lisse sur un schéma parfait S de caractéristique^. Rappe-
lons [10, I (5.7)] que, si n et i sont des entiers ^ i, W^^g (en abrégé, W^) désigne
le sous-faisceau de W^ engendré localement, pour la topologie étale sur X, par les
sections de la forme dx^ ... dxjx, pour ^, ..., x, e ̂  (^ = (^, o, ..., o) e W^x) ;
on convient que W^g est le faisceau constant Z/^, et que W^O^ = o si ? < o
ou n ̂  o.

Pour i fixé, les W^g forment un sous-système projectif W.ii^ de W.Î21;
le pro-objet correspondant est donc sans ̂ -torsion, de plus, pour n^ i, la flèche naturelle

( 3 . 1 . 1 ) W.Û^®Z/^^WX,

est un isomorphisme de pro-objets [10, I (5.7.5)].

D'autre part, pour la topologie étale sur X, on a une suite exacte naturelle de
pro-faisceaux [10, I (5.7.2)]

(3.i.a) o—>w.a^—^w.^^-lw.ty—>o.

Gomme on a W^Û^CZW^1, il en résulte que

W.Q;^ == Ker i - F : ZW.Û1 -> ZW.ii1.

De plus, l'endomorphisme i — F du pro-faisceau ZW.fi1 est surjectif pour la topo-
logie étale. Il revient au même, en effet, de vérifier que l'endomorphisme V -- i de
ZW.Q1 (cf. (III (i .3))) est surjectif. Or, par définition de V, on a un carré commutatif
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l-F
W^Q< -4 W^Q*

pn F»-l

ZW^ v^ ZW^Û»

où les flèches verticales sont surjectives, ainsi que i — F [10, 1 (3.26)], d'où la surjec-
tivité de V —- i. Au total, on a donc un isomorphisme de suites exactes (pour la topo-
logie étale) de pro-objets :

(3.1.3) o—>W.Q^—^ZW.iy-^ZW.Q1—>o

v

(3.1.4) o—^W.Q^—^ZW.^—^ZW.^—^o

Enfin, grâce à la commutativité du carré (III (1.4.6), (1.4.7))
— •c»

w^iy -^ w îy

C-n C-(«-D

^w^Q- ̂  c^rw^iQ-

on a un isomorphisme de suites exactes de pro-objets :

(3.I.5) W.Û;-^ W.Q1 -^W.Q* • o

c— c—

(3.I.6) •W.Q^ •^'W.Û'^J^'W.Q*

On a aussi, bien entendu, une injection (resp. surjection) naturelle de (3.1.3)
dans (3.1.2) (resp. (3.1.2) dans (3.1.6)).

(3. a) On suppose, à partir de maintenant, que S == Spec(A), et que X est propre et lisse
sur S. On va étudier la structure des Z -modules

(3.2.1) H^-(X, Wûy := Hm IP'(X, WXg)

la cohomologie au second membre étant prise pour la topologie étale sur X. Par définition

ÎP-(X, Wû^) = ÏP-(X, Z,) (= Hm H^(X^, Z/^)),
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et, pour i = i, on a, avec les notations de [10, II, 5], un isomorphisme canonique

ÏP-(X, Wû^) ^ ÏP^X, Z,(i)) :== iimïP'^X^, ̂ ).

Gomme on l'a déjà observé dans (loc. cit.) pour i == o et i, si k est algébriquement
clos, le Zp-module H^X, Wt2^) est en fait le groupe des ^-points d'un certain groupe
pro-algébrique, que nous allons préciser. Notons ,/: X ->S la projection, d'où, avec
les notations de [i, (1.5)], un morphisme de topos

/: (X/S)^^S^

(Sparf est le topos des faisceaux sur le site parfait de S, formé des S-schémas parfaits,
muni de la topologie étale, et (X/S)parf le topos des faisceaux sur le site parfait relatif
de X/S, formé des couples (T, Y) où T est un S-schéma parfait et Y un schéma étale
sur Xrp = X XgT, muni de la topologie étale). Pour n fixé, W^Qx se prolonge de façon
naturelle en un faisceau sur (X/S)p^, encore noté W^Q1, dont la restriction à Y,
pour (T, Y) comme ci-dessus, est W^tiÇ, et W^t2x,iog se prolonge en un sous-faisceau
de W^ty, égal à W^y^g en restriction à Y; de même, ZW^, c^W^Qx se prolongent
à (X/S)parf, et les isomorphismes et suites exactes de (3.1) sont valables sur (X/S) p
Notons d'autre part, comme dans [i, (2.5)], ^(^n) la sous-catégorie pleine de celle des
faisceaux abéliens sur S^ formée des S-groupes parfaits algébriques affines com-
mutatifs (quasi-algébriques dans la terminologie de Serre [21]) annulés par ^n, et
a^00) == U W).

Lemme (3.2.2). — Le faisceau R^W^Q1 (resp. R^W^Q^) sur Sp^ appartient
à W).

Comme ^(^00) est stable par noyaux, conoyaux et extensions, l'assertion relative
à R^W^iy résulte, par dévissage, du fait que les R^gr'^'W^Q1 sont représentables
par des groupes vectoriels, compte tenu de la structure de g^W^ÎT [10, I (3.9)] et
de la commutation de WyQ1 aux changements de bases parfaites [10, I (1.9)]. Pour
l'assertion relative à R^W^Q^, on se ramène, par dévissage, compte tenu de (3.1.1),
à n = i. On conclut à l'aide de la suite exacte [10, o (2. i .20), (2.4.2)]

o -^ii^-^Ziy-^ty-^0.

Nous noterons

(3.2.3) H^,WA)^obW)

le groupe quasi-algébrique R^W^ti^, et

(3.2.4) HP'(X, W.tï^) = «^m» »'(X, W^) e ob pro-â^00)

le groupe pro-algébrique défini par le système projectif des H^X.W^Q^g). Si k est
algébriquement clos, H^X, W^Q^) (resp. H^X, Wi2^)) est le groupe des ^-points
de »pC,WA) (resp. IP-(X, W.Q^)).
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La suite exacte (3.1.2), considérée comme suite exacte de pro-faisceaux sur
(X/S)parf, fournit une suite exacte de pro-^(^°0) :

(3.2.5) ... ->ff(X,W.^) ^»pC,W.^^rf(X,W.iy) ^...,

où HP(X,W.ty) est le groupe pro-algébrique «lim» IP(X, W^îî1), avec

»(X,Wjy)=R^Wjy.

Le résultat principal de ce numéro est le théorème suivant :

Théorème (3.3). — a) U endomorphisme i — F de HP(X,W.ty) est surjectif\ on a

donc, grâce à (3.2.5)5 un isomorphisme canonique

(3.3.1) H^W.Q^^H^W.ûy (^

b) Soit n^ le nombre de facteurs de type II de rf^H^WQ1-1) -^H^WÛ1) {ou
dimension du domino H^WQ'-^/V-^Zr1^' -> F0 '̂ (2)) {cf. (I (2.18)), ^ soit ^
l9 exposant d^unipotence de ce domino (loc. cit.). Le groupe ir(X,W.Û^) admet un dévissage
canonique

(3.3.2) o-^H^W.nî^-^H^W.n^) ^D^o,

oà : (i) ÏP(X, W.tî}o,)0 e ob ^Q^y') ^ MW groupe quasi-algébrique unipotent connexe, de

dimension Wy.

(ii) D^ ^j^ ^n groupe profini étale, donné, si k est une clôture algébrique de k, par une repré-

sentation de Gal(A/A) sur le Zp-module de type fini (CœurÇE^gg^W^))1100 {qui est aussi

canoniquement isomorphe à (H^ZWty^OW^))^0 (1.4.5)).

Avant de prouver (3.3), dégageons quelques corollaires. Il résulte d'abord de (i)
et (ii) que H^X.W.Q^g)0 est ^a composante neutre de H^X^W.Q^g) et D '̂ son HQ
[21, (5.1)]? en particulier le dévissage (3.3.2) est unique. D'après (loc. cit.), si
H^X, W^g)0 désigne la composante neutre de H^X, W^g)? on a

tf(X, W.Q^)0 = «&n» tf(X, WA)0.

Autrement dit :

Corollaire (3.4). — Le pro-objet «Um» H^X, W^Q^g)0 es^ essentiellement constant
de valeur le groupe quasi-algébrique IT(X, W.Qy°.

En particulier, si n^ = o (t.e. si H^WQ1) est V-fini), ce pro-objet est nul. C'est
le cas par exemple si i ==j == i, puisque IFÇWQ1) est de type fini sur W : on retrouve
ainsi le fait que le pro-objet ^(X, (Xyn) est nul (cf. [10, II (5.9)]). C'est le cas, plus
généralement, si j == o ou i et i quelconque, ou si i = o, ou si t == N (X étant

(1) Si M est un groupe abélien muni (Tun endomorphisme M, on pose M^ == Ker i — u : M -> M.
(2) On omet ici le « prime » dans la notation de la première suite spectrale.
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purement de dimension N) (cf. (II (3.9), (3.11))) (le résultat pour i == o, i.e. relatif
à «lim» ir(X, Z/^*), étant d'ailleurs bien connu).

Corollaire (3.5). — Supposons k algébriquement clos.

a) On a une suite exacte

(3.5.i) o -̂  HP( X, Wt2^) -> IP(X, Wû») ̂  IP(X, Wiy) -> o.

b) On a une suite exacte

(3.5-2) o ̂  IP(X, Wiîy0 -> IP'(X, W^) -> ̂ W -> o,

rô IP(X, Wi2y° : = IP'(X, W. iV(A)

^ D^A) == (Gœu^E^y = (H^ZW^Qj^

Diaprés (3.3) a), on a une suite exacte de pro-objets

(*) o -^H^X, W.ûy -^H^X, W.ff) ̂  H^X, W.tî1) ^o.

Gomme la catégorie ^(^00) est artinienne (cf. [21, (I.3)])? le système projectif
IP(X, W^%g) vérifie ML, donc (3.5.1) se déduit de (*) par passage à la limite. On
déduit de même (3.5.2) de (3.3.2).

En particulier, sous l'hypothèse de (3.5)3 si n^ = o, donc par exemple si
j == o ou i, ou si i == o ou si i = N (X purement de dimension N), H^X, Wt2^)
est un Z -module de type fini, et l'on a un isomorphisme canonique (cf. [10, II (5.11)])

(3.5.3) ff'(X,W^)®^W^Cœur(E^),

(où Gœur(Et^^?(ZWQi)tf (i.4.5)).
Par ailleurs, (3.5) implique aussitôt :

Corollaire (3.6). — Supposons k algébriquement clos. Alors H^X, Wîî g) ^Q.p est de
dimension finie sur Q^, et Von a des isomorphismes canoniques :

(3.6.1) HP'(X, Wûy ® %^ (H^WQ1) ® K)^

(3.6.2) HP(X, W^) ® K ̂  (H^^X/W) ® K)^

(rô K = Frac(W)).

(3.6.3) Pour la démonstration de (3.3) nous aurons besoin de quelques préli-
minaires sur les R-modules. Si M est un R-module gradué, nous noterons M. le pro-
objet « U m » M^, où M : ^ = R ^ ® R M = M/FiP M (I (3.1)). Désignons par ̂
le site des S-schémas parfaits affines, muni de la topologie étale; c'est un site de défi-
nition de Sparf (cf. (3.2)). Nous noterons J(\ le faisceau sur S^ défini par
A h > M ^ ® W A ( = M^®W^A) pour Spec(A) eob .9p^ (pour tout W^-module L,
le préfaisceau o â f : A n > L ® w W A sur y^ est un faisceau), et J(\ le pro-objet
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«iim»>^. Nous désignerons par F (resp. V) l'endomorphisme de ^(\ défini par F® G
(r^sp. V®CT-1) sur M:®WA.

Lemme (3.7). — Soient i eZ et M. le R-module gradué U» (I (2.14.3)). O» û MT^

JMÎ^ exacte canonique de pro-^(^°°) :

(3.7.1) o^G.-^^^-^o,

où V injection 9 ̂  donnée par

<p(a) = S ^"^'W^limM^A) (=limMî®WA)
n^ i ^7" "̂ T"

^o^r a e A, A une k-algèbre parfaite.

Par définition, M^ ® WA, pour TZ ^ i, est l'ensemble des « polynômes »

S a.rfV^ a,eA. Pour A: == S û^VeM^+^WA, on a
t^r<n i^r^n

(i - F)^ = (^ - ̂ ,)rfV1 + .. . + (^-i - O^V"-1 e M^WA.

Il en résulte aussitôt qu'on a une suite exacte

(*)„ o ^A^M^®WA-^M^®WA^o,

où (p(a) = S a^'^dV^
i^r^n

Le système projectif des suites (*)„ définit (3.7.1).

Lemme (3.8). — Soit M= (M° -> M1) ^ Awmo (I (2.16)). Soit

o==DnMCBn-lMC.^C'DOM=M

une suite de composition telle que gr^M soit isomorphe à V^ pour i ^ m^ n (I (2.15)).

Alors :

a) Les flèches

o == ̂ x -> ̂ -î . ̂ ... -> ̂ °< = x
jo^ injectives et forment une suite de composition de ̂ . telle que gr̂ e .̂ ̂  (^rwl^).-

b) Poz/r tout m, V endomorphisme i — F de ^JK^ est surjectif, et les injections

o == {o^jKy ̂  {^-^y <-^.. . c-> ç^y
forment une suite de composition de {^^f dont les quotients successifs sont isomorphes à G^.

Le groupe pro-algébrique {^(^f est donc essentiellement constante de valeur un groupe quasi-
algébrique unipotent connexe de dimension n = dirn̂  M (I (2.18)), annulé par ^v, où v est

V} exposant d^unipotence de M (loc. cit.).

L'assertion a) résulte aussitôt de (I (3.10)). D'après (3.7), i — F est un endo-
morphisme surjectif de gr"1^^ de noyau isomorphe à G^, d'où b).
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Lemme (3.9). — Soit M un R°-module annulé par p", de type fini sur W^. U endomorphisme

i — F de ^i( est surjectif^ et ̂  est étale localement constante de fibre en Spec(A) (où k est une

extension algébriquement close de k) le Z ̂ -module de type fini (M^WÇA))1'.

On se ramène à supposer k algébriquement clos, on sait alors que F endomorphisme
i — F de M est surjectif et que M^ ® W^ ̂  M, le lemme en résulte trivialement.

Lemme (3.10). — Soit M un 'B°-module V-fini (I (2.1)) . Considérons le dévissage cano-

nique (I (2.7))

o - ^ G - - > M ^ U - > o ,

où G est de type fini sur W et U de Cartier unipotent. Alors :

a) La suite de pro-objets

o -̂ . ->Jl. ->W. ->o

est exacte^ et i — F en est un endomorphisme surjectif^ bijectif sur ^.

b) Les injections Css^C^M (cf. (I (1.5.3))) donnent des isomorphismes

(^ss)^^^

et ^K^ est profini étale, défibre en Spec(A) (k extension algébriquement close de k) le Zip-module

de type fini (G,, ® W(k)f == (G ® W^))11 = (M ® W^))^

Gomme V est injectif sur U, Tor^R^, U) = ^n)V == o, donc la suite
o -> G^ -> M^ -> U^ -^ o est exacte, donc aussi la suite de faisceaux correspondante.
Puisque U est annulé par une puissance de F, i — F est un endomorphisme bijectif
de W.. Les autres assertions en découlent, compte tenu de (3.9).

Lemme (3.11). — Soit M un Vi-module cohérent. Pour i eZ, soit

o -^ M' -> M -> M" -> o

la suite exacte de R-modules (cohérents) définie par les tronqués

W == (... -^M^^F^B^o),

M" == (o -> MVF00^ -> M1-1-1 ->...).

La suite de pro-objets o —>^l^ ->^K\ -9'^él1^ ->o est exacte^ et i — F en est un endo-

morphisme surjectif. Elle induit une suite exacte

o -> {JK^Y -> (.̂ y ̂  ̂ F -> o,
où G ^V-^ZVF00^; ^F est profini étale, de fibre (GOW^))^ et {JK^Y est un groupe

quasi-algébrique unipotent connexe^ de dimension égale à celle du domino M^'^V'^Z1"1 -> F^B',

et annulé par p^ où v est l'exposant d^unipotence correspondant (I (2.18)).
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La première assertion découle de (I (3.10)).
Les autres en résultent grâce à (3.8), (3.9), (3.10), compte tenu de ce que

o -^V-^ZYF^B'-^MVF00^ -^MVV-^Z1 ->o est le dévissage canonique (I (2.7))
du R°-module V-fini M'/F^B1, M étant cohérent.

(3.12) Preuve de (3.3). — Pour T === Spec(A) eob y^, on a

r(T, w(w^)) == IP'(XT, WA
mais WA == WA ®w^ W^A

[10, 1 (1.9.2)], donc, par Kùnneth,

r(T, H^W^Q1)) = ïP'(W^) ®WA.

D'autre part, d'après (II (2.3.2)), on a un isomorphisme naturel de pro-objets

« lim » IP(WQ1)^ ® WA ̂  « Um » IP'(W^) ® WA,

où H^WÛ1)^ == H^Wiî^/FiP. Avec les notations de (3.6.3), on a donc un isomor-
phisme canonique

(3.12. i ) J '̂(Wiy). ̂  « Hm » IT'(X, W^).

On en déduit (3.3) en appliquant (3.11) au R-module cohérent E^, compte tenu
de (3.2.5).

Variante (3.13). — Grâce à Fisomorphisme de Cartier (III (1.4))

G-: W^^^WA>

compatible aux changements de bases parfaites, (3.2.2) entraîne que le faisceau

H^X^W^) := R{/:^W^Q-

appartient à W) (donc W(X,JTW.n-) := «^n» W(X,^W^-) à pro-â^00)).
Compte tenu de Pisomorphisme (3. i .5) ̂  (3. i .6), il résulte de (3.3) a) que Pendo-
morphisme V -~ i de H^X.J^W.Û') est surjectif et que Pon a un isomorphisme
canonique (de pro-^(^°°))

(3.13. i ) H^X, W. Q )̂ ̂  tf(X, jrW. Q-)7',

compatible à (3.3.1) via G~\ On en déduit, comme en (3.5) a), que, si k est algébri-
quement clos, on a une suite exacte

(3.13. a ) o —> H^ (X, Wt2^) —> H^ (X, JFWÎT) ^X IP(X, JTWiT) —> o.

Par ailleurs, le même argument que pour la démonstration de (3.3), mais reposant
cette fois sur la cohérence de "Eg (III (5.2)), montre que H^X.W.iî^) admet un
dévissage canonique

(3.13.3) o^(^^HP(X,W.^) ^D'^->o,
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où : (i) G^est un groupe quasi algébrique unipotent connexe, de dimension m^ annulé
parp^ où m^ est la dimension du domino ^ : H^-^^W^/F'-00'^-2»^1 -> V700'^
et (A^ son exposant d'unipotence (I (2.15.3)).

(ii) D'^1 est un groupe profini étale, donné, si k est une clôture algébrique de A, par
une représentation de GalÇk/k) sur le Zp-module de type fini (GœurC'E^) ® Vf(k))^®°~\

Par conséquent G^ est la composante neutre de ÏP'(X,W.tiy et D'^1 son 7^,
et il existe donc un (unique) isomorphisme de (3.3.2) sur (3.13.3). En particulier
^ = ̂  '- on retrouve une des assertions de (2.10) (il est sans doute possible de retrouver
aussi^ ^ == ^). De plus, l'isomorphisme D^ ^> D'^ fournit un isomorphisme
Gal(^)-équivariant Cœur('E^)^ ® W(À) ̂  GœurC'E1^ ® W(A), donc un isomor-
phisme Gœur^E^^Gœur^'E^ : on retrouve Fisomorphisme fourni par (1.4.5)
et (1.4.6).

Notons encore le corollaire suivant : si ^ == o (cf. (3.5)), et si k == k, on a
un isomorphisme canonique (de W-modules)

(3.13.4) H^(X,Wi2y®W^Gœur("E^)^.

En particulier, comme nous l'avions annoncé en (III (6.8)), l'inclusion Z/^-^^°W,t2'
induit un isomorphisme (pour k == k)

(3.13.5) H^X.Z^^W^H^X.^WÛ-).

Signalons enfin une dernière conséquence de (3.3) :

Proposition (3.14). — Supposons k algébriquement clos. Dendomorphisme i — F de la
suite exacte (i .4.5)

o -> H^ZWÛ^ -> H^(ZWt21) -> H^ZWQ1)^ -> o

^ surjectif, et la suite exacte des noyaux s'identifie canoniquement à (3.5.2).

Gomme k est algébriquement clos, et que H^ZWtî1)^ est de type fini sur W,
i — F en est un endomorphisme surjectif (cf. par exemple [10, II (5.3)]). D'autre
part, d'après (2.10), H^ZWQ^ s'insère dans une suite exacte de R°-modules

(*) o -> H^-^BWQ^1)?., -> H^ZWti1), -> F00 'B '̂ -> o.

Comme le terme de gauche est F-fini, en particulier F-adiquement séparé et complet,
i — F en est un endomorphisme bijectif (d'inverse SF^). Par ailleurs, d'après (3.8) b),
i — F est surjectif sur F130'B^. Il en résulte que i — F est surjectif sur H^ZWO1)^,'
donc sur la suite exacte (i .4.5), et que la seconde flèche de (*) induit un isomorphisme

H^ZWQ^^F-'BiV.

Or on a (cf. (3.12))

?•(X,Wûyo^(FOO'B^)F,

et, d'après (1.4.5) et (3.10) b),

H^ZWQ^^CœurCEy^D^). .,
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La seconde assertion de (3.14) en résulte, grâce à Pisomorphisme

IP'(X, WQ^) ̂  H^ZWQff,

obtenu en passant à la limite dans la suite exacte de cohomologie de (3.1.3) (le sys-
tème H^X.W^ûy vérifiant ML (cf. preuve de (3.5))) et en tenant compte de la
surjectivité de i — F sur H^ZWÎÎ1).

4. Décompositions de Hodge-Witt

Dans tout ce numéro, X désigne (sauf mention du contraire) un schéma propre
et lisse sur k.

(4.1) Soit ieZ. Considérons le diagramme commutatif suivant, formé de
complexes de pro-objets, défini par les tronqués W.ti^' et ^W.t^ de W.^x :

o oi i
o—>ZW.Û*[-î]—^W.û^*—^f>,+iW.Q-—>o

ï [
(4.1.1) o—^.W.û-———^W.û*——^f>.+iW.Û-—>o

ï l
W.û<*===== W.û<*

ï ï

0 0

(où, pour un complexe L, ^,+iL désigne le tronqué (o -> L'/Z' -> L14"1 -^ . . .) , cano-
niquement quasi isomorphe à ^,+iL == (o -^D4'1^^1 -^ L14-2 -> . . . ) ) . Par appli-
cation de ÏT(X, —) et passage à la limite projective, on en déduit un diagramme commu-
tatif de suites exactes longues (avec les conventions de notations habituelles cf (III
(6.2.5))) : ï ï

... —^ IP'(ZWQ') —————> tf+^X, Wt^*) -^ H'+^X, f>.+iWtr) —^ ...

1 (•' l II

(4.1.2) ... —» H^'fX, I^ViO-l -^ H1+'(X, WÛ-) ——r H'*'(X, (>^iWQ-) —* ...

1 i
H*+^(X, Wû<*) ===H*+^(X, WQO)

i l

2P9
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Proposition (4.2). — Soient i,j e Z. a) Si IP(ZWQ1) est de type fini sur W, les flèches
du carré (*) de (4.1.2) sont injectives, et (•) est cartésien.

b) .Sï de plus H^^ZWÛ1) ^ A type fini sur W, ^ carré (*) ^ cocartésien, i.e.

ir-^X, WÎT) == H^^X, WQ^) + ir+^X, ̂ WQ-), ^ les flèches

H^^X, f^WQ-) -^ir^X.Wa^)

^ H^^X, WQ^) ^ H^^X, ^,+iWQ-)

jonf surjectives.

Rappelons que l'on a canoniquement H^^X, Wif) r^ H^^X/W), et que, par
définition,

PH^^X/W) ^ImIT-^X.WQ^) ^^^'(X/W)

(resp. P.H^^X/W) = Im H^^X, ^,WQ-) ^ H^^X/W))

est la filtration canonique, aboutissement de la première suite spectrale de de Rham-
Witt (resp. la suite spectrale conjuguée). Pour l'interprétation des hypothèses de (4.2),
voir (1.8), (2.12), et les remarques suivant (3.5).

Prouvons a). Supposons H^ZWQ1) de type fini sur W. Montrons d'abord l'injec-
tivité de H^ZWQ1) -> H^^X, ^.Wû'), ou, ce qui revient au même, la nullité de
H^-^X, WQ<1) -^H^ZWQ1). ^La suite exacte évidente

o -^BW.Q^-i] -^(.. . -.W.ty-^BW.ty-^o) ->W.Q^<- l-^o

s'injecte dans la colonne de gauche de (4.1.1), donc on a

Imïr^-^X.WQ^) ^H^ZWQ^CImH^BW^1) ^H^ZWQ1).

Or on a (2.4.6)

ImH^BWti1) ^H^ZWÛ1) =HJ(BWQl)v^.

Comme H^ZWQ1) est de type fini sur W, H^ZWQ1)^ = o (i .4), donc, d'après (2.12),
IP(BWty)v^ = o, d'où l'injectivité de H^ZW^1) ^ tr-^X, ^,WÛ-). Celle de
H^^X, WQ^) -> H^^X, WQ-), ou, ce qui revient au même, la nullité de
H»+J-I(X, WtT^) -^H'^^X.WQ^1) en résulte, comme le montre (4.1.2). Prouvons
maintenant l'injectivité de tP(ZWty) ^H^X, Wfî^1), î.^. la nullité de

H^-^X, ̂ ^WQ-) ^H^ZWn1).

La ligne supérieure de (4.1.1) se projette sur la suite exacte

o^ZW.Q^—î] -.W.tyC-î] -^BW.iî^^-i] ->o

donc on a

ImH^-^X.^^WQ-)

^ H^ZWQ1) C Im H^-^BWQ^1) ^ H^ZWtî1).

-3^
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La conclusion en résulte, grâce à (2.4.3) et (2.12). L'injectivité de

IF^X, ^,WÛ-) -> H^X, WQ-)

et le fait que (*) soit cartésien s'ensuivent, comme le montre encore (4.1.2). Supposons
maintenant IP(ZWÛ1) et IP^ZVW) de type fini sur W. Alors, d'après (4.1.2), les
flèches ir^X, ̂ Wû-) ^H^X, Wû<1) et IT+^X, Wt^1) -^H^X, ^,+iWÛ-)
sont surjectives, d'où b), ce qui achève la démonstration de (4.2).

L'exemple (2.17) montre que l'hypothèse supplémentaire que tP^ZWti1) est
de type fini sur W est nécessaire pour la validité de b).

Corollaire (4.3). — Soient i,j eZ tels que tPÇZWQ1) soit de type fini sur W. Alors

P^+^X/W) n P^+^X/W) = o

pour tout r > i.

On peut se borner à r = i + i. D'après (4.2) a), il suffit de montrer que

H^ZWÛ1) nIm^^X.WÛ^-1-1) -^H^X, WQ^)) = o.

Or on a la suite exacte

H^x.wa^1) -^ir+^x.wti^) -^H^x.wty),
et l'on sait que, tP(ZW^) étant de type fini sur W, la flèche composée

H^ZWQ1) -^ïr+^X.WQ^) -^H^Wa1)

est injective (2.12), d'où la conclusion.

Corollaire (4.4). — Soient i j eZ ^ ̂  H^ZWiî1) ^ H^^ZWti1) soient de type

fini sur W. Alors la suite exacte

o ->IP(ZWQ1) -^H'^X.WQ^) -^H^^X.^^iWQ-) ->o

{resp. o -> H^ZWil1) -̂  H^^X, ̂ ,WQ-) -^ H^^X, WQ<^) ̂  o)

âfç^n ,̂ r̂û^ û (4-2), par (4.1.2), admet un unique scindage

(4.4.1) H^X, WO^1) ̂  H^ZWQ1) ©H^X, ̂ ,WQ-)

(r .̂ (4.4.2) H^^X, ̂ VW) ̂  H^ZWff) © H^+^X, WQ<1))

compatible à l'opérateur F (r .̂ V) induit par V endomorphisme F^, de W.Q^1 ^/ û ̂ F

j^r W^^ (r̂ . V^, A ^,W.Q* (III ( 1 . 7 . 1 ) ) ) . Dans la décomposition (4.4.1) (resp.

(4.4.2)), IP(ZWÏy) est le facteur direct où F {resp. V) est inversible, et H'+^X, ̂ ^Wtr)

(r̂ . H^^X, W^"^^) ^/^ où F (r .̂ V) ^ topologiquement niipotent. Les décomposi-

tions (4.4.1) et (4.4.2) déterminent, par le carré (*) de (4.1.2), une décomposition canonique

de IT^X/W) :

(4.4.3) H^X/W) ^H^X, W0<t) ©H^ZWQ1) ©tf+^X, ^,+iWQ-).

^2
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Cette décomposition est stable par l'endomorphisme de Frobenius g (noté aussi 0) de H^^X/W),

avec g | (IP'(ZWty) ©H^^X, ̂ ^WtT)) =^F; ^ X ̂  ̂ ^^ de dimension N, ̂

^ également stable par F endomorphisme 33 de H^^X/W) ?W^ /w V endomorphisme V<^
A W.fî-, ûzw 93| (H^^WQ^eH^ZWQ1)) =J&N-iV'.

L'endomorphisme F^ de W.û^1 induit F^ (III (1.7.3)) sur le quotient
^t+iW.Û1, donc, en vertu de (III (2.3.2)), l'opérateur induit par F sur le quotient
n^^^i+iWtr) de ir'^X.WQ^) est topologiquement niipotent. L'existence et
l'unicité du scindage (4.4.1) en résultent, puisque la restriction de F à H^ZWQ1) est
un automorphisme. On montre de manière analogue l'existence et l'unicité de (4.4.2).
Comme les endomorphismes g et V^, de ^W.Q- commutent (gV^, == V^g =A
la décomposition (4.4.2) est stable par g, donc aussi la décomposition (4^4.3). On
vérifie de même que (4.4.3) est stable par 93. Les autres assertions sont évidentes.

Sous les hypothèses de (4.4), notons P^H^X/W) (resp. P^H^X/W)) (n = i +j)
l'image de l'injection composée

(4.4.2)

ïP(X, WQ<1) c—> H^X, ^WQ-) ̂  H^X/W)

(resp. IP(X, ^^iWQ-) ̂  H^X, WQ^) ̂  H^X/W)).

On a donc des inclusions

(4.4-4) P.^iH^X/W) C P,_IP(X/W) C P.H^X/W),

(4-4-5) P'^H^X/W) C P^H^X/W) C PH^X/W),

les deux premières provenant de ce que la restriction de l'endomorphisme V de P,
à P,_i est topologiquement niipotente, ainsi que celle de l'endomorphisme F de P1

à P^1.

Théorème (4.5). — Soit n e Z tel que les conditions de (2.15.6) soient satisfaites. Alors
les filiations P., P._, P, P+ de IP = H^X/W) déterminent une décomposition canonique :

(4.5.1) H^®^®^^^),
• ̂ ' v

rô 1% = P1 n P., H^^n = P-+ n P^,_; on a

(4.5.^ f1'- =,e(H"eH^^^' p<+ -,e•(HS-^e%)-
[P. =P._CHfq, P<=H[>qeP•+.

De plus, pour i + j = n, on a 'Ef = 'E^, "E^ = "E*^, ef ̂  isomorphismes canoniques

(4 •5.3) H^ZWQ^Hf.],

(4.5.4) H^Wn*) ^%®Hf,..+,[,

(4.5.5) H^(X, ̂ Wi2-) ̂  Hfqe H|S_I,.[,

(4.5.6) ?•(BWQ•+1)^H]"...^.,^,
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compatibles aux flèches naturelles

H^ZWQ1) ->:HP'(W01) -^tf(BWîy+1)

et H^ZWÎÏ) -> B?'(X, jTWîT) -> IT+ ̂ X, BWtY) ;

la décomposition (4.5.4) (resp. (4.5.5)) est stable sous les opérateurs F et V (r̂ . F' et V),
F (r .̂ V) est inversible sur H[q ^ topologiquement niipotent sur H5^ir (r̂ . Hî^r).
En particulier y (4.5.1) détermine^ via (4.5.3) à (4.5.6), des décompositions canoniques

(4.5.7) IP^ © H^WQ1)^ © (?(ZWQ^)eHJ(BWQt+l))
i+j=n t+j=n

(4.5.8) H^ © H^X.jTWtT)^ © (H^ZWQ^eH^^BWQ1)),
i+j=n i+j=n

stables par l' endomorphisme de Frobenius ^ de IP, avec

g | H^WÛ1) == ̂ F ^ gr | H^X, jrWii-) = ̂ -'F';

^o^r X purement de dimension N elles sont stables par V endomorphisme 93 de ÎP induit par V< ̂
(III ( 1 . 7 . 1 ) ) , avec 93 | H^WQ1) ^ -̂̂ V ^ 93 | HP'(X, J^WQ-) ^^-^V.

Gomme, pour i +j == n, H^ZWtî1) et H^^ZWtl1) sont de type fini sar W,
on dispose, d'après (4.4)3 de la décomposition (4.4.3), qui s'écrit

Ip == p^_ @ Hf^ ® P14-,

avec P, = P,_ ®H^, P1 = Hf^® P .̂ Posant H^^ = P+ n P^,_, on en
déduit P^_=P,®H^, car P,CP^_ (4.4.4)^ et P14-= H^,+^©P+1 car
p+içp»+ (^.^.^ d'où aussitôt les décompositions (4.5.1) et (4.5.2). Grâce à
(2.15.6) (iii) (resp. (2.15.6) (iv)), on a 'E? = ̂  (II (3.9)) (resp. ^ == "E^
(III (6.6))). L'isomorphisme (4.5.3) est défini par le carré (•) de (4.1.2) ((4.2) a)).
L'isomorphisme (4.5.4) est défini par 'E^'='E^ = P'/P14'1 et la décomposition
P^H^eH^eP14-1; de même, (4.5.5) est défini par ^ = "E£ = P,/P,_,
et la décomposition P^ == P^_i®H^®H^_^^. Enfin, pour i +j == n, les suites

o -^H^ZWQ1) -^H^WQ1) ^H^BWQ14-1) ->o

et o ^H^ZWQ1) -> H^X, Jf^WQ-) -^H^^BWtî1) -^o

sont exactes, grâce à (2.15.6) (ii), d'après (2.12). L'isomorphisme (4.5.6) est défini,
au choix, par la première ou la seconde de ces suites, combinée avec (4.5.3) et (4.5.4),
ou (4.5.3) et (4.5.5). Les compatibilités indiquées entre les isomorphismes (4.5.3)
à (4.5.6) sont évidentes. D'autre part, d'après (4.4)5 (4.5.4) est stable sous F, F est
bijectif sur H^j et topologiquement niipotent sur H^.^, donc (4.5.4) est la décompo-
sition canonique de H^WQ1) en parties semi-simple et topologiquement niipotente sous
l'action de F$ comme F et V commutent, il s'ensuit que (4.5.4) est aussi stable sous V.
On vérifie de même les propriétés de stabilité de (4.5.5). Les autres assertions sont
immédiates.
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(4.6) Pour n eZ, nous dirons que X est de Hodge-Witt en degré n si X vérifie
les hypothèses de (4.5), i.e. H^WQ1) est de type fini sur W pour tout (i,j) tel que
i-{-j==n. Les décompositions (4.5.1), (4.5.7), (4.5.8) seront appelées décompositions
de Hodge-Witt.

De (4.5) résulte aussitôt l'équivalence des conditions ci-après :

(4.6.1) (i) X est de Hodge-Witt en degré n et H^X/W) est sans torsion9,

(ii) pour tout {i,j) tel que i -\-j == n, H^Wtî  est sans torsion;

(iii) pour tout (t,j) tel que i +j == n, H^J^WQ') est sans torsion.

Supposons ces conditions satisfaites. Les décompositions de Hodge-Witt montrent
qu'alors les polygones de Newton et de Hodge du F-cristal H^X/W) coïncident le long
des parties de pentes entières : (4.5.1) est la décomposition de Newton-Hodge corres-
pondante, au sens de Katz [13, (i.6)], cf. aussi [10, II (4.10)].

Nous dirons que X est de Hodge-Witt si X est de Hodge-Witt en tout degré n.
Comme, d'après (4.5), 'E?'='E^ et "E^'= "E1^ pour i+j==n si X est de
Hodge-Witt en degré n, les conditions suivantes sont donc équivalentes :

(4.6.2) (i) X est de Hodge-Witt;

(ii) la première suite spectrale de de Rham-Witt de X dégénère en E^;

(iii) la deuxième suite spectrale de de Rham-Witt de X dégénère en Eg.

Il n'est pas vrai, cependant, que ces conditions impliquent la dégénérescence, en
leurs termes initiaux, des suites spectrales de cran n. Plus précisément, on a le résultat
suivant, qui nous a été communiqué par Ekedahl :

Théorème (4.7). — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout ( i y j ) y H-^Wti1) est de type fini sur W, avec F injecfif;

(ii) pour tout (ij), H^jf^Wî^) est de type fini sur W, avec V injectif;

(iii) pour tout (^j), H^BWtÏ) est sans p-torsion (i.e. libre de type fini sur W (2.3));

(iv) pour tout n^ i, la première suite spectrale de cran n

'E '̂ == H^W^1) => H*(X, W^û-)

dégénère en E^;

(v) pour tout n^ i, la deuxième suite spectrale de cran n

"E '̂ = H^W )̂ => H*(X, W^û-)

dégénère en E^.

Si ces conditions sont satisfaites, on a, pour tout {i,j) et tout n^ i, des suites exactes

canoniques

(4.7.1) o ̂ H^OV^/V^HWQ1) -^(H^^W^-^/F^evnH^^WÎiQ^o,

(4.7.2) o ^H '̂WQ-VF'71 ̂ H '̂W^)
-> (H^-^^WtyVV^) ©^nH^^^WQ-) ^o.
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Si ïP(BWQ1) est de type fini sur W, F et V sont niipotents sur son sous-module
de ^-torsion (2.2) (qui est de longueur finie). L'équivalence des conditions (i) à (iii)
résulte donc des décompositions (4.5.4) et (4.5.5). Supposons (i) vérifiée. Calculons,
pour i fixé, ÏP'(W^) à l'aide de la suite spectrale (II (i.4.8)1) :

(») E? = IP(X, K(îV) => IT(X, W^),

où K(i) est la résolution canonique de W^ii1 :

K(i) = (o -^ W^^^WÛ-^W^'^WÛ1 -^ o).

Gomme la première suite spectrale de de Rham-Witt dégénère en E^, laj-ième ligne
du terme E^ de (*) s'écrit :

/pw 0) . . 0 4-V"
ïP(WQ1-1) —> IP(Wîy-1) eir'(Wty) —> ïP'(Wty).

Comme F est injectif sur H^Wtî1'"1), il s'ensuit que Eg"2'^ = o pour tout j\ et qu'on
a la suite exacte (4.7.1). On établit de même (4.7.2) à l'aide de la suite spectrale (III
(5-5-5))- Montrons maintenant que (i) entraîne (iv). Notons ^(M) la longueur d'un
W-module M de longueur finie. D'après (4.7.1), on a

(i) ^îP'(W^)) == ̂ (H^W^/V^ + ̂ (H^^W^-1)^) +^(vnH^+l(Wi2i)).

Considérons, d'autre part, la suite exacte

(2) 0 ->FnIP(Wty) ->pJP(Wty) ^vnH^WQ1) -^H^Wti1)^

X H^WQ1)/^ -> H^WÛ1)^ -^ o.

Gomme F est injectif sur H^WÛ1), on a pnH^WQ1) = ynH^WQ1), et comme
pnH^Wti1) est de longueur finie, (2) fournit un isomorphisme

pjP(Wty) -̂ > v^H^wti1)

et une suite exacte

o -> H^WQ1)^ X H^WQ1)/^ -^ H^W^/V" -> o.

En particulier :

(3) ^(IP(WÎ21)/^) ^(H^WQ1)^) +^(?^00 /V^.

De (i) et (3) on déduit qu'on a, pour tout m eZ,

S ^(H^(W^1)) = S ^(Wt21)/^) + S ^(.nH^WQ1)),
+j=wi i+j==m i+j=m+l

d'où, grâce à la décomposition de Hodge-Witt (4.5.7)

2 WW,Q1)) ^(H^X/W)/^) +/(,nHW+l(X/W)).
i+j'=m

Par la suite exacte des coefficients universels

o -^H^X/W)/^ ^H^X/WJ -^nH^+^X/W) ->o,
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on en conclut que

, S ^?(W^t))=^(HW(X/WJ)=^Hm(X,W,a-)),
l+J ==w

d'où la dégénérescence en E^ de la première suite spectrale de cran n. Compte tenu de
l'isomorphisme de Cartier G~n : W^^JTW^ (III (1.4)), les conditions (iv)
et (v) sont équivalentes. Il reste à prouver que (iv) implique (i). Tout d'abord, (iv)
entraîne que la première suite spectrale de de Rham-Witt dégénère en E^ (puisque
celle-ci est limite projective des suites spectrales de cran n), donc que H^VW) est de
type fini sur W pour tout (î,j). Rappelons maintenant qu'avec les notations ci-dessus
les K(i) forment un complexe

... ^K(i)-iK(i+i)^...,

où la différentielle d est donnée par

K(î) WQ1-1 Wty-^ewn1
WQ1

(-. (Si)

K(i+i) WQ1 Wtyewîy4-1
WQ^1

de sorte que les suites spectrales (*), pour i variable, forment un complexe. La diffé-
rentielle de l'aboutissement, ^H^W^Q1) ^H^W^Q^1), est la différentielle ^ de
la première suite spectrale de cran w, donc est nulle par hypothèse. Étant compatible
à la filtration canonique de l'aboutissement, d induit o sur g^H'^W^Q1). Or on a

gr^-^W^^E^,

et comme la première suite spectrale (limite) dégénère en E^, le calcul fait plus haut
montre que

E '̂ = H^WQ^/F^vnH^WQ1).

Vu la définition de d : K(i) -> K(i + i), il en résulte que la flèche canonique

ynH^WÛ1) ^H^Wty)^

(figurant dans (2)) est nulle. Notons T le sous-module de ^-torsion de H^WQ1). Comme
V est topologiquement niipotent sur ïP'(Wt21), on a T = ynH^WQ1) pour n > o.
Grâce à (2) on en conclut que F" : T -> T est bijectif pour n > o, donc que F est
injectif sur H^Wti1), ce qui achève la démonstration de (4.7).

Remarques (4.8). — a) Ekedahl sait montrer (lettre à Katz du 26-11-1981) que,
si X est de Hodge-Witt, la première suite spectrale de de Rham-Witt de cran n dégénère
en Eg pour tout n^ i, et qu'on a, pour tout (î,j),
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^(ïP'(W^Q)) ^^H^W^/V") +/(vnHJ+l(WQi))

+ /(H^^Wn1-1)/?") + ̂ (pnH^^Wîi1-1)).

Il prouve également que, sous les conditions de (4.7), la suite (4.7.1) est scindée.
b) Supposons les conditions de (4.7) satisfaites. Il n'est pas vrai, en général, que,

pour n^ i donné, les filtrations aboutissements des suites spectrales de cran n déter-
minent une décomposition de H*(X/WJ, voir (4.13) (et aussi, pour n = i, Katz
[12, (2.3.4)]).

Proposition (4.9). — Sous la condition (i) de (4.7), on a, pour tout (f,j) et tout n^ i,
des suites exactes canoniques

(4.9.1) o -> H^wiy-^F^wty-1) + v^wo1-1)) 4. IP(BW )̂
-> (V^-^F^^^W^-^î/F^^^Wn1-1) -^o,

(4.9.a) o -^ H^WQ1)^ -^ H^ZW^Q1) -> (H^^WQ1-1)^) ©ynîP'^Wti1) -^o.

Observons que (4.7.1) et (4.9.2) entraînent

(4.9.3) WZW^)) = ^(HWQ1)),

donc aussi

(4.9.4) ^(IP(ZW^)) = ̂ (H^W^-)),

compte tenu de Pisomorphisme de Cartier G"" : H^W^ÎÎ1) -^ H^jTW^tr).
Les suites exactes (4.9.1) et (4.9.2) sont fournies, comme (4.7.1) et (4.7.2),

par les résolutions suivantes de BW^Q1 et ZW^Q1, valables pour tout schéma X lisse
sur une base parfaite :

Lemme (4.10). — Pour tout n et tout î, les suites ci-après sont exactes :

>.i) o —> wty .(YnlrF2. wfyewo1-^"4^ wo1 ̂ > Bw^1 —> o,

.10.2) o —> WQ1-^-?"^ wQ^ew^"72"-^ wty -F^ zw.Q1 —> o.

(4.10.1) o —> WQ^-^ ^ W^eWO11^^ WQ1 -^ BW^Q1^1 —> o,

(4

L'exactitude à gauche de (4.10.1) et (4.10.2) résulte de ce que WQ" est sans
^-torsion. Soit x e WtT, d'image x dans W^û', tel que âf;c= o. Alors, d'après [10, I
(3.21)], x e F^^ty, donc x s'écrit A: = F^ + V^ + ^V^ == F^j/ + dV^t) + V^,
donc Ker d = ImÇF" + V"). Soient x,y e WQ1 tels que F^ + V^ = o. Appli-
quant F^, on en déduit p^^dx + dy == o, d'où y = — F^ [10, I (3.21. i .5)], et par
suite x = V^, d'où l'exactitude de (4.10. i). D'après [10, I (3.21)], F" : WQ1 -> ZW^Q1

est surjectif. Soit x e Wîï1, d'image ^ dans Wa^1, tel que F'1^ = o. Alors,
d'après [10, I (3.21.1.2)], ^eV^ty, donc x s'écrit x ==V^ + ^V2^, donc
Ker F" == ImÇrfV2^1 + V^. Enfin, soit (^,j/) e Wû1-1 © WQ1 tel que dV2^ + V^ == o.
On en déduit dx + p^y == o, d'où x == F^ [10,1 (3.21.1.5)], et pndVnt + V^ = o,
soit V^A +j) =o, i.e. y == — dt, d'où l'exactitude de (4.10.2).
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Remarque (4.11). — Si X est un schéma lisse sur une base parfaite, posons,
pour n, r ̂  o,

(4.H.I) Z/W^^PW^A

( 4 1 . 2 ) BWÎ21-f1"""^^"1 s i r > n(4.11.2) B,WA-^_^^ ^^

En particulier, Z^W^Îi* = ZW^Q* [10, 1 (3.21)], B^W^Q* == BW..Q*, et, pour n = i,
on retrouve les faisceaux définis en [10, o (2.2)] : Z^W^Q* = Z,Q*, ByW^iy == B,Q,
[10, 1 (3.11)]. On a des inclusions

o == BoW^C B^Û'C ... B,W»Û*C ... C Z,W»Û'C ...

CZiW^'CZoW^Û'^WA

et l'on vérifie facilement que F1' : W»+,t2' -^W,,Û* donne un isomorphisme de Cartier

(4.11.3) G-: W^^Z^W^Q'/B.W^*,

qui généralise (III (1.4.1)) et [10, o (2.2.5)]. D'autre part, on montre sans peine
qu'on a des suites exactes

(4. ii .4) o —> WQ' ̂ '"^ WÛ*® WQ* în^ Wû*F^ B,W '̂+1 —^ o

(si r> n, et F''""^ remplacé par dVn~r si r< n),

(4.11.5) o^Wû•-(F'I^F^WQt-l®Wû«dv'l^Sw -r "n1-" " ^9

qui généralisent (4.10.1), (4.10.2) et (II (1.2.2)).
On en déduit, pour X propre et lisse sur k, et vérifiant l'hypothèse (i) de (4.7),

des suites exactes canoniques

(4 .11.6) o ^H^W^-^F^WQ1--1) + VWçWtî1-1)) F^ ïP(B,W^1)
-> (Vr)-l(Fn?•+l(Wtii-l))/Fn?+l(WQi-l) ^o,

(4.H.7) o -^H^WQ^/V^H^W^1) -^H^^WQ^/F^^H^^W^1) ->o,

généralisant (4.7.1), (4 .9- i ) et (4.9.2).

Définition (4.12). — Pour n e Z, ^o^ dirons que X ̂  ordinaire en degré n si X est
de Hodge-Witt en degré n (4.6) et H^BWtT4-1-1) == o pour tout i^ o. Nous dirons que
X ̂  ordinaire si X ̂  ordinaire en tout degré.

Si X est ordinaire en degré n, on a donc, pour î +j == n, H^ZWQ1) ̂  IP'(Wi21),
H^ZWQ1) ̂  H^JTWQ-), et la décomposition de Hodge-Witt de IP(X/W) se réduit à :

(4.12.1) IP(X/W)^ © H^(ZWt21).
»+j=n

L'énoncé ci-après fait le lien avec d'autres définitions du terme « ordinaire »,
cf. Mazur [15], Kato [n], Ogus [i8], [4, (1.3.3)], et l'article en préparation de Bloch-
Gabber-Kato développant [n].
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Théorème (4.13). — a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est ordinaire;

(iï) pour tout {i,j), H^BWQ1) = o;

(m) pour tout n^ i et tout {i,j), IP(BW^Û1) = o;

(iv) pour tout n ̂  i, la première suite spectrale de de Rham-Witt de cran n dégénère en E^, la
suite spectrale conjuguée de cran n dégénère en Eg, et les jiltrations respectives Fil* et Fil. sur
l9 aboutissement sont opposées, i.e. on a, pour tout m e Z et tout i,

(4.13.1) Fil^H^X/WJ ©Fil^H^X/WJ = H^X/WJ;

(v) ĵ r ̂  {i,j), H^BQ1) == o;

(vi) la première suite spectrale et la suite spectrale conjuguée de cran i dégénèrent en leurs termes

initiaux et les jiltrations respectives Fil' et Fil. sur l9 aboutissement sont opposées, i.e. on a,
pour tout m e Z ^ ^?^ i,

(4.13.2) Fil,HSn(X/A) eFil^H^X/è) = I%(X/è)

(rô H^(X/è) = H-(X, Î2-) = H*(X/Wi)).

b) Si X est ordinaire, alors, pour tout n ̂  i et tout (ij), on a H^ZW^Q1) ̂  H^W^Q1),
H^ZW^Q1) -^ IP(^W^-), ^ les filtrations FiF ̂  Fil. ̂  (iv) déterminent, pour tout m e Z,
^n^ décomposition canonique de H^X/WJ :

(4.13.3) H^X/WJ^ © H^ZW.Q^
i+j==w

telle que le carré suivant, où les flèches verticales sont les flèches canoniques, soit commutatif :

H^X/W) (4-12^ © H^ZWtl1)
^ i+j=m .

Hwl(X/WJ -̂S © H^ZW^)
û; l+J=M

c) Supposons que, pour tout m e Z, IP^X/W) j*rô ^û^ torsion. Alors les conditions a) (i)
û (vi) JOT^ équivalentes à la suivante :

(vii) Pour tout m, le ï-cristal H^X/W) est ordinaire, i.e. û mêmes polygones de Newton et de

Hodge {cf. Mazur [15] et [4, (i .3.3), (i .3.4)]), et de plus les nombres de Hodge h^m~ï

du î-cristal H^X/W) vérifient A1^-1 = dimH™-^1) ;

(viii) Pour tout m, le polygone de Newton du F-cristal IP^X/W) coïncide avec le polygone de
Hodge défini par les nombres dim HW-l(Ql).
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Prouvons a). Compte tenu de (2.15.6), on a (i) o (ii). Si X est ordinaire, alors,
pour tout (ij), F est bijectif sur H^WQ1), donc (4.9.1) montre que (ii) implique (iii).
La condition (iv) exprime que, pour tout n^ i, tout m et tout i, la flèche canonique

H^X, ̂ \\W -> H^X, W^1)

est un isomorphisme. Compte tenu de la suite exacte
0 -^ ̂ î iT -> W^1 -> BW^^- t] -> o,

on a donc (iii) o(iv). On a de même (v) o (vi), et trivialement (iii) => (v). Il
reste à montrer que (vi) implique (i). Tout d'abord, (vi) entraîne, par les suites exactes
(cf. [10, o (2.2)])

o -^Bty-^z^ty-^z.ty-^o,
que, pour tout r^ o, on a C : H^Z.+iQ1) ^H^Z.Q1). Compte tenu de Pisomor-
phisme de pro-objets [10, I (3.11)]

w.nvv-^linoz.ty,
^T"

on a donc H*(X, W.^/V) ^> IT(X, Q1), et il s'ensuit que H^WQ^/V est de dimension
finie sur k, autrement dit que, pour tout (i,j), IP(WQ1) est V-fini. D'autre part, (vi)
entraîne, par les suites exactes [10, o (2.2)]

o -> BQ1 -> B^iQ1 -^ B,û1 -> o,

que H*(ByQ1) === o pour tout r^ i. Compte tenu de Pisomorphisme de pro-objets
[10, I (3.ii)]

W.QYF^lm^B.iy*4-1,
"̂c

on en déduit que H^X, W.ii'/F) = o, donc que F est un automorphisme de H^WÛ1)
pour tout (î'J). Gomme ïP'(WQ1) est V-fini, il en résulte que W(WQ1) est de type
fini sur W. Donc X est de Hodge-Witt, et comme F est bijectif sur H^WQ1) pour
tout (ij), les décompositions (4.5.7) entraînent que H^BWii1) = o pour tout (ij), ce
qui prouve (vi) => (i) et achève la démonstration de a). Les assertions de b) sont immé-
diates. Prouvons c). Grâce à (4.12. i), (i) entraîne la première assertion de (vii), puisque
5 | H^ZWty) = ̂ F, avec F un automorphisme. Puisque H*(X/W) est sans torsion, la
seconde signifie (grâce à (4.12.1)) que Pon a, pour tout (i,j), H^WQ1)/^ ̂ H^ti1),
ce qui résulte aussitôt de b). Donc (i) implique (vii). On a trivialement (vii) => (viii).
Prouvons (viii) => (vi). L'égalité des polygones entraîne d'abord qu'on a, pour tout m,

(*) S dimH^Q1) ^gIPpC/W),
»+j'==m

mais comme IT(X/W) est sans torsion, on a IP^X/W)/^ ̂  H^X/yS») == H^X, Q'),
de sorte que (*) se récrit

S dim H îy') = dim Ï%(X/À) .
i +j = m
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II en résulte que la première suite spectrale de de Rham-Witt de cran i,

E?=HW =>H^(X/è),

dégénère en E^, et, grâce à l'isomorphisme de Cartier, que la suite spectrale conjuguée
de cran i dégénère en Eg. D'après un théorème de Mazur-Ogus [2, (8.26)] (cf. aussi
Nygaard [17]), les filtrations correspondantes Fil" H^(X/A) et Fil. H^X/è) coïn-
cident respectivement avec la filtration de Hodge et la filtration conjuguée définies
sur HDR(X/À) ==IT-(X/W)^ par le F-cristal H*(X/W). En vertu de (viii), celui-ci
est donc ordinaire (au sens de (vii)), et par suite les deux filtrations en question sont
opposées [4, (i .3.2)], autrement dit on a (4.13.2) pour tout m et tout i, ce qui prouve
(viii) => (vi) et achève la démonstration de (4.13).

Corollaire (4.14). — Soient X, Y des schémas propres et lisses sur k. Si X et Y sont ordi-

naires^ il en est de même de X x Y.

La formule de Kùnneth entraîne en effet que les deux suites spectrales de de Rham-
Witt de cran i de X X Y dégénèrent en leurs termes initiaux, et que (4.13.2), valable
pour X et Y, est aussi valable pour X X Y.

Remarque (4.15). — II résulte de la formule de Kùnneth d'Ekedahl (cf. [7] et
[10 ter, (5.2)]) que, si X est de Hodge-Witt et Y ordinaire, X x Y est de Hodge-Witt.
Inversement d'ailleurs, comme l'ont montré Katz (et, indépendamment, Ekedahl), si
X X Y est de Hodge-Witt, l'une des variétés X, Y est ordinaire, l'autre de Hodge-Witt.
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