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Les valeurs extrêmes des distributions statistiques
PAR

E. J. GUMBEL

Introduction

Considérons les résultats d’un nombre fini N d’observations portant
sur une distribution statistique illimitée. Parmi ces résultats, il y en

aura touj ours une valeur (ou plusieurs) qui dépassera toutes les autres,
tout en restant finie puisque évidemment nous ne pouvons obser-
ver que des valeurs finies. Il s’agit de préciser cette valeur maximum
et d’analyser la manière dont elle croît avec le nombre des obser-
vations.
Des parties importantes de ce problème ont déjà été résolues. En

effet, on a reconnu que cette valeur possède les propriétés d’une
variable statistique, c’est-à-dire qu’il existe une distribution de « la

plus grande valeur », dépendant du nombre des observations et de la dis-
tribution, dite initiale, envisagée. M. von BORTKIEWICz (3 ; 4) a calculé
« la plus grande valeur » dans le cas d’une loi initiale de Gauss et pour
un petit nombre d’observations. M. L. C. H. TIPPETT (32) a calculé les
premiers moments, pour les mêmes conditions. M. von MISES (29) a
donné une valeur approximative de l’espérance mathématique, valable
pour un grand nombre d’observations et pour une distribution initiale
soumise à certaines conditions. M. TRICOMI (33) a calculé directement
l’espérance mathématique dans le cas de la loi de Gauss et pour un
grand nombre d’observations. C’est pour les mêmes conditions que
M. DE FINETTI (7) a établi des tables numériques de la valeur médiane.
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Un travail important est dû à M. E. L. DODD (5) qui a calculé l’espé-
rance mathématique de la dernière valeur pour les distributions ini-
tiales de Gauss et sa transformation logarithmique, pour les distri-
butions de Makeham et de Pearson, et pour la loi des événements
rares. M. M. FRÉCHET (10) a introduit la notion très féconde de distri-
bution finale stable, qui reproduit la distribution initiale. En partant
des valeurs de la variable divisée par une valeur moyenne, il arrive à

une distribution finale pour laquelle les moments d’ordre élevé di-

vergent. Enfin, M. R. A. FISHER (8) a calculé les premiers moments
pour une autre distribution finale stable. C’est elle que nous allons

retrouver.

Dans ce qui suit nous allons systématiser et élargir ces résultats en
considérant des conditions moins rigides que les précédentes et qui
permettront d’appliquer la théorie générale à d’autres distributions
que celles envisagées jusqu’à présent. En outre nous élargirons le

problème fondamental en examinant la distribution de la mième valeur
au lieu de nous borner à la valeur maximum, m étant un nombre assez

petit par rapport au nombre d’observations. Nous envisagerons les
premières et les dernières valeurs et nous calculerons l’espérance mathé-
mathique et les moments de ces valeurs dans le cas d’une distribution
initiale satisfaisant à certaines conditions et pour un grand nombre
d’observations.

Soit w(x) une distribution continue d’une variable statistique x, à
variation illimitée dans les deux sens et dont l’espérance mathématique
x est

(l) x =  ( T+ ~zw(z)dz
.

~ 20142014 00 
.

La probabilité d’une valeur inférieure à x sera

(2) W(x) = 1 x w(z)dz
,. -

grandeur qui satisfait aux conditions limites W(- o~) = 0 ;
W( oo) = l. La seconde de ces équations définira ce que nous appelle-
rons la condition de l’aire. La valeur médiane x est définie par
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et la, ou les valeurs dominantes par

(Ib) w’(x) _-_ o ;  o.

On nomme intervalle probable la différence entre deux valeurs x"
et x’ telles que

(2a) W(x") = 4 3 ; § = 

La probabilité pour que la variable soit contenue dans l’intervalle

x’  x  x", ou qu’elle la surpasse est égale à l /2. La moitié de cet
intervalle sera appelée l’écart probable ~c,
Une distribution sera appelée symétrique par rapport à l’origine

si w(- x) = w(x). Dans ce cas la probabilité d’une valeur inférieure
à - x sera

x) = I - «’(x)

Si une distribution symétrique a une dominante égale à zéro, les
trois moyennes coïncident. En effet, dans ce cas

’ 

.v(o) - 2 1
et l’espérance mathématique

x=+~-~ zdW(z)

est nulle. Cette propriété remarquable de la coïncidence des trois

moyennes se rencontre particulièrement dans une distribution de

Gauss. La dispersion se définit par

(3) 03C32 = +~-~ (z - x)2w(z)dz

et on appelle écart type, sa racine carrée positive. La différence entre

l’espérance mathématique et la dominante divisée par l’écart type

(4) ~=x - x 03C3

mesure l’asymétrie. La différence entre la variable et une moyenne
divisée par une mesure des écarts constitue la variable réduite.

Les moments autour de l’espérance mathématique sont définis par
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La condition de l’aire donne

(5a) 
et la définition de l’espérance mathématique
(Sb) lll + o

ce qui montre que seuls les moments d’ordre n > i peuvent définir
de nouvelles caractéristiques. Pour caractériser une distribution on
introduit les quotients de PEARSON

(6a) 03B21 = 3 03C33
(6b) 03B22 - 3 = 4 - 3 22 2- 2
dont le premier mesure pareillement l’asymétrie de la distribution
considérée et le second sa différence avec une distribution de GAUSS.

Enfin on définit la fonction caractéristique Cf (t) d’une distribution

par 
l’intégrale

(7) 03C6(t) = +~-~ w(z)e(z-x)tdz.

Quand on connaît cette fonction on peut en déduire tous les moments
puisque :
(8) n = (dn03C6(t) dtn)

t=0.

Le problème des valeurs extrêmes dont nous allons nous occuper
exige la connaissance du comportement asymptotique des distributions.
On doit avoir en vertu de la condition de l’aire

~~(,,~) - o

pour les valeurs absolues croissantes de la variable. En outre, la dérivée
tendra vers zéro et sera négative ou positive suivant que la variable
elle-même sera respectivement positive ou négative. Pour des valeurs
suffisamment élevées de la variable, la probabilité W(x) diffère peu de
l’unité si ces valeurs sont positives et de zéro si elles sont négatives.
C’est pour cette raison que, souvent, on fait usage de la règle de
L’HOPITAL sous les deux formes suivantes : .
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dont la première (seconde) vaut pour les grandes valeurs positives
(négatives) et dont on tire les valeurs asymptotiques de W(x).
Pour des distributions symétriques ces deux relations sont iden-

tiques. Dans ce qui suit nous nous bornerons à envisager uniquement
des distributions pour lesquelles les équations précédentes sont vérifiées
soit presque toujours, soit asymptotiquement.
Le signe de la dérivée logarithmique qui s’y trouve sera négatif

ou positif suivant que la variable sera elle-même positive ou négative.
Sa valeur absolue peut augmenter, rester constante ou décroître,
lorsque la variable croît en valeur absolue.

Pour les dérivées d’ordre supérieur on peut se demander si les
relations analogues

(I0’) w(v)(x) w(x) = (- I)v w’(x) (I -W(x))v,

(’ I0) w(v)(x) w(x)= wv(x) Wv(x)
,

sont vérifiées asymptotiquement pour des grandes valeurs absolues
de la variable. Les équations (9’) (’9) en sont des cas particuliers corres-
pondant à v = 1. Les deuxièmes membres de ces équations sont des
puissances d’ordre v des dérivées logarithmiques. Les équations (10)
ne sont que les conséquences de (9) . Posons pour le premier membre

_ x

I -- W(x)
et négligeons les différences avec le second. Alors on obtient avec la
même précision

En posant (10’) pour v arbitraire on prouve facilement que cette rela-
tion vaut aussi pour la dérivée suivante. Par la même méthode on
arrive à (’10) en partant de (’9).
Si la distribution initiale est exponentielle

w(x) == 

les conditions (10) sont remplies pour tout x ~ o. Pour cette raison
nous appellerons les distributions w(x) qui vérifient ces équations,
des distributions du type exponentiel.
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Nous nous occuperons tout particulièrement de ce type de distri-
bution, en imposant en outre aux distributions de ce type la

condition que la valeur absolue de la dérivée logarithmique ne di-
minue j amais sans avoir une limite lorsque la variable croît.

Autrement dit : Pour une distribution du type exponentiel tous les
moments existent, propriété qu’il est raisonnable de demander pour
une distribution initiale.

I. - Les distributions des mièmes valeurs et leurs dominantes

Quand on fait N observations ou quand on prend N échantillons
sur une distribution initiale illimitée dans les deux sens, on peut
classer les valeurs numériques qui constituent ces N observations

par ordre de grandeur. Elles seront toutes finies. Il y en aura une

qui sera la plus grande, la dernière valeur, xl, une autre immédiate-
ment inférieure x2, que l’on peut considérer comme la plus petite
parmi les deux plus grandes, en général une mième qui sera la plus
petite parmi les m plus grandes. Considérons ces valeurs en partant
de l’autre extrémité de la suite. De ce point de vue, il en existe une

valeur, x~, la première, qui sera la plus petite (mais dont la valeur
absolue peut être assez grande). En général il existe une mième valeur
d’en bas qui sera la plus grande parmi les m plus petites et qui sera
désignée par

= /hX,

La plus grande, la dernière valeur de x est une variable statistique,
c’est-à-dire qu’il existe une probabilité pour que cette

valeur soit comprise entre x1 et xi + dxl.
Donc W1 représente la distribution de la dernière valeur. La valeur
û1 de xi pour laquelle W1 est maximum sera appelée la dominante
de la dernière valeur. En outre, il existe une espérance mathéma-
tique Uv un écart type ~1, et, généralement, un nième moment p.rt,l de
cette distribution.
De même, les cernes valeurs d’en haut et d’en bas sont des variables

statistiques ayant des distributions ront et mW, des valeurs dominantes
Um et des espérances mathématiques Urn et ntû et des nièmes

moments et Le champ de variation de toutes les variables

xm et mX est identique au champ de variation de la variable x de la
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distribution initiale, puisque à toute valeur de la variable peut être
attribuée une densité de probabilité pour qu’elle soit la mième. Voilà
pourquoi il est légitime d’écrire les distributions des mièmes valeurs

dans la forme : -

",ro; x, N) et tv,rt (x, N) . .

On aura évidemment

... //lU  m-1u  ...  um  ’um_1 pour m = I, 2 , 3 ...

et la même relation vaut pour les espérances mathématiques.
Il s’agit d’abord de calculer ces dominantes et leurs probabilités et

de trouver les relations qui existent entre ces distributions.
La distribution de la mièn1e valeur d’en haut est donnée par

(II’) mm(x, N) =(N m)mW(x)N-m(I - W(x))m-Iw(x),
et la distribution de la mièn1e valeur d’en bas, par

(’II) mm(x, N) = (N m)mW(x)m-I(I - W(x))N-mw(x) .

En effet, nous imposons la condition que parmi les résultats des
N observations il y en ait un qui soit supérieur (ou inférieur) à N - rn
autres résultats et inférieur (ou supérieur) à m - I autres.

Le nombre n2 peut varier de m = I jusqu’à m = N 2 ou j usqu’ à
m suivant que le nombre des observations N est pair ou

impair. Les distributions (11) sont valables pour n’importe quelle

valeur de N et de w, mais les cas N » l et m « N 2 nous intéressent
tout particulièrement du point de vue des valeurs extrêmes.

Pour les valeurs de N et de m qui nous intéressent, les distribu-
tions (11) constituent des systèmes de courbes illimitées dans les deux
directions, mais placées à la fin et au commencement de la distribution
initiale. Pour simplifier l’écriture nous laissons de côté la variable x,
qui a des signes inverses dans les équations (11) lorsque l’espérance
mathématique de la distribution initiale est nulle. Il est également
inutile de répéter toujours la variable N. Nous écrirons donc tout
simplement
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Pour m = l on obtient la distribution connue de la dernière et de
la première valeur

(I2’) m1 = NWN- Iw 1m = N(I - W)N- Iw (’I2)

(I3’) = dWN dx = - d(I - W)N dx. (’I3)

Ce sont seulement ces deux distributions qui ont été traitées jusqu’à
présent.
Les courbes représentant les distributions des mièmes valeurs d’en

haut et d’en bas se coupent toutes en un point qui correspond à la
valeur médiane de la distribution initiale. Pour des distributions
initiales symétriques par rapport à l’origine on aura la dominante

wU = - UIII,

les espérances mathématiques

et enfin les distributions

mtU( -- x) e

Dans ce cas les valeurs absolues des dominantes et des espérances
mathématiques des mièmes valeurs, comptées dans un sens ou dans
l’autre, sont égales, ainsi que leurs densités de probabilité. Il en résulte
que les moments d’ordre pair seront égaux et les moments d’ordre
impair diffèrent seulement du signe.
Dans le cas général, nous allons nous limiter d’abord au calcul des

dominantes. On les déduit des équations suivantes :

mm.(N - m Ww - 

m - I I - W
w + w’ w) = 0,

mm . (m
- I Ww - N - m I - W

w + w’ w) = 0,

lesquelles ont la forme d’équations différentielles, mais qui ne sont
valables que pour une ou plusieurs valeurs de la variable. Ecartons
les solutions banales correspondant à des valeurs infinies ; il s’agit
de trouver les valeurs finies, fonctions de Jn et de N, qui sont les
racines de ces équations. Au lieu de chercher des solutions exactes
nous nous limitons encore une fois aux grandes valeurs de N et aux
valeurs de m telles que m « N. Si l’on peut employer vers la fin et
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vers le commencement de la distribution initiale la règle de L’Hopital
sous les formes (9), ces équations mènent à

(14’) W(um) = I - m N,
(’14) 

B V~(~~~û) = m
Les équations (9) sont des conditions dont on tire le nombre d’obser-

vations nécessaires pour que le calcul des dominantes à l’aide de (14)
soit justifié. Ce nombre sera d’autant moins grand que la distribution
initiale tendra plus vite vers zéro.
On peut expliquer ces résultats par un raisonnement trop simple

pour être rigoureux. Soit ûm une grandeur observée, telle qu’il y en
ait m autres supérieures ou égales. La probabilité d’une valeur supé-
rieure ou égale à ûm, sera

I - .

Parmi N observations on doit s’attendre à ce que N (1 - W (Um))
soient supérieures ou égales à ûm, nombre qui doit être lui-même
égal à m, ce qui vérifie bien notre formule.
La dominante de la mième valeur pour N observations ne dépendra

d’après (14) que du quotient m. Donc elle sera égale à la dominante
de la k.mième valeur pour k.N observations (k = 1,2,...). On aura
pour des valeurs de N suffisamment grandes

uk(kN) = Si(N) ; ~ ku(kN) = lû(N).

La dominante de la dixième valeur pour IOo.ooo observations sera

égale à la dominante de la dernière valeur pour 10.000 observations.

D’ailleurs, la manière dont la dominante dépend du quotient m
change suivant les différentes distributions initiales.

Il est évident que la dominante de la mième valeur d’en haut (ou
d’en bas) augmente (ou diminue) avec le nombre d’observations. En
effet, on obtient en dérivant (14) par rapport à N
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Donc, la valeur absolue de la dominante de la pleure valeur aug-
mente avec le nombre d’observations.

Il sera facile de compléter ce résultat par une règle générale qui
servira pour évaluer l’ordre de grandeur des dominantes. Posons, pour
les valeurs absolues des dérivées logarithmiques de la distributon ini-
tiale aux mièmes valeurs extrêmes dominantes : 

’

Nw(um) m = 03B1m ; 
Nw(mu) m = 

m03B1,

valeurs qui ont la dimension réciproque de la variable. Si les grandeurs
a. sont indépendantes de N ou tendent vers une constante, soit en

augmentant, soit en diminuant, pour des N croissants, c’est-à-dire

pour des valeurs croissantes de la variable, les mièmes valeurs domi-
nantes seront fonctions linéaires du logarithme du nombre d’observa-
tions, que l’on peut écrire à l’aide de la variable réduite.

(I4a’) um = x + ks lgN m

(’ I4 a) mu = x - ks 1g N m ,

où k est une constante et s l’écart type de la distribution initiale.

En effet, pour une seule observation la plus grande valeur est identique
à l’espérance mathématique et pour N observations il faut ajouter un
multiple d’une mesure des écarts.

Si au contraire les valeurs ? augmentent sans limite avec N, les
mièmes valeurs dominantes augmenteront plus lentement que le

logarithme du nombre d’observations

(I4 b’) um = x + ksf(1g N ) )

(’14b) °

Le traitement des mièmes valeurs n’est donc légitime que pour des
distributions initiales, telles que les deux premiers moments ne divergent
pas, condition que nous avons posée dès le commencement et qui
exclut le cas où les ex diminueraient sans limite.

Quant à la manière dont les dominantes dépendent de m, on obtient
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en dérivant (14) par rapport à m (procédé légitime pour de grandes
valeurs de m, qui pourtant doivent être petites par rapport à N)

( I6~) ~~2014_ _i__
dm - Nw(um)

(10) ~2014==~2014, ~~.’ dm 
~

Les signes s’expliquent aisément ; en effet plus m augmente, plus
la dominante de la mième valeur d’en haut diminue et plus celle de

la mième valeur d’en bas augmente. Compte tendu de (Il) et (14),
les densités de probabilité des dominantes deviennent, pour les

valeurs élevées de N et des petites valeurs de m : :

(I7’) mm(um) == N03C8(m)w(um)
= N03C8(m)w(mu)

où

(I7a) 03C8(m) = mme-m ml
est la probabilité de l’espérance mathématique dans la loi des événe-
ments rares. Pour des grandes valeurs de m, les densités de probabilité
des dominantes tendront vers

(I7 b ) 

(’17 b) mm(mu) --= Nw(mu) 203C0m.

La densité de probabilité des dominantes augmentera avec m.
En effet d’après (16) et (17) on aura

dmm(um) dm = - mm(um)(I 2m + w’(um) Nw2(um))

dmm(mu) dm = m(mmu) --- + w’(mu) B)
" ~~~~ ~ 2~ ~ .

En introduisant la dominante par (14) dans (g), la règle de 1/Hopital
devient pour la valeur dominante
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Donc les formules précédentes deviennent

(I9’) dmm(m) dm = mm(um) 2m
(I9) dmm(mu) dm = mm(mu) 2m .

Pour des valeurs croissantes de m, les distributions des mièmes
valeurs se resserrent autour des dominantes. Le champ de variation
de la mième valeur sera plus petit que celui de la première ou dernière
valeur. 1/espérance mathématique de la mième valeur tendra vers la
dominante et l’écart type diminuera pour des valeurs croissantes
de m.
On ne peut pas établir sans imposer aucune restriction la même

relation entre la densité de probabilité de la dominante et le nombre
d’observations. En effet, en introduisant (18) dans (17) on obtient

(20 ’) mm (um) = -
w’(um) w(um) m03C8(m)

’20) mm(mu) = w’(mu) w(mu)m03C8(m).
ou d’après les valeurs a définies par (18)
( 20 a’) mm(um) = 03B1mm03C8(m)
(’2o a) mm(mu) = m03B1m03C8(m).
Dans ces relations seulement le premier facteur du second membre,

la dérivée logarithmique de la valeur dominante, dépendra de N. La
densité de probabilité des dominantes augmentera avec le nombre
d’observations si la valeur absolue de cette dérivée logarithmique aug-
mente avec la variable. Dans ce cas la distribution de la mième valeur
se reserre pour des nombres croissants. Si la dérivée logarithmique est
constante,.c’est-à-dire si l’on est dans le cas d’une distribution initiale
exponentielle, les densités de probabilité des dominantes seront indé-
pendantes du nombre d’observations. Enfin, si la grandeur absolue
de la dérivée logarithmique diminue pour des valeurs croissantes de
la variable, les densités de probabilité de la dominante diminueront
et la distribution s’élargira. Ce sont seulement les deux premiers
cas qui nous intéressent du point de vue pratique puisque pour
le troisième la précision de la mième valeur diminuera avec un nombre
d’observations croissant.
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Du point de vue théorique, il est intéressant de noter que M. FRÉ-
CHET (10) a construit une distribution initiale d’une variable positive
pour laquelle la valeur absolue de la dérivée logarithmique diminue sans
limite. Les moments d’ordre supérieur de cette distribution divergent.
La dominante de la dernière valeur augmente plus vite que le logarithme
du nombre d’observations. Enfin, la distribution de la dernière valeur
s’étale sans cesse pour un nombre croissant d’observations. Plus on

fait d’observations, moins précis sera le résultat. C’est pour éviter de
telles catastrophes que nous nous bornons au traitement des distribu-
tions initiales du type exponentiel.

Il existe une relation intéressante entre les densités de probabilité
correspondant aux dominantes des mièmes valeurs d’en haut et d’en
bas, à savoir :

(2I) mm(um) mm(mu) = w(um) w(mu).

Le quotient de la densité de probabilité correspondant à la domi-
nante de la mième valeur d’en haut, par la densité de probabilité de
la dominante de la mième valeur d’en bas est égal au quotient des
densités de probabilité de ces valeurs elles-mêmes dans la distribution
initiale. On peut établir une relation analogue pour les valeurs
médianes de la dernière et de la première valeur. D’après la définition

. (la) celles-ci sont données par

_ i I

= 2-N W(1u) == 1 - 2

= I - I N 1g 2 = I N 1g 2
pourvu que N soit suffisamment grand. La médiane de la dernière
(ou de la première) valeur sera un peu supérieure (ou inférieure) à la
dominante, ces différences disparaissant d’ailleurs lorsque le nombre
d’observations croît. En introduisant ces valeurs dans les distributions

(12) on aura, par analogie avec (21)

~2I a) ) W(Ul)~~ - 

) 
.

Au lieu de traiter les médianes des mièmes valeurs nous allons envi-

sager plus tard les propriétés générales des moyennes des distributions
(11) pour de grands nombres N.
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Jusqu’à présent nous n’avons envisagé que la dominante et sa

densité de probabilité, ainsi que la question de savoir comment ces
grandeurs dépendent des nombres N et ~. Il nous reste à voir comment
la distribution de la mième valeur varie en fonction de x.

Comparons entre elles, les densités de probabilité ttJm -~-1 1 et m~ d’un
côté, m + iM) et mtU de l’autre pour toutes les valeurs de la variable. En
appliquant (14) aux équations (11), on a

mm+1 mm = (IW - I) : (I W(um) - I)

mm m+1m = (I W - I) : (WI(mu) - I).

Mais W est une fonction toujours croissante de x. Donc pour x ç Uni
on aura 

(22’) mm+ 1 C mm

et pour

(’ 22) m +1m mm.

Pour les valeurs a) antérieures et b) postérieures de la dominante,
la densité de probabilité de la mième valeur d’en haut est respective-
ment a) moindre ou b) plus grande que la densité de probabilité de la
m + Iième valeur. Pour les valeurs a) antérieures et b) postérieures
de la dominante de la mième valeur d’en bas, la densité de probabilité
pour que la valeur x soit la mième est respectivement a) filus grande
et b) moindre que la densité de probabilité pour que cette valeur
soit la m + Iième. Le sens des égalités (22) est très clair. La courbe
de la distribution tUm + coupe celle de la distribution postérieure tt~
en un point qui correspond précisément à sa dominante. La courbe
de la distribution ~ + Iro coupe la courbe de la distribution antérieure
rntU au point représentant sa dominante. Plus particulièrement : la

densité de probabilité de la dominante de la dernière valeur (la plus
grande) est égale à la densité de probabilité pour que cette valeur
soit aussi la seconde des plus grandes valeurs. Et la densité de pro-
babilité de la dominante de la première valeur (qui est la plus petite)
est égale à la densité de probabilité pour que cette valeur soit également
la seconde.
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Ces relations sont valables pour des valeurs de N constantes et des

valeurs variables de m on peut cependant les établir également dans
le cas de m constant et N variable. On a en effet en vertu de (II) :

tUI/I( x, N + 1) " = N + I N + I - m Wmm(x, N )

d’où l’on tire

(23’) N -+ 1) 1vr»(x, N)

si

ce qui pour des valeurs suffisamment grandes de N équivaut d’après
(14) à la condition

x C .

De même, on trouve

(’23) mm(x, N + I) mm(x, N)

si

X F mu.

Pour des valeurs a) antérieures et b) postérieures de la dominante
de la mième valeur d’en haut, la densité de probabilité pour qu’une
valeur x soit la mième pour N observations est a) plus grande et b)
moindre que la densité de probabilité pour qu’elle le soit pour N + I
observations. Pour des valeurs a) antérieures et b) postérieures de la
dominante de la mième valeur d’en bas, la densité de probabilité
pour qu’une valeur x soit la mième pour N observations, est a) moindre
et b) Plus grande que la densité de probabilité pour qu’elle le soit
pour N + l observations. La signification des égalités (23) est simple :
La courbe de la distribution de la mième valeur d’en haut ou d’en bas

pour N + l observations coupe la courbe de la distribution de la
mième valeur d’en haut (ou d’en bas) pour N observations en un point
qui correspond à sa valeur dominante.

Notre raisonnement nous a montré jusqu’ici, quelles sont les dis-
tributions des mièmes valeurs d’en haut et d’en bas, leurs dominantes
et leurs relations pour des valeurs consécutives de m et de N. Les
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médianes s’approchent des dominantes pour les distributions de la
première et de la dernière valeur. Le calcul de l’espérance mathéma-
tique d’après les formules (II) est trop compliqué, on peut cependant
affirmer en tout cas que si les distributions des mièmes valeurs se resser-
rent pour un nombre d’observations croissant, l’espérance mathéma-
tique tendra vers la dominante. En première approximation on peut
admettre que ces deux valeurs sont égales, si la grandeur absolue de la
dérivée logarithmique augmente avec la variable. Ce théorème assez
important qui dérive de (20) a été démontré pour le cas particulier
m = l par M. von MISES (30).

Celui-ci a montré que l’espérance mathématique de la dernière
valeur tend vers la dominante, pourvu qu’on ait

l - -+- k) 
~ o.

I - W(xl 
~* °°

Lorsque k est constant et positif, cette condition peut s’écrire :

(24) 
w(x + k) w(x) ~ o.

Elle exige que la distribution initiale tende vers zéro plus vite
qu’une exponentielle ; pour un nombre croissant d’observations la
distribution se resserre alors autour de la dominante. Ces deux pro-
priétés peuvent être séparées : si une distribution se resserre,

l’espérance mathématique tend vers la dominante, mais ces deux
valeurs peuvent se rapprocher même si la distribution ne se resserre pas.

Si la distribution se resserre, l’écart type tendra vers zéro. Il s’agit
maintenant de préciser la manière dont cet écart tend vers sa limite
pour savoir ce que devient la différence entre l’espérance mathéma-
tique et la dominante divisée par l’écart type. Pour évaluer approxima-
tivement l’écart type correspondant à la distribution de la première
et de la dernière valeur nous avons fait usage (23) de cette égalité
entre les trois moyennes pour admettre que dans le cas d’une distri-
bution initiale de GAUSS les distributions de la dernière et de la pre-
mière valeur peuvent être approchées également par une distribution
de GAUSS. Nous avons employé (15) la même méthode pour obtenir
l’ordre de grandeur de l’écart type de la distribution de la mième
valeur. Une telle approximation cependant ne suffit pas.
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II. - Distributions finales

Il s’agit de calculer l’espérance mathématique, l’écart type et les
moments plus élevés des distributions de la mième valeur. Dans ce

but nous allons d’abord donner à ces distributions une forme plus
simple qu’elles ont dans le cas d’un grand nombre d’observations, et
qui se prête mieux au calcul.
Le problème consiste à voir si effectivement les distributions

et mm(x,N)
des mièmes valeurs tendent vers une forme bien définie lorsque le

nombre d’observations croît. Dans l’affirmative cette forme sera

appelée la distribution finale.
Les conditions analytiques du problème peuvent être écrites

N - oo ; ; w(x) _. o,
»i

d’où l’on tire

W(x) - I.

pour les mièmes valeurs d’en haut et

- o,

pour les mièmes valeurs d’en bas.

Jusqu’à un certain point ce problème est analogue à celui traité
par POISSON et BORTKIEWICZ, lesquels se proposaient de chercher vers
quelle forme tend la distribution de BERNOULLI, lorsque le nombre
d’observations augmente indéfiniment, la probabilité initiale tendant
vers zéro. Les deux problèmes présentent des analogies mais aussi
des différences. Dans le problème de POISSON la variable reste discon-
tinue puisqu’elle représente un nombre de cas. Ici, elle reste con-

tinue, puisque c’est une valeur de la variable initiale. L’analogie est
évidente pour m = l ; en effet dans ces cas les deux problèmes traitent
des alternatives, tandis que l’introduction de m > l crée trois cas
distincts. Aussi notre distribution initiale dépend-elle de la variable’
tandis que la probabilité initiale dans le problème de POISSON en est
indépendante. Voilà pourquoi il faut s’attendre à ce que l’existence
d’une distribution finale soit liée à des conditions analytiques concer-
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nant la nature de la distribution initiale, circonstance qui n’existe
pas dans le problème de POISSON. En tout cas il existe une mième va-
leur remarquable, à savoir la dominante. En effet, nous avons trouvé
que sa densité de probabilité est proportionnelle à la probabilité de
la dominante dans la loi des événements rares.

Envisageons d’abord la distribution m,n(x, N) de la mième valeur
d’en haut. D’après (11’) elle peut s’écrire :

(25 ) mm = (N - I m - I) (I W - I)
m- 1dWN dx,

formule dont (12’) est un cas particulier correspondant à m = I.
Développons d’abord W(x) au voisinage de la dominante Ume On

aura

(26’) WM - + + 
(x-um)2 2w’(um) 

+ ...

- 1 - N + N 
(x-

I t -N 
(x - 

um)2 2! N2 m2w2(um) 
+ ...

d’après (14’) et (9’). Les termes écrits sont les trois premiers termes du
développement de

(27’) Vi(x) = I - Ne m 
_" (x - um)N mw(um)

.

Il est légitime de poser W(x) = Vl(x) pourvu qu’on puisse écrire
approximativement .

d’après (14’) . Cette condition signifie que la distribution initiale est du
type exponentiel défini dans le premier chapitre. En égalant les
deux expressions (26’) et (27’) et en introduisant une nouvelle variable
yni par la transformation dite finale des mièmes valeurs d’en haut

(29’) ) Ym = m~(ù»~) (x - ’>

on aura approximativement
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et

(30’) dWN(x) dx = Nw(um)e-ym-e-ym .

Pour m = l, on obtient d’après (12’) la distribution finale de la

plus grande valeur

(31’) m1 = Nw(u1)e- y1e . .
La probabilité pour que la dernière valeur soit inférieure à x sera

(32’) ,

formule déduite par R. A. FISHER (8).
Revenons au cas général ~ ~> 1. Nous connaissons la forme finale

du dernier facteur de (25’). En appliquant le même développement
au deuxième facteur on arrive, pour des valeurs suffisamment grandes
de N, à la relation

(I W - I)m - I = (I I-m Ne-ym -I )m-I.

N /
- 

mlJl 
- 

I e- (111 - I~ 1’m ~
I

Mais pour ces valeurs, on a, d’après la formule de Stirling

mm - I Nm - I (N - I m - I) = mmm!

Donc, la forme finale de la distribution (m’) de la mième valeur d’en

haut sera

(33’) mm = mm (m - I)! N mw(um)e-mym - me-ym .

Pour un nombre suffisamment grand d’observations la distribution
de la mième valeur d’en haut peut être représentée par la formule

doublement exponentielle (33’), pourvu que la distribution initiale soit
elle-même du type exponentiel. La formule devient rigoureuse si la
distribution initiale est exponentielle.

Cette forme finale peut être employée pour des distributions qui ne
sont pas soumises à la condition (24) et qui par conséquent ne se
reserrent pas pour un nombre croissant d’observations.
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Pour m = l la somme (32’) a déjà été envisagée par M. R. A. FI-
sHER (8) ; cet auteur part cependant d’un point de vue opposé à ,

celui que nous avons adopté. Nous construisons la distribution

finale de la plus grande valeur pour une distribution initiale donnée
et pour cela nous employons le procédé classique qui consiste à partir
d’une distribution où figure le nombre N d’observations et à chercher
la forme à laquelle on arrive si N augmente indéfiniment. M. FISHER
au contraire cherche une distribution initiale. Il veut que la proba-
bilité de la plus grande valeur, d’être inférieure à x pour N observa-
tions, soit égale à la probabilité initiale d’une valeur inférieure à une
fonction linéaire de x. En d’autres termes, il cherche les distributions
initiales qui satisfont à l’équation

(34) WN(x) = + bN).

Les solutions de cette équation sont considérées comme des distri-
butions finales. Pour ax = l, c’est-à-dire pour une distribution illi-

mitée dans les deux sens, on trouve la somme (32’) . Mais pour aN 7~ l,
c’est-à-dire pour des distributions limitées soit à gauche, soit à droite
la distribution finale, appelée « penultimate f orm » diffère de notre
solution, ce qui n’est pas étonnant puisque notre construction

de la distribution finale est tout à fait différente du postulatum de
M. R. A. FISHER. D’ailleurs cette deuxième distribution finale est

identique à celle trouvée par M. FRÉCHET (10).
Nous allons déduire maintenant la forme finale de la distribution

de la mième valeur d’en bas par les procédés employés dans le cas de la
mième valeur d’en haut. En effet, cette distribution peut être écrite

(’25) mm = - (N- I m - I) ( W I - W)m 
- I

d dx (I - W)N.
formule pour laquelle l’I2) est le cas spécial m = 1.

Développons W au voisinage de la dominante qui cette fois est
mU on aura

(’26) WM = m N + m N(x - mu) I!Nmw(mû) - ltl (x-mu)2 2! m2 +...

d’après (’14) et (’9). Les termes écrits sont les trois premiers termes du
développement de
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Il est légitime d’égaliser ces deux expressions pourvu qu’on puisse
poser approximativement

- wv+1(mu)( 2~) ~ (.~) - .

Donc nous imposons de nouveau à la distribution initiale un carac-
tère du type exponentiel.
En introduisant une nouvelle variable my par la transformation

finale des mièmes valeurs d’en bas

(’29) (x - mU ,

on aura approximativement

(I - W(x))N = e-memy,
et 

rI - W(x))N = e-memy ,

(’30)’ 

Pour ~ = l on obtient, d’après (’12), la distribution finale de la
première valeur

(’3I) lm - .

La probabilité pour que la première valeur soit inférieure à x sera

(’32) ~=i~-~. .
En appliquant la même approximation aux premiers membres de

(’25) on obtient

.N - n /w_~-i _ m - Il I - W/ - ~ W’L --~ i) ! 
" ’

puisque W est très petit vis-à-vis de l. .
Donc, la forme f inale de la distribution (’II) de la mième valeur

d’en bas sera

(’33) mm = mm (m - I)! N m w(mu)emmy-memy
Toutes les formules employées pour la construction de la distribu-

tion finale de la mième valeur d’en bas sont strictement analogues à
celles employées pour la mième valeur d’en haut. L’analogie entre les
distributions des mièmes valeurs d’en haut (11’) et d’en bas (’II)
est donc conservée par la transformation finale.
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Les distributions finales (33) des mièmes valeurs d’en haut et d’en
bas sont asymétriques. Les unes descendent à gauche plus vite qu’à
droite, les autres à droite plus vite qu’à gauche. Quand on remplace
les distributions (11), valables pour toutes valeurs de N et m, par les
formes finales valables pour des grands N et des petits rn, les domi-
nantes et leurs probabilités (17) et (20), de même que les relations (21)
sont conservées ; en effet, on les calcule en utilisant les mêmes gran-
deurs. Cependant les points d’intersection des courbes successives

N) ; N) et N); i N + I ) ~ i

n’auront plus la forme simple et intéressante qui existe pour les dis-
tributions exactes.
Dans ces distributions finales des cernes valeurs, la distribution

initiale ne subsiste plus de façon explicite. Nous arriverons donc à la
même distribution finale en partant de différentes distributions ini-
tiales, pourvu que ces distributions soient toutes du type exponentiel.
Le nombre d’observations N et la distribution initiale n’entrent

que dans la combinaison

(35’) 

et

(’35) N m w(mu) = m03B1.

Les grandeurs im et mC( sont identiques aux dérivées logarith-
miques de la distribution initiale pour les valeurs dominantes. Ces
dérivées introduites dans les équations (18), auront des valeurs diffé-
rentes pour différentes distributions initiales et dépendront en général
de N et de m. Elles décident si la distribution finale de mièn1e valeur se
resserre ou non pour un nombre croissant d’observations.

Les tableaux I et II contiennent les distributions finales des
mièmes valeurs d’en haut et d’en bas pour m = 1, 2, 3, 4, 5 en fonction
des variables finales Ym et ainsi que les probabilités pour la pre-
mière et la dernière valeur.

Le calcul de ces valeurs est des plus simples, puisque les courbes
sont contenues dans des intervalles assez étroits qui se resserrent
très vite pour des valeurs croissantes de ~m. La figure montre l’allure
de ces distributions ; pour plus de simplicité nous les avons tracées à
partir d’une origine commune.
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TABLEAU I. - La distribution finale de la dernière et de la première valeur.

Le tableau I permet le calcul de l’écart probable p, défini par (2a).
La transformation finale conduit à

203B103C1 == y" - y’
= I ~57253 ~

Il y a donc la même probabilité (égale à ~ /2) pour que la plus grande
et la plus petite valeur soient contenues dans l’intervalle
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ou qu’elle le surpasse. Si la valeur absolue de la dérivée logarithmique
de la distribution initiale augmente avec la variable, cet écart pro-
bable diminuera avec le nombre croissant d’observations. Il faut

ajouter l’indice l aux valeurs û et cx, à droite ou à gauche suivant
qu’il s’agit de la distribution de la dernière ou de la première valeur.

Les distributions finales des mièmes valeurs extrêmes.

La distribution finale de la mième valeur d’en bas peut être déduite
de la distribution finale de la 1nième valeur d’en haut en remplaçant
ym par - my et Um par mû, circonstance qu’on ne rencontre pour les
distributions exactes (11) que pour des distributions initiales symé-
triques par rapport à l’origine. Alors, les distributions finales des
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mièmes valeurs d’en haut et d’en bas sont symétriques entre eux

par rapport à l’axe des ordonnées. Dans le cas général, les distribu-
tions finales des mièmes valeurs d’en haut et d’en bas autour de leurs
valeurs dominantes û~ et ~û, peuvent être condensées d’après les
formules (33~, en une formule unique

(37) m = 
mm m - I)!

03B1e~my-me~y .

TABLEAU Ir. - Les distributions finales.

On emploie pour cela le tableau suivant qui donne la correspondance
des notations.

Cette écriture uniforme a l’avantage de nous permettre de traiter
par la même formule les distributions des mièmes valeurs d’en haut et
d’en bas, ce qui facilite grandement les calculs.
La question de savoir vers quelle forme tend la distribution de la ,
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mième valeur pour un nombre croissant d’observations par conséquent,
est résolue, pourvu que la distribution initiale soit du type exponentiel.

TABLEAU III. - Distributions finales des mièmes valeurs.

ni. - Espérance mathématique et moments

Les formes finales des distributions de la mième valeur d’en haut et
d’en bas permettent le calcul de l’espérance mathématique et des
moments, et cela d’une façon très simple, tandis que ce calcul pour les
distributions elles-mêmes serait des plus laborieux.
La probabilité pour que la mième valeur soit comprise entre x et

x -~- dx est

(38) mmdx = mm (m-I)!e~my -me~ydy,
d’après la distribution finale (33) et la transformation finale (29).
Nous allons en déduire l’espérance mathématique de la mième valeur
d’en haut, ûm, et d’en bas, mû, à l’aide de la formule symbolique (37).
En exprimant la variable x au moyen de la variable finale y, on aura
à l’aide de (z) et de (29)

u = mm (m - I)! +~-~ (y 03B1 = û)e~my-me
~

ydy,

où nous avons laissé de côté l’indice m.
Donc la différence entre l’espérance mathématique et la valeur domi-

nante de la miéme valeur sera, d’après les transformations finales (29)
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l’espérance mathématique de la variable finale sera

y = mm (m - I)!+~-~ye~
(m - I)y - me~y e~y dy.

En introduisant une nouvelle variable d’intégration z par

(40) >

on obtient

y = ~I (m - I)! ~o(lg z - lg m)zm-Ie-zdz.
Cette intégrale qui paraît compliquée est facile à résoudre par l’in-

troduction des fonctions gamma. On obtient tout de suite

y = ± 1g m  d 1g 0393(m) dm,
ou, d’après une propriété bien connue de la fonction gamma,

m-I

(41) Ê y -’ ,
r=I

1 étant la constante d’EuMR. En introduisant l’indice wu, on aura

la relation

(42) my = -ym,

qui est une généralisation des relations

mu _ - Um ; mu = - 

valables seulement pour les distributions initiales symétriques.
L’espérance mathématique de la variable finale dans la distribution

de la mième valeur d’en haut est égale, mais de signe contraire, à la
même quantité pour la mième valeur d’en bas.
Pour m = l on obtient l’espérance mathématique de la dernière et

de la première valeur

~i == Y ~ J i:y == 2014 ~
ou en vertu de (39)
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Pour de très grandes valeurs de m, on peut poser approximativement

03B3 = 03A3I r - 1g m.
En vertu de (41), l’espérance mathématique de la mième valeur se

rapproche de la valeur dominante si m augmente suffisamment. Cela
résulte naturellement du fait que la distribution finale de la mième
valeur se resserre pour des valeurs croissantes de m.
En posant

(44) lg5ÎS + y - 03A3I v = Si,.,,
v=i

on obtient, d’après (39), la formule commune à l’espérance mathéma-
tique de la mième valeur d’en haut et d’en bas

En introduisant les indices, on écrira les espérances mathématiques

(45’) ~»z = ~~rz 
xm

(’45) mu = mu - S1,m m03B1.

Donc la différence entre l’espérance mathématique et la dominante
de la mième valeur se compose de deux facteurs ayant des proprié-
tés très différentes. L’un, Si,m, dépend seulement de m et diminue assez
vite lorsque m croît, l’autre, en vertu des formules (3) du tableau III
et de (18) est égal à l’inverse de la valeur absolue de la dérivée loga-
rithmique de la distribution initiale, pour la valeur dominante.
Pour le calcul de l’espérance mathématique de la mième valeur, on

n’a qu’à calculer la dominante à l’aide de la formule (14) . L’espérance
mathématique de la mième valeur se rapproche de la dominante pour
des nombres d’observations croissants, pourvu que les termes 1:

|1g’w(u)| augmentent plus lentement que les valeurs dominantes elles-
mêmes. Cependant pour des distributions dans lesquelles la dérivée
logarithmique diminue en même temps que croissent les valeurs de la
variable, l’espérance mathématique s’éloigne de la dominante, puisque
la distribution s’élargit. Nous l’avons évité, en imposant à la distri-
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bution initiale un caractère exponentiel. La distribution étant du type
exponentiel, les valeurs ~ augmentent avec fi ou diminuent vers une

limite, ce qui veut dire que l’espérance mathématique s’approche de
la dominante pour un nombre croissant d’observations. Car leur diffé-
rence relative diminue. De plus, nous connaissons maintenant la ma-
nière dont ces deux valeurs se rapprochent l’une de l’autre ; il nous
reste à savoir si leur différence diminue plus vite que ne le fait l’écart
type de la distribution de la mième valeur. Il nous faut donc calculer
cet écart.

Traitons le problème général du nième moment autour de l’espérance
mathématique. Les deux premiers moments des distributions finales
des mièmes valeurs d’en haut et d’en bas sont données par (5a) et (5b).
En partant des distributions finales de la mième valeur d’en haut on

obtient les distributions finales de la mième valeur d’en bas, en rem-
plaçant y par - y et en changeant les positions des indices ~t. Donc,
les moments d’ordre pair de la distribution des cernes valeurs d’en
bas et d’en haut seront égaux, et les moments d’ordre impair seront
égaux mais de signes contraires ; l’indice m sera à droite pour les uns,
et à gauche pour les autres. Il suffira donc de calculer les nièmes mo-
ments des cernes valeurs d’en haut.

Le nième moment de la mième valeur d’en haut donné au moyen de

Ym, par (5) (38) et (29’), s’écrit

(46) ) ni +~’ 
formule dans la quelle nous avons écrit y au lieu de ym. En introduisant
encore une fois la nouvelle variable d’intégration z par

(40’) e ’’
on obtient

(47) = (- I)n (m - I)! ~o (1gz - 1gm + y)nzm-Ie-zdz

Pour calculer cette intégrale la première idée qui vient à l’esprit
est l’emploi de la formule de binôme ; cela ne nous permettrait cepen-
dant de calculer que les moments autour de la dominante, dont on
pourrait calculer les moments autour de l’espérance mathématique
à l’aide d’une formule de récurrence. On peut éviter ce détour. Par le
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procédé employé plus haut on peut réduire le pleine moment à une
nième dérivée d’un produit de la fonction gamma par une fonction
exponentielle ; on obtient en effet

~(~~-~~~f~-~~-~-~)~~
Il s’agit maintenant de réduire ces nièmes dérivées aux cernes dérivées

logarithmiques de la fonction gamma, dont les valeurs numériques
sont bien connues. En posant pour la variable dont dépend la fonction
gamma

~ == i -h ~

le nième moment de la distribution finale de la mième valeur d’en haut
devient

~....=~[~-~.-~.)]~.
En introduisant enfin

(48) et(y-lg m) 0393(m + t) 0393(m) = 03C6(t),

on obtient

(49) ~~M,~ == (’2014 i~c~~’~

où l’exposant entre parenthèses désigne l’ordre de la dérivée corres-
pondante. Notre méthode, qui pourrait sembler un peu compliquée,
mène donc au procédé classique de la construction d’une fonction
caractéristique. Abstraction faite du signe et du facteur multiplicatif
~ la fonction (p(t) est bien une fonction caractéristique pour la distri-
bution finale de la mième valeur d’en haut. I/expression (49) permet en
outre la réduction des cernes dérivées aux nièmes dérivées logarith-
miques de la fonction gamma. En effet par un théorème connu d’ana-
lyse on a

M2014 i

(50) ?"’= ~ (~~’1g -’"?.
Il suffira de traiter les facteurs logarithmiques, car les sont les

moments antérieurs au nième, dont les deux premières valeurs nous
sont connues, par (5~) et (56).
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Le dernier membre de la somme disparaît ; en effet

(5I) 1g 03C6’(o) = y - 1g m + (d1g0393(m+t) dt)t=o,
s’annule en vertu de la formule (48). Les autres valeurs des dérivées
logarithmiques de la fonction (p() sont données par la théorie des fonc-
tions gamma. Posons pour le moment ~ 2014 ~ ==/-)- i
ou

A == I, 2, ’ ’ ’ ~ 2014 I.

Puisque le facteur A == o ne nous interesse plus, on pourra écrire

1g(03BB+I)03C6(t)=1g(03BB+I0393(m + t) = d(03BB+I) dt03BB+I 03A31g (k + t) + 1g (03BB+I)0393(I + t).
~~ 

~=1

En introduisant les dérivées logarithmiques de la fonction gamma,
on obtient

7~ 2014 1 00

1g ~+~,o) = (~ i~.! ~ ~ - (- i)~! ~ p~.
~== 1 ~=1 i

ce que nous écrirons

(52) > lg~+~(o) = (- i)~’~! S,~,~
en posant

00

(44~) ~ ~i =-S~~.
k=m

En introduisant ces valeurs (51) et (52) dans la somme (50), on
obtient à l’aide de (40)

M20142

f~ - (- 1)~ - i) ! ~ (- i)"~- ~,’"" S.-.,.."

En séparant les deux premiers membres, connus par les formules
(5x) et (5~), on obtient Snalement



146

En partant des valeurs connues des deux premiers moments on peut
calculer tous les moments, l’un après l’autre, à l’aide de cette formule,
pour toutes les valeurs de m. La valeur de N et de la distribution ini-
tiale n’y entre que par leurs combinaisons xm. Les facteurs sont
étroitement reliés aux valeurs bien connues Sa de la théorie des f onc-
tions gamma. En effet, d’après (44a)

S03BB,m S03BB - 

I v03BB 
°

Quant aux moments de la distribution finale de la mième valeur d’en
bas, on les obtient en remplaçant 03B1m par mi. A cela près, le second
membre de (53) reste le même pour les moments d’ordre pair et change
de signe pour les moments d’ordre impair. En particulier, l’écart type
des cernes valeurs d’en haut et d’en bas sera

(54) == = m03B1m03C3.

Les moments suivants seront

03B13m 3,m = 2S3,m = - m03B13m 3,
(55) J , 03B14m 4,m === 6S4,m + 3S22,m == m03B14m 4,

51 03B15m, 5,m - 24S5,m + 20S2,mS3,m = - m03B15m 5. .

Donc, tous les moments des distributions finales des cernes valeurs
d’en haut et d’en bas peuvent être calculés par des formules très

simples. Les valeurs S03BB,m ne dépendent plus du nombre d’observations.
Par contre, les facteurs 7.m et mx à gauche et à droite augmentent avec
le nombre d’observations, si la valeur absolue de la dérivée logarith-
mique de la distribution initiale augmente. Dans ce cas, les moments
diminuent pour un nombre croissant d’observations.
Le facteur ~ n’intervient plus dans l’élément qui mesure l’asymétrie

(56) 
S2,m

et dans les quotients des moments
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Par conséquent ces valeurs sont indépendantes de la distribution
initiale et du, nombre d’observations. Elles restent les mêmes pour
n’importe quelle distribution initiale du type exponentiel dès que le
nombre d’observations est suffisamment grand. Elles dépendent seule-
ment du nombre ordinal m et auront la même valeur pour les distri-

butions finales qui se resserrent ou qui sont invariantes si le nombre
d’observations augmente. Le calcul des médianes des mièmes valeurs
conduit d’après (37) aux fonctions Gamma incomplètes. On peut donc
déterminer les valeurs numériques, fonctions des ce et des dominantes

analogues à (45) à l’aide des tables de PEARSON (31).
Pour m = i, c’est-à-dire pour la distribution de la dernière et de la

première valeur on aura
Si,i = Y

et

~~, I = S), pour i, ~ 2.

L’écart type pour ces distributions sera

(54a) 03B1103C31 - _ V,, __ 6 _ 103B1103C3,

donc plus grand que l’écart probable calculé par (36).
Le , coefficient d’asymétrie devient

(5~) ii " ,~ 6 _- - il.

Donc la différence entre l’espérance mathématique et la dominante
de la dernière et de la première valeur est encore o,45005 fois l’écart
type de cette distribution.

Les quotients des moments auront les valeurs numériques suivantes

(57a) ~‘~1~1 = 1,13906 = - 1ï’1
(s8a) ~2,1 - 3 = 2,4 = 1~2 - 3.

Cette valeur qui est positive, comme on doit attendre, prouve
que les valeurs moyennes de la distribution finale y jouent un rôle

prépondérant. Mais, en même temps la distribution de la dernière (ou
de la première) valeur est plus étalée du côté droit(ou gauche), qu’une
distribution de GAUSS. Les formules (54) et (55) donnent les moments
de la distribution finale de la dernière et de la première valeur. Dans
ce cas particulier, on obtient pour les quatre premiers moments les
valeurs calculées par M. R. A. FISHER (8).
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Dans le cas général, on déduit les valeurs 5~,,~ nécessaires pour
le calcul des moments à l’aide de la formule de recurrence

(59) ~ ~~,m - S?,,ni - ~ _ )
puisque les valeurs Sx sont connues. Pour des valeurs croissantes de ).
les Sx tendent assez rapidement vers 1. Il en résulte que les Sx,m
tendent vers zéro et cela d’autant plus vite, que le nombre ordinal m
est plus grand. Le tableau IV contient quelques valeurs de pour
À,m = 2, 3, ..... 10.

TABLEAU IV. - Valeurs de S03BB,m.
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On tire facilement de ces valeurs les caractéristiques des distribu-
tions des mièmes valeurs en fonction du nombre m. La deuxième colonne
du tableau V contient l’espérance mathématique de la variable finale
définie par (1) et (39) et calculée d’après (41), la troisième donne la
mesure d’asymétrie définie par ,(4) et calculée d’après (56). Les der-
nières colonnes contiennent les quotients des moments définis par
(6a) et (6b) et calculés d’après (57) et (58). L’espérance mathématique
de la variable finale, la mesure d’asymétrie et le premier quotient des
moments sont positifs (ou négatifs) pour les mièmes valeurs d’en haut
(ou d’en bas).

TABLEAU V. - Caractéristiques des distributions des mièmes valeurs.

tableau V montre que les caractéristiques diminuent pour des
valeurs croissantes de m.

Reste à savoir comment les distributions des cernes valeurs se

reserrent si m augmente. Pour cela il suffit de traiter le signe des change-
ments des quotients 03B21, 03B22 et 03B4 comme fonction de m.

Puisque
_ 

- ~A,~ 
__ 

__ I
dm 

- 

m~~

on aura d’après (57) et (59) en traitant 03B221,m
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et d’après (38)

signe 039403B22,m 0394m 
= - S2,m m2 + 2S4,m = signe 0394m03B22 0394m

.

Pour connaître le signe de ces différences, il nous faut une expression
analytique pour les sommes Choisissons la formule d’intégration
de EULER, qui donne pour / > 2.

.. S"B __ _1_ )~ , ~ ~,~~ -~- ___ I~~), __-~ w+- 2~ B

dont on tire 
.

formules qui fournissent des approximations suffisantes à partir de
m = 3. En introduisant ces valeurs on aura

(6I) signe 039403B21,m0394m = - I 2m (I 
- I m - 5 6m2 + II 30m4 ...) = -signe 0394m03B21 0394m.

L’expression précédente sera négative à partir de Jn = 2. Donc,
pour un nombre m croissant les quotients et m03B21 tendront vers
zéro. Pour les distributions d’en haut (ou d’en bas) les côtés droits (ou
gauches) sont plus importants que les côtés gauches (ou droits), mais
cette différence tend à disparaître lorsque ~ augmente.
Pour le deuxième quotient on aura

(62) signe 039403B22,m0394m = -I m3 (I 3 - I 2m - I 2m2 + 3 I0m4 ...) = singne 0394m03B22 0394m
qui sera toujours négatif à partir de w = 3. Donc, la différence entre
les distributions des mièmes valeurs et celle de GAUSS diminue pour des

valeurs croissantes de na.

La différence relative entre l’espérance mathématique et la domi-
nante divisée par l’écart type tendra vers zéro. Puisque

-+ o

on aura d’après (44) et (56)
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Mais d’après (6oa) tend vers zéro comme I . . Pour un nombre
croissant d’observations, la différence entre l’espérance mathématique
et la dominante diminuera plus vite que l’écart type. L’espérance
mathématique s’approchera de la dominante, de telle manière que leurs
valeurs respectives seront d’autant plus voisines que m sera plus grand.
De plus, l’asymétrie, mesurée par tendra à disparaître et la distri-
bution finale de la mième valeur tendra, pour des valeurs croissantes de

m, vers une distribution pour laquelle ~2 = 3, c’est-à-dire vers une
distribution de GAUSS. Celle-ci peut être regardée comme une limite
de la distribution finale (37) de la mième valeur. Pour de grandes valeurs

de m, qui sont pourtant petites par rapport à -, on peut poser

S2,m = I m
et l’on aura 

(63) t~N)-~/~ ~’.
Pour avoir la distribution doublement finale de la mième valeur d’en

haut ou d’en bas pour N observations, il faut ajouter les indices m
aux valeurs z et y, d’après la règle établie dans le tableau III. Cette
expression vaut pour des grandes valeurs de N et de m, telles que
m « N. Elle permet de retrouver la limite (I7b) vers laquelle tend la
probabilité de la dominante. On peut aussi arriver, naturellement, à
l’expression limite (63) en développant le second exposant dans (37).
La formule (63) confirme l’analogie établie plus haut entre les distri-

butions des mièmes valeurs et la distribution de BERNOULLI. La limite

de POISSON, analogue à la distribution finale des mièmes valeurs ex-
trêmes conduit également, en effet, pour de grandes valeurs de m à la
distribution de GAUSS.

En même temps, cette formule pose la question de savoir quelles
sont les valeurs caractéristiques et les limites des distributions des
mièmes valeurs pour de grandes valeurs de m, telles que

(64) m N 2,

questions que nous avons laissées à part jusqu’à présent, puisqu’elles
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ne se rapportent plus aux valeurs extrêmes. Nous allons traiter ce cas
limite puisqu’il mène à des analogies intéressantes.
Des problèmes analogues ont été traités par J. BERTRAND (i) qui

envisage d’abord la plus petite erreur absolue, - c’est-à-dire la plus
petite déviation absolue de l’espérance mathématique - d’une

distribution initiale de GAUSS, ensuite la seconde, la troisième, etc.
Ces valeurs sont donc classées sans tenir compte du signe ; elles ne
varient que dans le domaine positif et leurs espérances mathéma-
tiques sont assez petites.

Les distributions (II) des mièmes valeurs étant établies indépendam-
ment de toute condition sur N et w valent aussi pour (64). Introdui-
sons suivant la méthode de M. EYRAUD (6)

(65’) 
(’65) 

Les valeurs de p et q qui nous intéressaient pour les .mièmes valeurs
extrêmes étaient ~ - o ; q --~ 1. Les valeurs que nous allons traiter
maintenant seront d’après (64)

~~z~.q. 
_

Suivant la définition (la) de la médiane, on appelle les mièmes valeurs
satisfaisant à (64) les voisines de la médiane. Les dominantes sont les
racines de

(66’) Nq W w - Np - I I - W w + w’ w - o,
(’66) Nq I - W w - 

Np - I W 
w - 

w’ w 
= o,

Pour une distribution initiale telle que la médiane ne soit pas trop
éloignée de la dominante, les troisièmes termes peuvent être négligés
par rapport aux deux autres. Cela est encore plus légitime si le nombre
d’observations est suffisamment grand. Donc les dominantes des

mièmes valeurs voisines de la médiane, données par

W(um) = q q N N - I = I - W(mu),

dérivent, pour des valeurs suffisamment grandes de N, des équa-
tions (14) valables pour les mièmes valeurs extrêmes.



I53

La densité de probabilité w(u) des dominantes des mièmes valeurs
voisines de la médiane, sera déduite, pour N suffisamment grand,
d’après (II) et (14), par

(67) wm(um) w(um) = N 203C0pq = mw(mu) w(mu),

relation analogue à (21) et (I7b) . En effet, on peut écrire ces formules
pour les mièmes valeurs extrêmes

mm(um) w(um) = N 203C0p = mm(mu) w(mu)
Pour la distribution initiale de GAUSS, M. HAAG (2 ; 28) a démontré

que la distribution finale des mièmes valeurs voisines de la médiane est
du type de GAUSS. On peut étendre aisément ce théorème. Posons pour
les 1nièmes valeurs d’en haut, voisines de la médiane

= q + Ym,

et pour les valeurs d’en bas correspondantes

W(x) = p - my.

D’après (II) et (67), on obtient les distributions finales w(x) par

== N 203C0pq (l ± y q)Nq (l ~ y p) Np-I = mw(x)dx.

Les signes supérieurs (ou inférieurs) valent pour l’équation gauche
(ou droite) avec l’indice m à la variable y à droite (ou à gauche).
Le développement usuel du produit en y conduit aux distributions
finales correspondantes à (33) et (63)

(68) wm(x) dx = N 203C0pqe 
-Ny2 wpq dy = mw(x)dx.

La condition énoncée en haut permet de poser en première approxi-
mation

(69) = (x - Û + ~~) ’ .
où nous avons laissé de côté l’indice m de û. Les variables finales dans
les distributions des mièmes valeurs voisines de la médiane seront
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Il en résulte que : les distributions finales des mièmes valeurs voisines
de la médiane d’une distribution initiale satisfaisant à (69) sont du type
de GAuss, avec une espérance mathématique

(70) ) um =  ± q - p 2w(u) - mu,
et un écart type égal à

(71) 03C3m = I w(u) ‘, N -- m03C3.
La première formule est analogue à (45). Quant à l’écart type de la

mième valeur extrême, il sera donné, pour de grandes valeurs de m,
en vertu de (54) et (6ob) , par la formule analogue

03C3m = I w(u) p N = m03C3.

Pour la médiane, laquelle au sens ordinaire n’est définie que pour .

N impair, il faut choisir une valeur m telle que N = 2 m - l, c’est-à-dire

~ == ~ + . . Pour des valeurs suffisamment grandes on obtient une
distribution de GAL’SS ayant l’écart type

(7I a) = I 2w(x) N.
Il s’ensuit que les distributions des mièmes valeurs voisines de la

médiane sont analogues aux distributions des mièmes valeurs extrêmes
pour de grandes valeurs de m.

Conclusions

Pour une distribution initiale w(x) ayant la probabilité W(x)
et pour un nombre croissant d’observations, les distributions (II)
des mièmes valeurs d’en haut et d’en bas conduisent à deux limites

correspondantes aux deux limites de la distribution de BERNOULLI.
Introduisons fi et q par (65). Pour les mièmes valeurs voisines de la
médiane, où p  q, et W ~ q ou NV - p, on revient à la distribu-
tion de GAUSS pourvu que la médiane de la distribution initiale ne
soit pas trop éloignée de la dominante. Pour les valeurs extrêmes,
où p ~ o et W ~ l ou W ~ o, on arrive à la distribution doublement
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exponentielle (37) pourvu que la distribution initiale appartienne au
type exponentiel. Le calcul des dominantes est le même pour les deux
limites. Pour de grandes valeurs de m il existe une analogie complète
entre les mièmes valeurs extrêmes et les mièmes valeurs voisines de la

médiane, car les deux distributions sont du type de GAUSS.
Pour appliquer nos résultats portant sur les peines valeurs extrêmes

à une distribution donnée du type exponentiel et à un nombre N
donné, on calculera d’abord la dérivée logarithmique. Si sa valeur
absolue augmente sans limite pour des valeurs croissantes de la.

variable, la distribution de la mième valeur se resserrera pour un nombre
croissant d’observations. Si la dérivée logarithmique tend, soit en
augmentant soit en diminuant, vers une constante, la distribution
finale ne changera plus de forme.

Puis on calculera la probabilité totale, dont on tirera les dominantes
des mièmes valeurs à l’aide de (14). Les équations (g) de L’HOPITA,
nous permettront de voir si le nombre d’observations est suffisant pour
que cette approximation soit justifiée.
Dans ce cas, la variable finale sera donnée par (2g), la distribution

finale par (33), l’espérance mathématique par (45), l’écart type par
(54), les autres moments par (55), le coefficient d’asymétrie par (56) et
les quotients des moments par (57) et (58). Si en dehors du nombre des
observations, le nombre m est très grand tout en restant petit vis-à-vis
de N, la distribution finale de la mième valeur pour N observations ten-
dra vers la distribution (63) de Gauss.

Cette théorie est susceptible de nombreuses applications, puisque
en particulier, la distribution de GAUSS et la distribution exponentielle
appartiennent au type exponentiel. Pour l’une, les distributions des
mièmes valeurs se resserrent et la précision augmente pour un nombre
croissant d’observations ; pour l’autre, elles restent indépendantes de
N. Dans ce cas, on ne peut pas augmenter la précision en augmentant
le nombre d’observations. Mais pour toute distribution initiale du type
exponentiel l’espérance mathématique de la mième valeur tendra vers
la dominante, en ce sens que leur différence relative disparaît pour un
nombre croissant d’observations.
Pour appliquer ces formules à des observations portant sur la

mième valeur, on calculera la moyenne arithmétique et l’écart type.
On obtient alors les deux constantes ce et u de la distribution théorique
par (45) et (54). Le calcul des moments supérieurs fournit le contrôle
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usuel à l’aide de (55). Ies valeurs théoriques comparables aux observa-
tions peuvent être tirées des tableaux I et II, procédé extrêmement
simple.
Parmi les applications connues, nous nous bornerons à citer les pro-

blèmes d’artillerie qui ont donné lieu à de nombreux essais (en partie
vains) de déterminer la plus grande valeur d’une déviation (2), - les
intervalles entre les émissions radio-actives classés d’après leur longueur,
enfin la durée extrême de la vie humaine (22 ; 23), c’est-à-dire la dis-
tribution des âges des derniers survivants observés pour une série
d’années (26). Enfin, M. de MISÈS (30) a traité la théorie des plus
grandes valeurs pour deux distributions. Il en a tiré une conséquence
particulièrement intéressante pour mesurer l’intelligence d’une mino-
rité dite raciale existant dans un pays de l’Europe Centrale.
Etant données ces applications multiples ainsi que la simplicité du

procédé auquel nous aboutissons, nous espérons que cette théorie
des mièmes valeurs pourra être employée avec succès pour divers calculs
pratiques concernant un ensemble d’observations. C’est dans ce but
que le présent travail a été entrepris.

(Conférences faites à l’Institut Henri Poincaré en l’hiver 1933-34.)

Université de Lyon, le 30 juin 1934.
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