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Les valeurs extrémes des distributions statistiques

PAR

E.]. GUMBEL

Introduction

Considérons les résultats d'un nombre fini N d’observations portant
sur une distribution statistique illimitée. Parmi ces résultats, il y en
aura toujours une valeur (ou plusieurs) qui dépassera toutesles autres,
tout en restant finie puisque évidemment nous ne pouvons obser-
ver que des valeurs finies. Il s’agit de préciser cette valeur maximum
et d’analyser la maniére dont elle croit avec le nombre des obser-
vations.

Des parties importantes de ce probléme ont déja été résolues. En
effet, on a reconnu que cette valeur posséde les propriétés d’une
variable statistique, c’est-a-dire qu’il existe une distribution de « la
plus grande valeur », dépendant du nombre des observations et de la dis-
tribution, dite initiale, envisagée. M. von BORTKIEWICZ (3 ; 4) a calculé
« la plus grande valeur » dans le cas d’une loi initiale de Gauss et pour
un petit nombre d’observations. M. L. C. H. TrereTT (32) a calculé les
premiers moments, pour les mémes conditions. M. von MISES (29) a
donné une valeur approximative de 1’espérance mathématique, valable
pour un grand nombre d’observations et pour une distribution initiale
soumise & certaines conditions. M. TricoMI (33) a calculé directement
P'espérance mathématique dans le cas de la loi de Gauss et pour un
grand nombre d’observations. C'est pour les mémes conditions que
M. pE FINETTI (7) a établi des tables numériques de la valeur médiane.
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Un travail important est dt a M. E. I,. DopD (5) qui a calculé 'espé-
rance mathématique de la derniére valeur pour les distributions ini-
tiales de Gauss et sa transformation logarithmique, pour les distri-
butions de Makeham et de Pearson, et pour la loi des événements
rares. M. M. FRECHET (10) a introduit la notion trés féconde de distri-
bution finale stable, qui reproduit la distribution initiale. En partant
des valeurs de la variable divisée par une valeur moyenne, il arrive a
une distribution finale pour laquelle les moments d’ordre élevé di-
vergent. Enfin, M. R. A. Frsuer (8) a calculé les premiers moments
pour une autre distribution finale stable. C'est elle que nous allons
retrouver.

Dans ce qui suit nous allons systématiser et élargir ces résultats en
considérant des conditions moins rigides que les précédentes et qui
permettront d’appliquer la théorie générale & d’autres distributions
que celles envisagées jusqu'a présent. En outre nous élargirons le
probléme fondamental en examinant la distribution de la mitme valeur
au lieu de nous borner i la valeur maximum, m étant un nombre assez
petit par rapport au nombre d’observations. Nous envisagerons les
premiéres et les derniéres valeurs et nous calculerons 'espérance mathé-
mathique et les moments de ces valeurs dans le cas d’une distribution
initiale satisfaisant a certaines conditions et pour un grand nombre
d’observations.

Soit w(x) une distribution continue d’une variable statistique %, a
variation illimitée dans les deux sens et dont l'espérance mathématique
x est

() %=

{‘+ OOzw(z)dz.

o — 0
La probabilité d’une valeur inférieure 4 x sera
X
(2) W(x) = [ w(z)dz
v

grandeur qui satisfait aux conditions limites W(— o) = O ;
W( ) == 1. La seconde de ces équations définira ce que nous appelle-
rons la condition de I'aive. La valeur médiane ¥ est définie par

(1a) W(x) =]
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et la, ou les valeurs dominantes par
(1b) w'(%) = 0; w"(%) < o.

On nomme intervalle probable la différence entre deux valeurs x"’
et x' telles que

(2a) W(x') = i © W) =

La probabilité pour que la variable soit contenue dans l'intervalle
% < x << %", ou qu'elle la surpasse est égale a 1/2. La moitié de cet
intervalle sera appelée I'écart probable ¢.

Une distribution sera appelée symétrique par rapport a l'origine
si w(— %) = w(x). Dans ce cas la probabilité d’une valeur inférieure
a — x sera

N

W(— %) =1 — W(x)

Si une distribution symétrique a une dominante égale a zéro, les
trois moyennes coincident. En effet, dans ce cas

W(o) =

-

et I'espérance mathématique

-+ o
x :f 2dW(2)

est nulle. Cette propriété remarquable de la coincidence des trois
moyennes se rencontre particulierement dans une distribution de
Gauss. La dispersion se définit par

(3) o2 o= f | m(z — X)%we(z)dz

—®

et on appelle écart type, sa racine carrée positive. La différence entre
I'espérance mathématique et la dominante divisée par 1'écart type

@) p=t

s
mesure 'asymétrie. La différence entre la variable et une moyenne

divisée par une mesure des écarts constitue la variable réduite.
Les moments autour de l'espérance mathématique sont définis par

At oo
(5) o = j (7 — F)mw(z)dz.

-— o0
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La condition de l'aire donne

(54) Ho=1
et la définition de I'espérance mathématique
(50) #1=0

ce qui montre que seuls les moments d’ordre n > 1 peuvent définir
de nouvelles caractéristiques. Pour caractériser une distribution on
introduit les quotients de PEarRsoN

(66{) {31 = :33
A —— 2
(60) =T

dont le premier mesure pareillement 'asymétrie de la distribution
considérée et le second sa différence avec une distribution de Gauss.
Enfin on définit la fonction caractéristique o(f) d’une distribution
w(x), par U'intégrale
+o -
(7) ¢(f) = w(z)e® ¥z,

-—

Quand on connait cette fonction on peut en déduire tous les moments
puisque :

dtll

Le probléme des valeurs extrémes dont nous allons nous occuper
exige la connaissance du comportement asymptotique des distributions.
On doit avoir en vertu de la condition de l'aire

w(x) — 0

pour les valeurs absolues croissantes de la variable. En outre, la dérivée
tendra vers zéro et sera négative ou positive suivant que la variable
elle-méme sera respectivement positive ou négative. Pour des valeurs
suffisamment élevées de la variable, la probabilité W(x) differe peu de
I'unité si ces valeurs sont positives et de zéro si elles sont négatives.
C’est pour cette raison que, souvent, on fait usage de la régle de
I HoprITAL sous les deux formes suivantes :

, wx) __ w®)
) T W) T )
, wx)  w(x)
(9) W)~ w)
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dont la premiére (seconde) vaut pour les grandes valeurs positives
(négatives) et dont on tire les valeurs asymptotiques de W(x).

Pour des distributions symétriques ces deux relations sont iden-
tiques. Dans ce qui suit nous nous bornerons a envisager uniquement
des distributions pour lesquelles les équations précédentes sont vérifiées
soit presque toujours, soit asymptotiquement.

Le signe de la dérivée logarithmique qui s’y trouve sera négatif
ou positif suivant que la variable sera elle-méme positive ou négative.
Sa valeur absolue peut augmenter, rester constante ou décroitre,
lorsque la variable croit en valeur absolue.

Pour les dérivées d’ordre supérieur on peut se demander si les
relations analogues
@) (x . w(x)

W(C)) = (=0 —\(V)(xﬁ
w (%) _ w'(x)
wx) W)

(107
(‘x0)

sont vérifiées asymptotiquement pour des grandes valeurs absolues
de la variable. Les équations (9') ('9) en sont des cas particuliers corres-
pondant a v = 1. Les deuxiémes membres de ces équations sont des
puissances d’ordre v des dérivées logarithmiques. Les équations (10)
ne sont que les conséquences de (g). Posons pour le premier membre
w(x) —

I— W(x)

et négligeons les différences avec le second. Alors on obtient avec la
méme précision
wl/(x‘)

— 52
w(x) )

En posant (10') pour v arbitraire on prouve facilement que cette rela-
tion vaut aussi pour la dérivée suivante. Par la méme méthode on
arrive a4 (‘o) en partant de ('g).

Si la distribution initiale est exponentielle

1
wix) = 2 gt

les conditions (10) sont remplies pour tout x 2 0. Pour cette raison
nous appellerons les distributions w(x) qui vérifient ces équations,
des distributions du type exponentiel.
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Nous nous occuperons tout particuliérement de ce type de distri-
bution, en imposant en outre aux distributions de ce type la
condition que la valeur absolue de la dérivée logarithmique ne di-
minue jamais sans avoir une limite lorsque la variable croit.

Autrement dit : Pour une distribution du type exponentiel tous les
moments existent, propriété qu’il est raisonnable de demander pour
une distribution initiale.

I. — Les disfributions des miémes yaleurs et leurs dominantes

Quand on fait N observations ou quand on prend N échantillons
sur une distribution initiale illimitée dans les deux sens, on peut
classer les valeurs numériques qui constituent ces N observations
par ordre de grandeur. Elles seront toutes finies. Il y en aura une
qui sera la plus grande, la derniére valeur, x,, une autre immédiate-
ment inférieure x,, que l'on peut considérer comme la plus petite
parmi les deux plus grandes, en général une mitme qui sera la plus
petite parmi les m plus grandes. Considérons ces valeurs en partant
de l'autre extrémité de la suite. De ce point de vue, il en existe une
valeur, xy, la premiére, qui sera la plus petite (mais dont la valeur
absolue peut étre assez grande). En général il existe une mi¢tme valeur
d’en bas qui sera la plus grande parmi les m plus petites et qui sera
désignée par

Xx—mt1 = ¥

La plus grande, la derniére valeur de x est une variable statistique,
c’est-a-dire qu’il existe une probabilité w, (v, N)dx, pour que cette
valeur soit comprise entre x; et x;, 4 dx,.

Donc w, représente la distribution de la derniére valeur. La valeur
%, de %, pour laquelle m, est maximum sera appelée la domunante
de la derniére valeur. En outre, il existe une espérance mathéma-
tique u,, un écart type s,, et, généralement, un #nitme moment u.,1 de
cette distribution.

De méme, les miémes valeurs d’en haut et d’en bas sont des variables
statistiques ayant des distributions wy et »w, des valeurs dominantes
#m et %, des espérances mathématiques um et »# et des pitmes
moments 1, et wyn. Le champ de variation de toutes les variables
%m et mx est identique au champ de variation de la variable x de la
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distribution initiale, puisque a toute valeur de la variable peut étre
attribuée une densité de probabilité pour qu’elle soit la mitme Voila
pourquoi il est légitime d’écrire les distributions des mitmes valeurs
dans la forme :
w0 %, N) et w,,(x, N).
On aura évidemment
b <tk < e < U < o 1 pour mo=1,2,3"-"

et la méme relation vaut pour les espérances mathématiques.

11 s’agit d’abord de calculer ces dominantes et leurs probabilités et
de trouver les relations qui existent entre ces distributions.

La distribution de la mitme valeur d’en haut est donnée par

(11 w5 N) = ()W) T - W) (),

et la distribution de la mitme valeur d'en bas, par

N—m

(1) w, (5, N) = (0 ImWE" (0 — Wi el).

En effet, nous imposons la condition que parmi les résultats des
N observations il y en ait un qui soit supérieur (ou inférieur) a N — m
autres résultats et inférieur (ou supérieur) a m — I autres.

Le nombre m peut varier de m = I jusqua m = , ou jusqu’a

N-+~1 . . .
m = —-,— suivant que le nombre des observations N est pair ou

impair. Les distributions (1I) sont valables pour n’importe quelle
valeur de N et de m, mais les cas N» I et m « I;T nous intéressent

tout particulierement du point de vue des valeurs extrémes.

Pour les valeurs de N et de m qui nous intéressent, les distribu-
tions (11) constituent des systémes de courbes illimitées dans les deux
directions, mais placées 2 la fin et au commencement de la distribution
initiale. Pour simplifier I'écriture nous laissons de cété la variable x,
qui a des signes inverses dans les équations (11) lorsque l'espérance
mathématique de la distribution initiale est nulle. Il est également
inutile de répéter toujours la variable N. Nous écrirons donc tout
simplement

w,(r,N) = m,,
W(x, N) =, m

— 121 —
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Pour m = 1 on obtient la distribution connue de la derniére et de
la premiére valeur

(12') w, = NWN Ty m=Na —w)yN Ty (12)
, _awy o da—wN :
(13") = ix =" I . ('13)

Ce sont seulement ces deux distributions qui ont été traitées jusqu’a
présent.

Les courbes représentant les distributions des mitmes valeurs d’en
haut et d’en bas se coupent toutes en un point qui correspond & la
valeur médiane de la distribution initiale. Pour des distributions
initiales symétriques par rapport & lorigine on aura la dominante

7/1% = — ﬁlll;v
les espérances mathématiques

mﬁ _ ﬁm,
et enfin les distributions

(- ) = W, (7).

Dans ce cas les valeurs absolues des dominantes et des espérances
mathématiques des miémes valeurs, comptées dans un sens ou dans
I'autre, sont égales, ainsi que leurs densités de probabilité. Il en résulte
que les moments d’ordre pair seront égaux et les moments d’ordre
impair différent seulement du signe.

Dans le cas général, nous allons nous limiter d’abord au calcul des
dominantes. On les déduit des équations suivantes :

‘N — m m — 1 w'
mm'<A' —~~W——w+§ = 0,

W 1 —-W
w- m—Iw—N*mw+zﬂ)—o
" < W I — W w/

lesquelles ont la forme d’équations différentielles, mais qui ne sont
valables que pour une ou plusieurs valeurs de la variable. Ecartons
les solutions banales correspondant 4 des valeurs infinies ; il s’agit
de trouver les valeurs finies, fonctions de m et de N, qui sont les
racines de ces équations. Au lieu de chercher des solutions exactes
nous nous limitons encore une fois aux grandes valeurs de N et aux
valeurs de m telles que m « N. Si 'on peut employer vers la fin et
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vers le commencement de la distribution initiale la régle de I, Hopital
sous les formes (9), ces équations ménent &

(14) W(ii,) =1 — 3o
(14) W) = -

Les équations (9) sont des conditions dont on tire le nombre d’obser-
vations nécessaires pour que le calcul des dominantes a 'aide de (14)
soit justifié. Ce nombre sera d’autant moins grand que la distribution
initiale tendra plus vite vers zéro.

On peut expliquer ces résultats par un raisonnement trop simple
pour étre rigoureux. Soit %n une grandeur observée, telle qu'il y en
ait m autres supérieures ou égales. La probabilité d'une valeur supé-
rieure ou égale a %n, sera

I — W(n).

Parmi N observations on doit s’attendre a ce que N (1 — W (%))

soient supérieures ou égales & %m, nombre qui doit étre lui-méme

égal 4 m, ce qui vérifie bien notre formule.
Ia dominante de 1a mi¢me valeur pour N observations ne dépendra

d’aprés (14) que du quotient % Donc elle sera égale a la dominante
de la k.mitme valeur pour AN observations (k¢ = 1,2,...). On aura
pour des valeurs de N suffisamment grandes

W (RN) = %,(N); P (EN) = Ju(N).

La dominante de la dixiéme valeur pour 100.000 observations sera
égale 4 la dominante de la derniére valeur pour 10.000 observations.

D’ailleurs, la maniére dont la dominante dépend du quotient %
change suivant les différentes distributions initiales.

Il est évident que la dominante de la miéme valeur d’en haut (ou
d’en bas) augmente (ou diminue) avec le nombre d’observations. En
effet, on obtient en dérivant (14) par rapport a N

' d'ﬁm . m
(IS ) aN — 271}(\121“) ’
' dmﬁ w
(15) AN = T New()
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Dong, la valeur absolue de la dominante de la miéme valeur aug-
mente avec le nombre d’observations.

Il sera facile de compléter ce résultat par une régle générale qui
servira pour évaluer 'ordre de grandeur des dominantes. Posons, pour
les valeurs absolues des dérivées logarithmiques de la distributon ini-
tiale aux miémes valeurs extrémes dominantes : ‘

Nw(in,) . Neo(.H)
Tm ™ Tm T

valeurs qui ont la dimension réciproque de la variable. Si les grandeurs
o sont indépendantes de N ou tendent vers une constante, soit en
augmentant, soit en diminuant, pour des N croissants, c’est-a-dire
pour des valeurs croissantes de la variable, les miémes valeurs domi-
nantes seront fonctions linéaires du logarithme du nombre d’observa-
tions, que 1’on peut écrire a l'aide de la variable réduite.

, ~ N
(14 ') u,,l—x+kslg;n
, ~ =, N
(14 a) mit = x — ks lgm,

oft k est une constante et s I'écart type de la distribution initiale.
En effet, pour une seule observation la plus grande valeur est identique
2 'espérance mathématique et pour N observations il faut ajouter un
multiple d'une mesure des écarts.

Si au contraire les valeurs z augmentent sans limite avec N, les
mitmes valeurs dominantes augmenteront plus lentement que le
logarithme du nombre d’observations

, — N
(I4b) /M/m,—x'f‘ksf(lgm)

~ - N
(‘14 B) o =% — ksf(lg 77”) .

Le traitement des mitmes valeurs n’est donc légitime que pour des
distributions initiales, telles que les deux premiers moments ne divergent
pas, condition que nous avons posée dés le commencement et qui
exclut le cas ofl les « diminueraient sans limite.

Quant 2 la maniére dont les dominantes dépendent de m, on obtient
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en dérivant (14) par rapport & m (procédé légitime pour de grandes
valeurs de m, qui pourtant doivent étre petites par rapport a N)

, iy 1
(16) dm = Nuli,)
. duti I

('16) dm — Na(uii)’

Les signes s’expliquent aisément ; en effet plus m augmente, plus
la dominante de la miéme valeur d’en haut diminue et plus celle de
la mitme valeur d’en bas augmente. Compte tendu de (11} et (14),
les densités de probabilité des dominantes deviennent, pour les
valeurs élevées de N et des petites valeurs de m :

(17') mnz(%m) — Nq/(m>w(ﬁm>
(lI7> mm<m%) - Nq"(m)w(mﬁ)
ol

(170) Ym) ="

est la probabilité de 1'espérance mathématique dans la loi des événe-
ments rares. Pour des grandes valeurs de , les densités de probabilité
des dominantes tendront vers

(I7 b'> ml'n(%/n) - M(um)
\,/Zrm

('17 b) 7nm(m77/) - M-
\/Zﬂm

La densité de probabilité des dominantes augmentera avec .
En effet d’aprés (16) et (17) on aura

dmm(%m) . —~ I Ww’(ﬁm)

) — — 1, (i) <_2m N%(%;))
dmm(m%) — % | — I w'(ma) ]
i = m (i 107E) < 2m | Nwt(n) )

En introduisant la dominante par (14) dans (9), la régle de I Hopital
devient pour la valeur dominante

/" e Nw(%m) . W'(;’Zm)
(18) m=E T T T W)
, L Nw(a) _ w/(,a0)
(18) m _— m _ w(m%)
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Donc les formules précédentes deviennent

A0n(Bhn) __ 10 (Thy)

(19) dm 2m
r dlll mN m mN
(19 =

Pour des valeurs croissantes de m, les distributions des smitmes
valeurs se resserrent autour des dominantes. Le champ de variation
de la mitme valeur sera plus petit que celui de la premiére ou derniére
valeur. L’espérance mathématique de la mitme valeur tendra vers la
dominante et I'écart type diminuera pour des valeurs croissantes
de m.

On ne peut pas établir sans imposer auicune restriction la méme
relation entre la densité de probabilité de la dominante et le nombre
d’observations. En effet, en introduisant (18) dans (1%) on obtient

, i) = — W)
(20) m/n(um) == w(%m) ml,a('m)
(20) 10 () — ﬁf;jg)) m(m).
ou d’apreés les valeurs « définies par (18)

(20 d’) mm(am) = “/nmq’(m)
(’20 a) mm(m:ﬁ) - mam"!"(m)-

Dans ces relations seulement le premier facteur du second membre,
la dérivée logarithmique de la valeur dominante, dépendra de N.La
densité de probabilité des dominantes augmentera avec le nombre
d’observations sila valeur absolue de cette dérivée logarithmique aug-
mente avec la variable. Dans ce cas la distribution de la mitme valeur
se reserre pour des nombres croissants. Si la dérivée logarithmique est
constante, ¢’est-a-dire si 'on est dans le cas d’une distribution initiale
exponentielle, les densités de probabilité des dominantes seront indé-
pendantes du nombre d’observations. Enfin, si la grandeur absolue
de la dérivée logarithmique diminue pour des valeurs croissantes de
la variable, les densités de probabilité de la dominante diminueront
et la distribution s’élargira. Ce sont seulement les deux premiers
cas qui nous intéressent du point de vue pratique puisque pour
le troisi¢me la précision de la miéme valeur diminuera avec un nombre
d’observations croissant.
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Du point de vue théorique, il est intéressant de noter que M. Freé-
CHET (I0) a construit une distribution initiale d'une variable positive
pour laquelle la valeur absolue de la dérivée logarithmique diminue sans
limite. Les moments d’ordre supérieur de cette distribution divergent.
La dominante de la derniére valeur augmente plus vite quele logarithme
du nombre d’observations. Enfin, la distribution de la derniére valeur
s’étale sans cesse pour un nombre croissant d’observations. Plus on
fait d’observations, moins précis sera le résultat. C'est pour éviter de
telles catastrophes que nous nous bornons au traitement des distribu-
tions initiales du type exponentiel.

Il existe une relation intéressante entre les densités de probabilité
correspondant aux dominantes des mitmes valeurs d’en haut et d’en
bas, 4 savoir :

W, (%) w(i,
(=1 o) =

Le quotient de la densité de probabilité correspondant a la domi-
nante de la mitme valeur d’en haut, par la densité de probabilité de
la dominante de la mitme valeur d’en bas est égal au quotient des
densités de probabilité de ces valeurs elles-mémes dans la distribution
initiale. On peut établir une relation analogue pour les valeurs
médianes de la derniére et de la premiére valeur. D’aprés la définition
(1a) celles-ci sont données par

I I
W) =2 > W) =1—2 N
I oz
MI——ngz ._ngz

pourve que N soit suffisamment grand. La médiane de la derniére
(ou de la premiére) valeur sera un peu supérieure (ou inférieure) a la
dominante, ces différences disparaissant d’ailleurs lorsque le nombre
d’observations croit. En introduisant ces valeurs dans les distributions
(x2) on aura, par analogie avec (21I)

wy(,) _ w(wy)
wG%) e )

Au lieu de traiter les médianes des miémes valeurs nous allons envi-
sager plus tard les propriétés générales des moyennes des distributions

(11) pour de grands nombres N.

(214)
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Jusqu'a présent nous n’avons envisagé que la dominante et sa
densité de probabilité, ainsi que la question de savoir comment ces
grandeurs dépendent des nombres N et . Il nous reste 4 voir comment
la distribution de la miéme valeur varie en fonction de x.

Comparons entre elles, les densités de probabilité w,,  ; et w, d'un
cOté, » 4 1 et . de Lautre pour toutes les valeurs de la variable. En
appliquant (14) aux équations (11), on a

W, .1 ( I ' ( I '
—— = — I} rre o— I
w,, W ) Wit )
Ly ( I : I >
— - = \{g— I} = 1}
m+110 W ) (\\V(JHM)

. . . . < .
Mais W est une fonction toujours croissante de x. Donc pour x =z

on aura
’ . i
(22’) w, .1 z w,,
et pour

. —

('22) w1 = 00

Pour les valeurs a) antérieures et b) postérieures de la dominante,
la densité de probabilité de la mi¢me valeur d’en haut est respective-
ment a) moindre ou b) plus grande que la densité de probabilité de la
m - 1ime yaleur. Pour les valeurs a) antérieures et b) postérieures
de la dominante de la miéme valeur d’en bas, la densité de probabilité
pour que la valeur x soit la mitme est respectivement a) plus grande
et b) moindre que la densité de probabilité pour que cette valeur
soit la m + 1itme. Le sens des égalités (22) est trés clair. La courbe
de la distribution m,, _; coupe celle de la distribution postérieure
en un point qui correspond précisément & sa dominante. La courbe
de la distribution ,, 4+ 1w coupe la courbe de la distribution antérieure
= au point représentant sa dominante. Plus particuliérement : la
densité de probabilité de la dominante de la derniére valeur (la plus
grande) est égale & la densité de probabilité pour que cette valeur
soit aussi la seconde des plus grandes valeurs. Et la densité de pro-
babilité de la dominante de la premiére valeur (qui est la plus petite)
est égale 4 la densité de probabilité pour que cette valeur soit également
la seconde.
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Ces relations sont valables pour des valeurs de N constantes et des
valeurs variables de m ; on peut cependant les établir également dans
le cas de m constant et N variable. On a en effet en vertu de (11) :

N+1

Ww,,(x, N}
N+ 1 —m nen

w,(x, N + 1) =

d’ot1t l'on tire

(23") w,(x, N + 1) ; w,(x, Nj
si
=
Wix) =1 N1

ce qui pour des valeurs suffisamment grandes de N équivaut d’apres
(14) & la condition

T
‘ X Z U
PDe méme, on trouve
('23) W%, N 4 1) é w0 (%, N)
—
si
T~
X :/-: nt.

Pour des valeurs a) antérieures et b) postérieures de la dominante
de la mitme valeur d’en haut, la densité de probabilité pour qu'une
valeur x soit la mitme pour N observations est a) plus grande et b)
moindre que la densité de probabilité pour qu’elle le soit pour N + I
observations. Pour des valeurs a) antérieures et b) postérieures de la
dominante de la mitme valeur d’en bas, la densité de probabilité
pour qu'une valeur x soit la miéme pour N observations, est a) moindre
et b) plus grande que la densité de probabilité pour qu’elle le soit
pour N + 1 observations. La signification des égalités (23) est simple :
La courbe de la distribution de la mi¢me valeur d’en haut ou d’en bas
pour N + 1 observations coupe la courbe de la distribution de la
mitme valeur d’en haut (ou d’en bas) pour N observations en un point
qui correspond a sa valeur dominante.

Notre raisonnement nous a montré jusqu’ici, quelles sont les dis-
tributions des mitmes valeurs d’en haut et d’en bas, leurs dominantes
et leurs relations pour des valeurs consécutives de m et de N. Les
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médianes s'approchent des dominantes pour les distributions de la
premiére et de la derniére valeur. Le calcul de I’espérance mathéma-
tique d’aprés les formules (11) est trop compliqué, on peut cependant
affirmer en tout cas que si les distributions des mitmes valeurs se resser-
rent pour un nombre d’observations croissant, I'espérance mathéma-
tique tendra vers la dominante. En premiére approximation on peut
admettre que ces deux valeurs sont égales, si la grandeur absolue de la
dérivée logarithmique augmente avec la variable. Ce théoréme assez
important qui dérive de (20) a été démontré pour le cas particulier
m = I par M. von MISES (30).

Celui-ci a montré que l'espérance mathématique de la derniére
valeur tend vers la dominante, pourvu qu’on ait

I — Wiz -+ k)

S > 0.

I — Wix)
Lorsque % est constant et positif, cette condition peut s’écrire :

. wx + k)
(24) ('wu't) - o.

Elle exige que la distribution initiale tende vers zéro plus vite
qu'une exponentielle ; pour un nombre croissant d’observations la
distribution se resserre alors autour de la dominante. Ces deux pro-
priétés peuvent étre séparées : si une distribution se resserre,
I'espérance mathématique tend vers la dominante, mais ces deux
valeurs peuvent se rapprocher méme si la distribution ne se resserre pas-

Si la distribution se ressetre, I’écart type tendra vers zéro. Il s’agit
maintenant de préciser la maniére dont cet écart tend vers sa limite
pour savoir ce que devient la différence entre I'espérance mathéma-
tique et la dominante divisée par 1’écart type. Pour évaluer approxima-
tivement 1’écart type correspondant a la distribution de la premiére
et de la derniére valeur nous avons fait usage (23) de cette égalité
entre les trois moyennes pour admettre que dans le cas d’une distri-
bution initiale de Gauss les distributions de la derniére et de la pre-
miére valeur peuvent étre approchées également par une distribution
de Gauss. Nous avons employé (15) la méme méthode pour obtenir
Pordre de grandeur de l'écart type de la distribution de la mitme
valeur. Une telle approximation cependant ne suffit pas.
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II. — Distributions finales

Il s’agit de calculer 'espérance mathématique, V'écart type et les
moments plus élevés des distributions de la mitme valeur. Dans ce
but nous allons d’abord donner a ces distributions une forme plus
simple qu’elles ont dans le cas d'un grand nombre d’observations, et
gui se préte mieux au calcul.

Le probléme consiste & voir si effectivement les distributions

mm(x,N) et m,,,(x,N)

des mitmes valeurs tendent vers une forme bien définie lorsque le
nombre d’observations croit. Dans laffirmative cette forme sera
appelée la distribution finale.

Les conditions analytiques du probléme peuvent étre écrites

N
>0 w(x) —» O,
m

d’olt 'on tire
W(x) - 1.
pour les mitmes valeurs d’en haut et

W(x) —> o,

pour les mitmes valeurs d’en bas.

Jusqu’a un certain point ce probléme est analogue a celui traité
par Po1ssoN et BORTKIEWICZ, lesquels se proposaient de chercher vers
quelle forme tend la distribution de BERNOULLI, lorsque le nombre
d’observations augmente indéfiniment, la probabilité initiale tendant
vers zéro. Les deux problémes présentent des analogies mais aussi
des différences. Dans le probléme de Po1ssoN la variable reste discon-
tinue puisqu’elle représente un nombre de cas. Ici, elle reste con-
tinue, puisque c’est une valeur de la variable initiale. I,’analogie est
évidente pour m = 1 ; en effet dans ces cas les deux problémes traitent
des alternatives, tandis que l'introduction de m > 1 crée trois cas
distincts. Aussi notre distribution initiale dépend-elle de la variable,
tandis que la probabilité initiale dans le probléme de PoISSON en est
indépendante. Voila pourquoi il faut s’attendre a4 ce que l’existence
d’une distribution finale soit liée 4 des conditions analytiques concer-
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nant la nature de la distribution initiale, circonstance qui n’existe
pas dans le probléme de PorssoN. En tout cas il existe une miéme va-
leur remarquable, 4 savoir la dominante. En effet, nous avons trouvé
que sa densité de probabilité est proportionnelle & la probabilité de
la dominante dans la loi des événements rares.

Envisageons d’abord la distribution mwa(x, N) de la mi¢me valeur
d’en haut. D’aprés (11') elle peut s’écrire :

L ) o — N
wo= (1) (w1 A

(25') W
formule dont (12') est un cas particulier correspondant & m = I.

Développons d’abord W(x) au voisinage de la dominante %».. On
aura

— - — )% -
(26) W) = W) -+ g, + 7 )
m  om(x—u,)N_ M(x —t 2 N2,
TITNTN T jh‘iw(“'“) _NLT) 2 @) + -

d’apres (14') et (9'). Les termes écrits sont les trois premiers termes du
développement de
o N
' . . m (x — Uy,)—w(,,)
(27') Vilx) = I—Re¢ " .
Il est légitime de poser W(x) = V,(x) pourvu qu’on puisse éctire
approximativement

; N -
! (o) — { — Tyro r4+1
(28") @ () = (— 1) @ i,

we 1 (,)
(1— \'K'r(;'/\tm N

={—

d’aprés (14'). Cette condition signifie que la distribution initiale est du
type exponentiel défini dans le premier chapitre. En égalant les
deux expressions (26') et (27') et en introduisant une nouvelle variable
ym par la transformation dite finale des mitmes valeurs d’en haut

, N
(29 » Vi = mw(%m) (x U !

on aura approximativement

Vi

\VN(x) =g ne
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et

; daw?™ . . Vi
(30') *dx(x) == Nuw(it,)e ¢ ‘ .

Pour m = 1, on obtient d’aprés (12') la distribution finale de la
plus grande valeur

—

(31) w, = Nw(d,)e 1
TLa probabilité pour que la derniére valeur soit inférieure & x sera

— W

(32" W= °
formule déduite par R. A. FisHER (8).
Revenons au cas général m > 1. Nous connaissons la forme finale

du dernier facteur de (25'). En appliquant le méme développement
au deuxiéme facteur on arrive, pour des valeurs suffisamment grandes

de N, 2 la relation

1 nm—1 i’ T N\ in—1
(w*ﬂ = m '
N

w—1x
__m — (m—1)v,,

_val

Mais pour ces valeurs, on a, d’aprés la formule de Stirling

mr LN — 1 m
NI\ — I) T om!

Donc, la forme finale de la distribution (11') de la mitme valeur d'en
haut seva

Mo

mlil N

(33" nw, = W—_——I)' m w(th,, g Hm T me

Pour un nombre suffisamment grand d’observations la distribution
de la mitme valeur d’en haut peut é&tre représentée par la formule
doublement exponentielle (33'), pourvu que la distribution initiale soit
elle-méme du type exponentiel. I,a formule devient rigoureuse si la
distribution initiale est exponentielle.

Cette forme finale peut étre employée pour des distributions qui ne
sont pas soumises a la condition (24) et qui par conséquent ne se
reserrent pas pour un nombre croissant d’observations.
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Pour m = I la somme (32’) a déja été envisagée par M. R. A. F1-
SHER (8) ; cet auteur part cependant d’'un point de vue opposé a
celui que nous avons adopté. Nous construisons la distribution
finale de la plus grande valeur pour une distribution initiale donnée
et pour cela nous employons le procédé classique qui consiste a partir
d’une distribution ol figure le nombre N d’observations et i chercher
la forme a laquelle on arrive si N augmente indéfiniment. M. FISHER
au contraire cherche une distribution initiale. I1 veut que la proba-
bilité de la plus grande valeur, d’étre inférieure & x pour N observa-
tions, soit égale & la probabilité initiale d'une valeur inférieure 4 une
fonction linéaire de x. En d’autres termes, il cherche les distributions
initiales qui satisfont a I’équation

(34) WN(x) = W(ax -+ by).

Les solutions de cette équation sont considérées comme des distri-
butions finales. Pour ay = 1, C’est-d-dire pour une distribution illi-
mitée dans les deux sens, on trouve la somme (32'). Mais pour ax 3 I,
c’est-a-dire pour des distributions limitées soit & gauche, soit a droite
la distribution finale, appelée « penultimate form » différe de notre
solution, ce qui n'est pas étonnant puisque notre construction
de la distribution finale est tout a fait différente du postulatum de
M. R. A. Fisger. Dailleurs cette deuxiéme distribution finale est
identique a celle trouvée par M. FRECHET (10).

Nous allons déduire maintenant la forme finale de la distribution
de la mitme valeur d’en bas par les procédés employés dans le cas de la
mitme yaleur d’en haut. En effet, cette distribution peut étre écrite

N*“‘I)(_W >HZ—‘I£
m—1/V\1 — W dx
formule pour laquelle (‘12) est le cas spécial m = I.

Développons W au voisinage de la dominaute qui cette fois est
mi ; 0N aura

(l25‘) nIy == —‘< (I —_ W)N

/ _m m < —_— m’ﬁ) N ~ wm (x — m’u)z N2 ~
('26) W(x) = N -+ N 1l om w(, ) + N T w2 t) 4 -

d’aprés ('14) et ('g). Les termes écritssont les trois premiers termes du
développement de

5 wm (% — //1’1\;) ‘,[?i 74'(1/1’17)
("27) WViE) = e .
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11 est légitime d’égaliser ces deux expressions pourvu qu’on puisse

poser approximativement
o~ w1, %)

28 w7} — T T
(28) ) = i

Donc nous imposons de nouveau a la distribution initiale un carac-
tére du type exponentiel.

En introduisant une nouvelle variable =y par la fransformation
finale des mitmes valeurs d’en bas
N .
m

(’29‘,‘ ny = W(m%) (x —_ m%),

on aura approximativement

(1—wWx)N = e_””my,
et
’ d N o ,_memi\’
('30) — g T W(x))"™ = Nuw(nitem .

Pour m = 1 on obtient, d’aprés (‘12), la distribution finale de la
premiére valeur

('31) 0 = Nu(@e? =",

La probabilité pour que la premiére valeur soit inférieure &4 x sera
('32) B =1— e—gly.

En appliquant la méme approximation aux premiers membres de
('25) on obtient

<N — I) (_W_)m—I ot
AT — W,

- M (m— D)y
m— I (m — 1)! ¢ ’
puisque W est trés petit vis-a-vis de 1.
Donc, la forme finale de la distribution ('11) de la mitme vglewr
d’en bas sera

m'" N my

/ - .m0 ity — Hie
( 33) w0 = (m — I) ] mw(m%)g ny

Toutes les formules employées pour la construction de la distribu-
tion finale de la smitme valeur d’en bas sont strictement analogues 2
celles employées pour la mitme valeur d’en haut. I’analogie entre les
distributions des smitmes valeurs d’en haut (r1’) et d’en bas ('r1)
est donc conservée par la transformation finale.

._._135.__
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Les distributions finales (33) des mitmes valeurs d’en haut et d’en
bas sont asymétriques. Les unes descendent a gauche plus vite qu'a
droite, les autres a droite plus vite qu’a gauche. Quand on remplace
les distributions (11), valables pour toutes valeurs de N et m, par les
formes finales valables pour des grands N et des petits m, les domi-
nanteset leurs probabilités (17) et (20),de méme que les relations (21)
sont conservées ; en effet, on les calcule en utilisant les mémes gran-
deurs. Cependant les points d’intersection des courbes successives

w, 4 1(x, N); w,(x, N) et w,x, N); w,(vr, N + 1),

n’auront plus la forme simple et intéressante qui existe pour les dis-
tributions exactes.

Dans ces distributions finales des mitmes valeurs, la distribution
initiale ne subsiste plus de facon explicite. Nous arriverons donc 4 la
méme distribution finale en partant de différentes distributions ini-
tiales, pourvu que ces distributions soient toutes du type exponentiel.
Le nombre d’observations N et la distribution initiale w(x) n’entrent
que dans la combinaison

N .

(35" oy @) =
et
(,35) gw(m%) = .

Les grandeurs zm et wa sont identiques aux dérivées logarith-
miques de la distribution initiale pour les valeurs dominantes. Ces
dérivées introduites dans les équations (18), auront des valeurs diffé-
rentes pour différentes distributions initiales et dépendront en général
de N et de m. Elles décident si la distribution finale de mitme valeur se
resserre ou non pour un nombre croissant d’observations.

Les tableaux I et II contiennent les distributions finales des
mitmes yaleurs d’en haut et d’en bas pour m = 1, 2, 3, 4, 5 en fonction
des variables finales yu et wy, ainsi que les probabilités pour la pre-
miére et la derniére valeur.

Le calcul de ces valeurs est des plus simples, puisque les courbes
sont contenues dans des intervalles assez étroits qui se resserrent
trés vite pour des valeurs croissantes dem. Ia figure montre l'allure
de ces distributions ; pour plus de simplicité nous les avons tracées a
partir d’une origine commune.
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TABLEAU 1. — La distribution finale de la dernicve et de la premiére valeur.

y By =1—FJ(—1y)) gﬁi) - tgl(l—l—‘ily) A
-— 2,5 —_ 0,00000 0,00451
— 2,0 0,00062 0,00457 0,04614
— 1,5 0,01132 0,05071 0,128065
— 1.0 0,00599 0,17936 0,13769
-— 0,5 0,19230 0,31705 0,05083
0,0 0,30788 0,36788 — 0,03717
0,5 0,54525 0,33071 — 0,07606
1,0 0,69220 0,25465 — 0,07614
1,5 0,80003 0,17851 — 0,06030
2,0 0,87345 0,11821 — 0,04259
2.5 0,02120 0,07562 — 0,02731
3,0 0,95143 0,04831 -— 0,01901
3,5 0,97025 0,02930 — 0,0I132
4,0 0,98185 0,01798 — 0,00609
4,5 0,98805 0,01099 — 0,00429
5,0 0,99328 0,00670 — 0,00263
5.5 0,99592 0,00407 — 0,00160
6,0 0,99752 0,00247 — 0,00097
6.5 0,99850 0,00150 — 0,0005¢
7,0 0,99909 0,0009I — 0,00030
7.5 0,09945 0,00055 — 0,00022
8,0 0,99967 0,00033 — 0,000I3
8.5 0,99980 0,00020 — 0,00007
9,0 0,99987 0,000I3 — 0,00000
9,5 0,99993 0,00007 — 0,00003
10,0 0,99996 0,00004

Le tableau I permet le calcul de 'écart probable p, défini par (2a).
La transformation finale conduit a
233 =" — '
= 1,57253-
Il y a donc la méme probabilité (égale & 1 /2) pour que la plus grande
et la plus petite valeur soient contenues dans l'intervalle

~  0,32603 -~ 1,24590
(36) % R < < 2

ANNALES DE L'INSTITUT H. POINCARE. 10
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ou qu’elle le surpasse. Si la valeur absolue de la dérivée logarithmique
de la distribution initiale augmente avec la variable, cet écart pro-
bable diminuera avec le nombre croissant d’observations. Il faut
ajouter l'indice 1 aux valeurs % et «, & droite ou 4 gauche suivant
qu’il s’agit de la distribution de la derniére ou de la premiére valeur.
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Les distributions finales des m¥™ valeurs extrémes.

La distribution finale de la miéme valeur d’en bas peut étre déduite
de la distribution finale de la miéme valeur d’en haut en remplagant
ym par — my et wm par %, circonstance qu’'on ne rencontre pour les
distributions exactes (rr) que pour des distributions initiales symé-
triques par rapport a lorigine. Alors, les distributions finales des
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mitmes valeurs d’en haut et d’en bas sont symétriques entre eux
par rapport a 'axe des ordonnées. Dans le cas général, les distribu-
tions finales des mitmes valeurs d’en haut et d’en bas autour de leurs
valeurs dominantes %n et w#, peuvent étre condensées d’aprés les
formules (33), en une formule unique

(37) = T e

TABLEAU II. — Les distributions finales.

WY)W — )
Ay mx*

y m =2 m =3 m = 4 m =3
—_—2 0,00008 — — —
— 1,5 0,01028 0,00166 0,00028 0,00004
— I 0,12871 0,07791 0,04418 0,02418
— 0,5 0,40208 0,43024 0,43112 0,41713

0 0,54136 0,67212 0,78147 0,87755

. 0,5 0,45430 0,50707 0,54803 0,553I0

I 0,25939 0,22293 0,17942 0,13943

1,5 0,12746 0,07679 0,04332 0,02360

2 0,05589 0,02230 0,00833 0,00301

2,5 0,02287 0,00584 0,00139 0,00032

3 0,00034 0,00152 - 0,00023 0,00003

3,5 0,00343 0,00034 0,00003 —

4 0,00128 0,00008 — —

4,5 0,00048 0,00002 — —

5 0,00018 — — —

5,5 0,00007 — — _

6 0,00002 — — —

On emploie pour cela le tableau suivant qui donne la correspondance
des notations.

Cette écriture uniforme a 1’avantage de nous permettre de traiter
par la méme formule les distributions des mitmes valeurs d’en haut et
d’en bas, ce qui facilite grandement les calculs.

La question de savoir vers quelle forme tend la distribution de la .
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mieme valeur pour un nombre croissant d’observations par conséquent,
est résolue, pourvu que la distribution initiale soit du type exponentiel.

TABLEAU III. — Distributions finales des miomes yaleurs.

Correspondant & la mitme valeur
Notation uniforme -
d’en haut d’en bas
1 | Distribution m ... W, it
2 | Dominante %..... U itk
N . N |, .
3 | Constantea«...... a,, = ,;Lw(“'") == Mw(mu)
4 | Variable finaley..| 9, = 2,(% — @) WY = md(X — nth)
15| Signe............ — +
I — Espérance mathématique et moments

Les formes finales des distributions de la mitme valeur d’en haut et
d’en bas permettent le calcul de I'espérance mathématique et des
moments, et cela d'une fagon trés simple, tandis que ce calcul pour les
distributions elles-mémes serait des plus laborieux.

La probabilité pour que la mitme valeur soit comprise entre x et
x -+ dx est '

m™ GI my —me -+

(38) w,dx = m

dy,

d’aprés la distribution finale (33) et la transformation finale (29).
Nous allons en déduire 'espérance mathématique de la mitme valeur
d’en haut, %=, et d’en bas, =%, 4 I'aide de la formule symbolique (37).
En exprimant la variable ¥ au moyen de la variable finale y, on aura
a laide de (1) et de (29)
== - mr f+w<y +u>g$my——me$ydy,
m—1)! ] __ o \a
olt nous avons laissé de coté I'indice m.

Donc la différence entre I'espérance mathématique et la valeur domi-
nante de la mitme valeur sera, d’aprés les transformations finales (29)

(39) “U—u) =7y,
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I'espérance mathématique de la variable finale sera
+ o Fy F
_— mr F (m— 1)y—me+y + yd
_ (4 [4 .
Y= (m—1) f_ w y
En introduisant une nouvelle variable d’intégration z par

e

Fy __ *
(40) eV =_

on obtient

@

y = (W_:_II)_'_L (lgz— lgm)z™ ‘e “dz
Cette intégrale qui parait compliquée est facile & résoudre par l'in-

troduction des fonctions gamma. On obtient tout de suite

d Ig r(m)

y=tlgmx—07,

7

ou, d’aprés une propriété bien connue de la fonction gamma,

m—1

_ oI

(41) F=lgmyx D

r=—1
- étant la constante d’EULER. En introduisant I'indice m, on aura
1a relation
(42) my - 5’7)1,
qui est une généralisation des relations

m"l2 - ﬁm ; m"z == 77{011,

valables seulement pour les distributions initiales symétriques.

I espérance mathématique de la variable finale dans la distribution
de la miéme yaleur d’en haut est égale, mais de signe contraire, a la
méme quantité pour la mitme valeur d’en bas.

Pour 7 = I on obtient 'espérance mathématique de la derniére et
de la premiére valeur

=7, Y=
ou en vertu de (39)
(43") 77’1:%14‘5;
' %— 5 — L
('43) i = i — -
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Pour de trés grandes valeurs de 7, on peut poser approximativement
m
; .
r=—1
En vertu de (41), 'espérance mathématique de la mitme valeur se
rapproche de la valeur dominante si m augmente suffisamment. Cela
résulte naturellement du fait que la distribution finale de la smitme
valeur se resserre pour des valeurs croissantes de m.
En posant
m—1I
(44) lgm = Y 2 5 == Slym,
v=1
on obtient, d’aprés (39), la formule commune & U'espérance mathéma-
tique de la miéme valeur d’en haut et d’en bas

L Sua
w=ut =",

En introduisant les indices, on écrira les espérances mathématiques

(45,) Un = U + S;' ;m’
, - = Sim
( 45) n = n¥ — L

Donc la différence entre I'espérance mathématique et la dominante
de la mitme valeur se compose de deux facteurs ayant des proprié-
tés trés différentes. L'un, Sy, dépend seulement de m et diminue assez
vite lorsque m croit, l'autre, en vertu des formules (3) du tableau ITI
et de (18) est égal a l'inverse de la valeur absolue de la dérivée loga-
rithmique de la distribution initiale, pour la valeur dominante.

Pour le calcul de I'espérance mathématique de la mitme valeur, on
n’a qu’a calculer la dominante a 1’aide de la formule (14). I,’espérance
mathématique de la mitme valeur se rapproche de la dominante pour
des nombres d’observations croissants, pourvu que les termes I:
| lg'w(#) | augmentent plus lentement que les valeurs dominantes elles-
mémes. Cependant pour des distributions dans lesquelles la dérivée
logarithmique diminue en méme temps que croissent les valeurs de la
variable, '’espérance mathématique s’éloigne de la dominante, puisque
1a distribution s’élargit. Nous I'avons évité, en imposant a la distri-
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bution initiale un caractére exponentiel. La distribution étant du type
exponentiel, les valeurs « augmentent avec # ou diminuent vers une
limite, ce qui veut dire que I'espérance mathématique s’approche de
la dominante pour un nombre croissant d’observations. Car leur diffé-
rence relative diminue. De plus, nous connaissons maintenant la ma-
niére dont ces deux valeurs se rapprochent l'une de lautre ; il nous
reste & savoir si leur différence diminue plus vite que ne le fait I'écart
type de la distribution de la mitme valeur. Il nous faut donc calculer
cet écart.

Traitons le probléme général du nitme moment autour de I'espérance
mathématique. Les deux premiers moments des distributions finales
des mitmes valeurs d’en haut et d’en bas sont données par (54) et (5b).

En partant des distributions finales de la mitme valeur d’en haut on
obtient les distributions finales de la mitme valeur d’en bas, en rem-
placant y par — ¥ et en changeant les positions des indices m. Donc,
les moments d’ordre pair de la distribution des mitmes valeurs d’en
bas et d’en haut seront égaux, et les moments d’ordre impair seront
égaux mais de signes contraires ; 'indice m sera 4 droite pour les uns,
et 4 gauche pour les autres. Il suffira donc de calculer les #iémes mo-
ments des mitmes valeurs d’en haut.

Le nitme moment de la miéme valeur d’en haut donné au moyen de
ym, Par (5) (38) et (29'), s’écrit

n + o0 —y
40 m = s f_ e e ay,
formule dans laquelle nous avons écrit y au lieu de y». En introduisant
encore une fois la nouvelle variable d’intégration z par

. —y %
(40) e Y = m’
on obtient
n (__ I)!Z ‘" ®
(47) tn,m = (m ‘_"_"ﬁu’o (1gz — lgm + Kl)”zm—le_zdz.

Pour calculer cette intégrale la premiére idée qui vient & I'esprit
est 'emploi de la formule de bindme ; cela ne nous permettrait cepen-
dant de calculer que les moments autour de la dominante, dont on
pourrait calculer les moments autour de l'espérance mathématique
a I'aide d’une formule de récurrence. On peut éviter ce détour. Par le
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procédé employé plus haut on peut réduire le #itme moment & une
niéme dérivée d’un produit de la fonction gamma par une fonction
exponentielle ; on obtient en effet

a’;#n’m =€ ‘Igj(ﬁ o —1)(y —Igm) f M—1+ p—18~zdz>
O

l‘(m \dpn =1

Il s’agit maintenant de réduire ces #itmes dérivées aux nitmes dérivées
logarithmiques de la fonction gamma, dont les valeurs numériques
sont bien connues. En posant pour la variable dont dépend 1a fonction
gamma

p=1+1

le ni¢tme moment de la distribution finale de la mitme valeur d’en haut
devient

— M A" e
O‘Zz“n, m (l(m; Li;n o0 —lemy (m + t)]

t=o

En introduisant enfin

Hy —lgm) F(mrjj ?) .
(48) ¢ |‘<m) — L{(t)v
on obtient
(\49\) a::ﬂ*n,m = (— I’)"?(")(‘O‘)’

olt I'exposant entre parenthéses désigne l'ordre de la dérivée corres-
pondante. Notre méthode, qui pourrait sembler un peu compliquée,
méne donc au procédé classique de la construction d’une fonction
caractéristique. Abstraction faite du signe et du facteur multiplicatif
oy, la fonction ¢(t) est bien une fonction caractéristique pour la distri-
bution finale de la mitme valeur d’en haut. I,’expression (49) permet en
outre la réduction des ni¢mes dérivées aux nitmes dérivées logarith-
miques de la fonction gamma. En effet par un théoréme connu d’ana-
lyse on a
7n—1

(50) ¢l = Z (" " I>9<v> Ig (rvlg.

=0

11 suffira de traiter les facteurs logarithmiques, car les o sont les
moments antérieurs au ni¢me, dont les deux premiéres valeurs nous
sont connues, par (52) et (5b). :
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Le dernier membre de la somme disparait ; en effet

\ = dlgT{m +¢)
(51) lgglo) =y —lgm+ (=), _ |

s'annule en vertu de la formule (48). Les autres valeurs des dérivées
logarithmiques de la fonction ¢(#) sont données par la théorie des fonc-
tions gamma. Posons pour le moment # — v =7 4 I

ou

‘A: I’Z,...n_1~
Puisque le facteur » = 0 ne nous interesse plus, on pourra écrire

n—

Ot 1)
d Zlg (k1) + g OFOr(x 4 8),

1lg A+ 0oty =1g Pt Drim - ) = e
En introduisant les dérivées logarithmiques de la fonction gamma,
on obtient

m—1I [~}
% L —~ e I
Ig "+ s0) = (— 1! Z/?Tl—(‘—ﬁ "!Ek"\“’
k=1 k=1
ce que nous écrirons
(52) Ig * T (o) = (— TS,
en posant
o0
I
(44a) 2 Pt T Sit1,me

k=m

En introduisant ces valeurs (5I) et (52) dans la somme (50), on
obtient a I'aide de (49)

ajfll‘l”'“ = (_ I)n(n - I)' \ ("‘" I)I.+)'~L i Hl " Sn—l,m

En séparant les deux premiers membres, connus par les formules
(54) et (5b), on obtient finalement
n-—2

(53) ot == (8 — 1)1 Supe + (B — 1)1 N,

v=2

v
25y e Sn—r,m .

vl
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En partant des valeurs connues des deux premiers moments on peut
calculer tous les moments, I'un aprés I'autre, & I’aide de cette formule,
pour toutes les valeurs de m. La valeur de N et de la distribution ini-
tiale n'y entre que par leurs combinaisons an. Les facteurs Sy, sont
étroitement reliés aux valeurs bien connues Sy de la théorie des fonc-
tions gamma. En effet, d’aprés (444)

m-—1
N I
i gt
V=1

S"A,m =5, —

Quant aux moments de la distribution finale de la mitme valeur d’en
bas, on les obtient en remplacant om par me. A cela prés, le second
membre de (53) reste le méme pour les moments d’ordre pair et change
de signe pour les moments d’ordre impair. En particulier, 'écart type
des mitmes valeurs d’en haut et d’en bas sera

(54) ApOm == \/Sz,n} = m9n0.
Les moments suivants seront
/ :13m}13,m - 2S3,m = — 7113‘3:/1fJ'37
(55) a4ml~’-4,m - 6S4,uz -+ 355,"1 = 711“41211*47
N a5m.“5,m = 24S5,m —+ 20S2,nzs3,m = — )1«15111115-

Dong, tous les moments des distributions finales des wmitmes yvaleurs
d’en haut et d’en baspeuvent étre calculés par des formules trés
simples. Les valeurs S, ne dépendent plus du nombre d’observations.
Par contre, les facteurs on et na 4 gauche et a droite augmentent avec
le nombre d’observations, si la valeur absolue de la dérivée logarith-
mique de la distribution initiale augmente. Dans ce cas, les moments
diminuent pour un nombre croissant d’observations.

Le facteur » n’intervient plus dans I'élément qui mesure I’asymétrie

- ~n . w1, —_ -~
(36) Om == —== == = 50

et dans les quotients des moments

2 2§§7'”

= ! J— —_——
(37) Plym — ’ng; = il
634,
(58) .32,112 _ - Q2 2o ,,“@2 - 3
Sz,m
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Par conséquent ces valeurs sont indépendantes de la distribution
initiale et du nombre d’observations. Elles restent les mémes pour
n’importe quelle distribution initiale du type exponentiel dés que le
nombre d’observations est suffisamment grand. Elles dépendent seule-
ment du nombre ordinal m et auront la méme valeur pour les distri-
butions finales qui se resserrent ou qui sont invariantes si le nombre
d’observations augmente. Ie calcul des médianes des mitmes valeurs
conduit d’apres (37) aux fonctions Gamma incomplétes. On peut donc
déterminer les valeurs numériques, fonctions des « et des dominantes
analogues & (45) & l'aide des tables de PEARSON (31).

Pour m = 1, c’est-a-dire pour la distribution de la derniére et de la
premiére valeur on aura

S1,1 =7
et
S50 =Sy pour =2,

I’écart type pour ces distributions sera

{54a) 2191 == \:6 = 12117,

donc plus grand que I'écart probable calculé par (36).
Le coefficient d’asymétrie devient

(564) we -

R -———1':,

[\

Donc la différence entre I'espérance mathématique et la dominante
de la derniére et de la premiére valeur est encore 0,45005 fois I'écart
type de cette distribution.

Les quotients des moments auront les valeurs numériques suivantes

(574) 1,1 =1,139006 = — 11
(584) f21—3 =24 =1%2— 3.

Cette valeur qui est positive, comme on doit attendre, prouve
que les valeurs moyennes de la distribution finale y jouent un réle
prépondérant. Mais, en méme temps la distribution de la derniére (ou
de la premiére) valeur est plus étalée du coté droit(ou gauche), qu'une
distribution de Gauss. Les formules (54) et (55) donnent les moments
de la distribution finale de la derniére et de la premiére valeur. Dans
ce cas particulier, on obtient pour les quatre premiers moments les
valeurs calculées par M. R. A. FIsHER (8).
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Dans le cas général, on déduit les valeurs Sy, nécessaires pour
le calcul des moments 4 I'aide de 1a formule de recurrence

(59) S"A,m = S‘A,m—l - (TE—IY;‘

puisque les valeurs Sy sont connues. Pour des valeurs croissantes de ).
les Sy tendent assez rapidement vers 1. Il en résulte que les Sy
tendent vers zéro et cela d’autant plus vite, que le nombre ordinal m
est plus grand. Le tableau IV contient quelques valeurs de Sy pour
A= 2,3, ... 10.

TABLEAU IV. — Valeurs de S, ,,.

IS m =T m = 2 m =3 mo== 4 =3
2 1,64493 0,64493 0,39493 0,28382 0,22132
3 1,20200 0,20206 0,07706 0,04002 0,02439
4 1,08232 0,08232 0,01982 0,00748 0,00357
5 1,03693 0,03693 0,00568 0,00157 0,00059
6 1,01734 0,01734 0,00172 0,00035 0,00010
7 1,00835 0,00835 0,00054 0,00008 0,00002
8 1,00408 0,00408 0,00017 0,00002
9 I,0020T 0,0020I 0,00000

10 I,00009 0,00099 0,00002
A m=6 m =7 m =8 m=9 m == 10
2 0,18132 0,15355 0,I3314 0,II751 0,I0517
3 0,01639 0,01176 0,00885 0,00090 0,00553
4 0,00197 0,00120 0,00078 0,00054 0,00039
5 0,00027 0,00014 0,00008 0,00005 0,00003
6 0,00004 0,00002 0,00001
i 0,00001
8
9

10
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On tire facilement de ces valeurs les caractéristiques des distribu-
tions des mitmes valeurs en fonction du nombre m. La deuxiéme colonne
du tableau V contient l'espérance mathématique de la variable finale
définie par (1) et (39) et calculée d’aprés (41), la troisiéme donne la
mesure d’asymétrie définie par (4) et calculée d’aprés (56). Les der-
niéres colonnes contiennent les quotients des moments définis par
(6a) et (6b) et calculés d’aprés (57) et (58). L’espérance mathématique
de la variable finale, la mesure d’asymeétrie et le premier quotient des
moments sont positifs (ou négatifs) pour les mitmes valeurs d’en haut
(ou d’en bas). :

TABLEAU V. — Caractéristiques des distributions des mitmes yaleuys.
m + 73 4+ 2 e 39— 3
1 0,577 0,450 1,139 2,400
2 0,270 0,337 0,780 1,188
3 0,176 0,280 0,621 0,763
4 0,130 0.244 0.529 0,557
5 0,103 0,220 0,468 0,437
6 0,086 0,201 0,425 0,360
7 0,073 0,187 0,391 0,305
8 0,064 0,175 0,364 0,264
9 0,057 0,165 0,343 0,235
10 0,051 0,157 0,324 0,212

Le tableau V montre que les caractéristiques diminuent pour des
valeurs croissantes de .

Reste 4 savoir comment les distributions des miémes valeurs se
reserrent si m augmente. Pour cela il suffit de traiter le signe des change-
ments des quotients £, &, et § comme fonction de m,

Puisque
AS‘A,m _ i
Am T mh

on aura d’aprés (57) et (39) en traitant (3,

AE1 m 282 , AX
. . “
signe — SNem . =;
Am - Ao

— signe
e Am

- 3S3,m -
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et d’aprées (58)
: A(ﬂg, S2,/ : A 1';2
signe fA—mf'" = Wz” + 28y, == signe —A"-m‘l |

Pour connaitre le signe de ces différences, il nous faut une expression
analytique pour les sommes Sy . Choisissons la formule d’intégration
de EULER, qui donne pour 7 == 2.

X XIS A -

(60) 8, = - <_ LS SR Ah = 3)( -+ %1...)

m T P\ — 1 2m | 1em? j20mt

7

dont on tire

-

) =1 L I I ..
(6oa) St = 5 0+ 2 bme 3omt Y
I, 1 1 1 .
(60?) Sen = s (Tt + o G
' ‘__,I(I T, r __ 1.
(606) S4,m — 3 3+ 2 3 3 6m4 >7

formules qui fournissent des approximations suffisantes a partir de
m = 3. En introduisant ces valeurs on aura

BB _ 1 I 5 11
Am

(61) signe = - I — = — +W4...

) R i AWI ]61
am m~ bm? )= T SIBNE

I expression précédente sera négative a partir de m = 2. Donc,
pour un nombre m croissant les quotients f3,,, et 3, tendront vers
zéro. Pour les distributions d’en haut (ou d’en bas) les cotés droits (ou
gauches) sont plus importants que les c6tés gauches (ou droits), mais
cette différence tend a disparaitre lorsque m augmente.

Pour le deuxiéme quotient on aura
Anby

. Alg,m I /1 I I 3 A
{62) signe ——"" < A

—_ e 2 ...\ =signe
Am ms 2m  2m? * Tome ) gt
3

qui sera toujours négatif a partir de m = 3. Donc, la différence entre
les distributions des miémes valeurs et celle de Gauss diminue pour des
valeurs croissantes de .

La différence relative entre l’espérance mathématique et la domi-
nante divisée par I'écart type tendra vers zéro. Puisque

Sl,m — 0
on aura d’aprés (44) et (56)
I

m m <
m2S2, ne
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. \ , I
Mais d’aprés (60a) Ss,, tend vers zéro comme . Pour un nombre

croissant d’observations, la différence entre 'espérance mathématique
et la dominante diminuera plus vite que I'écart type. I’ espérance
mathématique s’approchera de la dominante, de telle mani¢re que leurs
valeurs respectives seront d’autant plus voisines que m sera plus grand.
De plus, 'asymétrie, mesurée par (3, tendra a disparaitre et la distri-
bution finale de la mitme valeur tendra, pour des valeurs croissantes de
m, vers une distribution pour laquelle 3, = 3, c’est-a-dire vers une
distribution de Gauss. Celle-ci peut étre regardée comme une limite
de la distribution finale (37) de la mi¢me valeur. Pour de grandes valeurs

de m, qui sont pourtant petites par rapport a ;;—T, on peut poser

S2,m - 51(
et 'on aura
my?
/ _ m, e
(63) wix, N) = af\/zze .

Pour avoir la distribution doublement finale de la mi¢me valeur d’en
haut ou d’en bas pour N observations, il faut ajouter les indices m
aux valeurs « et vy, d’aprés la régle établie dans le tableau III. Cette
expression vaut pour des grandes valeurs de N et de m, telles que
m « N. Elle permet de retrouver la limite (175) vers laquelle tend la
probabilité de la dominante. On peut aussi arriver, naturellement, a
Pexpression limite (63) en développant le second exposant dans (37).

Ta formule (63) confirme 1'analogie établie plus haut entre les distri-
butions des miémes valeurs et la distribution de BERNOULLI. La limite
de PoissoN, analogue a la distribution finale des mitmes valeurs ex-
trémes conduit également, en effet, pour de grandes valeurs de m a la
distribution de Gauss.

En méme temps, cette formule pose la question de savoir quelles
sont les valeurs caractéristiques et les limites des distributions des
mitmes yaleurs pour de grandes valeurs de m, telles que

N

(64) mNE’

questions que nous avons laissées a part jusqu’a présent, puisqu’elles
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ne se rapportent plus aux valeurs extrémes. Nous allons traiter ce cas
limite puisqu’il méne a des analogies intéressantes.

Des problémes analogues ont été traités par J. BERTRAND (1) qui
envisage d’abord la plus petite erreur absolue, — c’est-a-dire la plus
petite déviation absolue de 1'espérance mathématique d’une
distribution initiale de GAuUss, ensuite la seconde, la troisiéme, etc.
Ces valeurs sont donc classées sans tenir compte du signe ; elles ne
varient que dans le domaine positif et leurs espérances mathéma-
tiques sont assez petites.

Les distributions (11) des mitmes valeurs étant établies indépendam-
ment de toute condition sur N et m valent aussi pour (64). Introdui-
sons suivant la méthode de M. Evraup (6)

(65') m = Np
('65) N — m = Ng.

ILes valeurs de p et ¢ qui nous intéressaient pour les mitmes valeurs

extrémes étaient » — o0 ; ¢ — 1. Les valeurs que nous allons traiter
maintenant seront d’aprés (64)

I

Suivant la définition (14) de la médiane, on appelle les miemes valeurs

satisfaisant a (64) les voisines de la médiane. Les dominantes sont les
racines de

. N Np —1 w'
(66) Yo -0+ 2 =,
, : " Ng  Np—1 W _
(66) —w? W w

Pour une distribution initiale telle que la médiane ne soit pas trop
éloignée de la dominante, les troisiémes termes peuvent étre négligés
par rapport aux deux autres. Cela est encore plus légitime si le nombre
d’observations est suffisamment grand. Donc les dominantes des
mitmes valeurs voisines de la médiane, données par

\V(ﬁm} = 4q N_lf—“i = I— WT(Iuﬁ>;

dérivent, pour des valeurs suffisamment grandes de N, des équa—
tions (14) valables pour les mitmes valeurs extrémes.
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La densité de probabilité w(%) des dominantes des mitmes valeurs
voisines de la médiane, sera déduite, pour N suffisamment grand,
d’apreés (11) et (14), par

: ‘V/n %m / . m_‘_y(nzﬁ)
(67) witi) — V oxpg = @)

>

relation analogue a (21) et (17b). En effet, on peut écrire ces formules
pour les mitmes valeurs extrémes
mm‘ M , . \ . mm(m"’z) .
w M,,z 27'517 w(mu)
Pour la distribution initiale de Gauss, M. HaAG (2 ; 28) a démontré
que la distribution finale des mitmes valeurs voisines de la médiane est

du type de Gauss. On peut étendre aisément ce théoréme. Posons pour
les mitmes yaleurs d’en haut, voisines de la médiane

\V(x) =4q -+ Vins
et pour les valeurs d’en bas correspondantes
W(x) = p — ny.
D’aprés (11) et (67), on obtient les distributions finales w(x) par
s N y _ y\Np—1
q 3 — 1+ Z =
w.,(%\dx \/erq( q) (\I x ;b) AW(x)dx.

Les signes supérieurs (ou inférieurs) valent pour I'équation gauche
(ou droite) avec l'indice m a la variable y a droite (ou & gauche).
Le développement usuel du produit en y conduit aux distributions

finales correspondantes & (33) et (63)

yZ

R . / N 2pq —
(68) W, (x)dx =\ / 7=pq e dy = »wW(x)dx.

La condition énoncée en haut permet de poser en premiére approxi-
mation
(60) Wix) = w(i) (x — 5 1 —P).
(09) X, U, —+ zw(u)
ol nous avons laissé de coté I'indice m de u. Les variables finales dans
les distributions des mitmes valeurs voisines de la médiane seront

Y = W) (x — (i ?) = uy.

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE. 11



E. J. GUMBEL

11 en résulte que : les distributions finales des mitmes valeurs voisines
de la médiane d’une distribution initiale satisfaisant a (6g) sont du type
de Gauss, avec une espérance mathématique

(70) Un = U Q;P = nlt,

2w0(1t)
et un écart type égal a

(71) Tne == 77(177") \//% == 5.

La premiére formule est analogue & (45). Quant 4 I'écart type de la
mi¢me valeur extréme, il sera donné, pour de grandes valeurs de i,
en vertu de (54) et (60b) , par la formule analogue

. — ;Vé s
m w(ﬁ) N e

Pour la médiane, laquelle au sens ordinaire n’est définie que pour
N impair, il faut choisir une valeur # telle que N = 2 % — 1, ¢’est-a-dire
p = g —+ % Pour des valeurs suffisamment grandes on obtient une
distribution de Gavuss ayant l'écart type

I

Ia) e —
7xa) 2w!(%) VN

Il s’ensuit que les distributions des mitmes valeurs voisines de la
médiane sont analogues aux distributions des mitmes valeurs extrémes
pour de grandes valeurs de m.

Conclusions

Pour une distribution initiale w(x) ayant la probabilité W(x
et pour un nombre croissant d’observations, les distributions (11)
des mitmes valeurs d’en haut et d’en bas conduisent & deux limites
correspondantes aux deux limites de la distribution de BERNOULLI.
Introduisons p et ¢ par (65). Pour les wmitmes valeurs voisines de la
médiane, oll p ~ ¢, et W —> g ou W -» p, on revient a la distribu-
tion de Gauss pourvu que la médiane de la distribution initiale ne
soit pas trop éloignée de la dominante. Pour les valeurs extrémes,
oltp - 0et W — 1 ou W — 0, on arrive a la distribution doublement
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exponentielle (37) pourvu que la distribution initiale appartienne au
type exponentiel. Ie calcul des dominantes est le méme pour les deux
limites. Pour de grandes valeurs de m il existe une analogie compléte
entre les mitmes valeurs extrémes et les mitmes valeurs voisines de la
médiane, car les deux distributions sont du type de Gauss.

Pour appliquer nos résultats portant sur les mitmes valeurs extrémes
a une distribution donnée du type exponentiel et & un nombre N
donné, on calculera d’abord la dérivée logarithmique. Si sa valeur
absolue augmente sans limite pour des valeurs croissantes de la
variable, la distribution de la mitme valeur se resserrera pour un nombre
croissant d’observations. Si la dérivée logarithmique tend, soit en
augmentant soit en diminuant, vers une constante, la distribution
finale ne changera plus de forme.

Puis on calculera la probabilité totale, dont on tirera les dominantes
des mitmes valeurs & 'aide de (14). Les équations (9) de I,HoOPITAL
nous permettront de voir si le nombre d’observations est suffisant pour
que cette approximation soit justifiée.

Dans ce cas, la variable finale sera donnée par (29), la distribution
finale par (33), I'espérance mathématique par (45), I'écart type par
(54), les autres moments par (55), le coefficient d’asymétrie par (56) et
les quotients des moments par (57) et (58). Si en dehors du nombre des
observations, le nombre m est trés grand tout en restant petit vis-a-vis
de N, la distribution finale de la miéme valeur pour N observations ten-
dra vers la distribution (63) de Gauss.

Cette théorie est susceptible de nombreuses applications, puisque
en particulier, la distribution de Gauss et la distribution exponentielle
appartiennent au type exponentiel. Pour 'une, les distributions des
miémes valeurs se resserrent et la précision augmente pour un nombre
croissant d’observations ; pour 1'autre, elles restent indépendantes de
N. Dans ce cas, on ne peut pas augmenter la précision en augmentant
le nombre d’observations. Mais pour toute distribution initiale du type
exponentiel I'espérance mathématique de la mi¢me valeur tendra vers
la dominante, en ce sens que leur différence relative disparait pour un
nombre croissant d’observations.

Pour appliquer ces formules 2 des observations portant sur la
mitme valeur, on calculera la moyenne arithmétique et Uécart type.
On obtient alors les deux constantes « et # de la distribution théorique
par (45) et (54). Le calcul des moments supérieurs fournit le controle
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usuel a V'aide de (55). Les valeurs théoriques comparables aux observa-
tions peuvent étre tirées des tableaux I et II, procédé extrémement
simple.

Parmi les applications connues, nous nous bornerons a citer les pro-
blémes d’artillerie qui ont donné lieu & de nombreux essais (en partie
vains) de déterminer la plus grande valeur d’une déviation (2), — les
intervalles entre les émissions radio-actives classés d’aprés leur longueur,
enfin la durée extréme de la vie humaine (22 ; 23), c’est-a-dire la dis-
tribution des 4ges des derniers survivants observés pour une série
d’années (26). Enfin, M. de MisEs (30) a traité la théorie des plus
grandes valeurs pour deux distributions. Il en a tiré une conséquence
particuliérement intéressante pour mesurer I'intelligence d’une mino-
rité dite raciale existant dans un pays de 'Europe Centrale.

Etant données ces applications multiples ainsi que la simplicité du
procédé auquel nous aboutissons, nous espérons que cette théorie
des mitmes valeurs pourra étre employée avec succés pour divers calculs
pratiques concernant un ensemble d’observations. C'est dans ce but
que le présent travail a été entrepris.

(Conférences faites a I'Institut Henri Poincaré en l'hiver 1933-34.)

Université de Lyon, le 30 juin 1934.
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