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LES  VARIETES  DE  POISSON  ET  LEURS

ALGEBRES  DE  LIE  ASSOCIEES

AN D RE  LICHN EROWICZ

Introduction

On sait Γinteret present porte aux varietes  symplectiques.  L'origine  de  cet
interet est double, d'une part elaboration d'une dynamique geometrique adaptee
aux problemes  globaux  de la mecanique analytique  classique,  qu'il  s'agisse de
systemes a liaisons  independantes ou dependant  du  temps,  en  vue  d'applica-
tions a la mecanique quantique  (Kostant, Maslov,  Leray),  d'autre  part  etude
de  Γune  des  plus  interessantes  parmi  les  algebres  de  Lie  infinies  classiques
(Arnold,  Gelfand;  voir  aussi  [3],  [4],  [11]).  A  partir de Γetude  des  transfor-
mations canoniques, j'ai  ete amehe recemmpnt a introduire la notion geoipetrir
que nouvelle  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  variέtέ  canoniqw  (voir  [12],  [9])  et  a  etudier  certaines  des
algebres de Lie  associees.  Variete symplectiqu^  et variete  canonique  sont  des
cas particuliers  d'une  structure geometrique plus generate,  celle  de  variete de
Poisson qui  a ete introduite episodiquement  dans  [9].  II s'agit,  grosso modo,
de la  structure geometrique  la plus  generate qui permet de definir,  sur Γespace
des  fonctions  a valeurs  reelles  definies  sur une variete,  un crochet  de  Poisson
generalise.

Ce papier  est  consacre a Γetude generate des varietes  de Poisson qui posent
des problemes  de geometrie  difϊerentielle  naturels qui sont loin d'etre  triviaux.

Apres  avoir  defini  la  structure  (W, G)  de  variete  de  Poisson  a  partir  d'un
2- tenseur  contravariant  antisymetrique  G de  rang  constant,  verifiant  [G, G]
=   0  au sens  du crochet de Schouten, ainsi  que  la  G- cohomologie  correspon-
dante sur  les  tenseurs  contravariants  antisymetriques,  on etudie les  difϊerentes
algebres de Lie  attachees a une variete  de Poisson et on determine leurs deri-
vations. Plus generalement on etudie la cohomologie 1- difϊerentiable  de Γalgebre
de Lie dynamique N d'une variete de Poisson. Conjointement avec un theoreme
important concernant les  1- cochaines  de N  a  cobord  d- diίϊerentiable  (section
III),  cette etude permet celle  des deformations de Γalgebre  de Lie N.

Ces difϊerents  resultats  englobent nos resultats anterieurp [4], [9] cόncerti^nt
varietes  symplectiques  et varietes  canoniques,  a quelques  particularites  pres.

En vue  d'applications  a la  theorie  quantique  des  champs,  Dirac  [7]  a de-
veloppe,  dans un contexte local et non invariant,  une theorie que nous  repre-
nons:  il s'agit de la dynamique associee  a une sous- variete  largement  arbitraire
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d'une variete  symplectique  (section VI) et elle  conduit a la mise  en evidence
duzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA crochet de Dirac que nous  interpretons  geometriquement.  Cette  approche
conduit a la mise en evidence  naturelle  d'une structure de Poisson et a Γ etude
de deformations  lineaires  rigoureuses  faisant  passer  du crochet de Poisson au
crochet de Dirac, au moins  sur un ouvert de R2n.

Je remercie vivement  M. Flato et D. Sternheimer  pour  d'utiles  discussions
au cours  de Γelaboration de cet  article.

I .  VARIETES  DE POISSON

l  Notion de variete de Poisson

(a).  Soit  W une variete differentiable  connexe, paracompacte, de dimension
m et classe C°°.  Tous les elements  consideres  ici sont  supposes  C°°. Nous  po-
sons N = C°°(W R) et designons  par {xA} (A, B,  =  1,  , m)  une  carte
locale de W de domaine U. Pour abreger  nous  appelons  i- tenseur un tenseur
contravariant  antisymetrique  d'ordre i.

Sur de tels  tenseurs,  Schouten [15] et Nijenhuis  [14] ont introduit un crochet
(le crochet de Schouten- Nijenhuis)  qui,  a tout  couple A,B  d'un  / - tenseur et
d'un / - tenseur fait  corresponds  un (/  +  /  — l)- tenseur  note  [A,B] qui peut
etre defini  de la maniere suivante:  pour toute (i + j —  l)- forme fermέe β, on a

(1.1)  K[A,B])β = (- iyJ+H(A)dί{B)β + {- l)%B)di(A)β ,

oύ ί( . ) est le produit  interieur.  Pour /  =  1, [A, B] =  &{A)B,  oύ Se( . ) est
Γoperateur de derivation  de Lie.  On veriίie  immediatement sur (1.1) qui Γon a

(1.2)  [A,B] = (

De plus si C est un &- tenseur,  on a "Γidentite de Jacobi"

(1.3)  ( - 1)"[[£ , C ], Λ]  +  (- Wk[[C,A],B]   +  ( - 1) "[W, B], C ]  =  0 .

Un calcul elementaire fournit pour composantes de [A, B] sur le domaine d'une
carte locale  arbitraire:

[A,B]K*   X i + /  =   (  _ ! ) ! / !  Ή - FiW- Ά1"*   "dRBJl

( L 4 )  ( - i) 1

+  / l O ' - l ) !*" ' ^ " ' ' ^ 1  J'd* Λl1  U '

oύ ε est Γindicateur  antisymetrique de Kronecker et oύ dB =   djdxR.
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(b)  Donnons- nous surzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  W un  2- tenseur G  partout  de  rang  2n  (G n + 1 =   0,
Gn  est  partout  Φθ).  Nous  posons  dans  la  suite  h  ==  m  — 2n;  nous notons
p, q, r, s  des  indices prenant In  valeurs,  a, b, c,  des  indices  prenant h  valeurs.

Sur Γespace  N  =   C°°(W  R),  introduisons  Γapplication  bilineaire  alternee
(on crochet  de  Poisson generalise)  N  x  N - + N definie  par

(1.5)  {u, v}G  =   i(G)(du A  dv)  ,  (u,vεN)  .

Si u, v, w  e N,  etudions la  fonction

t  =   S{{u, v}G,  w}G  ,

oύ S designe  la  sommation  apres  permutation  circulaire.  On  a  explicitement
sur U

{{u,v}G9w}G  =   GDCdD{G
ABdAudBv)dcw  .

Un calcul direct donne

t\ Ό =   {GRAdRG
BC  +  GRBdRG

CA  +  GBCdBG
ΛB)dAudBvdcw  .

Or  il resulte  de (1.4)  que les  composante de  [G, G] sur  U sont donnees par

(1.6)  J [G ,  G ] ^ β C  =   G*AdBG*c  +  GRBdRG
CA  +  GRCdRG

AB  .

On a ainsi

Ainsi pour que  (1.5) verifie Γidentite de Jacobi,  il faut  et  il  suffit  que  [G, G]
=   0.  Nous sommes  ainsi conduits a la  definition  suivante

Definition.  On appelle variete  de Poisson une variete  W, de dimension m,
munie d'un 2- tenseur  G  de rang constant In  (avec h  =   m  — 2ή)  verifiant

(1.7)  [G ,G ] =   0 .

Sur une variete  de Poisson  (W, G), le crochet (1.5)  defini  par G  determine sur
N  une structure d'algebre de Lie.  Cette algebre  est dite Γalgebre  de Lie dyna-
mique de la variete  de Poisson.

De telles  variete  ont ete introduites et etudiees  sommairement dans [9, § 3].
Les varietes  symplectiques  (h =   0) et les  varietes  canoniques  (h =   1) sont des
cas particuliers  des varietes  de Poisson. Dans la suite, nous supprimerons dans
(1.5) Γindice G lorsqu'aucune  confusion  n'est  a craindre.

(c)  Examinons le cas des varietes  symplectiques.  Une structure  symplecti-
que est definie  en general  sur une variete  W de dimension 2n par une 2- forme
F  de rang 2n, jermέe (dF =   0). Nous notons µ:  TW - * T*W  Γisomorphisme
de fibres vectoriels  defini par µ (X)  =  ^- i(X)F, oϊxX  € TW.  Cet  isomorphisme
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s'etend naturellement aux  fibres  tensoriels.  Soit G  le 2- tenseurzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA µ ~\F)  de  rang
2n;  le  crochet  de  Poisson  de  (W,F)  est  defini  par  (1.5)  et  G  verifie  (1.7).
Inversement une structure symplectique  peut etre definie  sur  W  de  dimension
2n par un 2- tenseur  G  de rang  2n verifiant  (1.7)  (definition  comme variete  de
Poisson)  G  definit directement µ ~ι  et par suite µ . De plus si A  est un / - tenseur,
on  a  (voir  [11,  §3])

(1.8)  µ ([G,A])  =  dµ (A)  .

On  sait  qu'il  existe  sur  une variete  symplectique des  atlas de cartes canoniques
{x?}  ==  [χ* 9 χ

a)  {a =   1,  , n  a  — a  +  ή)  dans  une  telle  carte,  F  a  pour
seules  composantes non nulles

F  —  —FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  — 1
Γ
  as  —

  Γ
  aa  —

  x
  ?

d'oύ Γon deduit un resultat  analogue  pour  G.  On  a  le  lemme  suivant,  utile
sous  cette  forme.

Lemme.  Soit  V  un  domaine  de  R2n  muni  d'un  2- tenseur G  de  rang  2n
verifiant [G, G] =   0.  Si x <~  V,  il  existe  une  carte {xp}  =   {xa, x*} de  domaine
U  C  V,  oύ  x  e £/, tel  que  G  admette  pour seules composantes non  nulles:

(1.9)  Ga*   =   - G*a  =   1 .

2.  Feuilletage et coordonnees canoniques pour une  variete de  Poisson

(a)  Soit (W, G) une variete  de Poisson telle que h Φ 0. Si U est un domaine
contractile de W il existe  sur  U,  d'apres  la  condition  portant  sur  le  rang  de
G,  h  1- formes ω(a)  (a =   1,  , h) lineairement independantes, telles  que

(2.1)

On  deduit de  (1.7)  a partir  de  (1.6):

G
DB

d
D
G

CA
  α>i

α)
  +   G

DC
d

D
G

AB
'ω

{
f  =   0  ,

soit,  d'apres  (2.1),

G
BD

G
CΛ

(d
D
ω^  -   3

A
ω^)   =   0  ,

%'est- a- djίe,

(2.2)  GBDGCE(dω(a))DE  =   0  .

Adoptons  sur  U des  coreperes privilegies  {ωU)}  de la  forme  {ω(a), ω(p)}.  On  a
dans  ces  coreperes  GBa  =   0  et  det (G p«) Φ  0.  La  relation  invariante  (2.2)
s'ecrit
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GprGqs(dω(a))rs  =  0 ,

soit

(2.3)  (dω^)rs  =  0 .

(2.3)  exprime  que le systeme  differentiel  ω{a)  =  0 (a =   1,  , h) est complete-
ment  intέgrable.  II existe  sur U des cartes  locales  {xa, xp]   telles  que pour ces
cartes:

(2.4)  GBa  =  0 .

Le  tenseur  G  definit  ainsi  un champ  integrable  de 2n- plans  et par suite un
feuilletage  de W de codimension h,  dont les feuilles  sont  les  integrates  maxi-
males  du champ. Soit Σ(x) la composante connexe de x  de la  feuille  passant
par x  d'apres  (2.4), G  definit  sur 2Ό t) un 2- tenseur  GΣ{X)  partout de rang 2n
veriίiant

(2.5)  [GΣ{X),GΣ(X)]  =  O.

Σ(x)  est done  une variete  symplectique  dont  nous  designons  par FΣ(X)  la 2-
forme  fermee  de structure.

Proposition.  Une variete de Poisson  (W, G) admet  un  jeuilletage  rέgulier
de  codimension  h par des variέtέs  symplectiques.

(b)  D ans  la  carte  locale  {xa,xp}  de  domaine  U  pour  laquelle  (2.4) est
satisfait,  la relation  (1.7) s'ecrit

GtpdtG
qr  + GtqdtG

rp  + GtrdtG
pq  =  0 .

Pour xa  =   const.,  on peut,  d'apres  le lemme du § 1, effectuer  un changement
des  coordonnees xp  tel que les composantes de G  soient canoniques au sens de
(1.9).  II existe  ainsi  des changements de cartes  de la  forme

xa'  =  xa  ,  xQ/ =   xq'(xa,  xp)  ,

tel  que, par rapport  a  {xa\  xq'} =   {xa, xa, xa},   le  2- tenseur  G  de W admette
comme  seules  composantes non nulles

Gaa  =   — Gaa  =  1

U ne  telle  carte sera dite une carte canonique  pour la variete de Poissori  (W, G ).
N ous  avons  etabli

Proposition.  Une  variete  de  Poisson  (W, G)  admet  des  atlas  de  cartes
canoniques.

En  particulier,  elle  admet des atlas  de cartes pour lesquelles  G  a des compo-
santes  constantes.
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3.  G- cohomologie d'une variete de  Poisson

(a)  SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (W, G)  une  variete  de  Poisson.  II  resulte  de  (1.3)  applique  au
/ - tenseur A  et  aux  2  tenseurs B  =  C  =   G  que,  pour  tout A,  on a  sur  (W, G)

(3.1)  [G,[G,A]]   =  0.

Introduisons  sur  les  tenseurs  contravariants  antisymetriques,  Γoperateur 9 qui,
a  tout / - tenseur A  fait  correspondre  le  (/  +   l)- tenseur

(3.2)  dA  =  - [G,A]  -

(3.1)  exprime  que d est un operateur de cohomologie  (32 =   0).
Soit  U le domaine d'une carte pour laquelle G  a des composantes constantes.

Si A  est  un / - tenseur  sur  U, dA  a pour  composantes

(3.3)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ^ ^

On  a
Lemme.  Si A  et B sont respectivement un  i- tenseur et  un  j- tenseur

(3.4)  d(A  ΛB)  =  dA  ΛB  +   ( - l)M  Λ  dB  .

En  efϊet  sur U

(3.5)  (A  A  B)a*~  °*+>   =   - τ j^ 2 ί : : :2{ί ί - V^ ""' ^ 1 1 1 "^

D 'autre part

{d(A  A  B)γ*~D«'  =   1  eg::::%:jGc**d B(A A  B)G*'~ C<+>   ,

soit,  d'apres  (3.5),

{904  Λ  B)}°*'~»*+>   =  - jl^X.'WBr.^

+   GCoEAΛl"'AίdRB
Bl"'Bή

Ceci peut  s'ecrire

{d(A  A  B)}Do'"Dt+ '
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ce qui n'est  autre que (3.4).
La cohomologie definie  parzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d sur Γalgebre extrerieure des tenseurs contrava-

riants  antisymetriques  sera  dite  la G- cohomologie de  la variέtέ de Poίsson.
Dans le cas particulier d'une variete  symplectique  (c'est- a- dire si m  =   2ή),

cette G- cohomologie est  isomorphe d'apres  (1.8)  a  la  cohomologie  de  G.  de
Rham de la variete  W (voir  [11, § 3]).

(b)  Examinons, dans le cas  general,  le  caractere  localement  trivial  de  la
G- cohomologie.  Soit  U  un  domaine  contractile  et  {xA}  =  {xa, xp)  une  carte
canonique de domaine U. Si A  est un / - tenseur sur  U,  decomposons  A  selon
les  types  relatifs  a la  carte  {xa,xp}.  Nous  sommes  amenes  a  distinguer  deux
cas:

h

I.  A  =   Σ  Aa)  pour /  >  h ,
1= 0

ί- 1

II.  A  =   Σ
  A

ω  +
  Λ

a)   P
o u r  i

  <
  h

  ?

1= 0

oύ Aa)  est un / - tenseur de type  (/, /  — /) par rapport a la carte, soit

Ά(b  —  {Aai'"aι  ι+ iΦ"p*}   .

II resulte de (3.3), soit
I

que dAa)  est un (/  +   l)- tenseur de  type  (/,  /  — /  +   1).  Pour  que  dA  =   0,  il
faut  et il suffiit  que dA{l)   ==  0 pour tout /, c'est- a- dire que

D'apres le lemme de Poincare et les  resultats  du  cas  symplectique  (voir  a)  il
existe sur  U, pour I  <  i — 1, un tenseur Ba)  de type  (Z, i — I  — 1) tel que

Aa)  =  3Ba)  (/  <  i  -   1) .

On a dans le cas  I :

et dans le cas I I :

A  =6B  oύ  B  =  Σ  B(l)  ,
1 =  0

oύ  B  =   Σ
ί- 0
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oύzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A(ί)  =  {Aai'"ai}  n 'admet  que les composantes  de type  (/, 0) constantes sur
les  feuilles.  U n tel tenseur  sera  dit constant  pour  le jeuilletage.  On a

Proposition.  Soit  (W, G) une variέtέ  de Poisson a jeuilletage  de codimen-
sίon h. Sur un domaine  contractile  U de W

(1°)  Si i  > h,  tout  i- tenseur  A  cocycle  (dA =  0) est un cobord  {locale
trivialite).

(2°)  Si i < h,  tout  i- tenseur  A  cocycle  est somme  d'un cobord  et d'un
tenseur  constant  pour  le  jeuilletage.

(c)  N ous notons  dans la suite  Hl(W9  G) le ie espace de G- cohomologie de
(W, G), quotient de Γespace  des / - tenseurs  cocycles de (W, G) par Γespace des
/ - tenseurs  cobords.  N ous  interpreterons ces espaces  en termes  de cohomologie
de  Γalgebre  de Lie dynamique N de la variete  de Poisson.

Donnons- nous un / - tenseur A  et un / - tenseur  B  de W et appliquons (1.3)
aux  trois  tenseurs A,B  et G . On obtient

(3.8)  d[A,B] =  - [3A,B]  -   (- iy[A,dB]  .

II en resulte  que le  crochet  de Schouten  induit  un crochet  sur Γespace des
classes de G - cohomologie.

I I .  C OH OM OLOG IE 1- D IF F EREN T!ABLE D E N

4.  Cohomologie de Chevalley- Eilenberg de l'algebre de Lie N

(a)  La cohomologie  de Chevalley- Eilenberg  de l'algebre  de Lie Λf est
definie  de la maniere  suivante:  les / - cochaines  C  de N  sont  les  applications
z'- lineaires  alternees  de W  dans N, les o- cochaines  s'identifiant  a des elements
de N. Le cobord de la / - cochaine C est la (/  +   l) - cochaine 3C definie  par  [6]

(4.1)

or
Z{1

oύ uλ € N. L'espace des  1­cocycles de N est,  par definition,  Γespace  des deriva-
tions  de N,  celui des  1- cocycles exacts est celui des derivations  interieures  de N.

U ne  / - cochaine C est dite  locale si, pour  tout  element uλ de N tel que u^
=   0 sur un domaine  U de W, on a C(wl5  , u^\Ό =  0  si C est locale, dC
est  locale.

(b)  U ne'/ - cochaine C est dite  1- differentiable  si  elle  est definie  a  partir
d'operateurs  diflerentiels  du premier  ordre  sur les elements  de N.  Toute / -
cochaine  1- differentiable  C de N (voir  [11, § 3])  admet  une  decomposition de
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la  forme  C = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A  +  B,  ou  A  et  B  sont respectivement  definis  par  un  / - tenseur
et un  (/  —  l)- tenseur  designes  par  la  meme notation, de  telle  sorte  que,  sur  le
domaine  U  d'une  carte  locale  {xκ},   on ait

A(µl9  '"9ui)\ u  =  AK^"K*dK,ux  dKiut  ,

B(ul9  , Ui)\u  =   , .  l

  Λ.- &'"iUBκ*''' κ<u lχdκ%uλ%  dKiuλi  .
(i  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1 )!

Une  / - cochaίne 1- difϊerentiable  telle  que  sa  partie  de  type B  soit  nulle  est  dite
pure.

Nous  sommes  ainsi  conduits  a  etudier  la  cohomologie  1- differentiable  de
Γalgebre  de Lie  N.

5.  Cohomologie 1- differentiable  de N

(a)  Des  calculs  identiques  a  ceux  detailles  dans  [11,  §3],  c  conduisent
immediatement  a la  proposition  suivante:

Proposition.  Le cobord d'une  i- cochaϊne 1- differentiable pure  definie par
un  i- tenseur A  est  la  (i +  \ )- cochaine  1- differentiable pure  definie  par  le
(i  +  lytenseur  dA  =   —[G,A].

II y  a done coherence des notations concernant les  cobords.  Nous obtenons
ainsi une interpretation de la  G - cohomologie,  donnee par  Γenonce  suivant:

Theoreme.  Let  ie  espace de cohomologie 1- differentiable pure  H\P)(N)  de
Valghbre de Lie  N,  a valeurs dans N,  est  isomorphe au  ie  espace de  cohomo-
logie W(W  G) de  la variέtέ  de Poisson (W, G ).

(b)  Soit  e{G)  Γoperateur  sur  les  tenseurs  contravariants  antisymetriques
defini  par  le produit exterieur par G .  II resulte du lemme du § 3 (formule  (3.4))
que  e(G)  agit  sur  les  classes  de  G - cohomologie  de  la  variete  (W, G ). Nous
sommes  conduits  a  introduire le  sous- espace  Pί(W  G)  de Hι(W  G) noyau de
e(G)  et  le  sous- espace  Q\W  G) de W(W  G) image par e(G)  de W- \W  G ).

Soit C =   (A,B)  une / - cochaίne 1- diίϊerentiable  arbitraire  sur N.  Des calculs
identiques  a  ceux  de  [11,  §4],  montrent  que  le  cobord  dC  est  la  (/  +   1)-
cochaίne  1- differentiable  definie  par

(5.1)  dC  =  (- [G,A]  +  GAB,  [G,B])   .

Pour  que  (A, B)  soit un / - cocyle,  il  faut  et  il  suffit  d'apres  (5.1)  que

(5.2)  dA  =  - G  A  B  ,  dB =  0  .

Pour  que  (A,B)  soit  un  / - cocycle  exact,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une
(/  —  l)- cochaίne (D, E)  telle  que

(5.3)  A=dD  +  GΛE,  B  =  - dE  .
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SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (A, B) un / - cocycle  d'apres  (5.2), e(G)B est exact et la classe  de B ap-
partient a Pί~1(W  G ). Tous les / - cocycles admettant B comme second element
sont de la forme  (A +  R, B) avec dR =  0.

Si le / - cocycle (A, B) est exact, B est exact et il existe un (/  — 2)- tenseur E,
deίini h E - + E + S pres  (avec dS =  0) tel que B =  —dE. Choisissons  un E
ondeduit de (5.2):

(5.4)  A -  G ΛE  = R ,  (dR =  0) .

D 'apres  (5.3), (A, B) est exacte si et seulement si le / - tenseur

GAE+R- GAE- GAS=R- GAS

est  exact.  Ainsi  (A, B) est exacte si B est exact (B =   — dE) et si la classe de
R  = A  — G Λ E appartient a Qι(W  G ). Nous avons  etabli

Theoreme.  Le ie espace de cohomologie 1- differentίable H*(N) de Γalgebre
de Lie dynamique  N d'une  varietέ de Pσisson (W, G) est isomorphe a Γespace

Pι- ι(W  G) Θ H%W  G)IQ*(W  G) ,

oύ Pl- \W  G) est le noyau  de Γopέrateur  e(G): Hι- ι(W  G) - ^ / / ί + 1(P ^  G)
eί ou Ql(W  G) e5ί Γimage par e(G) de H^XW  G)  dαra ^ ( ί F  G ). S/  G e5ί
«έic/ ,  on a Pt- KW  G) = H^W  G) <* β ' ( ^ G) =  {0};  fl'(Λ0 ^  fltow
isomorphe a Hι- \W  G) +  Hι(W G ).

(c)  On peut  definir  sur la  cohomologie  envisagee  de N  une structure
d'algebre  en introduisant le produit exterieur

(5.5)  (A,B) A (A',Bf) =  (A A A\  B A Af  +  ( - l)M  Λ B;) ,

oύ (A, B) est une / - cochaίne sur N, (A\ B') une / - cochaίne. On verifie  imme-
diatement  [11, § 5,c]  que

(5.6)  (A\ B') A (A, B) =  ( -  1)*'G 4,5) Λ W7

? 50 .

En ce qui concerne le cobord, il vient

d{(A,B)A(A',B')}

=   d(A9B)Λ  (A\ 50  +  ( -   1Y(A, B) A d(A\ Bf) .

II en resulte
Proposition.  Le produit extέrίeur  (5.5)  induit,  sur Γespace des classes de

cohomologie 1- differentiable de Γalgebre de Lie N, une structure d'algebre de
cohomologie.
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III.  1- COCHAIN ES D EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N  A  COBORD D - D IF F EREN TIABLE

6.  1- cochaϊnes  de  N{U)  a cobord  d- differentiable

E n  reprenant  les  raisonnement  de  [8,  §11],  nous  allons  etablir  pour  les
varietes  de  Poisson  un  theoreme semblable  a celui  concernant les  1- cochaίnes
locales  sur  Γalgebre  de Lie  dynamique d'une variete  symplectique.

(a)  Soit  {xΛ}  =   {ya,  xp}  =  {ya,  χ% x%  (A  =   1,  .  , m  a =   1,  , h  a
=   1,  • • - ,«),  une  carte  canonique  donnee  de  (W, G)  de  domaine  U.  D ans
cette  section,  nous  notons  exceptionnellement  {ya}  les  coordonnees  locales
constantes  le  long  des  feuilles.  Si N(U)  est  Γalgebre  de  Lie  dynamique  de  la
variete  de  Poisson  (U9G\π)9  donnons- nous un endomorphisme TΌ  de N(U)  tel
que  dTπ  soit  une 2- cochaίne d- differentiable  (d  >  1),  en  un  sens  evident,  de
N(U).  Designons par K  une  suite  de  m  entiers  (kl9  , km)  positifs  ou  nuls
et posons  \K\ =  kx+   +   km.  Pour tout u, v  € N(U),  on  a  sur  U

(6.1)  Tv({u,  v})  ­  {Tv(u),  v}  ­  {iι,  TΌ(y)}  =  Cd(µ ,  v)

la  2- cochaίne d- difϊerentiable  Cd(u,  v)  s'exprimant  par

Cd(u,  v)  =  AKL(dκudLv  — dκvdLύ)  +  BL(udLv  -   vdLu)  ,

o ύ  K,  L  son t  des  indices  de  differentiation  verifiant  1  <\K\<  d,  1  <\L\<   d.

O n  etablit  co m m e  dan s  [8,  § 3]  a

Lemme  1.  Tπ  et  la carte  canonique  {xA}  de  domaine  U  έtant  donnes,  il
existe  un  opέrateur  diβέrentiel  unique  PJJ d'ordre  d  sur  N(U)  tel  que

n  =  τ
ϋ
- p

u

annule  les  polynδmes  de  degrέ  d  en  les  coordonnees  canoniques  PΌ  verifie
(6.1) pour une  2- cochaϊne d- differentiable convenable  et est  invariant  par  trans-
lation  de  la carte  canonique.

(b)  Soit s/ (U)  Γanneau des  functions  a e N(U)  telles  que  [G\ U9  a]  =   0  a
ne  depend  que  des  ya.  N ous allons  etablir

Lemme  2.  Uendomorphisme  Ί d

υ  du  lemme  1  agissant  sur  les  polynδmes
de  degrέ  (d  +   1) en  les  coordonnees  canoniques  fournit  un  element  de <stf(U).

Ce  lemme n 'est  en fait utile que pour d  =   1 et T% operant sur les polynόmes
de  degre  2.

Soit x0  € U  le  point  de coordonnees  nulles  dans  la carte  canonique  envisagee.
On  note  M  un  monόme generique  de  degre  (d  +   1)

(6.2)  M  =   (y1)*1  {yh)kh(xι) ll(x1)11  -  -   (xn) ι*(x«y*

avec
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*i  +   + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K  +  h +  Ί
x
 +   • "  + l

n
  +   l

n
  =  d+   1 >  2 .

Ecrivons  (6.1)  applique  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ί % pour u  =   M,  v  =  xa  {M, xa}  etant un polynόme
de  degre  d,  il  vient

{TUM),x«}=  - Cd(M,x«)  ,

soit

daT
d

σ(M)=   - Cd(M,x*)  .

Le  meme  raisonnement  est  valable  pour  v  =  xa.  La  2- cochaine  Cd  etant  rf-
differentiable,  on  a  en  ^ 0

=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o ,

soit

[G\ U9  TUM)](x0)  =   0  .

Par  translation  de  la  carte  canonique,  il  en  resulte  que  Γ^(M)  e s/ (U),  ce  qui
demontre  le  lemme.

(c)  Lemme  3.  Si  Ί %  est  Γ endomorphisme  defini  par  le  lemme  1  et  si
u  e N(ϋ)  admet  un  d- jet  jd(u)  nul  en  x0  e  U,  Γ^(w)  est  nul  en  x0.

Par  translation,  nous pouvons  supposer  que x0  a des coordonnees nulles  dans
la  carte  canonique  envisagee.  Si jd(u)(x0)  =  0,  la  fonction  u peut s'ecrire  sur U

(6.3)  u  =  M&(xA)  .

On  peut  developper  SC(xA)  selon  les  puissances  de  xx  par  exemple,  par  la  for-
mule  de  Taylor:

^r(jc^)  =   # 0 ( JC O  +   x^^x1)  +   +   (x'yar^x1)  +  (χψ+1$?g+ι(χ
Λ),

oύ  /   Φ  T.  On  peut  supposer  ou bien kλ  +   +   kh  =  d  +   1 dans M, ou bien
qu'un  indice  /, lγ  par  exemple,  est  > 1 .  En  substituant  le  developpement
precedent  dans  (6.3),  on voit  qu'il  sufiit  d'etudier  les  elements  u  de N(U)  des
trois  types  suivants:

(  I  )  Kϊ =   Nψix1)  (/   Φ  T)

avec

Λ̂  =   (yι)kl  -   WKxΎKxψ  (χn)Hχ")ln,

oύ

Λl  +   +   K  +   /l +   Λ  +   +   ί*  +   h  >
  d

  +
  l

  7  h  >
  1

 *
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( Π )  «
π
  =   ( *

τ
)

d+
VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( x

A
)  ,

(III)  u
m
  =   (y»)*  (

oύ

Pour  obtenir  une  functionzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  vτ  telle  que  {(x1)2, vτ}  =   u l9  c'est - a- dire  telle  que
2xλd\ Vι  =   Nφ(xτ)  il  suffit  de prendre

Avec  ce  choix,  on  a  d'apres  (6.1)  appliquee  a  Ί %:

D 'apres  le  lemme  2,  ^ ( ( Λ: 1 ) 2 )  € J / (C / )  et  le  premier  terme  du  dernier  membre
est  mil.  On  en  deduit  qu'en  x0

(TUuMxo)  =  o  .

Considerons  maintenant  la  fonction  un  pour  que  {(Λ;1)2, VU}  =   un  il  faut  et  il
suffit  que

Si Ψ(xA)  est  une primitive  en xι  de  ψ(jc4),  on peut prendre

Avec  ce  choix,  on  a  d'apres  (6.1)  appliquee  a Ί %

On voit encore qu'en  x0

Cherchons enfin  une  fonction vm  telle que  {y\  x\  vul}  =  y^x1,  vιn}  =  ulll9  soit

dιvm  =   ( / ^ - W 2

Nous prenons

v
m
  =   Cv

1
)*

1
-

1
^

2
)*

2

oύ  le  facteur  de X  est  de  degre  d  +   1.  On  a  d'apres  (6.1)  applique  a Ί %
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=  T%{γx\ vm}zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =   {T%(y^X  vm)  +  {fx\  T%{v^} + Cd(y'x\  vlu)  ,

et Γon en deduit qu'en x0

))M   =  0 ,

ce qui demontre le lemme.
(d)  On en deduit  la proposition  suivante.
Proposition.  Si Tπ  est  un endomorphisme de  N(U)  tel  que  dTΌ  soit  une

2- cochaϊne d- differentiable  (d >  1) de N(U),  on a

ou PΌ  est  un opέrateur diβέrentiel d'ordre d sur  N(U).
Soit x  un point  arbitraire  de  U,  {xΛ}  une  carte  canonique  de  domaine  U.

A  Ί Ό  correspond  par  cette carte Γoperateur  diίϊerentiel ?Ό  d'ordre  d  tel  que
Γ endomorphisme  T%-  =   TΌ  — PΌ  annule  les  polynόmes  de  degre  d  en  les
coordonnees canoniques  (lemme 1).

Soit u un element de N{U).  II existe sur  U un  polynόme  ά,  de  degre  d  en
les  coordonnees canoniques,  tel que

II resulte  du lemme  3 que Γon a

=   (TUu))(x)   =   0 .

Ainsi T%{ύ)  est nul en x,  done sur  U  et,  pour  tout  ueN(U),  on  a  Tjjiµ )  =
Pu(u), oύ Pv  est un operateur  difϊerentiel  d'ordre  d.

7.  1- cochaine locale de  N  a cobord J- differentiable

Une / - cochaίne locale  de N  est  dite d- differentiable  si elle induit,  pour  tout
domaine  U de W, une  / - cochaine  J- differentiable  de  N(U).  Considerons  une
cochaίne locale T de N  telle  que dT soit une 2- cochaίne  ii- differentiable  de N.

Soit  U  un  domaine  de  W.  Si  uυ  e N(U),  soit  u eN  telle  que  u\υ  — uυ

Γendomorphisme  local  T de N  induit sur  £/  par TVO^)  =   Γ(w)|̂  un endomor-
phisme  Tυ  de N(U)  tel que 97^  soit une 2- cochaίne  ii- differentiable  de  N(U).
D'apres  la proposition precedente,  il existe sur N(U) un operateur  diίϊerentiel
PJJ d'ordre  d  tel que TΌ  =  Pπ.

Introduisons un recouvrement  localement  ίini {Uv}  de  W  par  des  domaines
de cartes  canoniques.  On  pose  Tv  =  TUv,  Pv  =  PUv.  Pour  u e N,  on  a  pour

=  (PXu\ϋv))(x)  .

Pour x  <=   U9  Π  Uv,, il  vient
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(PAu\uM*)  =  (PXu\ϋv))(x)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =   (Γ(II))(JC)  .

II  en resulte  que  les  Pv  definissent  sur N  un operateur  differentiel  P  d'ordre  d
tel  que pour  tout u € N,  on  ait  T(u)  =  Pu.  Nous enongons

Theoreme.  5/  T  est  une  1­cochaine locale de  N  telle  que  dT  soit  une  2­
cochaine d­differentiable (d  >  1),  T  est elle­meme d­differentiable.

Toute derivation locale de  N  etant  un  1­cocycle,  on  peut  lui  appliquer  le
theoreme precedent  avec d  =  1.  II vient

Corollaire.  Tout derivation locale de Γalgebre de Lie N est 1- differentiable.

IV.  ALG EBRES D E LIE ATTACHEES  A  UNE  VARIETE

D E  POISSON DERIVATIONS

8.  Les  algebres de  Lie  LG,  L, L*

(a)  Soit (W, G) une variete  de Poisson. Etudions les espaces de cohomologie
H°(W  G)  et H\W  G) correspondant  a la  G - cohomologie.

Pour  que  a  (0- tenseur)  element  de N definisse  un 0- cocycle,  il faut  et il  suffit
que

(8.1)  [G,<i] =   0 .

Les  functions  a satisfaisant  (8.1)  definisse  un anneau s/  et  H\W  G)  est  isό-
morphe  a i .

Pour  que  le vecteur  X  definisse  un  1- cocycle,  il  faut  et  il suffit  que Γon ait

(8.2)  [G,X]  =  0,

c'est- a- dire

(8.3)  &(X)G  =   0  .

Un  tel champ de vecteurs  definit  un automorphisme infinitesimal  de la  variete
de  Poisson  (W, G ). L'algebre  de  Lie  des  automorphismes  infinitesimaux  de
(W, G) sera  note LG,  celle  des  automorphismes  infinitesimaux  a supports com-
pacts (LG\   LG  et  (LG)0  sont  des  j/ - modules.  Un element X  de LG  sera  eίicoίe
dit une transformation infinitesimale (t.i.)  de Poisson.

Soit  {xa,  xv)  une  carte  canonique  de  (W, G)  de  domain  [/.  Si  X  e LG,  il
resulte  de  (8.2)  d'une  part  que

3pX
a  =   0  ,

et Xa  appartient a <stf(JJ),  d'autre  part  que
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GrpdrX
qzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  -   GrqdrX

p  =  0 ,

et,  d'apres  Γetude du § 3, il existe  une fonction uΌ e N(U) telle que

(8.4)  X* =   [G\ v, uΌY  .

(b)  Soit L  (resp. Lo) le sous- espace  de LG  (resp.  (Lo)o)  defini  par les ele-
ments  tangents  au feuίlletage  L et Lo sont  encore des j/ - modules.

Si X  € LG, j  e L, il resulte  du a que Γon a sur le domaine U

[X,  Y]δ =  X ^ Y δ  -   Y^9 4Z
δ  =  0 ,

puisque Ya  =  0 et [LG , L] C L. Ainsi  Γalgebre de Lie L (resp. Lo) des t.i. de
Poisson  tangentes  au feuίlletage  (resp. a supports  compacts)  est un ideal de LG.

Soit Σ une feuille  connexe du feuilletage.  Si XΣ  est le  champ  de vecteurs
induit sur Σ par X  € L,  le 2­tenseur  GΣ  definissant  la  structure  symplectique
de Σ  verifie

Se(XΣ)GΣ  =  0 .

Ainsi,  si X  est une  t .i. de Poisson  tangente  au feuilletage,  elle  induit sur
chaque  feuille  de (W, G) une t .i.  symplectique.

Si µΣ  est Γisomorphisme  entre vecteurs  et 1- formes  de Σ determine par GΣ,
Γelement X  de L definit  une  famille  reguliere  ξ = {ξΣ}  de  1- formes  fermees
ξΣ  =  µΣ  (XΣ)  de Σ.  N ous notons ce fait

(8.5)  dξ =  0 ,

oύ d est la differentielle  exterieure la long des feuilles.
(c)  Soit  Xl9  X2  e L,  ξl9 ξ2  les  deux  families  de  1- formes  correspondantes

verifiant

(8.6)  dξ, =  0 ,  dξ2 =  0 .

D ans  la carte canonique {*α,  JCP} de domaine  £7, nous  avons

On en deduit

ce qui peut  s'ecrire,  compte- tenu de (8.6),

Or
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est la restriction a U d'une fonction w € N notee

(8.7)  w =  /(GXftzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Λ f2) .

Si F j est la 2- forme  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Σ definie  par GΣ, on a pour  tout x e W

w(x)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =  ίtf^*)  Λ  X
2
(x))F

Σix)
  .

On a done

(8.8)  [X1,X2\  = [G,w],  (wεN) .

Soit No le sous- espace  de TV defini  par les fonctions a supports compacts. Nous
sommes  conduits a introduire Γespace L* (resp. Lf) des champs  de vecteurs
X  definis  par

(8.9)  X=[G9u],

oύ u est un element  arbitraire  de N (resp. No)  L* et Lf  sont des  j/ - modules.
Si Z β LG et Z € L*,  on a

[Z, Z] =  <e{Z)X =  J^(Z)[G, M] =  [G, J2?(Z)κ] ,

et  [LG ?L*]  C L*, [LG ?L0*]  c  Lo*.  II resulte  d'autre  part de (8.9) que

[ L , L ] C L * ,  [ L 5 L O ] C L *  .

Ainsi
Proposition.  (1) L* ejί un ideal de LG et L/ L*  est abέlien.
(2)  On a [L β,  Lo*] C Lo*,  [L, Lo]  c  Lo*  L* ̂ ί  MM idώ/   ώ  LQ et  Lo/ L*

est  abέlien.
Notons  que,  pour  que le 1- cocycle defini  par X € LG soit exact, il faut  et il

suffit  qu'il  existe u e N tel que X =  [G, ύ],  e'est- a- dire  que X  appartienne a
L*.  Ainsi Hι(W  G) e^ί isσmorphe a  LG/ L*.

(d)  Soit N Γespace  des classes  de fonctions  de N, modulo  les fonctions
additives  appartenant a i . C'est  encore un j/ - module.  Nous notons π: ue N
—> π(u) =  w β iV la projection  canonique de iV sur iV. Si u e N, sa  differentielle
du  tangente  aux  feuilles ne depend que de la classe ΰ de u  nous  la notons
eventuellement dΰ.

Si u, v € TV, leur crochet

{M, I;} =  /(G)(Ji/ Λ dv)

ne  depend  que  des classes  ϋ,v e N de u,v  et il  induit  par suite  sur N une
structure  d'algebre  de Lie.  L'isomorphisme naturel  du ̂ / - module L* sur  le

N  est,  d'apres  (8.7),  (8.8), un isomorphisme d'algebres de Lie.
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9.  Derivations locales dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N  et algebre de  LiezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Lc

(a)  Soit 3t une derivation locale de N, c'est- a- dire un endomorphisme local
de N verifiant  pour tout u, v  e N la condition

(9.1)  S{w,  v}  =   {Su9  v}  +   {w, 2ΰv\ ,

qui exprime  que d® =   0.  D'apres  le corollaire  du  § 7,  3f  est  necessairement
un cocycle  1- diίϊerentiable:  si nous posons 3f  =  (X, a),  oύ  Z  est  un  vecteur
et a un scalaire,  on a pour u € N

(9.2)  Q)u =  SeiX)u  +  au  .

Pour que  (9.1)  soit satisfaite,  il faut  et  il suffit  d'apres  (5.1)  que

3$  =  (_[G,X]   +  aG, [G, a]) =  0  ,

c'est­a­dire  que

Ji?(J!OG =  έiG  ,  [G, a] =   0  .

II est clair  qµe les  derivations  intέrieures de  N  sont  donnees  par  2  =   (Z, 0)
o ύ Z ^ L *.

(b)  Nous dirons que le vecteur X  definit  une t.i.  conforme de Poisson s'il
existe  axzji  telle que

(9.3)  j£f(X)G  =   axG  .

Soit {xa,xp}  une carte canonique de (W, G)  de domaine  U.  Si  X  est  une  t.i.
conforme de Poisson, on deduit de (9.3) comme  au  § 8,  a,  que dpX

a  =   0  et
que, par  suite,  les  composantes Xa  appartiennent a s/ (U).  II en resulte  que si
b  e  <$/ ,  on  a

(9.4)  <e(X)b e s/  .

Si X,  Y  sont deux t.i.  conformes  de Poisson:

<£(X)G =   aΣG  ,  J£(Y)G  =  aγG  ,

oύ ax,  aγ  € s/.  On  en deduit

soit,  apres  simplifications:

(9.5)  &{[X,   Y])G  =

oύ
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€ si  .

Les  t.i.  conformes  de Poisson  definissent  ainsi,  pour  le  crochet  naturel,  une
algebre de LiezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  notέe  Lc.

Nous avons  etabli
Proposition 1.  V algebre de Lie naturelle des derivations locales de  N esί

ίsomorphe a V algebre de Lie Lc  des  transformations  infinitesimales conformes
de Poisson pour Γisomorphisme defini de  la maniere suivante:  si X  6 Lc, on a
S£{X)G  ==  axG  (avec ax  € si)  et X  donne la derivation

(9.6)  ®x  =  2iX)  +  ax  .

On note qu'avec les notations du  § 5,  Ή}{N)  est  isomorphe  a  Lc/ L* .  Desi-
gnons par  @l le  sous- anneau de si  (qui est un ^- module)  defini  par  les  fonc-
tions b de si  telles  que bG  soit exact. D 'apres  le theoreme du § 5,  H\N)  est
isomorphe a SS 0  LQ\L*.

(c)  Pour X  e Lc,  Y  e L,  on a d'apres  (9.5)

J2?([JC, Y])G =   0  .

D 'autre part,  dans une carte canonique {xa, xp}  de domaine U, il vient

[X, Yf  = XAdAY
h  -   YAdAX

b  =   0 ,

et  [X, Y],  tangent au feuilletage,  appartient a L.  Ainsi  les  algebres de  Lie  L
et Lo sont des  idέaux de  Lc.

Pour X  € Lc,  Y  =  [G, v] 6 L*  (avec v 6 ΛO, on a

[Z, Y]  =   J?(X)Y  = J?(X)[G, v]  =   [fl*G,  v]  +  [G,

soit

(9.7)  [X,Y]  = [

oύ  £f(X)v  +  axv  e iV.  On en deduit que L*  et Lf  sont des  ideaux  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  L
c
.

Proposition 2.  Si Lc  est Γalgebre de Lie des transformations infinitesimales
conformes de Poisson de  la variέtέ  (W, G),  les  algebres de  Lie  L, Lo, L*, Lf
sont des  idέaux de  Lc.

10.  Caractere local des  derivations de  Lc, L, L*

Nous  nous  proposons,  dans  la  suite,  de  determiner  les  derivations  des
algebres  de Lie Lc, L, L*  et nous voulons  d'abord etablir le caractere local des
derivations  de ces  algebres.

Une  derivation  de Γalgebre  de Lie Lc  est  un  endomorphisme  Dc:  Lc  —> Lc

tel que pour tout X,Y  € Lc,  on  ait
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(10.1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  De[X,  Y]  =  [DCX,  Y]  +  [X,DCY]  .

Memes definitions  pour une derivation D  de L, £>*  de L*, 3f  de N9 9  de  N.
Soit Dc  une derivation  de Lc, X  un element de Lc  tel que X\υ  =   0 pour  un

domaine  C/  de  W.  Donnons- nous un  element  F  de  Lo*  a  support  S(Y)  C  U.
On  a  [X, Π  =   0  et  [X, D 'Y]^  =   0.  II resulte  de  (10.1)  que Ton a

(10.2)  [D CZ, Y]  =   0  .

Soit x  un point de  U.  Donnons- nous une carte canonique {xa,  xp}  de domaine
V  tel que xzV  (Z U pour  laquelle x  admet  des  coordonnees  nulles.  Prenons
Y  =   [G, ?;] oύ i; € Λf0  est  a  support S(v)  C  ί7 et est  tel  que  (dv)(x)  =   0.  On
a  alors  y(jc)  =   0  et  (10.2)  peut s'ecrire  en x

((DcxydAY*)(x)  = 0 .

Or  on a

dAγ*>  =  GrpdrAv  .

La  relation precedente s'ecrit  done

(10.3)  ((DcX)AdrAv)(x)  =   0  .

Choisissons  pour v  une function  a support  compact  S(v)  C  C/  et  qui  dans  le
voisinage V  de x  s'ecrive v\v  =   JCSJCP.  On a sur V

dAv  =   ( φ p  +   δAx
B)  ,  drAv  =   («23JJ +   «ί ? )  .

II  vient  en x

Φcxy(xχδBAδ?  +  δAδ
B)  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  o,

soit

(io.4)  φcx)B{x)  δf + (pcxy(x)  -  δB =  o .

P ren on s  B  =  r  φ  p  ύ  vien t  ( D C J Q P ( J C )  =   0  et  (10.4)  se  reduit  a

II  vient  (DcX)\x)  =   0.  Ainsi  (DcX)(x)  =   0  et par suite D*X\ υ =   0.  Le meme
raisonnement  s'applique  aux  derivations  de LG,L,L*.  Nous avons  etabli

Proposition.  Toute  derivation de Lc, LG,  £,, L*  gίί  κ» opέrateur local.
Pour une derivation ^  de Λf ou  f  de  N,  nous  obtenons  seulement  par  ce

type  de raisonnement (S support)

(10.5)  S(d®u)  C  S(du)  ,  S(d9U)  C

oύ  ue  N,  ΰ e N.  En particulier  si a e <stf,  on a ^«  €
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11.  Etude dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  N(V)

Le caractere local des  derivations que nous voulons determiner nous conduit
a  proceder a une etude purement locale.  Soit  {ya,  yp}  une  carte  canonique  de
domaine  V  nous supposons  que  sur  V,  {ya}  decrit  un  pave  I h  de  Rh  et  que
{yp}  decrit un domaine contractile V Σ  de R2n.  La  domaine V  ~  I h  X  V Σ  sera
dit un domaine contractile produit  de  W.

Considerant  (V, G\v)  comme une variete  de  Poisson,  nous  nous  proposons
essentiellement  d'etudier  son  algebre  de Lie  dynamique  N(V)  et  Γalgebre  de
Lie L(V)  =   L*(V)  des  t.i.  de Poisson tangentes  au feuilletage.  Nous noterons
LQ(V)  (resp. LC(V))  Γalgebre  de Lie  des  t.i.  (resp.  conformes)  de  Poisson  de
(y,G\r).

(a)  Introduisons sur  V  Γelement auxiliaire  defini  par  la  Λ- forme

(11.1)  π=  \ \dy-  .
α = l

Nous notons Iπ  Γideal  de Γalgebre  exterieure  des  formes  φ sur V  admettant en
facteur  la  forme  π,  c'est- a- dire  telles  qu'il  existe  une  forme  ψ  de  V  pour
laquelle

(11.2)  <p =  πΛψ.

Nous  allons  montrer que  si φ est  une  (h +   / )- forme  fermee  de  I κ,  elle  est  la
differentielle  d'une  (h +  i —  l)- forme  de Iπ.  En  eίϊet  on  peut  supposer  dans
(11.2)  ψ  de type  (0, 0  par  rapport a la  carte

Ψ  =   1r(ya,yp)qι...qtdy91  Λ  Λ d / S

φ  etant fermee,  on a dψ  ==  0  et  il  existe  une  (i —  l)- forme  x  de  V  de  type
(0, / —I )  telle  que ω =  dχ.  II vient

et par  suite

ce qui demontre la propriete.
(b)  Introduisons sur  V  la  m- forme  element de volume ηv  definie  par

ηr(χ)  =   π(x)  A  ηΣ(x)  (x € V)  ,

oύ ηΣ  =   Fn

Σ/ n\  est Γelement de volume  symplectique  de la  feuille  Σ.  On  sait
que la  donnee d'un  element  de  volume  ηv  definit  un  isomorphisme  *: A —>
i(A)ηv  de Γespace  des  / - tenseurs  de  V  sur  Γespace  des  (m — / )- formes  5  =
(— ly*"1^*  definit  alors Γoperateur divergence  sur  les  / - tenseurs  (d2 =   0). En
coordonnees  canoniques, on a
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(11.3)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (δA)**'"**   =   - dBA
RB*'~ Bi  .

Toute  m- forme  de  V  peut  s'ecrire  uηv,  oύ uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e N(V)  elle  est  fermee et appar-
tient  a  Iπ.  II existe  par  suite  une  (m  —  l) - forme  ψ  de  V  telle  que

(11.4)

avec

(11.5)

Posons Z  =  —

soit

(11.6)

Uη  =   ύ

*"Vs  (11.4)  peut  s'ecrire

u  =   — *- χ

u  =   δ2

II  resulte  de  (11.5) que dya  Λ  ψ  =   0  pour  tout  Λ,  soit  i(Z)dya  =   0 e t Z  est
tangent  au feuilletage. N ous  avons

Lemme  1.  Powr  Velement  de  volume  ηv,  tout  element  u  de  N(V)  peut
s'ecrire

u  =   δZ  ,

oύ  Z  est  un  champ  de  vecteurs  sur  V  tangent  au  feuilletage.
En  coordonnees canoniques

(11.7)  u  =  - dpZ
p  .

L'element  de volume  symplectique ηΣ  definit  sur  Σ  une divergence  δΣ  sur  les
/ - tenseurs  de Σ.  Si ZΣ  est  le  champ de vecteurs  induit par Z  sur  Σ,  il  resulte
de  (11.7)  que

(11.8)  u\
Σ
  = δ

Σ
Z

Σ
  .

(c)  Si X  e L(V),  on  a &(X)π  — 0  et par  suite ηv  est  invariant  par  X,  ce
qui  se  traduit par

(11.9)  δX  =  0.

Pour  X,Ye  L(V),  on a Z  =   [G , w],  7  =   [G , v],  avec  w, v  € N(V)  et la  fonc­
tion  {u, v}  associee  au  crochet  [X,  Y]  peut  s'ecrire

(11.10)  {u, v)  =  &iX)v  =  - δ(vX)  .

Si N0(V)  est le  sous- espace de N(V)  defini  par  les  functions  a  supports  com -
pacts,  nous  sommes  conduits  a la  definition  suivante,
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Definition.  On notezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N^V)  le  sous- espace  de N0(V)  defini  par  les  functions
u pour  lesquelles  il existe un vecteur  Z  a support  compact  S(Z)  C  V  tangent
au feuilletage  tel que

(11.11)  u  =  δZ  .

II resulte  de  (11.10)  que Γon a

(11.12)  {N(V), N0(V)}  C NX(V)  .

La  relation  (11.11)  peut  s'ecrire

u\Σ  =  δΣZΣ  ,

ou ZΣ  est  a support  compact et il  vient

(11.13)  f  U\ΣVΣ=0.

Inversement si u e N(V) veriίie  (11.13)  pour toute feuille,  u appartient a  N^V).
Cela  pose,  on  etablit  exactement  comme  dans  [4,  § 8],  a  partir  de  la

caracterisation  (11.13)  des  elements  de  N^V),  le  lemme  suivant  qui  est  un
instrument important.

Lemme principal 2.  Soit  U, Ό ' deux  sous- domaines contractiles  produits
du domaίne V,  avec Uf  C  U. Donnons- nous 2n fonctions w{p)  e N^V),  a sup-
ports  S(wip))  C  U  telles que  {ya,xp  =  w(p)\ n,}  definisse une  carte locale de
domaine U'.

Si u est  un element de N^V)  tel  que S(u) C  U\  il  existe  In  fonctions  v{v)

ς . NiiV),  a supports S(v(p))  C  U telles que

(11.14)  i ι =   Σ {*><
P

En particulier,  si  U est un sous- domaine  contractile  produit de V  et si u est
un element de Nλ(V)  tel que S(u) c  U, on peut trouver  2n couples  (v{p)9  w(p))
d'elements  de N^V)  a supports  dans  U,  tels  que  (11.14)  soit  satisfaite.

(d)  Donnons- nous un recouvrement  {Uv}v€I  de  V  par  des  domaines  con­
tractiles produits  verifiant  la  condition  suivante  (recouvrement de  Palais):  il
existe  une  partition  de  /  en  une  collection finie de  sous  ensembles  I µ  (µ  =
1,  - ,k)  telle  que,  pour  chaque  µ ,  les  domaines  pour  lesquels  v β lµ  soient
deux  a deux  disjoints.  Soit {<pv} une partition differentiable  de Γunite subordon-
nee au recouvrement  nous  posons

τ
µ
  =   Σ  φ»  -

v<zlµ

Si  ueN(V),  il  existe  sur  V,  d'apres  le  lemme  1,  un  champ  de  vecteurs  Z
tangent  au feuilletage  tel que u — δZ.  Posons
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Z , = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  τµZ  ,  uµ  =  5Z
µ

Considerons, pour µ fixe, les domaines {Uv}v€Iµ  deux a deux disjoints  en appli-
quant  a uµ\ Uv le  lemme principal, on voit  que uµ  est  la  somme des  crochets  de
In  couples  (vip),  w(p))  d'element  de N(V).  Ainsi  uµ  e {N(V), N(V)}  et w, some
finie d'elements  de {N(V), N(V)}  appartient a {N(V), N(V)}.  On en deduit

(11.15)  {N(V), N(V)}  =   N(V)  ,  [L{V\   L(V)]  =   L(V)  .

Proposition.  Pour  un  domaine  contractile produit  V  d'une  variete de
Poisson, N(V)  et L(V)  coincident avec leurs idέaux derives.

12.  Derivations de  L(V)

(a)  Etudions d'abord  les  derivations  2λ  de N^V).  Soit U un sous- domaine
contractile  produit  du  domaine  V.  Si  u e N^V)  est  a  support  S(u) C  U,  il
resulte  du lemme principal  (§ 11) qu'il  existe  In couples O ( p ) , w

(p))  d'elements
de Nλ(v)  a supports  dans  U tels  que

(12.1)  u=  Σ {^ ) ^ ( p ) }
P

On en deduit

De Γexpression  du second membre,  il  resulte  que  S(u) c  C/  implique  S(βγu)
c  c/.

Cela  pose,  soit  u  un  element  arbitraire  de  N^V).  II  existe  un  champ  de
vecteurs  Z,  a support compact 5(Z),  tangent  au  feuilletage,  tel  que  u =  <5Z.
Introduisons un recouvrement fini {Uv}υ€l  d'un  voisinage  ouvert  de  S(Z)  par
des domaines contractiles produits et soit {φv} une partition de Γ unite subordon-
nee. Posons Z v =   φvZ,  uv  =  δZv.  On a ^ w  =   Σ   ^\u^  o ΐ ι  ^ ( ^ i"J  C  C/y. II en
resulte

(12.2)  S{βxu)  C 5(Z) .

Soit  ϋ  un domaine contractile produit tel que i φ  =   0.  On a ^Z |^ =  ^(Z|̂ )
=   0.  II existe  sur  TJ un 2- tenseur ^4^ tangent au feuilles  et tel que Z\%  =   ^ ^ .
Choisissons  sur  V  un 2- tenseur  5  a  support  compact,  tangent  aux  feuilles  et
tel que B\&  =  Aft.  Nous  pouvons  substituer  a  Z  le  vecteur  Z  — Z  — δB,  a
support compact, tangent aux feuilles  et  tel  que  u =  δZ,  Z\& =   0.  II  resulte
de (12.2)  applique  a Z que 2xu\& — 0.

Ainsi  3fx  est  un operateur local.
(b)  Soit 2  une derivation  de N(V)  et etudions sa  restriction a Nχ(V).  Soit

C / c F u n  domaine contractile produit  si u e N^v)  est  a  support  S(u) c  C/,
on a  (12.1)  et par  suite
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SiU  =   Σ  {®V(P

et Γon  voit  que  Siu  e  NX(V).
Si  u  est  un  element  arbitraire  de NX(V),  on voit  a partir  d 'un  recouvrement

fini  {ί/ J  semblable  a  celui  du  a,  que  Su  est  somme  finie  d'elements  Suv

appartenant  a NX(V),  d'apres  ce  qui  precede,  done  que  Siu  € N^V).  Ainsi  la
restriction  de  S  a NX(V)  est  une  derivation  Six  de  NX(V).

Inversement  soit  Sx  la  derivation  de  NX(V).  Si  u  e N(V),  introduisons  ux e
NX(V)  telle  que  pour  un  domaine  U,  on  ait  u\Ό  =  ux\ π.  E n  posant  Su\n  =
Sxux\ υ  on  definit,  d'apres  le  caractere local  de  SfX9 une  derivation  necessaire -
ment  locale  Si  de N(V),  dont la  restriction a NX(V)  coincide avec Six*  U ne telle
derivation  locale  de N(V)  est  manifestement  unique.

Proposition.  Toute  derivation  Six  de  NX(V)  est  nέcessairement  locale,
L tespace  des  derivations  de  NX(V)  est  Γespace  des  restrictions  a  NX(V)  des
derivations  de  N(V).  II   est  isomorphe  a  Γespace  des  derivations  locales  de
N(V).

(c)  Soit Si une derivation de N(V).  A  partir  de Si et compte- tenu de  (10.5),
on  peut  definir  par  9ΰ  =  Siu  une  derivation  9  de  N(V)  telle  que  9  o π  =
πoS.  Inversement,  donnons- nous une  derivation  9  de  N(V).  Cherchons  un
endomorphisme Sιx  de  NX(V)  tel  que,  pour  tout  ux  € NX9  on  ait  Sfxux  =  9QX.
Un  tel  endomorphisme  est  unique:  si  dSi  ̂ =  0,  on  a  sur  une  feuille  Σ  de  v

Sιxux\ Σ  —  C  —  con st .

D 'apres  (11.13),

S i x u x \ Σ η Σ  = 0 ,

et  par  suite  Sιxux  =   0.  D 'autre part  9  etant une  derivation  de  N(V),  on  a  de
meme

Sιx{uxvx)  —  {̂ Wj,  v j  —  {ul9  Sxvx}\ Σ  =   const.  =   0  ,

pour  tout  MX, vx  e N j(F ) .  Ainsi  ^ 1 9  si  elle exίste,  est  une  derivation  Men  dέter-
minέe  de  NX(V).

Soit  ί / C  F u n  domaine contractile produit.  Si  u e NX(V)  est  a  support S(u)
C  U,  on  a  (12.1)  et on peut  poser  par  definition:

V  V

Soit  w un element  arbitraire  de NX(V).  Avec  le  meme  recouvrement  qu'au
A,  on pose  Sιxu  =   Σ > ^ A  oΐ1  l e s  ^iMv  s o n t  definis  comme  ci- dessus.  On  a
Sxu  6 N iίF )  et
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La  derivationzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  3>x de  N^V)  ainsi  construite  est  la  restriction  a  N^V)  d'une
derivation  locale  3f  de  N(V).  Si  u e N(V),  introduisons  uλ  ς  N^V)  telle  que,
pour  un  domaine  U  de  V,  on  ait  u\υ  =  ux\ υ.  On  a 3fu\v  =   ^ w ^  et,  d'apres
(10.5),  J ^ %  =   dΘQ^jj. Ain sf0κ  =   ^w  et  ^  veriίie

( 12 . 3 )  7 Γ o ^  =   ^ o ; r .

La  derivation  /octf/e  ^  verifiant  (12.3)  est  manifestement  unique.  On  a  Sf  =
Se(X)  +  az,  o ύ l e  LC(V)  avec  Jδf(Z)G   -   axG  -   0.  On peut  poser

II  resulte  de  (12.3)  qu'avec  ces  notations,  toute  derivation  9  de  N(V)  peut
s'ecrire

(12.4)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  9  =   ££(X)  +   a
x
  (X  € LC(V))  .

On  deduit  de  (9.7)  et  de  Γisomorphisme  entre N(V)  et L(V)  que  Γon  a
Proposition.  Toute  derivation  de  L(V)  est  donnέe  par  Y  <=  L(V)  —> [X,  Y]

13.  Determination  des  derivations  de  L, L*,  L c

(a)  Etant donne un  domaine contractile produit  V  de  W,  tout element  Yv

de L(F )  peut  etre  prolonge  en un vecteur  Y  de L  et, en particulier,  en un vec-
teur  de  L*.

Cela  pose,  soit D  une  derivation  de L  dont nous savons  qu'elle  est  necessai-
rement  locale.  Donnons- nous un  recouvrement  {Uv}v€l  de  W  par  des  domaines
contractiles  produits  et  designons  par  Γindice  v  les  elements  relatifs  a  Uv.  Si
Yv  € L(JJX  il  existe  Y  e L  tel  que  Y |^  =  Yv.  Compte­tenu  du  caractere  local
de  D,  en  posant

DVYV =  D Γ | ^

on  deίinit  une  derivation  Dv  de  L(UV).  II resulte  de  la  proposition  precedente
(§  12)  qu'il  existe  Xv  e Lc(ί7υ)  tel  que  Dv  soit  defini  par

DJ
V
  =   [X

v
,  Y

v
]   .

Si  y  est  un  element  de L,  on  a  done

DY\
Ut

  =   [X,,  Y U  .

Pour  Λ: e  C/v  Π   U,.,  il  vient



LES VARIETES DE POISSON  279

(DY)(x)  =   [Xv,  Y\ϋv](x)   =   [X9.9  Y\ϋv,](x)  .

Pour  tout Y  e L  et  tout x  e C/y Π £/ υ,, on a done

(13.1)  [ί,, - Z,,ΠW  =   0.

De la  relation  (13.1),  on deduit par  un raisonnement identique  a celui du § 10

XAx)  =   X,(x)  ,  xeUvΓι  Uυ,  .

On voit  qu'il  existe sur  W  un  champ  de  vecteurs  X  unique,  element  de  L c,
tel que Xv  =  X\Uv.  On en deduit, le meme raisonnement etant valable pour L*.

Theoreme 1.  Toute  derivation de L (resp. L*)  est donnέe par Y —> [Z, Y],
α ή l e  L c.

(b)  Soit maintenant D c  une derivation,  necessairement  locale,  de  L c.  La
restriction D de Dc  a L  definit  une application lineaire locale de L dans Lc  que
nous  allons  etudier.

Soit V un domaine contractile produit arbitraire de W. Si Yv  e L(V),  il existe
Y  β L  tel que  Y|F  =   YF.  Compte- renu du caractere  local  de D,  en posant

(13.2)  DyYy  =  DY\y  ,

on  definit  une application lineaire Dv  de L(V)  dans LC(V)  qui, pour tout couple
Yv,  Zγ  e L(F ) verifie  la  relation

(13.3)  Dy[Yy,ZV]  =  [DyYy,Zy]  +  [Yy,DyZy]  .

Le  second membre  appartient necessairement  a L(V),  ideal  de LC(V).  Ainsi

DV[L(V\L(V)](ZL(V)  .

Comme  [L(F), L(V)]  =   L(F )  (§ 11, d) on voit  que £>F est un endomorphisme
de L(V)  verifiant  (13.3),  e'est- a- dire  une derivation  de  L(V).

II en resulte  d'apres  (13.2)  que,  pour  tout Y  e L,  DY  laisse G  invariant  et
est  tangent  au feuilletage,  e'est- a- dire  est  un element de L.  Ainsi la restriction
D  de Dc  a L  est une derivation  de L.  D 'apres  le  theoreme  1, nous pouvons la
definir  par Γaction d'un  element X  de  L c.

Pour  Y  € Lc,  Z  e L,  on  a  avec nos  notations

Dc[Y,Z]  =  [Z)cr,Z]  +  [Y,D°Z\,

soit

Or  S£{X)  definissant  une  derivation interieure de  Lc
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J?(X)[Y,Z]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  mX)Y,Z]  + [Y,J?(X)Z]  .

II en resulte par difference  que,  pour  tout Z e L,

[(D c  -   &(X))Y,  Z] =  0 .

On en deduit  par un raisonnement  encore  identique  a celui du § 10

D
C
Y  =

et Dc est une  derivation  interieure de Lc. On a
Theoreme 2.  Toute  derivation  de Valgebre de Lie Lc est  interieure.

14.  Derivations de LG

(a)  La determination des  derivations  de LG  peut proceder comme celle  des
derivations  de L c . Soit D  la  restriction  a L  d'une  derivation  DG  de LG. On
etablit  comme au § 13, b que D est necessairement  une  derivation  de L  elle
peut  done etre  definie  par Γaction d'un element convenable X  de Lc. On  etablit
alors  comme  precedemment  que  Γon a necessairement

(14.1)  D
G
 =  J?(X) .

Mais on doit  noter  que LG  n 'est  pas  un ideal de Lc en general.  Pour que  «£?(X)
(avec X e L c)  definisse  une  derivation  de LG, il faut  et il sufϊit  que ce soit un
endomorphisme de LG,  e'est - a- dire  que  S£QC)Y e LG  pour  tout  Y € LG.  II en
resulte

Theoreme 3.  Toute  derivation  de LG  est donnέe  par Y 6 LG —> [X, Y] €
LG,  ou X  appartient  au normalisateur  Jί  (LG  L c) de LG  dans  Lc.

Pour  que X e Lc  appartienne  a / ( L 6 ;  Lc), il faut  et il suffit  que Γon  ait,
avec  les notations du § 9

(14.2)  Se{Y)az  =  0 ,

pour  tout Y de LG.
(b)  Interessons- nous  aux derivations  de LG(V),  oύ V est un domaine  con-

tractile  produit de W  (14.2)  s'ecrit

Y%ax  =  0 ,

et  doit  etre verifie  pour  tout Yb  <=   stf(V).  II en resulte az  = Kz  =   const.
D ans ce cas,  Jί  (LG(V)  LC(V))  est donne par les vecteurs X de V  verifiant

(14.3)  &(X)G =  A : X G  .

Pour  une  variete  de Poisson  (W, G) arbitraire,  Jί  (LG  Lc)  contient  Γalgebre
de  Lie L\  des vecteurs  X  verifiant  (14.3).
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15.  Etude des  derivations de  Γalgebre de  LiezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N

En  ce qui  concerne les  derivations  de N,  les resultats  concernant les  varietes
canoniques  se  transposent  sans  difficultes.  Soit Si  une  derivation  de  N;  nous
avons  vu  (§ 12,  c) qu'il  lui  correspond une derivation  unique Θ de TVtelle que
πo@  =   3>   o

π
.

Soit  X  Γ element  de  Lc  definissant  @, ax  Velement  de  si  correspondant.
Pour  la  derivation  locale  de N  donnee par

on  a π o (β  — &')   =   0,  c'est- a- dire  Siu  — Qi'u e stf  pour  tout element u de N.
Ainsi,  etant donnee une derivation  Q) de N,  il  existe X  e Lc  et une application
lineaire A  non  locale de N  dans  s/  telle  que

(15.1)  ^  =   if(Z )  +  aχ  +  A.

Pour  que ^  donnee par  (15.1)  soit  une derivation  de N,  il faut  et il suffit  qu'il
en  soit  de meme pour A,  c'est- a- dire  que pour  tout u,v  e N

A{u, v}  =   {Au, v]  +   {u, Av}  ,

oύ  le  second  membre  est  nul. Ainsi  il  faut  et il suffit  que A  soit nul sur {N, N}.
Theoreme.  Toute  derivation de N peut s'ecrire d'une  maniere unique

oύ  X  est  un element  de Lc  et  oύ  A  est  une application lineaire non  locale  de
N  dans  s/9  nulle  sur  {N, N}.

En  general  {N, N}  difϊere  de Λf  (comme  le  montre  Γexemple  des  varietes
symplectiques  compactes). Si  V  est  un domaine contractile  produit  de  W,  on
a  {N(V),N(V)}  =  N(V).  Par  suite  toute  derivation  de  N(V)  est  de  la  forme

+   ax,  o ύ l ζ  LC(V).

V.  DEFORMATION S D E L'ALG EBRE  D E LIE N

16.  Deformations formelles  1- differentiables  de N

(a)  Soit E(N  X) Γespace  des  fonctions  formelles  en  λ  a  coefficients  dans
N.  Considerons  une  application  bilineaire  alternee  NχN- +E(N;λ)  qui
donne une serie  formelle  en  λ:

(16.1)  [u, v\λ  =  {u, v}+  Σ  * rCr(u,  v)  ,
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oύ  leszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cr(u, v)  sont  des 2- cochaines  sur N qui s'etendent  naturellement a
E(N;  X);  (16.1)  definit  une  deformation formelle de Γalgebre  de Lie N si
Γidentite de Jacobi est formellement  satisfaite

(16.2)  S[[u,v]λ,w]λ = 0,

oύ S est la sommation apres permutation circulaire.  On sait,  d'apres Gersten-
haber  [17], que  (16.2)  peut etre traduit par

(16.3)  dCt = Et  ( / =  1,2, • • • ) ,

oύ

(16.4)  Et(u,v,w)=  Σ  SCs(Cr(u,v),w)  .
r +  s =  f

Si (16.3) est satisfaite  pour /  =  1, .  • , q — 1, on a dEq =  0 et Eq est un  3-
cocycle  de N. On peut trouver  une 2- cochaίne Cq verifiant  (16.3)  pour  t = q
si  et seulement  si le  3- cocycle  Eq  est exact. La classe  definie  par Eq  ;est
Γobstruction a Γordre q a la construction  d'une  deformation  formelle  de N
[17].

On dit que

(16.5)  [u,v]λ = {u,v} +   λC(µ9v)

definit  une deformation infinitesimale de N si Γidentite  de Jacobi  correspon-
dante est satisfaite  a Γordre 2, c'est- a- dire si C est un 2- cocycle de N.

Une deformation  formelle  (resp.  infinitesimale)  de N est 1- differentiable  si
les 2- cochaίnes Cr de (16.1) (resp. C de (16.5)) sont supposees  1- differentiables.
II resulte de (16.4) et du lemme suivant  que cette restriction fournit  un cadre
coherent pour les deformations.

Lemme.  Si C, C sont des 2- cochάines l- differentiables sur N, la 3- cochaΐne
D dέfinie par

2D(u9 v, w) =  SC(P'(µ , v), w) +  SC'(C(u, v), w)

est  1- differentiable. De plus si C  =  C =  (A,B),  on a

(16.6)  D = Q[A,A] - BAA,  - [B,A]) .

La demonstration de ce lemme est identique a celle  donnee  dans  [8, § 8]. Si
(16.3) est satisfaire  pour/  =  1,  , q — 1 par des 2- cochaίnes  1- diίϊerentiables,
il resulte du lemme que Eq est un 3- cocycle  1- difϊerentiable  sur N. L'element
de î 3(Λ̂ ) defini  par Eq est Γobstruction  a Γordre  q a la construction  d'une
deformation  formelle  1- difϊerentiable  de N.

(b)  Considerons une serie  formelle en λ
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(16.7)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Tλ =   ld+Σλ'Tβ9'

oύ les Ts sont des  operateurs differentiels  d'ordre s sur N, Tλ opere naturelle -
ment  sur E(N  X). N ous dirons que (16.1) est une deformation  formelle  triviale
de N s'il existe  (16.7)  tel que Γidentite

(16.8)  Tι[u,v] ι- {Tλu,Tιv}  = 0

soit formellement satisfaite.  On deduit du theoreme du § 7 par un raisonnement
identique a celui de [8,  § 9] la coherence de  cette definition.

La deformation  ίnfinίtέsimale  (16.5) est dite triviale s'il existe une 1- cochaίne
1- difϊerentiable  T telle  que

(16.9)  Tλ =  Id +   XT

verifie  (16.8) a Γordre 2. Pour qu'il  en soit  ainsi, il faut et il sufiit  qu'il  existe
T  telle  que C = ΘT, c'est - a- dire que le 2- cocyle C soit exact dans la cohomolo-
gie  1- differentiable  de TV. La trivialite definit  sur les deformations infinitesimales
une  relation d'equivalence et Γon a

Proposition.  Uespace  des deformations  infinitesimales  l- diβέrentiables  de
N,  modulo  les deformations  trivίales, est isomorphe  a H2(N),  soit

P\W  G ) Θ H\W  G)/ Q2(W  G ) .

17.  Deformations  formelles et infinitesimales  inessentielles

(a)  Considerons une serie  formelle  en λ

\ ilΛ)   Lrλ = U +   2_, ΛrO r  ,

oύ les Gr  sont des  2- tenseurs de W tels  que Γidentite

(17.2)  [Gλ,Gλ]  =0

soit  formellement  satisfaite.  II est equivalent de dire que le crochet

(17.3)  {iι, v}Gχ =  i(Gλ)(du  A dv) ,  («,  veN),.

satisfait  formellement Γidentite de Jacobi; (17.3) definit  aussi ijne deformatiopi
formelle  1- diίferentiable  de N. qui se deduit d'une deformation  formelle  de  la
structure  geometrique de variete de Poisson;  (17.3)  est dite  une  deformation
formelle  de Poisson de N.

U ne  deformation formelle  1- differentiable  [u, v]λ de Λf ,est  dite  inessentielle
s'il  existe  G^ et Tλ tels  que
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(17.4)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Tλ[u,v]λ- {Tλu,Tλv}Gχ  =  0.

(b)  Soit Gx  un 2- cocycle  pur sur N et T une 1- cochaine  1- differentiable  tels
que pour une deformation  infinitesimale  1- differentiable  (16.5),

Gλ  =  G  +  λG,,  Tx  =   Id +  XT

verifient  (17.4)  a l'ordre  2. La deformation  infinitesimale  (16.5)  est  alors  dite
inessentielle.  Pour qu'il  en soit  ainsi,  il  faut  et il  suffit  que  C  soit homologue
dans H2(N) au 2- cocycle pur (G l5 0). L'inessentialite  definit  sur les  deformations
infinitesimales  une relation d'equivalence  et Γon etablit  comme dans  [8,  § 10]

Theoreme.  Uespace  des  deformations infinitesimales l- dίβέrentiables de
N, modulo les deformations inessentielles,  est  isomorphe a P1(W  G ).

Pour qu'une deformation  formelle  1- difϊerentiable  de N  soit  inessentielle,  il
est necessaire  que la  deformation  infinitesimale  definie  par  sa partie  d'ordre 1
le  soit.

(c)  Supposons  G  exact dans la G- cohomologie.  D'apres  une  remarque  du
§ 5, b, on a

H\N)  =   H\W  G) Θ H\W  G) ,

H\N)  =   H\W  G) Θ H\W  G) ,

oύ  Hι(W;  G) est  isomorphe a Lo/ L*.   On deduit du theoreme precedent
CoroIIaire.  Soit  (W, G) une variέtέ de Poisson telle que G  soit exact dans

la  G- cohomologie {variέtέ  de  Poisson  exacte).  Si  LG/ L*   est  Φ {0}  et  si
H\W  G) =   H\W  G)  =   {0},  Valgebre de Lie dynamique N admet des defor-
mations formelles 1- diβέrentiables essentielles  (et en particulier non triviales)

VI.  VARIETE  SYMPLECTIQUE ET DYNAMIQUE
ASSOCIEE A  UNE SOUS- VARIETE

18.  Sous- variete  symplectiquement reguliere

Dans un  article  classique  [7],  Dirac  a  ete  amene  a  etudier  la  dynamique
analytique  associee  a  une  sous- variete  d'une  variete  symplectique  dans  un
contexte local et non invariant.  Sniatycki  [16]  et Tulczyjew  ont etudie  recem-
ment la geometrie globale  sous- jacente.  Nous nous proposons  ici de reprendre
cette  etude  en  la  precisant  et  de  determiner  la  dynamique  associee  a  cette
geometrie.  Nous  preservons  autant  que  possible  la  terminologie  initiale  de
Dirac.

Soit  (W, F) une variete  symplectique  de  dimension  2n,  de  2- forme  fonda-
mentale F;  nous posons  encore G =   µ ~ι(F)  (notations du  § 1, c).  Nous nous
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donnons  une  sous- variete  reguliere  fermee  M  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  W  de  codimension  h  (variete
des  etats  permis).  N ous  nous  proposons  d'etudier  la  dynamique  analytique
correspondant  a M e t  definie  a  partir  d 'un  hamiltonien  H  e N  =   C°°(W  R).
N ous  analysons  d'abord  la  situation  geometrique.

(a)  Soit  U  un  domaine  contractile  de  W  tel  que  M  Π   U  Φ  0.  On  note  ^
(espace  des  contraintes  pour  U)  le  sous- espace  de  C°°(U  R)  defini  par  les
functions  /   telle  que  f M n σ  ==  const.  C^ est  ici Γespace  des champs de  vecteurs
hamiltoniens  X  =   µ ϋ\df),  definis  sur  U,  associees  aux /  e # # . On peut  trouver
sur  U  des  systemes  {xa},   a  —  1,  , h,  de  h  functions  independantes  de  ^ v

tels  que  M  soit  definie  sur  U  par  xα  =   0  il  existe  alors  des  cartes  locales  de
W  de  domaine  U  de  la  forme  {xa,  x1},   i  =  h  +   1,  , 2n.

Si  /  e ^ ,  on  deduit  de df\Mnϋ  =   0  que  le  vecteur  x  =  µ ϋι(df)  e CΌ  est  tel
qu'en  x  € M  Π   U  on  a  / ( Z J F ^  — 0.  Par  suite  Z ^  appartient  a  Γespace
vectoriel

K
x
  =   {V  € Γ

x
( »0  KV)F\M  (x)  =   0}  (x € M)  .

Inversement  si  F  € K^,  on  peut  trouver,  pour  un  domaine  convenable  U  tel
que  x  e M  Π  £/, un  element  f  ζ^u  tel  que  pour  le  vecteur  correspondant  Z^.
=   F .  N ous  sommes  conduits  a  introduire Γ ensemble

qui  admet  une  structure  naturelle  de  fibre  vectoriel  sur  M  et  dont  la  fibre  Kx

est  de  dimension  h.
On  note &Ό  {espace des  fonctions  de premiere  classe pour  U) le  sous- espace

de C°°(U  R)  defini  par  les  fonctions  /  telles  que,  pour  tout  element  g  de <gU9

on  ait  {f,g}Mnu  =  ®\ Bu  est  Γespace  des  champs  de  vecteurs  hamiltoniens
X  — µ ϋ\df)  associes  aux  /  € &Ό.  La  relation de definition  de ^Ό  exprime  que,
pour  tout X  6 U8U9 X\MDU  e s t  tangent  a  M.

On note s υ̂  {espace des  contraintes  de premiere  classe pour  U)  Γintersection
s/v  =   &JJ Π  ^JJ\  AΌ  est  Γintersection  BΌ  Π C^.  Le  lemme  suivant  est
immediat.

Lemme.  (1 °)  Si  fe π̂,ge  <# U9 alors  {/,  g}  e  «V
(2°)  Le  crochet  de  Poisson  munit  & υ  d'une  structure  d'algebre  de  Lie.
(3°)  S/ JJ est  un  ideal  de  Valgebre de  Lie @IΌ.
Le  3°  resulte  des  1°  et  2°.  II suffit  d'etablir  le  2°  qui  est  une  consequence

immediate  de  Γidentite  de  Jacobi  pour  les  crochets  de  Poisson,  appliquee  a
deux  elements  de  J V  e t  u n  element  de  <gυ.  Ainsi  BΌ  est  une  sous- algebre  de
Γalgebre  des  champs  hamiltoniens  sur  U  et AΌ  est  un  ideal  de  BΌ.

(b)  N ous  faisons  dans  la  suite  de  cette  section,  Γhypothese  suivante.
Hypothese  {H^.  La  2- forme  fermee  FM  induite  sur  M  par  F  est  de  rang

fixe  {2n  -   h  -   k).
h  +   k  (ou h  — k)  est  ainsi  pair.  Pour  que  V  € TX(M)  annule FM  en  x  €  M,
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il  faut  et  il  suffit  quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V  appartienne a

Qx  =  {V  <=   TX(M)  i(V)F\M  (x)  =  0} =  TX(M)  ΓΊ  Kx  .

II en resulte  que  sous  Γhypothese  (HJ,  Qx  a  la  dimension kttQ  =  T(M)  Π  K
est  un fibre  vectoriel  sur  M .  S'il  en est  ainsi,  nous pouvons  introduire le  fibre
vectoriel

P  =   T(M) + K  ,

dont  la  fibre  est  de  dimension  (2n  —  k).
Q  definit  sur  M  un  champ- encore note β - de  λ- plans  Qx.  Si  X,  Y  sont  des

sections  locales  de  Q,  on  a  i(X)FM  =   0,  i(Y)FM  =   0  et  on  en  deduit
i([X,   Y])FM• =   0  puisque  F ^  est  fermee.  II resulte  du  theoreme  de  Frobenius
que  le  champ Q  est  integrable  et  definit  un  feuilletage  de  M  en  sous- varietes
integrales  maximales.  Si R  est  la  relation  d'equivalence  definie  sur  M  par  le
feuilletage  precedent, les points equivalents  de M  decrivent un meme etat dyna-
mique  (avec  "changement de jauge").  Soit M  =  M/ R  Γespace quotient  p:  M
—> M  est  la  projection  correspondante. N ous  supposons

Hypothese  (H2).  La projection  p  munit  M  d'une  structure  de  variete  dif-
ferentiable  de  dimension  (2n  — h  — k)  telle  que  p  soit  elle- meme  de  rang
(In  — h  — k)  (submersion).

N ous  posons  [13]
Definition.  La sous- variete M de (W, F)  est dite symplectiquement reguliere

si  les  hypotheses  (H^  et  (H2)  sont  satisfaites.
Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  si X  est  une  section locale  de  Q,  on a  i(X)FM

=   0,  dFM  =   0.  II existe  par  suite  une 2- forme  fermee  F  de M,  de rang  (2n —
h  — k)9  telle  que

(18.1)  FM  =  p*F  .

La  variete  symplectique  (M, / )  est  la  variete  des  etats  dynamiques  definis  par
M .

(c)  Si  /  € s/U9  le  vecteur  X  =  µ ϋι(df)  est  tel  qu'en x  e M  Π   U,  on  ait  Xx

e  TX(M)  ΠKX  =  Qx.
Sous  Γhypothese  (H^,  on peut  trouver  une carte locale  de  W de domaine U

de  la  forme  {xa,  x1}  =  {xa,  x\  xp},   (a =   1,  , h  i  =  h  +   1,  , In  λ  =
A +•  1,  •••  ,A  +   Λ; p  =   A +   Λ +   1,  , 2n  4̂ =   1,  , 2n),  telle  que  sur
la  variete M  (qui est  definie  par  xa  =   0  dans  £/ ), le  feuilletage  soit  defini dans
U  par  JCP  =   const.  II en  resulte

(18.2)  F 3 i  =   0 .

La  matrice  (Fla)  est  de  rang  k  puisque  VιFla  ==  0,  equivalent  a  F^F;^ =   0
implique  V1  =   0.
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PourzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  λ fixe, considerons  une fonction  y* telle  que  sur M  Π  U

/ ( 0 , *')  =   0  ,  @«yO(0, JCO =   F lβ(jc«)  .

Nous pouvons  poser  par  exemple  sur  U:

(18.3)  y(Jcβ,Λ')  =   JcβF Iβ(jc«).

La  fonction  /   s'annule  sur  M  Π  C/  et est  telle  que  le  champ  X(i)  =   µ ϋ\dyλ)
est  tangent  a M  sur  M  Π £/  puisqu'il  admet les  composantes  (Xa)a  =   0,
=   1, Xwp  =   0 pour  /2 =£ 2, * ( a ) p  =   0). Ainsi yx  appartient  a  s/π.  Pour  x
M Π ί /

oύ  (3y/ 3jcα)  est  de rang  &. On peut  construire une carte de  ϊF , de domaine U
au besoin  reduit,  {ya,  x1}  oύ {jα}  est  de  la  forme  {/ ,  y%(λ  =   1,  , k  α: =
A: +   1,  , Λ).  On en deduit  en particulier  le  lemme  suivant.

Lemme.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Si  V  ζQ
x
  (avec x  e M  Π t/ ),   on pewί ίrouver  une fonction f  e J / ^

ίe/ / ^  ς rMe /^ champ  de  vecteurs  X  =   µϋ
ι
(df)  verifie  X

x
  —  V.

19.  Hamiltonien admissible  et dynamique  correspondant a M

(a)  Etant donnee une sous- variete  symplectiquement  reguliere M de (W, F),
considerons  une  fonction  H e N  =  C  (W \ R)  et  designons  par  Z  =   µ ~\dH)
le  champ hamiltonien correspondant. Nous introduisons  la  definition  suivante
[13].

Definition.  H  est  dit  un  hamiltonien  admissible  pour  M  si  Z\M  est  une
section  du fibre vectoriel  P.

Supposons  qu'il  en'soit  ainsi  et  soit  U un domaine de W tel que M  fϊ  U soit
Φ0;  H  etant admissible,  Z  admet des  decompositions  de la  forme

(19.1)  Z\ MOU  —  ZMDU  +

oύ ZMΓiu
  e t  XMΠU  s o n t  des  sections  locales  respectivement  de  T(M)  et  de  K.

Les  decompositions  (19.1)  nous conduisent  au lemme  suivant.
Lemme.  Si H est  un hamiltonien  admissible  pour M, H\

π
  admet  des  decom-

positions  de  la  forme

(19.2)  H\
ϋ
  =   H

ϋ
  +   f

ϋ
,

oύ  Hv  e &u,  fu  ζ&u  U
ne
  tette  decomposition  est  definie  a H

v
  —> H

Ό
  +   g

v
,

fu  —* fu  — §u pres,  oύ  g
v
  6 st

v
.  Elle  definit  par  passage  aux  champs  hamil-

toniens  correspondants  et  restriction  a M  une  decomposition  (19.1).  lnverse-

ment  toute  decomposition  (19Λ)  de  Z
MCiϋ

  peut  etre  ainsi  definie.
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En  effet  partons  d'une  decomposition  (19.1)  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Z\MnU.  Introduisons  une
carte locale  {xa, x1}  de W de domaine  U telle  que  M  Π  U  soit  definie  par  xa

=   0,  α = l ,  ,Λ.  Sur M  Π  U, µ u(XMnu)  definit  une  1- forme  ξ  de  compo-
santes  ξa{x

ι)  considerons  sur  U la  fonction  fπ  e ^  donnee par

fϋ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  f »(* ')*"

Soit x un point de M  Π  U. En ce point xa(x)  =   0 et Γon a

d/ rW  =   fa(xl)dxa  =  ξ(x)  .

On en deduit

XMM  =  (µ Λdfu))(x)

Pour cette fonction  fϋ9  posons  sur U

de telle  sorte que Z\πj=   ZΌ  + Xu.  Sur M i l  U,Xn  se reduit  a XMnU  et  par
suite Zu  se reduit  a ZMnU  tangent a M.  Nous avons  bien mis  en evidence une
decomposition  de H\Ό en somme d'un element HΌ  de 08Ό et  d'un  element  fπ

de  tfu,  decomposition  (19.2)  qui  donne  naissance  a  la  decomposition  (19.1)
donnee de Z\MnU.  Notre lemme est  etabli.

(b)  En dynamique  analytique  classique,  sous  sa  forme  elementaire  locale,
un  mouvement  dans  ([/ , F ^) ,  soumis  aux  contraintes  xa  =   0  et  associe  a
Γhamiltonien H\U9  s'obtient  a partir  d'un hamiltonien sur  U de la  forme

(19.3)  Hv  =  H\Ό- Σ  ^ α  ,
a

oύ les  λa  sont les  multiplicateurs  associes aux xa.  Sur M  Π  U, on a

oύ les  λa  sont choisis  de faς on  que ZMf]U  soit  tangent a M;  (19.3)  fournitune
decomposition de H\ v  du type  (19.2),  puisque  HΌ  € 39Ό, fu  =  ^1λax

aζ.  ^Ό.
(c)  Dans le contexte et avec  les  notations  du  lemme  du  a,  nous  sommes

ainsi  conduits  a nous  interesser  aux  trajectoires  de ZMf]U,  tangent  a M,  defini
a partir de Hυ  e &Ό  \ZV^BΌ  est defini modulo un element de Aυ  et determine
une classe element de BulAΌ.  Si ΎΌ  est  un  element  de  Aϋ9  on  a  d'apres  le
lemme du § 18, a

(19.4)  [ZΌ,YΌ- \ *AΌ.

II resulte  de (19.4)  et de  Γetude  du § 18, c  que les  ZMnί7  passent  au quotient
par R  et determine sur M un champ global Z .
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SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA gjj  une function locale de W telle que {gΌ,  hu}\M  =   0 pour tout hΌ  e stfυ.
La  restriction  a M  d'une  telle  fonction  est,  d'apres  § 18, c, Γimage  reciproque
par p  d'une fonction locale de M.  II en est en particulier  ainsi pour tout element
de  &U9  done pour HΌ.  II existe  une  fonction  locale  HΌ  de  M  telle  que  HΌ\ M

=   p*Hv  et  les  dHυ  deίinissent  sur  M  une  1- forme  fermee  globale  φ telle  que
µ ~ι(φ)  =   Z ,  oύ µ  est  Γisomorphisme  defini  par  la  structure  symplectique  de
(M, / ) . N ous  enongons

Theoreme.  Soit M une sous- variέtέ  symplectiquement  rέguliere de  la  variέtέ
symplectique  (W, F)  et  soit  H  un  hamiltonίen  admissible  pour  M.  Le  champ
hamiltonien  Z  =   µ ~\dH)  determine  sur  la variέtέ  (M, F) des  έtats  dynamiques
un  champ  global  unique  Z ,  localement  hamiltonien  dont  les  trajectoires  dέfinis-
sent  le  mouvement  dans  la variέtέ  des  έtats  dynamiques  Z  est  dit  le  champ
dynamique.

20.  Sous- variete  de  seconde  classe  et  crochets  de  Dirac

U ne  sous- variete  M  de  la  variete  symplectique  (W9 F)  est  dite  de  premiere
classe  si  Q  =   K,  e'est - a- dire  si  k  =   h.  Elle  est  dite  de seconde  classe  si  Q  est
de  fibre  nulle,  e'est - a- dire  si  k  =   0  h  est  alors  pair  et  nous  posons  h  =   2h\
Si  M  est  de  seconde  classe,  la  forme  FM  induite  par  F  sur  M  est  de  rang
2(n  — h!)  et  la  variete  (M, FM)  est  symplectique.

(a)  Sniatycki  [16]  a  etabli  substantiellement  la  proposition  suivante.

Proposition.  Soit M une sous- variέtέ  symplectiquement  rέguliere de  (W,  F).
II   existe  des  sous- vaήέtέs  symplectiques  (W, F)  de  seconde  classe  de  (W, F)
telles  que  M  soit  une  sous- variέte  de  premiere  classe de  (W,  F),

N ous  afϊectons  d 'un  — les  elements  relatifs  a W  F  est ici la 2- forme  induite
par  F  sur  W  et  G  =   µ ~\F).

La  variete  symplectique  (W, F)  et  la  sous- variete  M  symplectiquement  regu-
liere  etant donnees,  nous  allons  montrer que,  malgre  Γarbitraire  sur  le  choix
de  W,  on peut utiliser  la  variete  (W, F)  comme intermediaire pour  obtenir  la
dynamique  relative  a M  donnee par  le  theoreme du  § 19.

En  eίfet  considerons  W  comme  sous- variete  de  (W, F)  au  sens  du  § 18;
comme  k  =   0,  il  n 'y  a  pas  de  passage  au  quotient  et  (W, F)  est  sa  propre
variete  des  etats  dynamiques.  U n  hamiltonien  H  arbitraire  de  (W, F)  est
toujours  admissible  pour  W.  On  peut  ecrire  d'une  maniere  et  d'une  seule

(20.1)  Z |#   =Z  +  X  ,

oύ,  pour  x  e W,  on  a Z(x)  e  T£(W)Z  X(x)  €  K£.
Soit  U un  domaine  de  W  tel que  W  Γϊ  U  Φ  0  JSΌ  se compose de constantes.

N ous  notons  {xΛ}  =   {xa,  x1}  une carte  locale  de  W  de  domaine  U  telle  que W
soit  definie  par  xa  =   0.  La  2- forme  F,  restriction de F  a W  admet sur W  Π  U
les  composantes  Fi3  =   Fij9  (i,j  =  h  +   1,  , 2n).  D 'apres  le  raisonnement
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du  § 19,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  H\Ό  admet une  decomposition de  la  forme  (19.2),  relativement  a  W,
soit

(20.2)  H \ u  =  Hπ  + ] U 9

oύ  les  fonctions  HΌ  e 88Ό,  fn  6 %Ό  sont  definies  a  une  constante additive  pres.
Les  vecteurs  bien  definis  sur  U

ZΌ  =   µ - 'idHjj)  ,  Xv  =  pΛdfϋ)  ,

se  reduisent  sur  W  Π   U  respectivement  a Z\Ό  et  X\π.  D 'apres  la  definition  de
ZΌ,  µ (Z) \π  admet  en x  € W  Π   U  les  composantes

µ (Z)A(x)  =  φFAj)(x)  =   ( 9 ^

II  en  resulte  que  µ (Z) \ v  admet  en x  les  composantes

Si  ^  est  la  restriction  de H  a  PF, on obtient  ainsi  sur

(20.3)  Z  =   / ϊ- 1

Le  champ  hamiltonien  Z  est  le  champ  dynamique  pour  (W,F)  consideree
comme variete  des  etats.

(b)  Cela  pose,  revenons  a M,  sous- variete  symplectiquement  reguliere  de
(W, F)  et  sous- variete  de premiere  classe  de  (W,F).  La  forme  FM  peut  etre
consideree  comme induite  sur  M  par  F  et  M  est  symplectiquement  reguliere
dans  (W, F).  II resulte  de  plus  de Γetude  de Z  au  a  que

(20.4)  Z\M  =  Z\M  +  Y  .

oύ  y(x)  € Iξp pour  tout  JC de M.  On  en  deduit  que  pour  que  Γhamiltonien H
de  (W, F)  soit  admissible  pour  M,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  restriction  H  a  W
soit admissible  pour M  consideree comme sous- variete  de (JY, F).  D 'autre part,
d'apres  (20.4),  le  champ dynamique  Z  sur  M  peut  etre deduit de Z conforme-
ment  au  § 19.  N ous enon ς ons

Theoreme.  Sous  les  hypotheses  du  thέoreme  du  § 19, soit  (W, F)  une sous-
variete de seconde classe de  (W, F)  telle que  M soit une sous- variete de  premiere
classe de  (W, F).  La  variete  (M, F)  des  etats  dynamiques  peut  etre  definie  en
consider ant  M  comme  sous- variete  symplectiquement  reguliere  de  QY,F).  Si
H  est  un  hamiltonien  sur  (W, F)  admissible  pour  M,  le  champ  dynamique  Z
de  M  peut  etre  defini  a partir  de  la restriction  H  de  H  άW.  Ainsi,  pour  tout
choix  de  W,  la dynamique  associέe  a M,  sous- variete  de  (W, F),  et  a Γhamil-
tonien  H  coincide  avec  la  dynamique  associέe  a  M,  sous- variete  de  (W,  F),
et  a Γhamiltonien  H.
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(c)  L'etude  precedente montre Γinteret  des  sous- varietes  de seconde classe
qui  determinent en fait  Γessentiel  de la  dynamique  envisagee,  puisque  Γintro-
duction des  contraintes de premiere  classe ne se  traduit que par un passage au
quotient.

Dans  la  suite,  nous nous limit  ons a l'etude de sous- variete  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA seconde classe
Q¥, F),  de codimension h  =  2h',  de  la  variete  symplectique  donnee  (W, F),
de dimension  2n,  de 2- tenseur  fundamental  G  =   µ ~ι(F).  Nous  adoptons pour
W  des  notations identiques  a celles  relatives  a M.  II vient, W etant de seconde
classe

(20.5)  T(W) \w  =  TQV) Θ K  .

Nous notons Π:  V <z  7W) |#   - > V•€ T(W)  le  projecteur  deίini  par  la  decom-
position  (20.5).  Ce  projecteur  s'etend  naturellement  aux  2- tenseurs.  Nous
montrerons  que le 2- tenseur TIG de W n'est  autre que le 2- tenseur  fundamental
G  =   µ ~\F)  de  la  variete  symplectique  (W, F)  il  en  resulte  que  ce  qu'on
nomme crochet de Dirac est  directement  defini  a  partir  du  crochet  ordinaire
de Poisson  relatif  a  (W, F).

21.  Une  etude locale

(a)  V  etant  un  domaine  contractile  de  (W, F),  considerons  la  variete
symplectique  (£/ , F\ v)  que nous notons dans  ce paragraphe,  par  abus  de nota-
tion,  (U,F).  Soit  U  une sous- variete  de  seconde classe de  (U,F)  definie  par
xa  =   0,  oύ les  h  functions  de  contraintes  xa  € C°°(U  R),  a  =  1,  , h,  sont
independantes. Nous introduisons  sur  U les  h vecteurs

(21.1)  P ( α )  =   u- \dxa)  .

II existe  sur  U  des  cartes  {xΛ}  de  la  forme  {xa,  x1}  (avec A,  B,  =   1,  ,
In  a, b,  =   1,  , h  i, j,  =   h  +   1,  , 2ή).  Dans  une  telle  carte,
les  P ( α ) ont pour  composantes

=  QaB  =   | J c α ?  χB}  m

En  particulier,

(21.2)  Pia)b  =   Gab  =   {xa,xb}  .

Pour x  € U,  les  Pia)(x)  definissent  une  base de  Γespace  Kx  relatif  a  U.  Pour
V  £ TX(U),  on peut,  d'apres  (20.5),  ecrire  d'une maniere unique

(21.3)  V  =  V  +  Σ*aPla)(x)  ,
a

oύ V  € TX(U),  c'est­a­dire admet des  composantes  {Vb  =  0,  V*}  dans la  carte
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envisagee.  11 en  resulte  que  pour  tout ensemblezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {Vb},   le systeme  de h  equations
lineaires  aux  h  inconnues  λa

(21.4)  Σ*aP(a)b(x)  =  Vb

a

admet  une  solution  unique.  Ainsi  la  matrice  h  x  h  definie  par  (21.2)  est
inversible  sur  ϋ,  done  sur  U,  au  besoin  reduit.  L'inversibilite  sur  U  de  la
matrice  ({xa,  xb})   traduit  ainsi  le  caractere  de  sous- variete  de  seconde  classe
de  U.

(b)  N ous  sommes  conduits  a  considerer  le  jeuilletage  de  U de codimension
h  defini par xa  =   const., a  =   1,  , h.  II resulte des considerations  precedentes
que  la  feuille  U(x)  passant  par  x  e  U  de  ce  feuilletage  est  une  sous- variete  de
seconde  classe  de  (U,F).  C 'est  a  ce  feuilletage  que  nous  nous  interessons
maintenant  le  meme  feuilletage  peut  etre  defini,  en  substituant  a  Γensemble
{xa}  des  functions  de contraintes, un autre ensemble  {xb'  =   xb\xa)}  de  fonctions
de  contraintes  independantes,  a  jacobien  non nul.

Soit  C  =   (Cab)  la  matrice  inverse  de  (21.2).  On  a

(21.5)  CacG
bc  =  Cac{x

b,xc}  =  δb

a.

Si X  est  un  champ  de  vecteurs  sur  U,  on  ecrit  d'une  maniere  et  d'une  seule

x  =  x  +   Σ  λaP
ia)

,
a

oύ  X  est  tangent  au  feuilletage,  J]  λaP
(a)  est  une  section  du  fibre  X  sur  U,

defini  par  les  difϊerents  K  et  oύ

λa  =  Cabi{X)dxb  .

Sur  U  est  defini  le  projecteur  Π:  X  —> X  ne  dependant  que  du jeuilletage,  qui

s'exprime  par

Π :  X  - *  X  =   X  -   CabP
ia)  (ί(X)dxb)  ,  (sommation  en  a, b)  .

D ans  une  carte  locale  {xA}  arbitraire,  Π  admet  pour  composantes

ΠA

c  =  δA

c-   CabP<a)Λdcx
b  .

Evaluons  le  2- tenseur  TIG  tangent  aux  feuilles  et  qui  ne  depend,  d'apres  sa
definition,  que  du  feuilletage.  II vient  dans  la  carte  {xA}

{ΠG)AB  =   (δA  -   CabP™Λdcx
bXδ%  -   CcdP«)BdDx

d)GCD  .

En  developpant  et  simplifiant,  compte- tenu de  (21.5),  on  obtient

(21.6)  (ΠG)AB  =  GAB  -   CabP
{a)AP{b)B  .
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(21.6)  est, aux notations pres,  la formule  ecrite par Dirac dormant le 2- tenseur
deίinissant  son crochet. Si nous  posons

(21.7)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Γ  = \CabP™  Λ P ( δ ) .

II  vient

(21.8)  ΠG =  G- Γ,

oύ Γ,  comme ΠG ne depend que du feuilletage.
(c)  Soit F la 2- forme  induite par F sur une feuille U. Dans une carte locale

adaptee au feuilletage,  ΠG verifie

(21.9)  (ΠG)aB  =  0,

et Γon a

(ΠG)ίkFjk  =  (Gίk  -   CabP
(aHPWk)FJk  ,

soit

(ΠG)ibFjk  =  GiAFjA  -   GiaFja  -   CabG
ai(GbAFjA  -   GbcFjc)  .

II en resulte

(ΠG)»FJk  = δ) -   GiaFja  + GiaFja  ,

c'est- a- dire

(21.10)  (ΠGik)Fjk  =  δ) .

On a montre  que la restriction  de ΠG a chaque  feuille  coincide  avec  le 2-
tenseur  fundamental  β~\F) de la feuille.  Nous noterons  dans la suite  G le 2-
tenseur ΠG de U. II resulte des considerations  precedentes  que sur U

(21.11)  [G,G]=0,

et que pour  toute fonction de contrainte

(21.12)  [G,xa]  = 0 .

Ainsi G definit  sur U une structure de Poisson, dont le feuilletage  associe est
le  feuilletage  donne de U en sous- varietes  de seconde  classe.  Le crochet de
Dirac n'est  autre que le crochet  defini  par cette structure : si u, v € C°°(£/  R),
le  crochet de Dirac {u, v}D est donne par

{M, V}D =  /(G)(ί/w Λ dv) .
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(d)  L'etude precedence entraίne, avec les notations du § 20, c.
Proposition.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Si  W  est  une  sous- variέtέ  de  seconde classe de  la variέtέ

symplectique (W, F),  le 2 tenseur TIG de W rCest autre que le 2- tenseur funda-
mental de  la  variέtέ  symplectique (W,F).  Son  expression locale est  donnέe
par  (21.6) ou  (21.8)  et ne dέpend que de W.

22.  Cas  d'un  feuilletage donne en sous- variete de  seconde  classe

(a)  Soit (W, G) une variete symplectique de dimension In.  Supposons donne
un feuilletage  de W de codimension h =  2hf  en sous- variέtέs W(x) de seconde
classe. Du raisonnement du § 21, il  resulte que G  et  le  feuilletage  definissent
sur  W un 2- tenseur  G  =   G  — Γ  de rang  (2n — 2hf),  verifiant

(22.1)  [G, G] =  [G  -   Γ,  G  -   Γ]  =   0 ,

c'est- a- dire une structure de Poisson dont le feuilletage  associe est le  feuilletage
de W en sous- varietes  de seconde classe  donne  (22.1) peut  s'ecrire

(22.2)

Introduisons le 2- tenseur

qui se reduit a G  pour λ =   0,  a  G pour λ =   1. Si Γon a

(22.3)  Ϊ G a , G J = 0 ,

le crochet {u, v}Gλ  =   i(Gλ)(du Λ  dv)  definit  une dέjormation rigoureuse (ines-
sentielle) de Γalgebre  de Lie dynamique de la variete  symplectique  (W, G)  en
Γalgebre  de Lie dynamique de la variete  de Poisson (W, G).  Pour  que  (22.3)
soit  satisfaite,  il faut  et il suffit  que

(22.4)  [G ,Γ] =   0 ,  [Γ,Γ]=0.

D'apres  (22.2) Γune de ces conditions entraίne Γautre;  en  particulier  il  faut
et il suffit  que Γ  soit un 2- cocycle.

Le § 18, a nous conduit a considerer le 2^- plan Kx  defini  en  chaque point
x  de W par

Kx  =  {Ve  TX{W)  i(V)F\^x)(x)  =   0}  .

Nous avons  ainsi defini  sur  la variete W un champ K de 2/ -̂ plans. Nous allons
etablir

Theoreme.  Pour que Gλ  =   (G  — XT) dέfinisse une dέjormation rigoureuse
du crochet de Poisson en le crochet de Dirac, il faut et il suffit que le champ K
soit un champ intέgrable
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En efϊet  supposons le champzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K integrable.  Sur un domaine U de W, on peut
definir  les  feuilles  du feuilletage  par xa  =  const., 0, b, c,  =  1,  , 2h',
les  integrates  maximales  de K par xi  =  const, (ί =  2A' +  1,  , 2ri), {xA} =
{xa, x1} deίinissant une carte locale de domaine U. Le champ K  restreint  a U
est engendre par les champs de vecteurs P ( α ) et Γon a par suite

p(a)i  =  Qai  =   Q

Le 2- tenseur Γ  a pour composantes

Γ c d  =   CabG
acGbd  =  Gcd  .

La  relation  [G, G] =  0 s'ecrit  sur t/

SGdaddG
bc  +  SGiadiGbc  =  0 ,

oύ S est la sommation apres permutation circulaire sur (a, b, c),  soit

SΓdaddΓ
bc  =  0 ,

ce qui exprime que [Γ,  Γ]  =  0 et (22.4) est satisfaite.
Inversement,  supposons  (22.4)  satisfaite.  II est equivalent,  d'apres  (1.8), de

dire que la 2- forme

Ω  =  µ {Γ)

est  jermee.
Introduisons une carte  locale {xa, x1} de domaine  U telle que les feuilles du

feuilletage soient deίinis par xa  =  const.,  (a,b,>>-   =  1,  , 2h!  /  =  2h! +  1,
•   - ,2ri).  On a sur  t/

β  etant fermee,  il vient dtCab  =  0 et par suite, d'apres  (21.5), d*G αδ =  0, soit

(22.5)  a,{Jcα,^} =   0 .

D 'autre part, pour que K restreint a U soit integrable, il faut et il suffit  d'apres
le theoreme de Frobenius que [P ( α ), P (δ )] soit une combinaison lineaire des P ( c ) ,
c'est- a- dire,  par image par µ , que

d{i(G)(dxa A  dxb)} =   d{xa,xb}

soit une combinaison lineaire  des dxc,  ce qui est equivalent  a  (22.5).  Notre
theoreme est etabli,
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23.  Mise  en  evidence  d'un  feuilletage  local adapte aux  deformations

Reprenons  la  situation  du  §21,  a:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  U  etant  un  domaine  contractile  de  W,
considerons  la  variete  symplectique  induite  sur  U  par  la  2- forme,  variete  que
nous  notons  (U, F)  et  introduisons  dans  (£/ , F)  une  sous- variέtέ  U  de  seconde
classe  definie  par  xa  — 0,  (a, b,  =   1,  , 2ft').  N ous  nous  proposons  de
definir  sur  U  un  feuilletage  de  codimension  2ft'  conduisant  a  des  deformations
rigoureuses  au  sens  du  § 22  et  tel  que  U  soit  une  feuille  de  ce  feuilletage.

(a)  Soit  xι  <=  C°°(U  R)  une  fonction  de  contrainte  de ϋ9  nulle  sur  U.  N ous
posons

pω  =   µ ~\dxι)  .

Introduisons  une  hypersurface  Σx  de  U,  contenant ϋ  et transverse  a Pa).  N ous
considerons  la  fonction  / ,  solution  de

(23.1)  S?(Pω)f  =  i(P™)df =   1

nulle  sur  Σλ  cette  fonction  est  independante de x1.  N ous pouvons  poser  xι  =  f
et

N ous  notons  Sx  la  sous- variete  de  U de codimension  2 definie  par xι  =   xι  =   0
Sx  contient  U.

Soit  Kλ  le  champ  de  2- plans  defini  sur  U  par  les  deux  champs  de  vecteurs
independants  Pω  et  P ( ϊ ) .  Comme  (23.1)  se  traduit  par  {Λ:1, XΊ}  =   1,  on  a

(23.2)  [P ( 1 ) , P ( Ϊ ) ]  = 0  .

Le  champ  Kλ  est done intέgrable  et Γon peut trouver  sur  U une carte {Λ:1, X\  XU}
telle  que  les  integrales  du  champ  Kλ  soient  definies  par x11  =   const.  On a  dans
cette  carte

pw  =   G 11  =   0  ,  P ( 1 ) ϊ  =   G lT  =   1  ,  P ( ϊ ) ϊ  =   G π  =   0  ,

'  pw*!  =   GUl  =   0  ,  P ( ϊ ) i l  =   G T i l  =   0  .

Introduisons  sur  U  le  2- tenseur

(23.4)  Λ  =   P ( 1 )  Λ  P ( ϊ )  .

Ce  2- tenseur  verifie  par  construction,  d'apres  le  § 22,

(23.5)  [G ,ΓJ= 0,  [Λ,ΓJ= 0.

On  verifie  immediatement  qu'on  a  pour  la  2- forme  F,  dans  la carte  envisagee:
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*Ί Ϊ  =   1  ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  FUl  =   F- Hl  =   0  .

La  forme  F  s'ecrit  par  suite  dans  cette  carte:

(23.6)  F  =   dx1  A  dxι  +   \FixHdxiχ  A  dx  ̂ .

On  a  ainsi  mis  en  evidence  un  feuilletage  de  U  de  codimension  2,  defini  par
x1  — const.,  x1  =   const.,  admettant Sx  (contenant U)  comme feuille et  verifiant
la  condition  du  theoreme  du  § 22.

(b)  Choisissons  une  fonction  x2  parmi  les  xίχ  et  posons

P<2>   =   µ- \dx2)  .

Introduisons  une  hypersurface  Σ2ί  de  S19  contenant  U  et  transverse  a  P ( 2 ) ,
d'equation  h(xίχ)  =   0.  On  en  deduit  une  hypersurface  Σ2  de  U,  contenant C/,
definie  dans  la  carte  {̂ c1,  x1, xiχ}  par  Γequation  h(xix)  =   0,  x1  et  xι  prenant  des
valeurs  arbitraires.  N ous  considerons  la  fonction  g  solution  de

(23.7)  J?(Pω)g  =  ί{P{2))dg  =   1

nulle  sur  Σ2  et  verifiant  par  suite  sur  Σ2

(23.8)  dιg\ Σ2  =   0  ,  d- lg\ Σ,  =   0  .

On  a  {JC1, x2}  =   G 12  =   0  et  par  suite,  [P ( 1) , P ( 2)]  =   0.  En faisant  operer  j?(P ( 1 ))
sur  (23.7)  il  vient

(23.9)  if(P ( 2 ) ) ( ^ (P ( 1 ) ) ^ )  =   0  ,

oύ,  dans  la  carte  envisagee,  J£ ?(P ( 1 ) )  =   9^ .  II  resulte  de  (23.9)  et  (23.8)  que
Γon  a  sur  U  pour  notre  carte

g  =   3#   =   0  .

On  a  de  meme

tozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =  - 9  ̂=  0 .

Ainsi  la  fonction  g  ne  depend  que  des  xiι  elle  est  de  plus  independante de  x2.
Si nous  posons  x2  =   g,  (23.7)  se  traduit  par

N ous  posons

et nous  notons S2  la  sous- variete  de  U  de  codimension  4  definie  par Λ:1 =   xι

x2  =  x2  =  0  S2  contient  U.
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SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K2 le champ de 4- plans  defini sur U par les quatre champs de vecteurs
independants P ( 1 ) , P ( ϊ ) , P ( 2 ) , P ( δ ) . On verifie  immediatement que

[ p c α ) , p ( «] = 0 ,  (α ,6 =  1,1,2,2) .

Le  champ K2 est done intέgrable et on peut  trouver sur U une carte {x\ x\ x2,
x2, xi7} telle  que les integrates  du champ K2  soient  definies  par xu  =  const.
les  seules  composantes non nulles  des  quatre vecteurs  envisages  sont  alors:

pd)ΐ
  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1  9

  pCm
  =

  _   I
  9

  p(2)2
  =   1  9

  p(2)2
  =

  _
  λ

La  forme F s'ecrit  dans la carte  envisagee:

(23.10)  F = dx1 A dxι + dx2 A dxι +  \FHHdx  ̂ A  dx>*  .

Introduisons sur U le 2- tenseur

(23.11)  Γ2 =  P ( 2 ) Λ P{% .

Ce 2- tenseur  verifie  par construction

(23.12)  [ G , Γ 2 ] = 0 ,  [ Γ 2 , Γ 2 ] = O ,

et de plus

(23.13)  [Λ,ΓJ= 0.

II en resulte  que,  pour  toute valeur  des  parametres λ19 λ2, le 2- tenseur

(23.14)  GiιΛ% =  G^λιΓ1- λJ12

verifie

(23.15)  [G W i , σa i2 i] =  0 .

On a ainsi mis en evidence un feuilletage  de U de codimension 4, defini par
x1  — const., x1 =  const., x2 =  const., x2 =  const., admettant 5*2 (contenant U)
comme feuille  et tel que Gλlλ2 satisfasse  (23.15).

(c)  En poursuivant  le processus,  on definit  sur U une  carte  {JC1, xι,  ,
xh\   xκ\  x1} jouissant de la propriete suivante:  si nous posons

P<'> =  µ ~\dxλ)  ,  P™ = µ ~\dxι)  ,  {λ =  1,  , W) ,

et

Γλ  =  Pw  A  PCλ) ,

le  2- tenseur
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verifie

(23.16)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  [Gλl...λh,,Gλl...λh,]=0,

et le feuilletage de U, de codimension  2h!,  defini  par xλ =  const.,  xι  =   const.

(λ =  1,  , A')  admet  £/  comme  feuille.  Pour ^  =   =  λh, =  1, la  restric -

tion de Gλl...ih,, a £/  definit  la structure  symplectique  de cette  sous- variete de

seconde  classe.  N ous  avons

Theoreme.  Etant  donnee,  dans  la variέtέ  symplectique  (U, F) une sous-

variέtέ  U de seconde classe, on peut  dέfinir un feuilletage de U, de codimension

2h',  en sous- variέtέs  de seconde  classe,  admettant  U  pour  feuille,  tel que si

G  — G — Γ  definit  la structure  de Poisson  correspondante  de U, le 2- tenseur

Gλ =  G — λΓ verifie pour  tout λ

[Gi9  σ j  =  o .

On  a meme  montre  qu'il  existe sur U un 2- tenseur  Gh...ih,  dependant  lineai-

rement  de h! parametres,  verifiant  (23.16) et se reduisant  a Gλ pour  λx =   •

=   χh, =  X. On  peut  done  relier G a G par  une  famille  lineaire  a h! parametres

de  structures  de Poisson.
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