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Â+Ã Î&Õ Ê�Ã Î bD	(%!��&������� �`!�(?��(��~��$�"2$:�:�+��$�����"2� �����X���;�<^~!�����!+*��,� 	��%�,��$�*�����$�!;(! 5 ����C$:(O���,� H !��:����$�!;(~6>��$�/;O���V�,F H ��$���$G���G�1������!;�%(O��� 5 !��V�����:�+��$:!�(%u��%$ H �W��"2!�(�/'��%�e(���$�/�X��!������JC�X�&�,F H �,��$�"2��(O���W���! 6j� ������+�C���$��e������,"2�'��$�/;(%$�@�� ��(O���G��$�"AuH ��!+*�� ���������%�����,�r�����:����$�*��`��!?����+�q���������x!;(�"2!����`�.����(��������$�(O���,� H !��d�+��$�!;(36j��$�/;O���e\
��� /X��	�����$�*X$�(%/<]C^`_%a 5 ��!;"v����!;�%(��2M�� �����!Y����!���(��qM�� ��K 5 !��jBC�,��E�$�F�� � H ��!;�������+����bS6V$G���!��%�j�<"2� ��(�$�(�/�u5 ���U$�(��,��� �����)! 5 ����(%(�$�(�/<��$�"2�Am ��op�_�! 5 �+� 	P6>�3�%��"2!�(��.�����������0����'����(��,@%���e! 5 �%��$��:�%$�(�/~�1�%�,� H �,� 	5 ��(�����"2�,(�������"2!��X��� 5 !��>7�u�B�BY�;hC���X$G��$:!�(����������,�%�����D�A/���$�(��j�+���H !�����$������e�O�A��!�"'�%$:(%$�(�/&����W��!O� ������� ���:�C*X$��,6�! 5 7�u�B�Bx6V$G��q��%�%$�/;��D�2��� �����1*�$��,6¨! 5 �:�����,(�� 5 ���,��!��3"2!��X���
�rh�����!����%$�(�/��G�O	S6>�����(A����7;�V��%�c����������$:(%���,�.��$:"3�+�����W\¿����cÊ�Ã�Ä.� ��bS���L���� H ��� �%$��,��$�!�(��"3���%�A�O�9�~�:�����,(�� 5 ���,��!����'"2!��%�,�p	�6V��+�'��"2!;�%(����e��!1���,��$�*�����u$�(%/s7�u�B�Bí!;(t����1������$:�%�������~! 5&5 ���,��!���$�4 �+��$:!�(�� # %$:�q��(�������� ��%�Y��!0�����$���*;�q]C^`_%a�! 5 MX� y;��y 5 !��'��%�3���,�.�2���+���X	S����(%�,@���$�(�/5 ��!;"î�����"'�%����$Gu���� ���:��*�$��,6ï! 5 ��%�0���������k�%�%������D�l$�" H ��!�*;�,u"2�,(��Z$��S�����$���*;� �'�O�<$:(O����/�������$�(�/)������!e����2¼��%$�(������Y*�$��,6 H !;$�(O��½%�

JC(��c6j� �Y��!)�����$���*��V���$��S$��>�O�'�X��$��:$�4�$�(%/<�,!;(��X$G��$:!�(����������.����$��,��� ��>!�����4,"3��(�(Y"3�����$�(��,�j\
]C�j^`b>m�Q�M�op� # ��>]C�c^k"2!��X���������$���*��,��?��$�"2$��:���~�������X�����,�r��!f�.����(����+��� 5 ���,��!���$:4�����$�!;(¥"2!��%�,�p	c6V%$��:������G�X$�(�/r������!r!;(�����0��$�(�������*�$��,6 H !�$:(O� � � %��(¥� H%H �G�X$:(%/s7OuBCB»!;(~���,��$d�X�����:�W! 5 ]C�c^9	X����D�����O�l$�(O����/�������$�(�/3���:�U$�" H !�������(��*�$��,6 H !;$�(O���L! 5 ����V���+���A\
��!O� ���
	��$�/�2��� �����W��(��A��$�(��+����bD	;]e^`_Xa�X��! H�H � �3��!2MX� y�y;�X�
3.2 Latent Factor Models� �+����(O� 5 ���,��!��3"2!��%�����'"2�������%���q����l��/�������"2��(O�A! 5 �%���,���2��(��"2!+*�$:�,�2���,��!����q�9���,��$����3! 5�5 � �+���%�����2������3�+���`����/;!���$G���"2$�� �����G���� ����(%� � 5 ��!;"í��%�'�%������� # %$:�e6j���O	U6>�A������!O��$:�����3� ����0�����,�&À6V$G��?�3�����D��u 5 ���,��!����&*����,��!��cð Ã Ø0ñ ° 	P��(��`� ���D0"2!+*X$��)6V$G��?�"2!+*�$:�Du 5 ���,��!����Z*����,��!��Lò�ÄSØ3ñc°�� # �� H ��� �%$��,��$�!�(A$��L�X!;(%�c���&����7Ou$�(�/3��(`$:(%(��,� H ��!��%���D�VÛ ÈÂ+Ã�Ä-ó�ð�ôÃ ò Ä.� # %�)"2!����&$�(�*�!;��*�� � H �����$��L��%�����.��$�"3�+��$:!�(3! 5 ���� 5 ���,��!������>h��.������$�/��� 5 !���6j�����q� H�H ��!����D6j!����:�~"2$�(�$�"2$�4��C��%�C����/����:����$�4�� �1�,!;�.� 5 �%(��,��$�!;(U¡ãÑ ÃOõ ÄdÓ Ï�ö \
Â+Ã�Ä Õ ð ôÃ ò�Ä�b ì Ìr÷P\�ø�ð�Ã�ø ì Ì¥øDò Ä�ø ì b \
�Ob
# ��q���,�Yù¬�,!;(O����$�(��'�����e\
ÀPú.Á�b�u H ��$G��� 5 !��'6V%$��D�Â Ã�Ä $��'7�(�! 6V(U�# ��)����/����:����$�4 �+��$:!�( H ������"2�,���,�e÷ H ���,*���(O���V!�*;�,��@�����$�(�/X���A��� H u$�� ���-*������%�<$��)÷~ó�MXû M�nO� � �)"2$�(�$�"2$�4�� �9\
�ObW�O�1��(0���G���,��(�����$�(�/��� ���.�Y��[O���+�����)���D%��"2�~\�_����;�~n���Q2! 5 m �+o¶bD�1J���%�,���2m NX�cQ�M�oj�%��� �/������%$���(O�c������� �2�������(�$:[O���,��� � ���(3�%��$:(%/'N�M 5 ���,��!����&\�¯ló�N;M;bD	���$��l������$�� 5 ���D��!���"2!��%�,� H ��� �X$��,���l��%�0�����.�~���,�~6V$G���]e^`_XaMX� ��M;yX�I (O���,���,�.��$:(%/;�G�O	����$��Z������$�� 5 ���,��!���$:4�����$�!;(3"2!��%�,�X����('���,(��,@%� 5 ��!;""2!+*�$:(%/3����!;(%/l������0! 5 ��%�&��%����� H !;����$������'�%$G�����,��$�!;(%�e!;�X����$:(%� �$�(?����'����/;$�(�(%$�(�/1! 5 ����A���,�,��$�!;(��l�R$G���.� 	R6>�2� ��(9$:" H ��!+*��2���Du���X�����,�»�O���%��� H �,(�$�(�/x��%� 5 !���(��%����$�!;(}! 5 ��%�s"2!��%���
� # ����[O���+��� � H ��(����G���l����� �1$�(f\
��bV$�" H ��$���$G���G�`��������"2���V����+�C����� 5 ���,u��!����������)������6V( 5 ��!�"ü$�(��%� H ��(��%��(O�c(%!���"3���P�X$:�.����$��%�%��$�!;(%�V6V$G��4��,��!~"2� ��(0��(��0��%�'����"2�'*;�+��$d��(������ # �$��)$��)�~[O��$G���Y�:$�"2$G��$�(�/�������%" H ��$�!;(U�Sh���$�����,�W"2!��%�,����������"2���W�</;��(%�,������"'���G��$�*�����$:�����(�!���"3�����%$��.����$����%��$�!�( 5 !��L���� 5 ���,��!������LhW����!����X$�(�/;�G�O	���%�c������$�(�/��� ��(?���A"2!��X����� �0�O�`��%� 5 !����:! 6V$�(�/X�l�R$����.� 	�6j�2������6w�����,�<��(��"2!+*�$:� 5 ���D��!���� 5 ��!;"¨��%�>©.!�$:(O�W(�!���"3�����%$��.����$����X��$:!�(�¡ð�ÃYý�þ?\¿ÿZú��cb ò ÄPý¥þ9\��Rú��cb \�n;b# ��,(�	�� ���DA���+��$:(%/YÂ+Ã�Ä�$��S����7���( 5 ��!;"£����V(�!���"3�����X$��.����$:�%�%��$�!;(U¡Â+Ã�ÄPó�þ?\Gð ôÃ ò Ä.ú��Db# �� H ��$�!����2/�$:*;��(x$�(}\�n�bA� *�!;$:��!�*;�,��@�����$�(�/9�O�s��%��$�(�7�$�(�/0����5 ���,��!����L��!+6j�����X�j����������$:(%��*������%���L6V%��(2(�!��j��(%!;��/�A������$�(�/��c������ *;��$��d�������;�3]W��"2!+*�$:(%/q��%� H �+����"2�,���D�&�����.����$��,��$�!;(��)$�" H ��$�� �0���\
�Ob H ��!��X�����,�q��$�/�(�$G@�� ��(O�1�������%�����,��/;��$�(�������!��l�sN;M 5 ���,��!�����,F%��" H ���;	�����&]C^`_%a�!;(~��%�C�����.�����+��� 5 �����U��!AMX� y��;�X�Be�+���%�����:�G������'�;�%�%� ���,F H ��������$�*�� H ! 6j�,�)! 5 �q��$�����,�<¾e��������$:��(H ��$�!��Y�,!;"2���e6V$G��s��(f�;�%�%� �0��!;" H ���,FX$�����! 5 ��%�A! H ��$�"2$:4�����$�!;(����/�!���$G���"2��� � �0��" H ��! �O� �r��6j!s�������(%$:[��%�����vJC(���$��~������� �!;(s¾C$:�%���)����" H ��$:(%/%	Z��(�������2!���%�,�<$��<������� �9!;(f�,F H ���D������$�!;("3��FX$�"2$�4 ����$�!�(�	;6V%�,���j6j�V���G���,��(��+���W���D��6j�,��(Y@%F%$�(%/C���� 5 ���,��!������(��q@%F%$�(%/'���� H ������"2�,���,�����%�����2mGQ+K+o 5 !��e�Y���,�d�+��� �l�������(%$:[��%�;�h��G���,��(�����$�*����G�O	O6>�e� ��(q�.�����26V$G���$�(q��%�C��!�(�*���(�$���(O�>��$:" H ��� 5 !���u"'�%�:����$�!;(r\
�ObC��(��0��$:/�(�$G@�����(O���G��$:" H ��!+*�� H ��� �%$��,��$�!;(9���,���%�����,��O��$�(����,/�������$�(%/`��$G����,�&��%�A��!O� ����$�4�� �s*�$��,6 H !;$�(O�)!��)����'��$�(��+���*�$��,6 H !;$�(O�'$�(O��!`����2"2!��X���
� I (O����/����+��$�(�/1����3��!O� ���j*�$:�D6 H !;$�(O�/;$�*��,�&���)�l"2!����A��!�" H ���,���'"Y���G��$Gu���� �����A*�$��,6w! 5 ����A�%������� # !���$��j�,(��'6j�������'�	���DÞ� 
¸�
�Å��Ç,ÅDÝ����;¹, �º�ÝDÇZ������j"2!��X������%�������� *�u$�!��L! 5 �������,�Z6V$G���$�('��%�j(���$�/�X��!����!O!��A! 5 ����j/�$�*���(A"2!+*�$��;�������m ��op� # �����(%$�� �����G�O	�6>�c������! 6x�%���,� 5 ���,��!����S��!��D���(�/��c���,��!����X$:(%/���!
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��%�'$G����"í������&$��&����$�(%/ H ��� �%$��,��� ��� # ��,��� 5 !����;	�6V���( H �����%$��,��u$�(%/<Â Ã�Ä 6>�W@%���.�j��!�" H �%���V�&*��,�,��!��Pð Ã \
Á�bcØ3ñ ° Û'�X� H ��(��X$�(�/&!;(��!���AÀq��(��'Á�ÛY��(��Y��%��( H ��� �%$��,�SÂ+Ã�Ä�����\Gð�Ã�\
Á�b�b ô ò Ä�� # ��V��!�"AuH �%���+��$:!�(1! 5 ð�Ã�\
Á�bj$��C�X!;(%�<�O�3��$��G��$:(%/A����&��[O���+��� �~�,����!��'\
��bc��!!+*��D��6j��$�/;O�L���!;���V"2!+*�$����Z��$:"2$��:���S��!&Á�	O!;�X����$�(�$�(%/)��%� H ��!�������"1¡"2$�(��� Ñ Ä¶Ó ãÎ+Ï�Ð�Ñ Ã�Ó Ô Ä Î \
Â+Ã ÎWÕ ð�Ã�\
Á�b ô ò Î b ì Ìr÷Rø�ð�Ã�\
Á�b�ø ì \pN;b
·��,���;	PB'\
À�bC$��e����'���,�<! 5 "2!+*�$����C���������?�O�������,�)ÀP� # %�A��!�(%u�.����(O� Ô Ä Î $:�>�e��$�"2$:�:�+��$����A"2� �����%���V���,��6j����(2"2!+*�$����SÁR��(��)×%�S�L�$�(O����/�������$�(�/`����2��!O� ���j*�$��,6 H !;$�(O� 	 H �����%$��,��$�!;(��������%�����,�9$:�<��$�/�u(%$G@�� ��(����G�2$�" H ��!�*;� �U�R��!��L�����N;M 5 ���D��!����j� �����;	�����W�,����!��c�X��! H ���!']e^`_Xa>óeM�� y���zO�I (��.��� ���~! 5 $�(O����/�������$�(�/2����&��!O� ���R*�$��,6 H !;$�(O� 	�6>�<����(1$�(O����/����+�����%�A��$�(������0*�$:�D6 H !;$�(O� �2·C�,���Y6j�3�;�X! H �<� H ��$�(%��$ H ��� 5 ��!�"¤T-��u���D����7�� �CB&_X��|w"2�,���!��fm ��op� # %�'B&_��C|w"2!��%�,�P��� 5 ����$�(�� 5 ��!�"�DF H ��$:�,$����G� H �+����"2�,���,��$�4�$�(%/A� ����1�%���,� 	��%�%�c���+����,�W"2!��%�,�:�V� ���D�%���,�0������� �»!�(»����?"2!�*�$����~�������%�+����%�f������� ��� # �$��`6c���O	�������"2!+*X$��lÁ<$��q������!O�,$d�+��� �x6V$G��x��6>!?"2!+*�$��,u 5 ���D��!����3*����,��!����ò�Ä<��(�����Ä.� # %�l��� H ��������(O������$�!�(x! 5 �0�%���,�3Àx$��A��%��!���/�r��%�6>��$�/;O��� �0����"1¡�� Í�Î+Ï�Ð�Ñ Ã�Ó � Î������ â B'\
À�b â 	���!~Â+Ã�ÄV$�� H ��� �%$��,��� �����¡Sò ôÄ � Í�Î+Ï�Ð�Ñ Ã;Ó � Î � ��� â BY\
À�b â � I " H !�������(O�����O	�B&_X��|»"2!��X������%���,�<������ *�$�!�� H �X�����G�9������� �9!;(?��%�2��$�(��+���9*�$��,6 H !�$:(O� � # �$�������:! 6V�V�)�.������$�/;O� 5 !���6c�+���l$�(O����/����+��$�!;(q! 5 ����W��$�(��+���A*�$��,6 H !;$�(O�$�(O��!'��%�e������$:� 5 ���,��!���$:4�����$�!;(�"2!��%�,�p�Sh¥������$�(�/'$:�W"2!��%�,�:���l�O�

ÈÂ+Ã�ÄPó�ò ôÄ èé ð�Ã�Ì èé ãÎ+Ï�Ð�Ñ Ã�Ó � Î êë � � â B'\
À�b â êë \�z�b
# %� H ������"2�D���,���c���������.��$�"3����� �2�O�A/����;�X$:�,(��c�%�������,(��>"2$�(�$�"2$�4,u$�(%/l! 5 ��%�'������!O��$:����� ������/;�%�:����$�4�� ����[O�����������D����!�� � # %�Y"2!��X����%��� �l6V$G��`N�M 5 ���,��!���� H ��� �X$��,���c����C�����.�W���,�c6V$G��1]C^`_%ar��!+6>�,������(`M�� y;��zO�# !'����"2"3�+��$�4��;	O����C�����,�%�����D�l! 5 ������:������(O� 5 ���,��!�����"2!��X����� ��(���~$:" H ��!+*�� ����� 5 !;����! 6V$:(%/f��%�����1�%$��.��$�(��,�q�X$����,�,��$�!;(������R$G���.� 	!�(��<� ��(0�X��� H ��(`���� 5 !;��(����+��$:!�(��e! 5 ����<"2!��%���
	��O�`��������"2$�(�/�`"2!����3E��,FX$������q��(��?��������$��.��$:� H ��!������%$��:$��.��$��~"2!��X���
�0h��G���,��(���u��$�*��,���O	j!;(��~� ��(x���D����$�(x����~��$:" H ���1�.�������,���X���1! 5 ����1!���$:/�$�(����"2!��X���
	j�%�%�A/;��$�(x�,*���(r"2!����1�������X�����,�r�O�s$�(O����!��%���,$:(%/?��!�"AuH ����"2��(O��$�(�/ H �,��� H �,�,��$�*����'! 5 ����q���+���1$�(���!1��%�3"2!��%���
	-����$�(%/�,$���%�,�V����e��!O� ���R*�$��,6�!��V����e�%$�(������q*�$��,6&�
3.3 Regularization]W��/����:����$�4 �+��$:!�( H �:���X�l�9����(O�������V��!;���`$�(������W! 5 !��%�3"2�,��%!��%���hW���U��%�e"2!��%�����W�%�,���,��$���� �1����!+*��C$:(%�������X�&"3������$�*��e(���"Y���,���j! 5H ������"2�,���,����	-"3��(��0! 5 6V%$��Df"Y���.�)���2���.��$�"3�+��� �?������� �f!;(f���"3������(X�%"'���,�L! 5 ������$�(�/��&\
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