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Gasopls pro p#stovini matematiky, rot. 76 (1951)

LINEARNI OPERATORY II
MIROSLAV KATETOV, Praha.
(Doslo dne 30, tervna 1950.)

Tato druhé &4st referdtu mé stejnd jako jeho prvni dast (viz Cas. mat.
fys. 75, D9—D31 (1950)) piipravny réz. § 7 je vénovan bilinedrnfm
formém a formam druhého stupnd. V § 8 se zabyvam vlastnostmi
adjungovaného operitoru a operétory norméalnimi. Jejich vlastnosti,
hlavné pak jejich vyjadfeni (t, zv. spektralni representace) pomoci
projektort (jimiz se zabyvam v §9) budou hlavnim pfedmétem ce-
1ého referdtu.

§7. Bilinedrni formy a formy druhého stupné.

Bilinedrni formy a formy druhého stupné jsou (nehledé ani k tomu,
Ze jsou diileZité samy o sobé) velmi uZitednym néstrojem theorie operd-
tort. Tvrzeni o téchto formdch, obsaZend v tomto paragrafu, jsou oviem
vlastné jen vice méné trividlnimi pomocnymi vétami,

7,1. Necht je dén linedrni prostor (v. I,1) P a komplexn{ funkce ¢
v kartézském souéinu Sx 8, kde § CC P, takovd, Ze pro libovolnd «,
z H a z,2,y,y; z 8 plati: (1) @z, + 4, y) = (@, ¥) + (@2 ¥);
@) @@, 51+ ¥2) = @@, y1) + @z, ¥2); (33) @laz, y) = x @z, y); (3b)

(x, By) = B @(x, y). Pak Fikdme, Ze je ddna bilinedrni forma ¢ v P.

Linedl S nazyvam oborem bilinedrni formy ¢ a znadim jej De; prostor P
nazyvam nékdy prostorem arguwmenti formy @. Bilinedrni forma je tedy
vlastné dvojice (P, @), kde P je linedrni prostor, ¢ je funkce s vlastnostmi,
které jsme pravé uvedli; zpravidla vSak nerozliSuji mezi samotnou funkei
@ a bilinedrni formou jako dvojici (P, ¢); srovn, odst. 6,1.

Pozné,mky. 1. Mohli bychom definovat bilinedrni formu téZ obec-
néji tak, Ze ¢ by byla komplexni funkce v 8; X S,, kde §; CC P,, 8, CC P,
a P,, P, jsou linedrni prostory.

2. Mohli bychom nahradit na pt. pozadavek (3b) poZadavkem (3b )
o(x, By) = B @(z, y), ¢im% bychom dostali jiny pojem bilinedrni formy;
timto pojmem se véak nebudeme zabyvat.

7,2. Ptiklady. (1) Necht H, mé vyznam z 1,17; necht o (3, =
=1,...,,n) jsou komplexn{ éisla Pro 2= {£}eH,, y= {m}eH,
klademe P (z,y) = 2l me. (2) Vnitini soudin (v libovolném unitérnfm
prostoru) je bilinedrni forma. (3) Necht H, md vyznam z 2,2; necht
S CC H, se sklddéd z z = {£,} takovych, Ze Xk|&,J? < co. Pro z =
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={&}e8, n={n:}e8 bud @z, y) = Zké ;. Pak je ¢ bilinedrni
forma v H,, Dp = 8§.

7,3. Nechf je ddn linedrni prostor P a komplexni funkce @ v 8 CC P
takovd, Ze proz,y,zz Pa Az H plati (1) Qx + y + 2) — Q(z + y) —
— QY+ 2) — Qi+ 2) + Q@) + Q) + Q) =0; (2) Q(Ax) = |A]*.
. Q@); (8) limQ(z + Ay) = Q(x). Pak ¥ikdme, Ze je déna (hermitovskd)

A0

forma druhého stupné @ v P; linedl S nazyvam oborem formy @ a znadim
D@. — Obdobné jako bilinedrni forma, je forma druhého stupné vlastné
dvojice (P, @), kde Q je funkce v S CC P.

Pozndmky. 1. Kdybychom nahradili podminku (2) podminkou (2’)
Q(Ax) = 22 Q(x), dostali bychom jiny typ formy druhého stupné; nebu-
deme se jim v3ak zabyvat..— 2. Lze ukézat, Ze podminka (3) je pod-
statnd a Ze ji nemlZeme vynechat, jestliZe chceme, aby kazd4 forma dru-
hého stupné Q v H,, se dala vyjadiit v obvyklém tvaru Q(z) = Z«,.&,&;,
kde {6'} = . .

7,4. Piiklady forem druhého stupné: (1) Q(z) = X, &£, v pro-
storu H,, z 1,17; (2) Q(x) = |z|* v libovolném unitdrnim prostoru.

7,5. Necht je ddn linedrni prostor P. Rikéme, Ze bilinedrni forma ¢
v P a forma druhého stupné @ v P si navzdjem prisludi, jestlize (1) Dp =
= DQ, (2) z ¢ DQ = ¢(z, 2) = Q).

7,6. Necht je ddn linedrni prostor P. Potom ke kaZdé bilinedrni formé ¢

v P prislust pravé jedna forma druhého stupné Q v P a obrdcené.
* Dtkaz. I. Je-li déna bilinedrni forma ¢, pak pro x € Dp polozim
Q(x) = @(z, z). Snadnym poétem se zjistf, Ze Q splﬁuje podminky (1), (2)
z 1.3, Jeito Q@+ Ay) = Q) + ¢y, 3) + A9, ) + |42 Q). jo
zfejmé splnéna téZ podminka (3), takie @ je forma druhého stupns, jei
zfejmé piisludf k ¢. Je rovnéz evidentni, Ze k jedné bilinedrni formé ne-
mohou piisluSet dvé riizné formy druhého stupné.

II. Necht je ddna forma druhého stupné @ v P. Pro 2 ¢ DQ, y ¢ DQ
poloime g,(z, §) = Q& + y) — Q& — ¥), g%, 9) = Qz + iy) — Qz —
—iy), @, ¥) = 3¢:1(®, ¥) + Lpg(x, ¥). Funkce ¢ zfejmé spliiuje pod-
minky (1), (2) z 7,l. Tedy plat (*) p(az, y) = « (z, y), @(=, By) =
= B p(x, y) pro celd kladnd a jak z toho ihned plyne, téZ pro kladni
raciondlnf «,f. Jeito ¢(x, 0) = ¢(0,y) = 0, mime @(—zx,y) = @z,
—y) = — (2, y), takZe (*) platf pro reélné raciondlni «, 5. Z toho vy-
plyne poutitim 7,3, (3) Ze (*) plati pro viechna reilnd «, f. Snadnym
pottem zjistime, Ze ¢, (i, y) = — a(2, ¥), Po( %, ¥) = ¢1(%, Y), ;2 (&, ') =
= ¢§(z’ y), Wx(z: *.’/) = '—?71(33, ¥), takze ¢(3x’ y) =1 9”(3”, :’/) a ¢(.’ZI, iy) =
= —ig(z, y). Z toho nyn{ jiZ plyne, Ze jsou splnény podminky (3a), (3b)
z 7,1, takZe @ je bilinedrn{ forma. Zfejmé z e Dp = DQ = ¢(z, z) = Q().

Predpoklddejme nyni, %e ¢, ¢’ jsou bilinedrni formy v P, Dp =

= D¢’ = DQ a z ¢« DQ = ¢(x, z) = q)'(x,‘ z) = Q). Pro x ¢ DQ, y e D@
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poloime y(z, y) = p(z, y) — ¢'(z, y). Pak z e DQ =>y(x, x) = 0, z ¢ehoi
snadnym poétem plyne pro libovolnd z, y z D@ toto: y(z, y) + ¢(y, ) =
= 0, W(ix’ y) + 1{’(?/, }x) = 0: 1/)(21, ?/) "—'P(?/: x) = 0: takZze y)(a:, y) = 0.
Tim je dilkaz proveden.

1,7. Necht ¢ je bilinedrni forma v H,, Dp= H,. Necht prvky
ay, .., &, twoft ortonormdlnt fundamentdlnt mnoZinu v H,. Pak existuji
(@ jsou formou @ a proky a,, ..., a, jednoznaéné uréena) komplexnt Ssla o,y
(5, k=1,2,...,n) takovd, %e @(x,y) = oy (x, &) (ar Yy) pro vechna
z,yeH,

Dtikaz. PoloZim o;; = p(a;, az).

Pozndmka. Obdobnd véta plati oviem (vzhledem k 7,6) pro formy
druhého stupné.

7,8. Rikédme, %e bilinedrnf forma ¢ v P je hermiteovskd, jestlize pro
libovolnd x a y z Dy ¢&isla ¢(z, y) a p(y, ) jsou komplexné sdruzend.

Piiklad. Snadno se zjisti, Ze forma ¢ z 7,2, (1) je hermiteovskd,
kdy? a jen kdy% o, = xy; (3, k= 1,2, ..., n).

- 1,9. Bilinedrnt forma @ je hermiteovskd, kdy% a jen kdyZ pFisludnd
k nt forma druhého stupné @ je redlnd (t. j. Q(x) je redlné &islo pro kaZdé
z e DQ). . ,

Dukaz. Je-li ¢ hermiteovskd, pak méme vidy ¢(r, x) = ¢(z, x),
takZe Q(z) = g(, x) je redlné. Je-li Q(x) = g(z, x) vidy reilné, pak téz
(@, ) + 9y, 2) je vidy reslns, tedy — p(z,y) + ¢(y, ) = i pliz, y) +
+ ig(y, ix) je vidy ryze imagindrni. Z toho plyme, Ze ¢(z, y) a ¢(y, x)
jsou komplexné sdruzené.

7,10. Necht P je nyni normovany linedrnf prostor. Rikdme, Ze
bilinedrni forma ¢ v P je parcidlné spojitd, jestlize je ,spojitd v kazdé
proménné zvIasté, t. j. jestlize pro libovolnd a e Dp, be Dp a ¢ > 0
existuje (1) §, > 0 takové, Ze re Dg, |t —a| < d; = |p(x, b) — @la,
b)| < &, (2) 63> 0 takové, Ze ye Do, [y —b| < §; = |p(a, y) — ¢(a,
b)| < e. Rikdme, Ze @ je spojitd, jestliZe je ,,spojitd v obou proménnych
zdrovei*, t. j. jestliZe pro libovolnd a € Do, b € Dy, ¢ > 0 existuje 6 > 0,
ze xeDp, yeDp, |x—a| <6, |y —0b| < d=|px,y) —¢a,b)| <e

7,11. Snadno se zjist, %e bilinedrn{ forma ¢ je parcidlné spojitd
tehdy a jen tehdy, kdyZ k libovolnym a e Dp, be Dp, ¢ > 0 existuje
8 > 0 tak, Ze z e D, |2| < 6 =>|p(a, 2)] < &, |p(z, b)| < &, a Ze je spojitd
tehdy a jen tehdy, kdyZ ke kazdému & > 0 existuje § > 0 takové, Ze
z€Dp, ye Dy, |o| <4, Jy| <d=|p(@ y)| <&

7,12, Jestlize P mé nekonednou dimensi (1,16), pak mohou existovat
bilinedrn{ formy v P, které nejsou parciilné spojité. Uvedeme pifklad. —
Necht P se skldd4 ze viech posloupnostf komplexnich &sel z = {£,}i-1
takovych, e Zi.1|éxf® <co. Normu definujeme takto: z = sup |£:]. Pro
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z={&} e P, y = {n:} ¢ P Klademe (2, y) = Ti—1&:7x- Zi‘e]me @ je
bilinedrnf, Dp = P. Bud y = {k~1}jn1, 2™ = {£"}F-1, kde & = n—1
pro k < 228, EM =0 pro k> 22", Ziejmd 2™ ¢ P, y ¢ P, lima™ = 0,

|p(@™, y) | = |Zp=1k1 én)l > 1, takfe ¢ mneni parcidlng ’slp(;ojité.. —
Poznamendvime jesté, Ze v tomto pifkladé prostor P nenf tpiny.

7,13. Parcidlné spojitd bilinedrn{ forma nemusi byti spojitd. Priklad:
necht prvky a,, k=1, 2, ..., tvofi fundamentdlni orthonormdlni mno-
%inu v Hy. Bud L linedl prvki « e Ho, takovych, Ze Zp_1k|(x, a,)?| <co.
Pro z € L, y € L polozme p(z, y) = X1 k(z, a;)(ay, y). Forma ¢ je parcidlné
spojitd, nebot pro ze L, ye L mime g(z,y) = (1 k(x, a;) a, y) =
= (z, 21k . (¥, az) az); stv. 2,6 a 2,10, JeZto p(ay, a;) = k, nenf ¢ spojité.

7,14, Necht P je normovany linedrni prostor. Formu druhého stupné
Q v P nazveme parcidlné spojitou, jestlize ke kazdému e DQ a ¢ > 0
existuje § > 0 takové, Jey € DQ, [y| < 6 = |Q(x + ¥) — Q) — Q)| < &.
Spojitost formy @ je definovéna jako obvykle, t. j. nazyvime Q spojitou,
jestlize ke kazdému x e D@ a & > 0 existuje § > 0 takové, Ze y ¢ DQ,
ly — 2| < 6 =|Q(x) — Q)| <&
T,15. Je-li forma druhého stupné Q spojitd, je téZ parcidiné spojitd.
Dikaz. Pro zeDQ, yeDQ jest [Qx+ y) — Q) — Q) <
< Q=+ y) — Q(x)| -+ |Q)|; pro kazdé » e DQ a & > 0 existuji §, > 0,
62 > 0 tak, Ze pro |y| < 8, jest |Q(z + y) — Q(x)] < &, pro |y] < I, jest
Q)] < &
7,16. Necht P je normovany lmearm prostor. Bilinedrni forma ¢ v P
je parcidlné spojitd, kdyZ a jen kdyZ prislusnd k ni forma druhého stupné Q
je parcidlng spojitd.
Dikaz. Vyplyne ihned (srv. 7,11) z toho, %e (viz 7,6) plati: @z +
+9) — Q(x) — Q(y) = @@, ¥) + ¢y, %), Qiz + y) — Qix) — Qy) =
7, l7 Necht P je normovany linedrni prostor. Bilinedrni forma pv Pj je
spojitd, kdy? a jen kdyk pFislusnd k ni forma druhého stupné Q je spojitd.
Dikaz. Z rovnosti. v pfedeslém dikazu plyne, %e pro ,,mala‘‘ z,y
" jsou 6% sla @(z, ¥) + @(y, z), ip(z, y) — ip(y, ) mald (v absolutni
hodnoté). PouZijeme pak 7,
Poznémka. Podle 7,16, 7 I7 dostaneme z piikladd 7,12 a 7,13
ilined obdobné p¥iklady pro formy druhého stupné.
1,18. Forma druhého stupné Q je spojitd, kdyZ a jen kdy% ewistuje
¢>0tak,%e xe DQ, |2| < 1 =]Q(2)] <ec.
* Vyplyne z rovnosti v ditkazu 7,16.
7,19. Dilesité pro nas budou hlavns bilinedrni formy a formy druhé-
ho stupné v dplnych unitérnich prostorech. Budeme se nyni zabyvat
takovymi formami; pfedeviim jejich vztahem k operdtoriim. .
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Necht ¢ je bilinedrni forma v H. Jestlize 4 je linedrni operdtor v H
takovy, e DA = Dp, AHC Dg a z e Dp, y e Dp = (Az, y) = ¢(z, y)
[resp. x € Do, y e Dp = (z, Ay) = p(z, y)], pak ¥kdme, e operitor 4
a bilinedrni forma @ si navzdjem pFislusi zleva, resp. zprava.

7,20. Ke kazdé parcidlné’ 8p07'ité bilinedrni formé ¢ v H pFislusi zleva,
po prip. zprava, prave jeden operdtor v H.

Dukaz. Jeito ¢ je ,,spojitd v kazdé promenn"‘ existuje (podle 5,5,
kde klademe R = Dg) pro ka%dé y ¢« Dy pravé jeden prvek v e H takovy,
zex € Dp = p(z, y) = (z, v). PoloZime v = Ay. Takto definujeme linedrni
operdtor 4 v H, jenz zfejmé pifslusi k ¢ zprava. Jestlite 4, a 4, pfislusi
k @ zprava, pak pro libovolné z € Dy, y ¢ Dp méme (z, 4,y — 4,y) = 0,
z SehoZ plyne A,y — A,y | Dg, takie vzhledem k 4,y ¢ Dp, 4,y € Dp
" méme A,y — A,y = 0. Obdobny je dikaz, Ze existuje prdvé jeden ope-
rator, pifsluiny k ¢ zleva.

Pozndmka. Obricend, ke kazdému linedrnimu operdtoru 4 v H
takovému, Ze AH C DA, pfisludi bilinedrni forma ¢, definovand rovnosti
¢(z, y) = (Az, y). Tato forma nemusi byt obecné parcidlné spojita; je-li
viak hermiteovskd, je vidy parcidlné spojitd. ,

7,21, Operdtor, prislusny k parcidlné’ spojité bilinedrnt formé o v H,
je hermiteovsky tehdy a ;ien tehdy, kdyZ @ je hermiteovskd. Operdtory, prislus-
né k @ zprava a zleva, jsou pak totoZné.

1,22, Ke kaZdému hermiteovskému operdtoru A v H takovému, Ze
AH C DA, prislusi (pravé jedna) bilinedrni forma @. Tato forma je her-
miteovskd a parciding spojitd.

7,23, Bilinedrni forma @ v H je spojita’, kdyZ a jen kdyZ pfislusny k ni
(zleva nebo zprava) operdtor je omezeny.

Dtkaz. Prsludi-li 4 k ¢ zleva, pak pro ze e Dy, y <D plati:
SUDz =1,y =1 |(4%, ¥)| = ¢ < 0. Jetto AH C Dy, existuji y,eDp
tak, %e lim y, = Az. Pro |z| < 1, xe Dp méme tedy |(4z, Az)| < ¢;
z toho plyne tvrzeni. _

7,24. Je-li A hermiteovsky operdtor v H, AH C DA, pak |A| =
== supm ~1|Q@)|, kde Q je pfislusnd (ve smyslu, jens je patrny 271,10 a 1,5)

A forma druhého stupné. ,

To plyne z 6,42,

7,25. Necht P j je hbovolny linedrni prostor; riké,me %e forma dru-
hého stupné @ v P je nezdpornd, jestliZe z ¢ DQ = @(x) > 0. — JestliZe
k operétoru A v H piisluii nezdporn4 forma druhého stupné, Hkéme, Ze A
je nezdporny. Pro operitory 4, B v H piSeme 4 > B a B < A4, jestliZe
DA = H anebo DB= H a operé,tor A — B je nezdporny.

_Poznédmka. Zfejmé tedy 4 je nezdporny, kdy% a jen kdyZ (1) AH C
C DA, (2) xe DA = (4z, ) > 0.
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. 1,26, Jestlize operdtor A v H je nezdporny, pak je hermiteovsky.
- Plyne z 7,9 a 7,21 (srov. pozndmku k 7,20). ‘
- Poznémka. Lze udat pi{klady nezdpornych forem druhého stupng,
které nejsou parcidlné spojité.

71,27, JestliZe forma druhého stupné Q v libovolném linedrnim prostoru
P je nezdpornd a @ je prisludnd k ni bilinedrni forma, pakx ¢ DQ,y ¢ DQ =~
= o, ¥)|* < Q=) Q).

Dakaz. Zvolme &slo « tak, aby |x| = 1 a aby p(z, z), kde z = oy,
bylo redlné. Pro libovolné redlné 1 mame A% Q(x) 4+ 24 p(x, 2) 4+ Q(z) =
= Q(Az + 2) = 0 (poutili jsme toho, Ze podle 7,9 ¢ je hermiteovskd).
Z toho plyne, %e [¢(z, 2)]* — Q(2) @(2) < 0, tedy l‘P @y < Q=) Q).

7,28. Zavedeme tuto tmluvu: klademe vidy 00.0=0.00 = 0.

7,29, Jestlife operdtor A v H je nezdporny, pak pro ka#dé xe DA
platt |Az? < |4|(4z, z).

Dtkaz. Z 7,27 vyplyvéd, %e pro x e DA, ye D4 platl |(dz, m)t <
< (dz, z) . (4y, y), tedy |(dx, )2 < |A]]y]2(Ax x); viz tmluva 7,28,
Jesto AHC D4, existuji y, e DA tak, ¥¢ Az = lim y,. Z toho plyne
|(Ax Az < |A]]Ax]2 (dz, z), tedy ]Ax[“ < |4l|Azx(Ax, 2), A=z <

(Az, z).

7,30, Je-li A prosty nezdporny operdtor v H, DA C AH, pak A~ je
6% mezdporny.

To plyne z pozndmky k 7,25, nebot ziejmé A-HC D4-! a
zeDA~ 1= AH = (4%, 2) > 0.

§ 8. Adjungovany operitor. Normélni operdtory.

.V tomto paragrafu dospivime jiz k pone¢kud hlubSim vysledkiim
{viz na pt. dileZitou vétu 8,21, jez pochédzi od J. v. NEUMANNA) a zavd-
dime pojem normélnfho (zv143té pak normélnfho hermiteovského) ope-
rétoru, jenZ mé zédkladni vyznam pro celou theorii operitord.

. 8,l. Necht A je linedrnt operdtor z H do H'. Je-li y ¢ H', pak bud (1)
pro Zidné v € H neplati x ¢ DA = (Az, y) = (2, v) anebo (2) existuje pravé.
jedno v € DA takové, Ze x e DA = (Az, y) = (2, v). '

Dikaz. JestlifZew e Hax e DA == (4z, y) = (=, w), bud v pramét w
na DA. Ps,kw-——v_j_ DA, z &eho# plyne texe DA = (2,v) = (x, w) =

= (42, y).

8,2, Necht 4 je linedrn{ operétor z H do H’. J estlize y e H' a nastivi
piipad (2) z 8,1, poloiime v = A*y. Takto uréeny operdtor A* z H’' do H
je linedfn{. Nazyvéme jej adjungovangm k A opertorem.

Pozndmka. Obdobnou definici lze zavést pro operédtory z P do P,,
kde P a P jsou normované linedrnf prostory. A* je pak operé.tor
z [P, —]do [P ]
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*8,3. Priklad. Necht operdtor 4 v H, je urden &sly o,y (3, k=
., ) tak jak uvedeno v 6,43. Pak operator 4* je urden &fsly of, =

I

1,
E

84 Jestlife A, B jsou linedrni operdtory z H do H’, DA=Ha
A C B, pak A*D B*.

8,5. Bez pfedpokladu DA — H véta 8,4 neplati, jak vyplyvé z nésle-
dujiciho ptikladu. Je-li 4 C I, kde I je jednotkovy operdtor v H, pak
DA* = H a pro kazdé x ¢ H prvek A*z je primétem x na DA.

8,6. Plati (xA)* = xA* pro libovolny linedrnt operdtor A z H do H'

8,7. Jestlite A je omezeny operdtor z H do H', pak DA* = H'. —
Nebot jestlize pro libovolné y e H' klademe f,(x) = (4=, y) pro z e DA,
pak f, je linedrni funkciondla v DA, z dehoZ vyplyvd, Ze existuje ve H
takové, Ze x € DA = (4=, y) = (, v), tedy nastévé piipad (2) z 8,1,

8,8. Jestlite A, B jsou linedrni operdtory z H do H', D(A + B) =
pak (A -+ B)* D A* 4 B*. Je-lIi pfitom operdtor A nebo B omezeny, pak
(4 4+ B)* = A* - B*,

Dtkaz. Necht y e D(4* - B*), A*y = u, B*y = v. Pak z ¢ D(4 +-
+ B) = (Az 4- Bz, y) = (z, 4 + v), z ¢ehoZ plyne u -}- v = (4 4 B)* .
Druhé tvrzeni pak plyne z 8,7, nebot je-li na p¥.. B omezené, méme
A* D — B* L (4 4+ B)*, tedy DA* D D(A - B)*.

- 8,9. Necht'A je operdtor z H do H’', B je operdtor z H' do H”. Je-l
D(BA) = H, pak (BA)Y* D A*B*. Jestlite pfitom operdtor B je omezeny,
DB = H', pak (BA)* = A*B*.

Dikaz. Jestlize z e D(A4*B*), pak pro z e D(BA) ) platf (BAz, z) =
= (Az, B*z) = (x, A*B*z), z &teho’ vzhledem k D(BA)= H plyne
A*B*z = (BA)*2z. — Je-li B omezeny, DB = H’, pak D(BA) = DA apro
ka%dé z ¢ H” mdme z ¢ DA = (BAx, 2) = (Az, B*z). Tedy pro z ¢ D(BA)*
plati z e DA = (z, (BA)*z) = (Az, B*z), thkie (BA)*z = A*B*z.

8,10. Necht 4 je operdtor z H do H'. K tomu, aby A* byl prosty, je
nutné a staét, aby AH H'.

Dikaz, Kdy: AH = H’, pak pro ka%dé ye H’, y + 0, méme

(Az, y) + 0 prondkteré z ¢ DA, z ¢ehoZ plyne A%y + 0. Kdyz AH + H',
budbeH', b | AH, b = 0. Zre]mé A*d = 0,

8,11, Necht A je prosty operdtor z H do H'. Necht DA = H,DA-! =
= H’. Potom plati (A*)~1 = (A~1)*.

Dikaz. Necht y=—= (4-1)*z. Pak ve DA~1 = (A 1y, x) = (v,.9),
tak¥e u € DA = (u, ) = (Au, y), z &ehoZ plyne z = A%y, y = (4%)"1a.
Necht nyni y = (4*)"'x. Pak z= A%y, tedy uwe DA =>(4u,y) =
= (u,z), tedy ve DAl => (v,9) = (4~ W, 2), takie y= (4" 1)"‘9: '

" 8,12, Operdtor A* je vidy uzavieny.
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Ditkaz. Necht z,e DA*, z,—> 2z, A*r, - y. Potom pro we DA
mdame (Au’ xu) g (Au: 2}), (u, A*xn) - (u, .’/)» (Au{_in) = (u, A*xn)’
takZe (Au, 2) = (u, y) a zfejmé y ¢ DA, nebot A*z, ¢ DA. Tedy y = A*z.

8,13, Jestlize A je linedrni operdtor z H do H' a plati A = @,.n4.,
pak A* = @,n4,*.

Dikaz. Kazdé A4, je (viz 6,22) operdtorem z L', do L,, pfi demZ
H = ®,xLy, H = @®,.~L.,', L, & L/, jsou tedy dplné unitédrni prostory
(srov.2,18)a L, | L, L', | L, (prou=v). A,* jsou operdtory z L', do L,.
Méme tedy dokdzat: v = A*v, kdy# a jen kdyz v = 2v,, u = ZA*p,, kde
oviem v, ¢ L',, v probthd N. Necht tedy nejdiive u == A*v, takZe plati:
ze DA = (Adz,v) = (x,u), we DA. Bud v=2v,, v,¢L,, u=Zu,
uy € L,. Z¥ejm8 DA, = L,. DA; pro ze DA, mdme (4z, v) = (4,2, v,),
(2, ) = (2, 4,); z toho plyne, Ze ze DA, = (4,2, v,) = (z, u,). Ziejmé
té% u, e DA, = L,DA, takie u, = A,*v,. — Necht nyn{ mdme obrdcené
v=3v,, vyelL',, u=XA,*, Jestu, = A,*v, e DA,, z dcho plyne, Ze
ue @ DA,, a tedy, jak se snadno ukdze, ue DA. Pro z € D4, z = Xz,
z, € L, médme z,e DA,, tedy (4,x,,v,) = (z,, 4,*,). Zfejmé (Azx, v) =
= (X4,z,, Xv,), tak¥e (viz 2,6) plati: (dz, v) = Z,.n(4,2,, v,); obdobné
(x, u) = Z,en(x., 4,*,). Z toho plyne (4z,v) = (z, u), ¢imZ je dikaz
proveden, :

8,14, Necht A je operator z R do R’ (zpravidla oviem piijde o tplné
R a R’). Linedl v8ech prvki {z, 42} ¢ R @° R’, kde oviem = ¢ DA, ozna-
¢im G4 (a nazyvam nékdy grafem operatoru 4); linedl viech {4z, —=x} €
€ R’ ®° R oznatime G*A4. GA je oviem ,,graf*‘ zobrazeni 4 v obvyklém
smyslu (t. j. pffmo zobrazeni 4, pojimané jako podmnoZina kartézského
soutinu R a R’). Vyznam G*4 bude patrny z dalitho.

Dvojici prvkd %, v budeme znadit {u,v}, aby nedoSlo k z4dméeng
s vnitinim soudinem. .

8,15. Je-li A linedrni operdtor z H do H’, pak plati G*A* = (DA @
@° H') ©GA,"GA* = (H' @° DA) ©G*A4. v

- Ditkaz Necht ye DA*; pak pro ze DA 1_1_1é_ine ({z, Az}, {A*y,

—-yD_: (x, A*y) — (Az,y) = 0. Je-li {u,v}e(DA@P*H)OGA, pak
% € DA a pro z ¢ DA mame ({u, v}, {x, Az}) = 0, tedy (u, ) + (v, Az) =
= 0, (—u, x) = (v, Az); tedy — u'= A*v, z &ehoZ plyne {u, v} e G*4*.
Obdobny je diikaz druhé rovnosti.

8,16. Je-li A uzavfeng operdtor z H do H', pak DA* = H'. Je-li
pfi tom DA = H, pak A** = A.

Dikaz. Kdyby DA* + H', pak by existoval prvekbe H',b | DA?,
b # 0, nadez bychom méli {b,0}¢ H' @¢ DA, {b,0} | GA*, z &ehoi

vzhledem k uzavienosti 4 plyne podle 8,15 a 3,10, Ze {b, 0} e G*4, tedy
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b = A0, coZ neni moiné. Druhé tvrzeni vyplyne, uZijeme-li dvakrdt (pro
A a pro A* misto 4A) rovnosti v 8,15.

8,17. Je-li A operdtor z H do H’, pak A** je uzavfeny, DA** — H,
AFrFk A**

To plyne z 8,12 a 8,16.
8,18. Necht A je operdtor z Hdo H'. Je-li DA* = H’; pak A C A**;
A = A** plati, kdyZ a jen kdyZ A je uzaviené a DA — H.

8,19. Operdtor A v H je hermiteovsky, kdy% a jen kdyZ A C A*. Je-li A
hermiteovsky operdtor v H, DA —= H, pak A = 4A*.

8,20. Necht A je uzavfeny linedrni operdtor z H do H'. Potom'I |-
—{- A A* je prosty nezdporny (a tedy hermiteovslcy) uzavi"engj operdtor a polo-
gime-li B= (I 4- AA*)~Y, pak B je mezdporny, DB=H', |B| < 1,
B* — B; poloizme i 0= A*B plati DC = H', |C| < L. Konecn enadi-li
A’ zdfent operdtoru A* na D(AA*) pak A* je neymenéi uzaviend roz§éreni
operdtoru A’ a plati DA’ = H'.

Dukaz. Podle 8,15 a 3,10 méme H' @° DA = G*4A @ GA*. Z toho
ihned plyme: ke kaZdému u e H' existuje pravé jedna dvojice prvki
z e H, y ¢ H' takovi, Ze plati (*) {u, 0} = {4z, —z} 4 {y, A*y}; pfitom
jexe DA, y e DA*. Poloiim x = Cu, y = Bu. Ziejmé C je linedrni ope-
rator z H’' do H, B je lineérni operdtor v H', DC = DB = H'. Operitor B
je prosty, nebot je-li Bu = 0, pak médme {u, 0} = {4z, —z}, tedy z = 0,
%= Az = 0.

Pro libovolné u e H' plati, jak plyne z (*), e u = ACu 4 Bu,
A*By = Cu. Z toho plyne w == AA*Bu + Bu. Tedy (I + AA*) B = 1.
Operétor I -+ AA* je prosty nezdporny; nebot kdyby (u - 44*u, u) <
<0 pro u = 0, pak by |ul® 4 (44*u,u) < 0, tedy |uf? + (A*u, A*u) <
< 0, co% nenf mozné Z toho oviem plyne, 7e B = (I 4+ AA*)~1 a %e
operator B je rovné% nezdporny (viz 7,30).

Jezto B je nezdporny, je podle 7,26 hermiteovsky, tedy podle 8,19
]est B* = B. Ze vztahu (*) plyne déle pro libovolné u e H' toto: |u[? =

= |{dx, —x}* + {y, A*y}|®, kde x = Cu,y = Bu; tedy |u[* = |A0u|2+

0u|2—|- | Bul? + |A"‘Bu|2 Z toho plyne |B| < 1, |0 L 1. Jeito B je
omezeny, DB = H', je uzavieny, tak¥e té% I 4+ AA* je podle 6,12
uzavieny. Zbyva jesté dokdzat posledni tvrzeni véty; k tomu stadi (viz
téz 8,16) zjistit, o GA' = GA*. Predpoklddejme tedy, Ze z ¢ DA* a {x,
A*x} | GA’. Pak mame (2, y) + (4*z, A*y) = 0 kdykoli ye D(AA4*);
z toho viak plyne, Ze y e D(AA*) = (z,y) + (x, AA*y)= 0, tedy ye
BH' = (z, B~ly) = 0, takde x = 0.

8,21, Necht A je uzavfeny linedrnt openitor z H do H' a necht DA =
= H Potom operator I + A*A je prosty nezdporny (a tedy hermiteovsky),

= (I -+ A*A4)~! je nezdporny, DB = H, |B| < 1, B* = B. Polo%ime-li
C’ AB, pak DC = H, |C| < 1. Koneéné, je-ls } A’ zuien{ operdtoru A na
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D(A*A), pak A je nejmenst uzaviend rozfifent operdtoru A’ a plati DA' =
= H.

Dikaz. Plyne z 8,20, kdyz tam dosadime A*za A a poukijeme pak
toho, Ze podle 8,16 jest A** — A.

8,22. Nejdilezitéjsi linedrni operdtory v H jsou ty, které spliuji
podminku 4* = A. Budeme nejdi{ve zkoumat #ir$i a rovné velmi diile-
zitou t¥idu normdlnich operidtorti. Linedrni operitor 4 v H nazveme
normdlnim, jestlize je uzavieny a 4*4 = AA4*.

8,23. Jednoduchy p#klad normalniho operdtoru, ktery neni her-
mlteovsky v prostoru H, dvojic {£,, &,} operétor ktery prevadi {&,, &,}
v {&, —&, ). Piiklad opera,toru ktery neni normdlni: ve stejném prostoru
operator, ktery prevadi {&;, §,} v {2&,, —&;}.

8,24. _if_e_lz_ A normdlnt op:er_dtor v H, pak DA = H. — Nebot podle
8,20 jest D(AA*) = H, tedy D(4*4) = H.

8,25. Je-li operdtor A v H normdlni, pak je té€ A* normdlni. — Nebot
z 8,24 a 8,18 plyne 4** — 4.

. 8,26. Necht A je operdtor v H. K tomu, aby A byl normdlnt hermiteov-
sky, je nutné a stalt, aby A* = A.

Dikaz. Je-li A normélni hermiteovsky, pak z 8,20 plyne, ze A* je
nejmens{ uzaviené roziifeni operdtoru A’, jeni je zlZenim A* na
D(AA*) = D(4*4) C DA. Jeito A je hermiteovsky, jest 4 C A*, takze
méme 4’ C 4. JeZto A je uzavieny, plyne z toho 4* = 4. Je.li 4* =
pak evidentné A je normalni hermiteovsky.

8,27. Je-li A hermiteovsky operdtor v H a pfitom DA H nebo
AH = H, pak A je normdlni. -

Ditkaz. Jetto A je hermiteovsky, mdme 4 C A*. Je-li DA = H,
plyne z toho jiZ 4 = 4*. Je-li AH == H, pak, jak patrno, 4* je prosty,
‘aztohoaz AH = H jiZ plyne 4 = 4*.

8,28, Zavedeme ndsledujicf pojem, jenz m. j. umoziiuje jinou cha-
-rakterisaci normdlnich operdtorii: nazveme operatory 4, B z H do H’
metricky podobnyms, jestlite DA = DB a ¢ DA = DB => |Az| = |Bz|.

Snadno se zjisti: jsou-li A & B metricky podobné, pak (4, Ay)

= (Bz, By) pro x ¢ DA, ye DA.

8,29: Necht operdtory A, B z H-do H' jsou uzavFené a DA — DB —
= H. Potom A, B jsou metricky podobné, kdy% a jen kdy? A*A — B*B.

Dikaz. I. Necht 4, B jsou metricky podobné operitory. Jestlize
yeD(4*4), pak pro ze< DB= DA jest (Bz, By)= (4x, Ay) = (z,
A*Ay), takie (Bx, By) zavisi spojitdé na z, a tedy (viz 5,5 a 8,1) pla,ti
ByeDB*,. ye D(B*B) a (z, B*By) = (v, A¥*Ay) pro ze DB = DA.
Z toho plyne 4*4 C B*B a obdobné B*B C A*A4. II. Necht 4*4 =
= B*B. Bud L = D(4*4) = D(B*B). Je-li z¢ L, pak (4z, Az) = (=,
A*Az) = (x, B*Bx) — (Bz, Bz). Je-li nyni u € DA, pak z 8,21 (posledni
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tvrzeni) plyne, Ze existuji z,e L tak, %e z, - u, Az, — Au. Jeito
%, e L, méme |4z,, — Ax,| = |Bz,, — Bz,|, takie posloupnost prvki
Bz,, je cauchyovskd, tedy konverguje k prvku » ¢ H. JeZto B je uzaviené,
mame % € DB, Bu = v = limBz,. Tedy DA C DB. Jeito xz, ¢ L, mime
|Az,| = |Bz,|, tedy |Bu|= hm[Bx,,] = lim|4x,| = |4uy|. Podobnd se
ukdze DB C DA.

8,30. Necht A je uzavieny operdtor v H, DA = H. Pak A je normdini,
kdyZ a jen kdyZ A* a A jsou metricky podobné.

To plyne z 8,29 a z toho, Ze podle 8,16 mime A** —= A4.

8,31. JestliZe A a B jsou normdini operdtory v H, A C B, pak A = B.

Dikaz. Podle 8,30 jest DA* — DA, DB* — DB. Mdame A C B,
tedy podle 8,4 A* D B*, takie DA* D DB*, DA D DB. Z toho jiZ plyne
D4 = DB, A = B.

8,32, JestliZe operdtory A, B v H jsou normdlni, operdtor B je omezenyj
a B*A = BA¥*, pak A 4 B je normdint.

Dukaz.Z 8,242 6,17 plyne DB = H, takie D(4 - B) = DA a tedy
(podle 6,17) méme D(4 + B) = H. Tedy podle 8,8 jest (4 + B)* =
= A* 4 B*. Podle 8,30 stadi tedy dokdzat, Ze A* -~ B* a 4 4 B jsou
metricky podobné. Jezto z 8,30 vyplyvd, ze DA = DA* méme D(4* -
+ B*) = D(4 + B). Stati tedy dokézat pro xe D(4 + B), Ze |Ax +
+ Bx| = |A*x | B*z|. Jest |Ax - Bx|*= (Ax + Bz, Az 4 Bz)=

]A:c|2 + |Bz|? + (Az, Bx) 4 (Bz, Ax). Jeito podle 8,7 DB*=H
mame (dz, Bx) = (B*Az, x) = (BA*zx, ) = (A*z, B*x). Z toho a z 8,30
plynenyni |Az + Bx|* = |A*x|? + |B*2|® + (Ad*x, B*z) + (B*z, A*z)=

= |A*x -+ B*z|%. :

Pozndmka. Bez pfedpokladu omezenosti 4 nebo .B véta oviem
neplati. Stadi vzit norméini A takové, ze D4 + H a poloZit B = — 4.

8,33. Jsou-li A, B normdini hermiteovské operdtory v H a je-li jeden
z nich omezeny, pak A + B je normdini hermtteovsky

Plyne z 8,32 a 6,38.

8,34. Jestlize A, B jsou normdlni operdtory v H, jeden z nich je ome-
zeny a jest AB = BA, AB* — B*A, BA* —= A*B, pak AB je normdlni.

Dikaz. Necht tfeba B je omezeny. Jeito (viz 8,24 a 6,17) DB = H,
podle 8,9 méme (BA)* = A*B*.Jest BAA*B* —= BA*AB* = A*BB*4 =
= A*B*BA; podle 6,14 je BA = AB wuzavieny. Tedy BA AB je
normélni.

8,35. JestliZe A, B jsou normdlni hermiteovské operdtory v H, jeden
z nich je omezeny a AB = BA, pak operdtor AB je normdini hermiteovsky.

Plyne z 8,26, 8,34 a 6,38.

8,36, Jestlite mormdlni operdior A v H 7e prosty, pak AH H
a operdtor A* je té£ prosty.
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Dikaz. JeZto A a A* jsou podle 8,30 metricky podobné, je 4*
prosty (nebot je-li A*x = 0, jest |[dz| = |A*2| = 0, z = 0). Z toho plyne
AH = H.

© 8,37. Je-li A prosty normdini operdtor v H, pak A~1 je té£ normdini.

Dikaz. Z 8,30 plyne, Ze A* je prosty, takZe podle 8,10 plati AH =
= H, tedy DA~'= H. Podle 8,11 jest tedy (4~1)* = (4*)~!, takZe
méme A" Y A" )* =AY A*) 1= (4*4)" 1 = (A4*) 1 = (4*)" 14" 1=
— ( A - 1)* A—l. ]

8,38. JesiliZe operdtor A v H je prosty normdlni hermiteovsky, pak A=
je normdlni hermiteovsky.

Plyne z 6,38, 8,26 a 8,32.

8,39. Necht A je linedrni operdtor v H a necht A = @,x 4y, A, jsou
vniting operdtory. Potom A je normdlnt, kdyZ o jen kdy% A, jsou normdlni,
a je normdlnt hermiteovsky, kdyZ a jen kdyZ A, jsou normdlni hermiteovské.

Dikaz. Podle 8,13 jest 4* = @,,SN A*. Jestlize operdtory A jsou
norméini, pak podle 8,30 4, a A4,* jsou (pro kazdé ) metricky podobnsé,
z dehoZ ihned vyplyvé, Ze 4 a A* jsou metricky podobné, tedy 4 je nor-
mélni. Podobné se dokd%e zbytek véty (pro hermiteovské operitory
pouZijeme jesté 6,39).

§9. Projektory.

Pfsmeno P znadf v tomto paragrafu stdle normovany linedrni
prostor.

9,1. Lineédrni operdtor 4 v P nazyvéme projektorem, jestlize (1) 42 —
= A, (2) DA = P, (3) operdtor 4 je uzavieny.

9,2, P¥iklady projektort. 1. V prostoru H, z I,I7 operitor,
ktery ptifazuje prvku {&;}i-1 prvek {&, ..., £,,0...0}; pfi tom p =
= 1,2,...,n je pevné zvolené &islo. 2. Necht L, je prostor z 6,10, (2).
Zvolme ¢&fslo ¢, a < ¢ < b a pro xze L, poloime y = Az, kde ye L,,
y(t) = Oproa < t < ¢, Y(t) = x(t) pro ¢ < t < b. Snadno se zjisti, Ze 4 je
projektor.

Poznédmka. Lze ukdzat, Ze v H,, je kaZdy hermiteovsky operétor,
jehoZ oborem je celé H,, soudtem p projektori, p < n. To plyne na pf. ze
znémé véty linedrni algebry o pfevedeni hermiteovské matice na diago-
nalni tvar, ,

9,3. Jestlize E je projektor v P, pak E—10) a E(P) jsou uzaviené,
u ¢ BE(P) = Bu = u, o kaZdé z € P lze vyjddiit prdvé jednim zpiisobem ve
waru z =2 1y, kde x e E=1(0), y ¢ E(P). '

Dikaz. Ziejmd linedl E-1(0) je uzavieny. JestliZe Yn = Bz,
Yo —> Yy, pak By,=y,, takie z uzavienosti & plyne By — y. Je.li
% ¢ EtP), pak u == By, Bu = Bv = u.Je-lize P, pak z = (z—Ez)+ Bz

a ziejmé z — Ez e E—1(0).
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9,4. Jestlize A je operdtor v P, A* = A, DA = P a linedly A~%(0),
A(P) jsou uzaviené, pak A je projektor.

Dikaz. Kdyz =, — z, Az, - y, pak Ax -z, >y—z, Az, —
—z,e A7Y0), tedy y—2xe 4~ 1(0), Ay = A:v déle y € A(P), takze
y=Ay,y= Ax Tedy operdtor A je uzavieny, t.j.md té% vlastnost (3)
z 9,l.

9,5. Necht L, CC P, L, CC P jsou uzavfené linedly takové, Ze (1) katdé
z e P lze vyjddfit ve varu z = = + y, € Ly, y € Ly, (2) Zddné z % 0 nele#i
zdroveti v Ly a v L. Pak existuje prdvé jeden projektor E v P takovy, Ze
E-10) = Ly, B(P) = L,.

Dikaz. Zminéné vyjadieni z = x 4 ¥ je uréeno jednoznainé. Polo-
Zim tedy Ez = y. Z 9,4 nyni vyplyne, Ze E je projektor. Je-li £, projektor
o zminénych vlastnostech, pak ze Ly = B,z = Bz, a je-li ye L,, pak
y= B, ve P, tedy By = E,E\v—= E’lv = y = Hy; z toho podle (1)
plyne E, = E.

9,6. Je-li E projekior v P, pak I — E je rovnéf projektor a jest (I —
— B)~40) = E(P), (I — B)(P) = E-Y(0).

9,7. Necht B, a E, jsou proiektory v P, Pak ndsledujict vlastnosti jsou
ekvivalentnt: (1) EIE2 = B, = E,E,; (2) E;10) C ETY(0), E(P) C Ey(P).

Dikaz. Necht plati (1). KdyZ Eyx = 0, pak B2 = E E.x = 0;
kdyz z e E,(P), pak ¢ = E,x = E,E\x — E,x, tedy xe Ey(P). Necht
plati (2). Pak pro libovolné x e P jest jednak x — E,x e E;1(0), tedy
z — B e E7Y(0), Byx — E Eyx = 0, jednak B x e E,(P), tedy podle 93
E.Bix = Elx

9,8. Jestlite prostor P je uplny, pak kaZdy projekior v P je omezeny.

Plyne z 6,18.

9,9. Bez pfedpokladu viplnosti P véta 9,8 neplati. P¥klad: bud H,
prostor z 2,2, (1). Necht linedl L, CC Hy, se sklddd z {£,} takovych, Ze
&, = 0 pro sudé n; necht L, CC H, se skldd4 z {£,} ¢ H, takovych, Ze
bop—1 =Ky (k= 1,2, ...). Zfejmé L,L, = (0), linedly L, a L, jsou
uzaviend v H,. Oznadim R linedl viech z = 2 + y, x € Ly, y € L, a pro
kazdé z tohoto tvaru poloZim Az = y. Pak 4 je operdtor v R, DA = R,
A? = A a z 9,4 plyne, Ze 4 je projektor. Necht p je celé kla.dné; bud
z={E,}e Hy, &3, =1, &, = 0 pro n + 2p. Snadno se zjisti, Ze z ¢ R;
Jeh {ﬂn}—' Ax, mé'me N2p—-1 =D, N2p = 1, N = 0 pI‘O 22)_1 05
+ 2p. Tedy || = 1, |42| = sz + 1. Tedy projektor A neni omezeny.

9,10. Zavedeme toto oznadeni: je-li P linedrni prostor, 4 C P,
B C P, pak A | B zna¥f mnoZinu viech x 4 y, xe 4, y € B.

9,11, Necht P je dplng, E, a E, jsou prajektory v P, BB, = E,E,.
Potom E\E; a E = E, 4 By — E\E, jsou té£ projektory v P a plati:
E\Ey(P) = Ey(P) . Ey(P), (BE\Eg)~*0) = E"(O) +E“(0), E(P)=
= E\(P) 4 Ey(P), E=Y0) = ET(0) . E;1(0)::. .. .
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Dikaz. Snadnym poltem se zjisti, %e (E,E,)* = E.E, E*=E.
Z 9,8, 6,15 a 6,13 plyne, Ze E,E, a E jsou uzaviené. Tedy jsou oba pro-
jektory. Je.li E\Ex = 0, pak z = (x — Ezr) + B, * — Ex e E71(0),
Epx e E-1(0). Tedy (E,E,)~1(0) C ETY0) + E;1(0). Je-li x e E(P), pak
2=FEzx+ (x—Exx) a méme ExeE,(P), Hyr— Ex)= Ex—
— BB\ x = Ex — E\x = x — Ez, takie x — E,x ¢ E,(P). Tedy E(P) C
C E,(P) + E,(P). Dikazy ostatnich tvrzenf jsou jesté snadnéjsi.

Korolér. JestliZe B, E, jsou projektory v wplném P a B By, = E,B,=
= 0, pak E, + E, je projektor.

Budeme se nyni zabyvat témi projektory v H, jeZ jsou zdroven her-
miteovskymi operitory.

9,12. Operdtor A v H je hermiteovskym projektorem, kdyZz a jen kdyZ A
je normalnt operdtor a A* = A.

Dikaz. Podminka je zfejmé nutnd. Predpoklddejme, Ze je splnéna.
Z 8,30 plyne DA* = DA aztoho dile D(4*4*%) = D(AA*) = D(4*4) =
= D(42%) = DA. Podle 8,9 midme A* = (44)* D A*4A*. Tedy A* =
= A*A4*. Pro libovolné z e DA mime A(x — Ax) = 0, tedy podle 8,30
A*(x——Ax 0, A*xz — A*4x = 0. Tedy A* = A*4. Jeito A* je té%
normzilm 5 (A*)2 = A*, miZeme dosadit 4* za 4 a mdme 4 =
= A** = A**A"‘ AA* = A*4, tedy A = A*, takie A je hermiteov-
sky. Z toho plyne: x ¢ DA => (4z, 2) = (4r , z) = (Az, Ax) > 0. Polo-
¥fme-li B = I — A4, pak B je norméln{, B? — B, tak¥e, jak jsme pravé
ukézali, plati 2 ¢ DA = DB = (Bz,z) > 0, z éehoz plyne ze DA =
= ]:t:[2 = (Az, 2). Z toho vyplyvé podle 6,42, 7e |4| < 1 a déle podle
6,18, e DA = H. Tedy A je projektor.

9,13. Je-li E hermiteovsky projektor v H, pak O S<ELIa|E =1,
pokud nent E = O.

Diukaz. Nerovnosti 0 < E < I a |E| < 1 plynou z nerovnosti ke
konci predchézejiciho dikazu. KdyZ |E| <1, pak podle 6, |5 méme
|B| = |E?| < |E[2, z ehok plyne |E| = 0.

" 9,14, Projektor E v H je hermiteovsky, kdyf a jen kdyZ E—1(0) | EH;
mdme pak H = E-(0) @ EH.

Dikaz. Je-li B hermteovsky, Ex =0, y= Ev, pak (z,y) = (=,
Ev) = (Bz,v) = 0. Je-li podminka splnéna, pak pro ze H, ye H jest
(x — Bz, By) = 0, tedy (z, By) = (Ez, Ey), z &ehoZ plyne (y, Ex) =
= (By, Ez) a tedy (2, By) = (Bz, y).

9,15. JestliZe A, B jsou hermiteovské operdtory v H, DA = H,
DB = H, pak AB = O, kdyZ a jen kdyZ AH | BH.

Dikaz. Kdyz AB = O, pak pro ze H, y ¢ H midme (Az, By) =
= (%, ABy) = 0. Kdyz AH | BH, pak pro re H, ye H mime (Az,
By) = 0, tedy (z, ABy) = 0, z dehoZ plyne ABy = 0.

9,16, Necht {E,},.n je soubor hermiteovskyjch projektori v H a necht
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E E, = O pro u + v. Potom E = 2, yE, je hermiteovsky projektor v H,
= @y E,H, E~(0) je prinikem viech E;(0).

Dikaz. Na zikladé 9,15 se snadno znsti %e pro libovolné z e H
alibovond e N, k= 1,...,n,prvky B,z (k= 1,...,n)az—3¢_ B,z
jsou viechny navzdjem ortogondlni. Z toho plyne, Ze Zj._ 1| B, m[ <
< |2f2, takZe X,y B[ < |2[2. Tedy podle 2,7 existuje soudet ZH,x pro
ka?dé , t. j. DE = H, a jest |Exz| < 1. Z 2,6 a z ortogonality E,H a E,H.
pro u + v plyne, %e pro libovolnd ze H, ye H méme (Exz, Ey) =
= S, (B, By) = Sn(Byr, y) = Swn(z, By), takle méme (Erz,
Ey) = (z, By) = (Ez, y), z tehoz plyne E? = E, E* — E. Z¥ejmé EH C
C @vex B,H. Jeli 2 = X, .y%,, z,¢ E,H, pak z podminky E Wy =0
plyne Ex = X, nvEx, = X, yE,7, = ey, = x, takie xe¢ E’H Tedy
EH = @,.xyE,H. Jeli Ex =0, pak ze vzdjemné ortogonality linedld
E,H plyne, Ze kaidy stitanec v Bz = 3, yE,x se rovnd nule, takZe x lezf
ve viech K, (0).

9,17. Necht linedly L, CC H jsou uzaviené, L = @y,eny L,. Prox e H,
v e N, bud B primét « na L, a Ex bud primét x na L. Potom B, a E jsou
hermiteovské projektory v H, B = X, nE,.

Diikaz. Na zdklads 9,5 a 9,14 se snadno ovéfi, Ze E,, E jsou hermi-
teovské projektory; jeito B ,H = L,, miZeme pouZit 9,16.

9,18. Jestlite B,, v € N, jsou hermiteovské projektory v H, D(Z, v E,) =
= H, |Z,nE,| L 1, pak EE,= O prop % v a Z,.xE, je hermiteovsky
projektor.

Ditkaz. Necht z ¢ E,H. Jezto hermiteovské projektory jsou nezé-
porné, mame |x|> > (Z,ENE,x, z) = (B ,x, 2) + Z,en(B,x, z), tedy

y:t: .
,,EN(va r) <0, (Byw,2)=0 pro kazdé » + , ; tedy podle 7,29

,E’,,:c__ 0 pro ¥ % u. Z toho plyneEE = O pro v % u. Nyni pouZijeme
9,16.

9,19, Jestlize B, a B, jsou hermiteovské projektory v H, pak ndsledujici
podminky jsou ekvwalentm (1) B, =2 Ey, (2) E\Ey= E,, (3) E,E; = E,,
(4) E,H C E,H, (5) E71(0) C E;1(0). Jsou-li tyto podminky splnény, pak
B, — E, je projektor.

Dikaz. Ekvivalence podminek (4) a (5) plyne z 9,14. Kdyz plati
(4), pak médme E,y = y pro y € E,H, tedy E,E,x = E,x pro kazdé z ¢ H.
Kdyz plati (5), pak pro kazdé # ¢ H méme E,x — x e E;1(0), BBz —
— B = 0. Zfejmé z (2) plyne (4), z (3) plyne (5). Tedy (2) aZ (5) jsou
ekvivalentni. Operdtor E, — E, je hermiteovsky; jsou-li (2) a% (5) splné-
ny, pak (El — BBy, — Ey) = By — E,— Ey, + Ey = E, — E,, takie
E, — E, je projektor, B, — E; >0 (podle 9%13) a B, > E,. Jestlize
El > E, pak 2eH, Exx =0 bﬁ,’t = 0, takze E 10) C E“l(O) Tedy
(1) je ekvivalentni s (2) a% (5).
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