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Časopfs pro pěstování matematiky, roč. 76 (1951) 

L INEÁRNÍ  OPERÁTORY  II 

MIROSLAV  KATĚTOV,  Praha. 

(Došlo  dne  30. června  1950.) 

Tato  druhá  část  referátu  má  stejně  jako jeho první část  (viz Čas. mat . 
fys.  75, D9—D31  (1950))  přípravný  ráz.  § 7  je  věnován  bilineárním 
formám  a  formám  druhého  stupně.  V  § 8  se  zabývám  vlastnostmi 
adjungovaného  operátoru  a  operátory  normálními.  Jejich  vlastnosti, 
hlavně  pak  jejich  vyjádření  (t.  zv.  spektrální  representace)  pomocí 
projektorů  (jimiž  se  zabývám  v  § 9)  budou  hlavním  předmětem  ce
lého  referátu. 

§7.  B i l i neá rn í  formy  a  formy  d ruhého  s tupně . 

Bilineární  formy  a formy  druhého stupně  jsou  (nehledě  ani k  tomu, 
že jsou  důležité  samy  o sobě)  velmi užitečným  nástrojem  theorie  operá
torů. Tvrzení o těchto formách,  obsažená  v tomto paragrafu,  jsou  ovšem 
vlastně  jen  více méně  triviálními  pomocnými  větami. 

7.1.  Nechť  je  dán  lineární  prostor  (v.  1,1) P  a  komplexní  funkce q> 
v  kartézském  součinu  SxS,  kde  S  CC P,  taková,  že pro  libovolná  a, /? 
z  Hx  a  x,  x{,  yf  yt  z  8  platí:  (1)  (p(x1 +  x2i  y) =  cp{xXi y) +  cp(x2i y)\ 
(2)  cp{x, yx  +  y2)  =  <p{x, yx)  +  <p(x, y2);  (3a)  cp(ocxy y) =  ot <p{x, y)\  (3b) 
<p(x>&y)  =  Ptyfa* V)'  P a k  říkáme,  že  je  dána  bilineární  forma  cp v  P . 
Lineál S nazývám oborem bilineární formy cp  a  značím jej  Dq?;  prostor  P 
nazývám někdy prostorem argumentů  formy (p. Bilineární  forma  je  tedy 
vlastně dvojice  (P, cp), kde P  je lineární prostor, cp je funkce  s vlastnostmi, 
které jsme právě uvedli; zpravidla však nerozlišuji mezi samotnou  funkcí 
cp a bilineární  formou  jako dvojicí  (P, 99); srovn. odst. 6,1. 

Poznámky .  1. Mohli bychom  definovat  bilineární  formu  též  obec
něji tak, že (p by byla komplexní funkce v S± X S2t  kde Sx  CC P i 5 S2  CC P2 
a  Pv  P 2  jsou  lineární  prostory. 

2.  Mohli bychom nahradit  na  př. požadavek  (3b) požadavkem  (3b') 
<pix> Py) =  P <p(x> y)>  čímž  bychom  dostali  jiný  pojem  bilineární  formy; 
tímto  pojmem  se  však  nebudeme  zabývat. 

7.2,  P ř ík l ady .  (1) Nechť  Hn  má  význam  z  1,17;  nechť ocik (ijc  = 
=  1, . . . , n)  jsou  komplexní  čísla.  Pro  x =  { f j  € Hn,  y  =  {rjk} €  Hn 

klademe  <p (x,y)  =  Saco^* .  (2) Vnitřní  součin  (v libovolném  unitárním 
prostoru)  je  bilineární  forma.  (3)  Nechť  Hoo  má  význam  z  2,2;  nechť 
S  CC  Hoo  se  skládá  z  x =  {Ł*}  takových,  že  Hk\Sk\2 <  <x>.  P ro '*  = 
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=  {Łk} € S,  rj =  {tjk}  e 8  buď  <p(x, y)  =  2&f krjk.  Pak  je  9?  bilineární 
forma  v  Hoo, D9? =  S. 

7.3.  Nechť je dán lineární prostor P  a komplexní funkce  Qv  8 CC  P 
taková,  že pro x, y, z z P  a  A z H1  platí  (1) Q(a; +  # +  *) — Q(x  +  y) — 
— Q(y+z)—Q(z+x)  +  Q(x) +  Q(y) +  Q(z) =  0;  (2)  Q(Xx)  =  |A|« . 
• 0(#);  (3)  limQ(a; f  Ay) =  Q(z).  Pak  říkáme,  že  je  dána  (hermitovská) 

A+0 

forma druhého stupně  Q v P;  lineál #  nazývám  oborem formy  Q a  značím 
DQ. — Obdobně  jako bilineární  forma,  je forma  druhého  stupně  vlastně 
dvojice  (P, Q), kde Q je funkce  v 8  CC  P . 

Poznámky .  1. Kdybychom nahradili podmínku  (2) podmínkou  (2') 
Q(A#) =  A2 #(#)>  dostali  bychom  jiný  typ  formy  druhého  stupně;  nebu
deme  se  jím  však  zabývat.—  2.  Lze  ukázat,  že  podmínka  (3)  je  pod
statná  a že ji nemůžeme vynechat,  jestliže chceme, aby každá forma  dru
hého stupně QvHnse  dala vyjádřit  v obvyklém  tvaru  Q(x) =  EaťJfcfťŁfc, 
kde  {&} =  x.  _ 

7.4.  P ř í k l a d y  forem  druhého  stupně:  (1)  Q(x) =  2<%iJfcfťfk  v  pro
storu  Hn  z  1,17;  (2) #(#) =  \x\2 v  libovolném  unitárním  prostoru. 

7.5.  Nechť  je dán  lineární prostor  P .  Říkáme,  že bilineární  forma <p 
v P  a forma druhého stupně Q v P  si navzájem  přísluší,  jestliže  (1) D(p = 
=  DQ,  (2)  x € DQ =>?(*> *) =  Q(x)

7.6.  Nechť  je dán lineární prostor P. Potom ke každé bilineární formě (p 
v P  přísluší  právě jedna forma druhého stupně Q v P  a obráceně. 

Důkaz .  I.  Jeli  dána  bilineární  forma  cp,  pak  pro  x e Dep  položím 
Q(x) =  <p(x, x). Snadným počtem se zjistí,  že Q splňuje  podmínky  (1), (2) 
z  7,3.  Ježto  Q(x +  Xy) =  Q(x) +  X cp(y, x) +  Xtp(x, y) +  |A|2 Q(y),  je 
zřejmě  splněna  též  podmínka  (3), takže  Q je  forma  druhého  stupně,  jež 
zřejmě  přísluší  k  cp.  Je  rovněž  evidentní,  že k  jedné  bilineární  formě  ne
mohou  příslušet  dvě  různé  formy  druhého  stupně. 

II .  Nechť je dána  forma  druhého  stupně  Q v P .  Pro  x e DQ, y e DQ 
položme (px{x, y) =  Q(x +  y) — Q(x — y), q?2(x, y) =  Q(x +  iy) — Q(x — 
— iy),  q)(x, y) =  \<px(x, y)  f  ^<p2(x, y).  Funkce  <p zřejmě  splňuje  pod
mínky  (1),  (2)  z  7,1.  Tedy  platí  (*)  <p(<xz9 y)  =  <x <p(x, y),  <p{x, py)  = 
=  /? (p(x, y)  pro  celá  kladná  a  jak  z  toho  ihned  plyne,  též  pro  kladná 
racionální  oc, /S.  Ježto  (p(x, 0) =  99(0, y) =  0,  máme  <p(—x, y)  =  cp(x, 
—y)  =  —cp(x,  y),  takže  (*)  platí  pro  reálná  racionální  oc,(í.  Z  toho  vy
plyne  použitím  7,3,  (3)  že  (*)  platí  pro  všechna  reálná  oc, jí.  Snadným 
počtem zjistíme, žey^x,  y) =  — <p2(x, y),<p2('x, y) =  (p^x, y),(px(x, ^y) = 
=  <PÍ(X> y)>  <Pi(*> >y) =  — <pi(x> y)>takže  <pkx> y)  =*<p(x>  y)  a  <p(x> w)  = 
=  — i <p(x, y). Z toho nyní již plyne, že jsou splněny podmínky  (3a), (3b) 
z 7,1, takže <p je bilineární forma. Zřejmě x e Dq> =  DQ =>cp(x, x) =  Q(x). 

Předpokládejme  nyní,  že  q?, <p'  jsou  bilineární  formy  v  P ,  Dep = 
=  09?' =  DQ a x € DQ =><p(x, x) =  <p\x, x) =  Q(x). Pro x e DQ, ye  DQ 
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položme ip(x, y) =  ep(x, y) — <p'(x, y).  Pak  x e DQ =>y){x, x) =  0,  z  čehoi 
snadným počtem plyne pro libovolná  x,y  z  DQ toto: ip(x, y)  | ip(y, x)  = 
=  0,  xp{ix, y) +  y)(y, ix)=  0,  ip(x, y)—tp(y,  x) =  0,  takže  y>(x,y) =  0. 
Tím  je důkaz  proveden. 

7.7.  Nechť  ep je  bilineární  forma  v  Hn,  Dep =  Hn.  Nechť   prvky 
ax,  ...,an  tvoří  ortonormální fundamentální  množinu  v  Hn.  Pak  existuji 
(a jsou formou (p a prvky  ax,  ...,an  jednoznačně určena) komplexní čísla  aik 

(i, k =  1, 2 , . . . ,  n)  taková,  ze ep(x, y) =  Tiaik(x,  a*)  (ak, y)  pro všechna 
x,y€Hn. 

Důkaz .  Položím  <xik =  ep(aif ak). 
Poznámka .  Obdobná  věta platí ovšem  (vzhledem k 7,6) pro  formy 

druhého  stupně. 
7.8.  Říkáme, že  bilineární  forma  <p  v P  je  hermiteovská, jestliže  pro 

libovolná  x  a y  z Dep čísla ep(x, y)  a cp(y, x)  jsou komplexně  sdružená. 
P ř ík l ad .  Snadno  se  zjistí,  že  forma  cp  z  7,2,  (1)  je  hermiteovská,. 

když  a  jen  když  ocik =  ocki  (i, k=  1, 2,  ...,  n). 

7.9.  Bilineární  forma cp  je  hermiteovská, když  a  jen  když  příslušná 
k ní  forma druhého  stupně  Q je  reálná  (t. j . Q(x) je  reálné číslo pro kaMé 
xeDQ). 

Důkaz .  Jeli  cp  hermiteovská,  pak  máme  vždy  cp(x, x) =  cp(x, x), 
takže  Q(x) =  cp(x, x)  je  reálné.  Jeli  Q(x) =  cp(x, x)  vždy  reálné,  pak  též 
<PÍX> V) +  <P(y>  x)  íe  v ž d y  reálné,  tedy — ep(x, y)  +  cp(y, x) =  i cp{\x, y)  + 
+  icp{yi \x)  je  vždy  ryze  imaginární.  Z  toho  plyne,  že  cp(x, y)  a  cp(ý, x) 
jsou komplexně  sdružené. 

7.10.  Nechť  P  je  nyní  n o r m o v a n ý  lineární  prostor.  Síkáme,  že 
bilineární  forma  cp  v  P  je  parciálně  spojitá,  jestliže  je  „spojitá  v  každé 
proměnné  zvláště*ť,  t.  j . jestliže  pro  libovolná  ae  Dep,  be  Dep  a  s  >  0 
existuje  (1)  d1 >  0  takové,  že  xeDep,  x — a\  <  d± => \ep(x, b) — ep(a, 

V — 6|  <  $2 => \<p(a>> y) — <p\a> <  e,  (2)  <52 >  0  takové,  že  ye Dep, 
<  s.  Říkáme,  že ep  je  spojitá,  jestliže  je  „spojitá  v  obou  proměnných 

zároveň",  t.  j .  jestliže pro libovolná a € Dep, b e Dep, e >  0 existuje  d >  0, 
že  xeDcp,  y e Dep,  \x — a\ <  d,  \y — 6| <  d => \cp(x, y)—ep(a,  b)\ <  e. 

7.11.  Snadno  se  zjistí,  že  bilineární  forma  ep  je  parciálně  spojitá 
tehdy  a  jen  tehdy,  když  k  libovolným  a e Dep,  b e Dep, e >  0  existuje 
d >  0 tak, že z € Dep,  \z\ <  d => \ep(a, z)\ <  e, \ep(z, b)\  <  e, a že je spojitá 
tehdy  a  jen  tehdy,  když  ke  každému  e >  0  existuje  <5  >  0  takové,  že 
X€Dep,ye  Dep,  \x\ <  á,  \y\ <  ó => \ep(x, y)\  <  e. 

7.12.  Jestliže P má nekonečnou dimensi (1,16), pak mohou  existovat 
bilineární formy v P,  které nejsou parciálně spojité. Uvedeme příklad. — 
Nechť P  se skládá  ze všech posloupností komplexních  čísel x  =  {Ł*}?«i 
takových,  že  22Li|ř*|* <oo. Normu definujeme  takto; a?= sup |&|. Pro 
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x =  {Ł*} € P ,  y=  {rjk} € P  klademe  <p(x, y)  =  Z*Lif ^ ^  Zřejmě  9?  je 
bilineární,  D^ =  P . Buď y =  {*^ři, *<«> =  {á n ) }Li ,  kde  fin) =  n~* 
pro  A; <Ł 22n,  fin) =  0  pro  k  >  22n.  Zřejmě  a:<n> €P,  yeP,  lima**) =  0, 

.  n+co 

\<pfón\ y)\  =  jS^LiA;"1 f&  I >  1,  takže  99  není  parciálně  spojitá.  — 
Poznamenáváme  ještě, že v  tomto příkladě prostor  P  není  úplný. 

7.13.  Parciálně spojitá bilineární forma nemusí býti spojitá.  Příklad: 
nechť  prvky  ak,  k  =  1, 2 , . . . ,  tvoří  fundamentální  orthonormální  mno
žinu v  Hoo. Buď L  lineál prvků  x e H<x>  takových,  že Hk=ik\(x,  ak)

2\  <oo. 
Pro xe  L,ye  L položme cp(x, y) =  T,ik(x,  ak)(ak,  y). Forma 9? je parciálně 
spojitá,  neboť  pro  x e L,  ycL  máme  cp(x, y) =  (Lik(x,  ak)  ak,  y)  = 
=  (x, Hik  . (y, ak)  ak); srv. 2,6 a 2,10. Ježto <p(ak, ak)  =  k, není 99 spojitá. 

7.14.  Nechť P  je normovaný lineární prostor. Formu druhého  stupně 
Q v  P  nazveme  parciálně  spojitou,  jestliže  ke  každému  x e DQ  a  s >  0 
existuje  <$ > 0  takové, že 2/e DQ, |y|  <  á => |<?(z +  ^) — Q(x)—Q{y)\  <e. 
Spojitost  formy  Q je definována  jako obvykle, t.  j .  nazýváme  Q  spojitou, 
jestliže  ke  každému  x c DQ  a  e >  0  existuje  d >  0  takové,  že  y € DQ, 
\y — x\<d=>\Q(x)  — Q(y)\  <  e, 

7.15.  JeZi  forma druhého stupně  Q spojitá,  je  též parciálně  spojitá. 
Důkaz.  Pro  xeDQ,  y € DQ  jest  \Q(x +  y) — Q(x) ,  Q(y)\  Ł 

<Ł  \Q(x +y)  — Q(x)\ +  \Q{y)\; pro každé xeDQ&eX)  existují <5X  >  0, 
d2 >  0 tak,  že pro  |y|  <  dx jest  |#(a; +  y) — Q(x)\  <  Ł, pro  |^|  <  á2  jest 
|C(y)|<«. 

7.16.  Nechť  P  je normovaný lineami  prostor. Bilineární  forma <p v  P 
je parciálně spojitá,  když a jen když příslušná  k ní forma druhého stupně Q 
je parciálně  spojitá. 

Důkaz .  Vyplyne  ihned  (srv.  7,11)  z  toho,  že  (viz 7,6)  platí:  Q(x \
+  y) — QW  — Q(y) =  <p(*> y) +  <p(y, *)>  W *  +  y) — QW  — Q(y)  = 
=  i<p(x,y)—i<p(y,x). 

7.17.  Nechť  P je normovaný lineární prostor. Bilineární  forma <pv P  je 
spojitá,  když a jen kdyí  příslušná  k ní  forma druhého stupně  Q je  spojitá. 

Důkaz.  Z  rovností  v  předešlém  důkazu  plyne,  že pro  „malá"  z,  y 
jsou  též  čísla  (p(x, y)  +  cp(y> x),  i(p(x,y)—i(p(y,  x)  malá  (v  absolutní 
hodnotě).  Použijeme  pak  7,11. 

P o z n á m k a .  Podle  7,16,  7,17  dostaneme  z  příkladů  7,12  a  7,13 
ihned  obdobné  příklady  pro  formy  druhého  stupně. 

7.18.  Forma  druhého stupně  Q  je  spojitá,  kdyí  a  jen  kdyí  existuje 
c>0tak,íex€  DQ, \x\ ̂   1 => \Q(x)\ <  c. 

Vyplyne  z  rovností  v  důkazu  7,16. 
7.19.  Důležité pro nás budou hlavně bilineární formy a formy  druhé

ho  stupně  v  úplných  unitárních  prostorech.  Budeme  se  nyní  zabývat 
takovými formami, především  jejich vztahem  k operátorům.  . 
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Nechť 9? je bilineární forma  v  H. Jestliže A  je lineární operátor  v H 
takový,  že  DA  =  Dep,  AH  C Dep  a  xe  Dep, y e Dep => (Ax,  y) =  ep(x, y) 
[resp.  x e Dep,  y e Dep => (x, Ay)  =  ep(x, y)],  pak  říkáme,  že  operátor  A 
a  bilineární  forma  ep si navzájem  přísluší  zleva, resp.  zprava. 

7.20.  Ke  každé parciálně spojité bilineární  formě <pv H přísluší  zleva, 
po pfíp.  zdrava,  právě jeden operátor v  H. 

Důkaz .  Ježto <p  je  „spojitá  v každé proměnné", existuje  (podle 5,5, 
kde klademe R =  Dep) pro každé y e Dep právě jeden prvek ve  H  takový, 
zexe  Dep => ep(x, y) =  (x, v). Položíme v =  Ay.  Takto definujeme  lineární 
operátor AY  H,  jenž zřejmě přísluší k ep zprava. Jestliže Ax  a A2  přísluší 
k ep zprava, pak pro libovolné x e Dep, y e Dep máme  (x, Axy  — A2y)  =  0, 
z  čehož  plyne  Aty  — A^y  J_  Dep,  takže  vzhledem  k  Aty  € Dep,  A$  € Dep 
máme  Axy  — A$  =  0.  Obdobný  je důkaz,  že existuje  právě  jeden  ope
rátor,  příslušný  k  ep  zleva. 

Poznámka .  Obráceně,  ke  každému  lineárnímu  operátoru  A  v  H 
takovému,  že AH  C DA,  přísluší bilineární forma  ep, definovaná  rovností 
<p(x, y) =  (Ax,  y).  Tato  forma  nemusí  být  obecně  parciálně  spojitá;  jeli 
však  hermiteovská,  je  vždy  parciálně  spojitá. 

7.21.  Operátor, příslušný  k  parciálně  spojité  bilineární  formě ep  v  H, 
je hermiteovský tehdy a jen tehdy, kdyzep je hermiteovská. Operátory, přísluš
né k ep zprava  a zleva, jsou pak  totožné. 

7.22.  Ke  každému  hermiteovskému  operátoru  A  v  H  takovému,  že 
AH  C DA,  přísluší  (právě  jedna)  bilineární  forma  ep.  Tato  forma  je her
miteovská  a  parciálně  spojitá. 

7.23.  Bilineární  forma epvHje  spojitá,  když a jen když příslušný  k  ní 
(zleva nebo zprava)  operátor je  omezený. 

Důkaz .  Příslušíli  A  k  ep zleva,  pak  pro  xe  Dep, y e Dep  platí: 
supili =  1} jyj _ x  \(Ax,  y)\ =  c <  oo.  Ježto  AH  C  Dep, existují  yneDep 
tak,  že  lim  yn  =  Ax.  Pro  \x\ <^ 1,  x e Dep máme  tedy  \(Ax,  Ax)\  <^ c; 
z  toho  plyne  tvrzení. 

7.24.  Jeli  A  hermiteovský  operátor  v  H,  AH  C DA,  pak  \A\  = 
=  sup^i „ i|Q(a?)|, kde Q je příslušná  (ve smyslu,  jenž je patrný  z 7,10 a 7,5) 
k  A  forma  druhého  stupně. 

To  plyne  z  6,42. 
7.25.  Nechť  P  je  libovolný  lineární  prostor;  říkáme,  že forma  dru

hého stupně  Q v P  je nezáporná,  jestliže x e DQ => Q(x) ̂ > 0. —  Jestliže 
k operátoru AYH  přísluší nezáporná forma druhého stupně, říkáme, že  A 
je  nezáporný.  Pro  operátory  A,  B  v  H  píšeme  A  ^> B  a B  <^ A9  jestliže 
DA  =  H  anebo  DB  = H a  operátor  A  — B  je  nezáporný. 

Poznámka . Zřejmě tedy A  je nezáporný, když a jen když  (1) AH  Q 
CĎI,(2)x€DA=>(Ax,x)^0. 
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7.26.  Jestliže operátor A  v  H je nezáporný, pak  je hermiteovský. 
Plyne z 7,9 a 7,21  (srov. poznámku  k  7,20). 
Poznámka .  Lze udat příklady nezáporných  forem druhého  stupně, 

které  nejsou  parciálně  spojité. 
7.27.  Jestliže forma druhého stupně Q v libovolném lineárním prostoru 

P je nezáporná a <p je příslušná k ní bilineární forma, pak x e DQ, y e DQ => 
=>\<p(x,y)\*ŁQ(x)Q(y). 

Důkaz .  Zvolme číslo <x  tak,  aby  |<%|  =  1 a  aby cp(x, z),  kde  z =  ay, 
bylo reálné. Pro  libovolné  reálné  A máme  A2 Q(x) \ 2X <p(x, z) f  Q(z)  = 
=  Q{hx f  z) 2> 0  (použili  jsme  toho,  že  podle  7,9  <p  je  hermiteovská). 
Z* toho  plyne,  že  [cp(x, z)?  — Q(x) Q(z) Ł  0,  tedy  \cp(x, y)|« Ł  Q(x) Q(y). 

7.28.  Zavedeme  tuto  úmluvu:  klademe  vždy  oo . 0 =  0  . oo =  0. 
7.29.  Jestliže  operátor A  v  H  je  nezáporný,  pak  pro  každé  x e DA 

platí  \Ax\2<^  \A\(Ax,x). 
Důkaz .  Z  7,27  vyplývá,  že  pro  xe  DA,  ye  DA  platí  \(Ax,  y)\2<L 

<L(Ax,x)  .(Ay,y),  tedy  \(Ax, y)\2<L  \A\\y\*(Ax, x);  viz  úmluvu  7,28. 
Ježto  AH  C DA,  existují  yn  e DA  tak,  že  Ax  =  lim  yn.  Z  toho  plyne 
\(Ax,Ax)\*<^  \A\\Ax\*(Ax, x), tedy  \Ax\* <T \A\\Ax\*(Ax, x),  \Ax\*Ł 
Ł  \A\(Ax, x).  _ 

7.30.  Jeli  A  prostý  nezáporný operátor v  H,  DA QAH,  pak  A~x  je 
též nezáporný. 

To  plyne  z  poznámky  k  7,25,  neboť  zřejmě  A~XH  C  DA"1  a 
x c DA1^  AH=>(Aix,x)  :> 0. 

§8.  Ad jungovaný  operá tor .  Normá ln í  ope rá to ry . 

V  tomto  paragrafu  dospíváme  již  k  poněkud  hlubším  výsledkům 
(viz na př. důležitou  větu  8,21, jež  pochází  od J. v. NEUMANNA)  a  zavá
díme  pojem  normálního  (zvláště  pak  normálního  hermiteovského)  ope
rátoru,  jenž  má  základní  význam  pro  celou  theorii  operátorů. 

8.1.  Necht A  je lineární operátor z  H do H'.  Jeli  y € H', pak  bud (1) 
pro žádné v c H neplatí x € DA  => (Ax, y) =  (x, v) anebo  (2) existuje právě, 
jedno ve  DA  takové, že xe  DA  =>(Ax,  y) =  (x, v). 

Důkaz . Jestliže we  H &X€ DA  => (Ax,  y)  =  (x, w), buď v průmět w 
na  DA.  Pak  w — v J_  DA,  z čehož plyne, že x e DA  => (x, v) =  (x, w)  = 
=  (Ax,  y). 

8.2.  Nechť A  je lineární operátor z H do H \  Jestliže y c H' a nastává 
případ  (2) z 8,1, položíme v =  A*y.  Takto určený operátor  i *  z H' do  H 
je lineární. Nazýváme  jej  adjungovaným  k A  operátorem. 

Poznámka .  Obdobnou  definici  lze  zavést pro operátory z P  do  Pl9 

kde  P  a  Px  jsou  normované  lineární  prostory.  A*  je  pak  operátor 
* Ł ? !  • ]  do  [ P  * ] . 
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8.3.  Příklad .  Nechť operátor  A  v  H
n
  je  určen  čísly  oc

ik
  (i, k = 

=  1, ..., n) tak  jak  uvedeno v  6,43. Pak operátor A*  je určen  čísly  a*
k
  = 

=  **• 
8.4.  Jestliže  A,  B  jsou  lineami  operátory  z  H  do  H',  DA  =  H  a 

A  CB,  pak  A*  DB*. 

8.5.  Bez předpokladu DA  =  H věta 8,4 neplatí, jak  vyplývá z  násle

dujícího příkladu.  Je-li  A  Cl,  kde  I  je  jednotkový operátor  v  H, pak 

DA*  =  H a pro každé x e H prvek A*x  je průmětem  x na  DA. 

8.6.  Platí  (a A)*  =  a A*  pro  libovolný  lineární  operátor A  z  H do H' 

8.7.  Jestliže  A  je  omezený  operátor z  H  do  H
ř
,  pak  DA*  =  H'.  — 

Neboť  jestliže pro libovolné  y e H'  klademe  f
y
(x)  =  (Ax, y) pro x e  DA, 

pak  f
y
  je  lineární funkcionála  v  DA,  z  čehož vyplývá,  že  existuje  v € H 

takové, že a; c DA => (Ax, y) =  (x, v), tedy nastává případ  (2) z 8,1. 

8.8.  Jestliže A,  B  jsou lineární operátory z  H do H',D(A  +  B) =  H, 
pak  (A  +  B)*  D A*  +  B*.  Je-li přitom  operátor A  nebo B  omezený, pak 
(A  +  B)*=A*  +  B*. 

Důkaz.  Nechť y € D(A*  +  B*), A*y  =  u, B*y  =  v. Pak x e D(A  + 
+  B) => (Ax +  Bxt  y) =  (x, u +  v), z čehož plyne u  +  v =  (A  +  B)* x. 
Druhé  tvrzení pak plyne  z  8,7,  neboť  je-li  na př.  B omezené,  máme 
A*  3  —  B* +  (A  +  B)*

t
  tedy  DA*  D D(A  +  B)*. 

8.9.  Necht A  je  operátor z  H do  H',  B  je  operátor z  H'  do  H". Je-li 

D(BA)  =  H, pak  (BA)* 3  A*B*.  Jestliže přitom  operátor B  je omezený, 

DB  =  H'
t
  pak  (BA)* =  A*B*. 

Důkaz.  Jestliže  z e D(A*B*), pak pro xéD(BA) platí  (BAx,  z)  = 

=  (Ax, B*z) =  (x, A*B*z),  z  čehož  vzhledem  k  D(BA)  =  H plyne 
A*B*z  =  (BA)*z. — Je-liB omezený,  DB =  H', pajk D(BA)  =  DA&pro 

každé z e H" máme x e DA  => (BAx,  z) =  (Ax, B*z). Tedy pro z €  D(BA)* 
platí  x € DA  => (x, (BA)*z) =  (Ax, B*z),  tkkže  (BA)*z =  A*B*z. 

8.10.  Necht A  je operátor z  H do H'. K  tomu, aby A*  byl prostý,  je 
nutné a  stačí, aby AH  =  H'. 

Důkaz.  Když  AH  =  H'
t
  pak pro  každé  yeH'

t
  y  #- 0,  máme 

(Ax,y)  +  0 pro některé x € DA, z čehož plyne A*y  4= 0. Když_áH  =J= H'
t 

bud! b€H'tb±  AHt  6 +  0.  Zřejmě A*b  =  0. 

8.11.  Necht A  je prostý  operátor zH  do H'. Necht DA  =  H, DA"
1
  = 

=  H'.  Potom  platí  (A*)-
1
  =  (A-

1
)*. 

Důkaz.  Nechť  y=  (^l-
1
)*^  Pak  veDA'

1
^  (A"

  1
v

t
  x) =  (tvy), 

takže  u c DA  => (u
t
 x) =  (Au

t
  y)

t
  z  čehož plyne  x  =  A*y

9
y  =  (A*)~

r
x. 

Nechť  nyní  y=(A*)~
1
x.  Pak  x =  A*y

t
  tedy  u€  DA  =>(Au9  y)  = 

=  (ut x)t  tedy  v € DA'1  => (vt y)=  (A~xv,  x)t  takže y =  (Al"1)*^. 
8.12.  Operátor A*  je, vidy  uzavřený. 
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Důkaz.  Nechť  xneDA*,  xn+x,  A*xn*y.  Potom  pro  ueDA 
máme  (Au, xn)  >  (Au, x),  (u, A*xn)  >  (u, y),  (Au,_Xn)  =  ••  (u,  A*xn), 
takže (Au,  x) =  (u, y) a zřejmě y € D^4, neboť A*xu  c D^4. Tedy y =  A*x. 

8.13.  Jestliže  A  je  lineární  operátor z  H do  H' a platí  A  =  ®V€NAV, 
pak  A*==®V€NAV*. 

Důkaz .  Každé  Av  je  (viz  6,22)  operátorem  z L'v  do  Lv,  při  čemž 
H =  ®V*NLV>  H'  =  ®V€NLV'9  LV  a  I / ,  jsou  tedy  úplné  unitární  prostory 
(srov. 2,18) a L^  X  Iv* ť/cX A '  (Pro/* + *)• ̂ v* jsou operátory z Z/, do L„. 
Máme tedy dokázat: u =  A*v,  když a jen když v =  Svv, w =  T,A*vv, kde 
ovšem  v, c L\,  v probíhá  N.  Nechť  tedy  nejdříve  u =  A*v,  takže  platí: 
xe  DA  =>(Ax,v)  =  (x,u),  ueDA.  Buď  v =  Ev„,  vveL'v,  u =  Huv, 
uy € LP.  Zřejmě  DAP =  Ł„.  DA;  pro  z e D^U  máme  (Az, v) =  (Avz,  vv), 
(z, u) =  (z, uv);  z  toho  plyne,  že  z c D 4̂„ => plvz, vv) =  (z, w„).  Zřejmě 
též  u9 e DAP =  LVDA,  takže  w, =  .4,*v„. — Nechť  nyní  máme  obráceně 
v =  Svv,  vv c L'9,  u =  HAv*vv.  Jest  uv  =  ^U*t\, e D^4y,  z čehož plyne, že 
% € ©  DApt  a  tedy,  jak  se  snadno  ukáže,  u € DA.  Pro  x e DA,  x  =  Tixv, 
Xp e Lp máme  xv e DAV,  tedy  (ApXv, vv) =  (xv, Av*vv).  Zřejmě  (Ax,  v)  = 
=  (LApXp, Hvp), takže  (viz  2,6)  platí:  (Ax,  v) =  Sw^.(4^,  v„);  obdobně 
(#, w) =  2„€jy(a;;, u4v*vy).  Z  toho  plyne  (Ax,  v) =  (#, w),  čímž  je  důkaz 
proveden. 

8.14.  Nechť A  je operátor  z R do R'  (zpravidla ovšem půjde  o úplné 
R a  R'). Lineál všech prvků  {o:, ̂ á«} c R © e  R\  kde ovšem  x e D^4, ozna
čím GA  (a nazývám někdy grafem operátoru A);  lineál všech {.áa;, —x}  e 
c R' © e  R označíme G*A.  GA  je  ovšem  „graf"  zobrazení  A  v  obvyklém 
smyslu  (t.  j .  přímo zobrazení A,  pojímané  jako podmnožina  kartézského 
součinu R a R'). Význam G*A  bude patrný z dalšího. 

Dvojici  prvků  u, v  budeme  značit  {u, v},  aby  nedošlo  k  záměně 
s  vnitřním  součinem.  # 

8.15.  Jeli  A  lineární operátor z H do H', pak platíG*A*  =  (DA  © e 

© e  H)QGASGA*  =  (H' © e  DA)  QG*A. 

Důkaz .  Nechť  yeDA*;  pak  pro  xeDA  máme  ({#, Ax},  {A*y, 

—yílf=  (*» ̂ )  — (Ax>  V) =  °  J e J i  {*> «> €  ( D ^ ® e  « ' )  0 ^ 4 ,  pak 
ti € DA  a pro ar € DA  máme ({w, v}, {a?, Ax})  =*  0, tedy (w, x)  ( (#, J.a?)  = 
=  0,  (—u, x) =  (v, Ax);  tedy  — u =  4*v,  z  čehož  pijme  {w, v} €6*^4*. 
Obdobný  je  důkaz  druhé  rovnosti. 

8.16.  Jeli  A  uzavřený  operátor z  H  do  H',  pak  DA*  =  H'.  Jeli 
při  tom DA=  H,  pak  A**  ~  A. 

Důkaz . Kdyby DA*  #  H', pak by existoval prvek b e H',b  ±  DA*, 
6  4=0,  načež  bychom  měli  {b,0}€  H'  @ř DA,  {b,Q}±GA*,  z  čehož 
vzhledem  k  uzavřenosti A  plyne podle 8,15  a  3,10, že {&,0} €<5*á,  tedy 

112 



b =  40 ,  což není možné. Druhé tvrzení vyplyne, užijemeli dvakrát  (pro 
A  a  pro  A*  místo A)  rovností  v  8,15. 

8.17.  Jeli  A  operátor z  H  do H',  pak  A**  je uzavřený,  DA**  =  H, 

To plyne  z 8,12  a  8,16. 

8.18.  Nechť A  je operátor zHdoH'.  Jeli  ĎA*  =±*  H',  pak  A  C  A**; 
4  =  4**  platí,  když  a jen když  A  je uzavřené a  DA  =  H. 

8.19.  Operátor A  v H je hermiteovský, když a jen když AQA*.  Jeli  A 
hermiteovský operátor v  H,  DA  =  H,  pak  A  —  A*. 

8.20.  Nechť A  je  uzavřený  lineární  operátor z  H  do  H'.  Potom  I  f
+  A A*  je prostý nezáporný  (a tedy hermiteovský) uzavřený operátor a polo
zímeli  B=  (I  f  4 4  *)"*1,  pak  B  je  nezáporný,  DB=H',  \B\ <^ 1, 
B*  =  B; položímeli C =  A*B,  platí  DO =  H',  |C| £  1. Konečně,  značíli 
A'  zśžení  operátoru A*  na  D(44*), pak  A*  je nejmenší  uzavřené rozšíření 
operátoru Ar  a platí  DA'  =  H'. 

Důkaz .  Podle 8,15  a  3,10 máme  H' ® e  ĎI  =  G*A  © G 4 * .  Z  toho 
ihned  plyne:  ke  každému  ue  H'  existuje  p r á v ě  j edna  dvojice  prvků 
xe  H,ye  H'  taková, že platí  (*) {u,  0} =  {Ax,  —x}  f  {y, A*y};  přitom 
je a; € DA,  y c DA*.  Položím  x =  Cu,  y =  Bu.  Zřejmě  O je lineární  ope
rátor z H' do H, B  je lineární operátor v H',  DO =  DB  =  H'. Operátor  B 
je prostý, nebot jeli Bu  =  0, pak máme {u, 0} =  {Ax,  —x}, tedy x  =  0, 
w =  4 #  =  0. 

Pro  libovolné  u e H'  platí,  jak  plyne  z  (*),  že  u =  ACu  +  ^ , 
4*JB% =  (7%.  Z  toho plyne u. =  AA*Bu  +  Bu.  Tedy  (/  +  4 4 * )  5  =  / . 
Operátor  /  | 4 4 *  je prostý nezáporný; neboť kdyby  (u f  AA*u,  u) <^ 
<1 0 pro %  +  0, pak by  |%|2 +  (44*%, ti) <Ł 0, tedy  |%|2 +  (4*%, 4*u)  <; 
<1 0,  což  není  možné.  Z  toho  ovšem  plyne,  že  B  =  (/  f~  4 4 * ) " 1  a  že 
operátor  I? je rovněž nezáporný  (viz 7,30). 

Ježto  B  je  nezáporný,  je  podle  7,26  hermiteovský,  tedy  podle  8,19 
jest  B*  =  B.  Ze vztahu  (*)  plyne  dále  pro  libovolné  ue  H'  toto:  \u\2  = 
=  |{4«, — x}\2  +  |{y,4*#}|2,kdea  =  <7<a,# =  Łir, tedy |<a|2 =  | 4C^ | 2 + 
+  |Ctt|2 +  \Bu\2 +  | 4 * ^ | 2 .  Z  toho  plyne  \B\ <1 1,  |0 | <Ł 1.  Ježto  J5 je 
omezený,  DB  =  H',  je  uzavřený,  takže  též  I\AA*  je  podle  6,12 
uzavřený.  Zbývá  ještě  dokázat  poslední tvrzení  věty;  k  tomu,stačí  (viz 
též 8,16) zjistit,  že GA'  =  GA*.  Předpokládejme  tedy,  ze  X€  D4*  a  {x, 
A*x}  ±  GA'.  Pak  máme  (x, y)  +  (A*x,  A*y)  =  0  kdykoli  y  €  D(44*); 
z  toho  však  plyne,  že  y e D(44*)  => (a;, y) +  (#> 4 4 * ^ ) =  0,  tedy  y c 
Ł H '  => (x, B~ly)  =  0,  takže  a =  0.  _ 

8,21 # Nechť A  je uzavřený  lineární  operátor z  H  do H'  a nechť DA  = 
=  H. Potom operátor I   j   4 * 4  ;e ;pro$$ nezáporný  (a tedy  hermiteovský), 
B=  (I  +  4 * 4 ) ~ 1 /e nezáporný,  DB  *= H,  |i?| ^  1, JB* =  5 .  PoMímeli 
G =  4 5 ,  ya i  D<7 =  H,  |C| <^ 1. Konečně,  jeli  A1  zśžení  operátoru A  na 
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D(4*i) ,  pak A  je nejmenší uzavřené rozšíření operátoru A'  a platí  DA'  = 
=  H. 

Důkaz .  Plyne z 8,20, když tam dosadíme A*  za, A  a  použijeme  pak 
toho,  že podle  8,16  jest  .4** =  A. 

8.22.  Nejdůležitější  lineární  operátory  v  H  jsou  ty,  které  splňují 
podmínku A*  =  A.  Budeme nejdříve  zkoumat  širší a rovněž velmi důle
žitou  třídu  normálních  operátorů.  Lineární  operátor  A  v  H  nazveme 
normálním,  jestliže  je  uzavřený  a  A*A  =  AA*. 

8.23.  Jednoduchý  příklad  normálního  operátoru,  který  není  her
miteovský: v prostoru  H2 dvojic  {£lf  f 2} operátor,  který  převádí  {$l912} 
v {f 2, — ř i } .  Příklad operátoru, který není normální: ve stejném  prostoru 
operátor,  který  převádí  {gv  f2}  v  {2fa,  — f j . 

8.24.  Jeli  A  normální operátor v  H,  pak  DA  =  H. — Neboť  podle 
8,20  jest  D(AA*)  =  H,  tedy  D(A+A)  =  H. 

8.25.  Jeli operátor A  v H normální, pak je též A* normální. — Neboť 
z 8,24  a  8,18 plyne  A**  =  A. 

8.26.  Nechť  A  je operátor v H. K  tomu, aby A  byl normální hermiteov
ský,  je  nutné a stačí, aby A*  =  A. 

Důkaz .  Jeli A  normální  hermiteovský,  pak  z 8,20 plyne,  že A*  je 
nejmenší  uzavřené  rozšíření  operátoru  A',  jenž  je  zúžením  A*  na 
D(AA*)  —  D(A*A)  C DA.  Ježto A  je hermiteovský,  jest A  C A*,  takže 
máme A'  C A.  Ježto A  je uzavřený, plyne z toho A*  =  A.  Jeli A*  =  A, 
pak  evidentně  A  je  normální  hermiteovský. 

8.27.  Jeli  A  hermiteovský  operátor  v  H  a  přitom  DA  =  H  nebo 
AH  =  H,  pak  A  je normální. 

Důkaz .  Ježto  A  je  hermiteovský,  máme  A  C A*.  Jeli  DA  =  H, 
plyne z  toho  již  á̂ =  4* .  Jeli AH  =  H,  pak,  jak  patrno, A*  je  prostý, 
a  z toho a z AH  =  H již plyne J.  =  4* . 

8.28.  Zavedeme  následující  pojem,  jenž  m.  j . umožňuje  jinou  cha
rakterisaci  normálních  operátorů:  nazveme  operátory  A,  B  z  H  do  H' 
metricky podobnými,  jestliže  DA  =  DB  a  x c DA  =  DB => \Ax\ =  \Bx\. 

Snadno  se  zjistí:  jsouli  A  a  B  metricky  podobné,  pak  (Ax,  Ay)  = 
=  (Bx, By)  pro x c DJ.,  y e  DA. 

8,29i  Necht operátory A,  B  z  H do H'  jsou uzavřené a  DA  =  DB  = 
=  H.  Potom  A,  B  jsou  metricky  podobné, když  a  jen  když  A*A  =  B*B. 

Důkaz .  I.  Nechť  A,  B  jsou  metricky  podobné  operátory.  Jestliže 
y e D(Á*A)f  pak  pro  x e DB =  DA  jest  (Bx, By)  =  (Ax, Ay)  =  (#, 
4 My),  takže  (Bx,  By)  závisí  spojitě  na  x,  a  tedy  (viz  5,5  a  8,1)  platí 
ByeDB*,  y e D(B*B)  a  (a;, J3*By) == (a?, A*Ay)  pro  a c DB =  DA. 
Z  toho  plyne  4 * i C  B*B  a  obdobně  JB*J5 C A*A.  II .  Nechť  4 * 4  = 
=  B*B.  Bud  2/ =  D(A*A)  =  D(J3*B).  Jeli  a; c Ł ,  pak  (4a;, 4a;) =  (x, 
A*Ax)  =  (a?, B*Bx)  =  (Ba;, Ba;). Jeli nyní  u € DA,  pak z 8,21  (poslední 
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tvrzení)  plyne,  že  existují  xneL  tak,  že  xn  > u,  Axn±Au.  Ježto 
xneL,  máme  \Axm  — Axn\  =  \Bxm  — Bxn\,  takže  posloupnost  prvků 
Bxn  je cauchyovská,  tedy konverguje  k prvku v e H. Ježto B  je uzavřené, 
máme  u € DB,  Bu  =  v =  limlton.  Tedy  DA  C  D2?. Ježto  xn  e L,  máme 
|4a?n|  =  \Bxn\,  tedy  \Bu\  =  lim|J5xn| =.  lim|4a;n|  =  \Au\.  Podobně  se 
ukáže  DBQDA. 

8.30.  Nechť  A  je uzavřený operátor v  H, DA =  H. Pak A je normální, 
když a jen když A*  a A  jsou metricky podobné. 

To plyne z 8,29  a z toho, že podle 8,16 máme A**  =  A. 
8.31.  Jestliže AaB  jsou normální operátory v H, AQB,  pak A  =B. 
Důkaz .  Podle  8,30  jest  DA*  =  DA,  DB*  =  DB.  Máme  AQB, 

tedy  podle  8,4 4 *  D B*,  takže  DA*  D DB*,  DA  D DŁ.  Z  toho  již plyne 
DA=  DB,  A  =  B. 

8.32.  Jestliže operátory A,  B v H jsou normální, operátor B  je omezený 
a B*A  =  BA*,  pak  A  f  B  je normální. 

Důkaz . Z 8,24 a 6,17 plyne DB  =  H, takže D(A  +  B)=  DAa,  tedy 
(podle  6,17)  máme  D(A  +  J5) == H.  Tedy  podle  8,8  jest  (A  +  J3)*  = 
=  A*  +  5* .  Podle  8,30  stačí  tedy  dokázat,  že  A*  +  B*  a, A  +  B  jsou 
metricky  podobné. Ježto z 8,30 vyplývá, že DA  =  D4*, máme  D(4*  + 
+  J5*) =  D(A  +  J5).  Stačí  tedy  dokázat  pro  xe  D(A  +  B),  že  \Ax  + 
+  Bx\  =  \A*x  +  2?*a?|.  Jest  |4a  +  Ła;|2 == (Ax  +  JSa;,  4a; +  Bx)  = 
=  |4a;|2 +  |J5z|2 +  (4a?, 5a;)  j  (Bx,  Ax).  Ježto  podle  8,7  DB*  =  H, 
máme (4a:, Bx) =  (B*Ax,  x) =  (BA*x,  x) =  (A*x, B*x).  Z toho a z 8,30 
plyne nyní  \Ax  +  J5a;|2 =  |4*a;|2 +  |J5*a?|2 f.  (4*a;, B*x)  +  (B*x,A*x)  = 
=  \A*x+B*x\\ 

Poznámka .  Bez  předpokladu  omezenosti  A  nebo  B  věta  ovšem 
neplatí.  Stačí  vzít  normální  A  takové,  že  DA  +  H  a  položit  B  =  —  4 . 

8.33.  Jsou4i  A,  B  normální hermiteovské operátory v  H  a  jeli  jeden 
z nich omezený, pak A\  B  je normální hermiteovský. 

Plyne  z 8,32  a  6,38. 

8.34.  Jestliže A,  B  jsou normální operátory v  H,  jeden z nich je ome
zený a  jest  AB  =  BA,  AB*  == B*A,  BA*  =  A*B,  pak  AB  je normální. 

Důkaz . Nechť třeba B  je omezený. Ježto  (viz 8*24 a 6,17)  DB  =  H, 
podle 8,9 máme (Ł4)* =  A*B*.  JestBAA*B*  =  BA*AB*  =  A*BB*A  = 
=  A*B*BA;  podle  6,14  je  BA  =  AB  uzavřený.  Tedy  BA  =  AB  je 
normální. 

8.35.  Jestliže  A,  B  jsou  normální  hermiteovské operátory v  H,  jeden 
z nich je omezený a AB  =  BA,  pak operátor AB  je normální hermiteovský. 

Plyne  z 8,26, 8,34 a  6,38. 
8.36.  Jestliže  normální  operátor  A  v  H  je  prostý,  pak  AH  =  H 

a operátor A*  je  též  prostý. 
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Důkaz.  Ježto  i a  A*  jsou  podle  8,30  metricky  podobné,  je  A* 
prostý (neboť jeli A*x  =  0, jest  \Ax\ =  \A*x\ =  0, x =  0). Z toho plyne 
AH=H. 

8.37.  Jeli  A  prostý normální  operátor v  H,  pak  A"1  je též  normální. 
Důkaz.  Z 8,30 plyne, že A*  je prostý, takže podle 8,10 platí AH  = 

=  H,  tedy  DA1  =  H.  Podle  8,11  jest  tedy  (^"1)*=  (4*)"1,  takže 
m á m e ^  1 ^  1 ) *  = ^  1 ( J [ * )  1  =  ( 4 M )  1  =  (^JL*)"1 =  {A^)~1A~1= 
=  (A~1)*A1. 

8.38.  Jestliže operátor Av  H je prostý normální hermiteovský, pak  A"1 

je normální  hermiteovský. 
Plyne  z  6,38,  8,26  a  8,32. 
8.39.  Nechť A  je lineární  operátor v H a nechť A  = @veN 

J±Ą,  A.v  JSOU 

vnitřní  operátory. Potom A  je normální,  když a jen  když Av  jsou  normální, 
a je normální  hermiteovský, když a jen když A v jsou normální  hermiteovské. 

Důkaz.  Podle 8,13 jest A*  =  @veN Av*.  Jestliže operátory A  jsou 
normální, pak podle 8,30 Av  a Ap*  jsou  (pro každé v) metricky podobné, 
z čehož ihned vyplývá, že A  a A*  jsou metricky podobné, tedy A  je nor
mální.  Podobně  se  dokáže  zbytek  věty  (pro  hermiteovské  operátory 
použijeme  ještě  6,39). 

§9.  Projektory. 

Písmeno  P  značí  v  tomto  paragrafu  stále  normovaný  lineární 
prostor. 

9.1.  Lineární operátora v P nazýváme projektorem, jestliže (1) A2  = 
=  A,  (2) DA  =  P,  (3) operátor A  je uzavřený. 

9.2.  Příklady  projektorů.  1.  V  prostoru  Hn  z  1,17  operátor, 
který  přiřazuje  prvku  {ft}?=i  prvek  {f2,...,  f „  0 ...  0};  při  tom  p  = 
=  1, 2 , . . . ,  n  je  pevně  zvolené  číslo.  2.  Nechť  L2  je  prostor  z  6,10,  (2). 
Zvolme  číslo  c,  a  <  c <  b  a  pro  x € L2  položme  y =  Ax,  kde  y e L2, 
y(t) =  0 pro a  <t  <  c, y(t) =  x(t) pro c <  t <  b. Snadno se zjistí, že A  je 
projektor. 

Poznámka.  Lze ukázat,  že v  Hn  je každý hermiteovský  operátor, 
jehož oborem je celé Hn, součtem p projektorů, p <^ n. To plyne na př. ze 
známé věty  lineární  algebry  o převedení  hermiteovské  matice na diago
nální  tvar. 

9.3.  Jestliže  E  je  projektor  v  P,  pak  E~x(0)  a  E(P)  jsou  uzavřené, 
ucE(P)  =>Eu =  u,  a  každé  ze  P  lze vyjádřit  právě  jedním  způsobem ve 
tvaru  z=zx  +  y,kde  xe  IJ^O),  y e  E(P). 

Důkaz.  Zřejmé  líneál  JJ^O)  je  uzavřený.  Jestliže  yn  ==  Exni 

yn^^j  Pftk  Eyn  =  yn,  takže  z  uzavřenosti  E  plyne  Ey=y.  Jeli 
ti c E^9  igtokut&Ev,  Eu  *=?  Ev  =  u. Jeli z c P , pak z =  (z — Ez)  +  J?z 
a  zřejmě  z — Ez  e  E^Q). 
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9.4.  Jestliže  A  je  operátor v  P,  A* =  A,  DA  =  P  a  lineály  A-
x
(0), 

A(P)  jsou uzavřené, pak A  je projektor. 
Důkaz.  Když  x

n
  -> x,  Ax

n
  ->  y,  pak  Ax

n
  —  x

n
  -> y —  x,  Ax

n
  — 

—  íC^eAL-^O),  tedy  y  —  xeA-^0),  Ay  =  Ax,  dále  yeA(P),  takže 
y =  Ay,  y  =  Ax.  Tedy operátor A  je  uzavřený, t.  j . má též  vlastnost  (3) 
z 9,1. 

9.5.  NechťL
0
  CC P, L

x
  CC P jsou uzavřené lineály  takové, že(l) každé 

ze  Pize  vyjádřit  ve tvaru  z =  x -f-  y,  x e L
0
,  y  e L

x
,  (2) íádné  z  =f=  0 neleží 

zároveň  v  L
0
  a  v  L

x
.  Pak  existuje  pravé  jeden  projektor E  v  P  takový,  ze 

Jř-i(0)  =  L
0
,  E(P)  =  L

x
. 

Důkaz.  Zmíněné vyjádření  z =  x  -f-  y  je  určeno  jednoznačně. Polo
žím  tedy Ez  =  y. Z 9,4 nyní vyplyne, že E  je projektor.  Je-li 2^  projektor 
o  zmíněných  vlastnostech,  pak  x e L

0
  => E

x
x  =  Ex,  a  je-li  y e L

x
,  pak 

y =  E
x
v,  veP,  tedy  E

x
y  =  E

x
E

x
v  =  E

x
v  =  y  =  Ey;  z  toho  podle  (1) 

plyne  E
x
  =  E. 

9.6.  Je-li E  projektor v  P,  pak  I  —  E  je  rovněž projektor a  jest  (I  — 
—  E)-

1
^)  =  E(P),  (I —  E)(P) =  E-*(0). 

9.7.  Nechť E
x
  a E

2
  jsou projektory v P. Pak následující  vlastnosti jsou 

ekvivalentní:  (1) E
X
E

2
  =  E

X
  =  E^

x
;  (2) E~\0)  C E~

l
(0),  E

X
(P)  C  E

2
(P). 

Důkaz.  Nechť  platí  (1).  Když  E
2
x=0,  pak  E

x
x=E

x
E

2
x=  0; 

když  xeE
x
(P),  pak  x =  E

x
x  =  E

2
E

x
x=  E&,  tedy  xeE

2
(P).  Nechť 

platí  (2).  Pak  pro  libovolné  xeP  jest  jednak  x —  E
2
xe  E~

l
(0),  tedy 

x —  E&  € E^0),  Exx — EXE& =  0, jednak Exx € E2(P),  tedy  podle  9,3 
EzExx =  Exx. 

9.8.  Jestliže  prostor P  je  úplný,  pák  každý  projektor v P  je omezený. 
Plyne  z 6,18. 
9.9.  Bez  předpokladu  úplnosti  P  věta  9,8 neplatí.  Příklad: bud  H& 

prostor z  2,2, (1). Nechť lineál L
0
  CC  H<»  se skládá  z  { |

n
}  takových,  že 

Łn  == 0 pro  sudé n; nechť  L
x
  CC  Hao  se skládá z  {Łn} € Ho takových,  že 

f2Jti  =  k^k  (& =  1,2,  . . . ) .  Zřejmě  L
0
L

X
=  (0),  lineály  L

0
  a  2^ jsou 

uzavřené v  Hoo. Označím  R lineál  všech  z =  x -f-  y,  x e L
0
,  y  e L

x
,  a pro 

každé z  tohoto tvaru položím  Az  =  y.  Pak  A  je  operátor  v  R,  DA. =  R, 
i

2
  =  i a z  9,4 plyne,  že  A  je  projektor.  Nechť  p  je  celé  kladné;  bud 

x =  {Łn} e Hoo,  I22) =  1> f n =  0  Pr o  n  +  2p.  Snadno  se  zjistí,  že  xe  R; 
jeli  {rjn}  =  Ax,  máme  j^pi =  P,  VŽ* =  1,  rjn =  0  pro  2p — 1 #= n =# 
4= 2p. Tedy  |#| =  1,  \Ax\ =  j/p2 +  1. Tedy  projektor A  není  omezený. 

9.10.  Zavedeme  toto  označení:  je-li  P  lineární  prostor,  AQ.P, 
BQP,  pak  A  -j- J5 značí množinu všech  x -f-  y,  xc-á,  y•€B. 

9.11.  NecW P  je ápZm/, Bx a  E2  jsou  prqjektory  v  P,  EXE2 =  . É ^ . 
Potom  .Bx.!?, a  2.7 = '2^4  2.72— JBř^  jsou  též  projektory  v  P  a  platí: 

E
X
E

2
(P)  =  E

X
(P).  E

2
(P),  (E

x
E

2
)-*(0)  =  E

7
H0)  +  E~H0),  E(P)  = 

=  E
X
(P)  -f .B

2
(P), 25-1(0) -  2 ^ ( 0 )  • - S r W 
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Důkaz.  Snadným  počtem  se  zjistí,  že  (EXE2)
2  =  EXE2,  E2  =  E. 

Z 9,8, 6,15  a  6,13 plyne, že EXE2  a E  jsou  uzavřené. Tedy  jsou  oba  pro
jektory.  Jeli  ExE^c =  0,  pak  x =  (x — E#)  +  E&,  x — E&  €  E1^), 
E&€E1{0).  Tedy  (E^J^O)  C E~l(0)  +  ^ ( O ) .  JeH  ze  E(P),  pak 
x =  Exx  +  (x — Etx)  a  máme  Exx e EX(P),  E2(x — Exx)  =  E^x — 
— E2Exx  =  Ex — Exx=x  — Exx,  takže x — Exxe  E2(P).  Tedy E(P)  C 
C EX(P)  +  ^2(P)  Důkazy ostatních  tvrzení jsou ještě  snadnější. 

Korolár. Jestliže Ex, E2 jsou projektory v úplném P a EXE2 =  E2EX= 
=  0,  pak  Ex  \ E2  je projektor. 

Budeme se nyní zabývat  těmi projektory  v  H,  jež jsou zároveň  her
miteovskými  operátory. 

9.12.  Operátor AvHje  hermiteovským projektorem, když a jen když  A 
je normální operátor a A2  =  A. 

Důkaz.  Podmínka  je zřejmě  nutná.  Předpokládejme,  že je  splněna. 
Z 8,30 plyne D,4* =  D^aztohodaleD(^*^L*)  =  D{AA*)  =  D(A*A)  == 
=  D(A2) =  DA.  Podle  8,9  máme  A*  =  (AA)*  D A*A*.  Tedy  A*  = 
=  A*A*.  Pro  libovolné  x e DA  máme  A(x  — Ax)  =  0,  tedy  podle  8,30 
\A*(x — Ax)\  =  0, A*x  — A*Ax  =  0. Tedy A*  =  A*A.  Ježto A*  je též 
normální  (8,25),  (A*)2 =  A*,  můžeme  dosadit  A*  za  A  a  máme  A  = 
=  A**  =  A**A*  =  AA*  =  A*A,  tedy A  =  ^á*, takže A  je  hermiteov
ský.  Z  toho  plyne:  x e DA  => (Ax,  x) =  (uá2#, x) =  (Ax,  Ax)  ^> 0.  Polo
žímeli B  =  I  — A,  pak  5  je  normální,  B2  =  B,  takže,  jak  jsme  právě 
ukázali,  platí  x e DA  =  DB  => (Bx,  x)^>0,  z  čehož  plyne:  x € DA => 
=> \x\2 ̂ >  (Ax,  x).  Z  toho  vyplývá  podle  6,42,  že  |^l| <^ 1  a  dále  podle 
6,18, že  DA  =z H.  Tedy  A  je  projektor. 

9.13.  Jeli  E  hermiteovský projektor v  H, pak  O <^ E <^ I  a  \E\ =  l, 
pokud není E =  O. 

Důkaz .  Nerovnosti  0<^E  <^I  a, \E\<^1  plynou  z nerovností  ke 
konci  předcházejícího  důkazu.  Když  \E\  <  1,  pak  podle  6,15  máme 
\E\ =  \E2\ <;  \E\2,  z čehož  plyne  |Jř| =  0. 

9.14.  Projektor E v H je hermiteovský, když a jen když E^x(0)  J_ EH; 
máme pak  H =  E^0)  ©  EH. 

Důkaz .  Jeli  E  hermiteovský,  Ex  =  0,  y  =  Ev,  pak  (x, y)  ~  (x, 
Ev)  =  (Ex,  v) =  0.  Jeli  podmínka  splněna,  pak  pro  xe  H,  y e H  jest 
(x — Ex, Ey)  =  0,  tedy  (x,Ey)  — (Ex,Ey),  z  čehož  plyne  (y,Ex)  = 
== (Ey, Ex)  a tedy  (x, Ey)  =  (Ex,  y). 

9.15.  Jestliže  A,B  jsou  hermiteovské  operátory  v  H,  DA=H, 
DB =  H, pak AB  =  O, A%z a jen když AH  ±  BH. 

Důkaz .  Když  AB  =  O,  pak  pro  are H,  ye  H  máme  (Ax;By)  = 
=  (#, 41fy)  =  0.  Když  AH  J_ BH,  pak  pro  # € H,  ^ € H  máme  (Ax, 
jEty) =  0,  tedy  (x, ABy)  =  0, z čehož plyne ABy  =  0. 

9.16.  JVecikř {Ev}VfN  je  soubor hermiteovských projektorů v  H a nechť  
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EpEy =  O pro [x  4= v.  Potom  E  =  *ZV€NEV  je hermiteovský  projektor v  H, 
EH  =  @veN EyH,  JĚ7X(0)  je průnikem  všech  E^0). 

Důkaz.  Na  základě  9,15  se  snadno  zjistí,  že  pro  libovolné  xe  H 
a libovolná i^eJV, k =  1, ..., n, prvky EVJcx(k  =  1,  ...,w)aa;—SlLi®*^ 
jsou  všechny  navzájem  ortogonální.  Z  toho  plyne,  že  %k~i\EV]x\2 <L 
<^  |#|2,  takže 2 ^  |.E>a?|2 ^  |#|2.  Tedy  podle 2,7 existuje  součet HEyX pro 
každé x,  t.  j .  DE  =  H, a jest  |ifo| <1 1. Z 2,6 a z ortogonality ^ H  a  ^ H . 
pro  [x ̂   v  plyne,  že  pro  libovolná  xcH,  ycH  máme  (ExyEy)  = 
=  Sr€jy(^íc,  Evy)  =  ^NÍEVX,  y)  =  S ^ a ; ,  JS7vy),  takže  máme  (.Éte, 
% )  =  (a;, .%) =  (Ex,  y),  z čehož plyne E2  =  E,  E*  =  E.  Zřejmě  .E7H C 
C ®vcN EVH.  Jeli  x =  2W#&„  #v e EVH,  pak  z  podmínky  2^JE7„ =  O 
plyne  2Ł# =  *EV€NExv  =  H^NE^  =  Syê ra;v =  x,  takže  a; e JS7H.  Tedy 
JS7H =  ®V€NEVH.  Jeli  .Ěte =  0,  pak  ze  vzájemné  ortogonality  lineálů 
EM  plyne, že každý  sčítanec  v Ex  =  Hty^EyX se rovná nule, takže x leží 
ve všech  ^ ( O ) . 

9.17.  Nechť lineály Lv  CC  H /sow uzavřené, L  =  ©„«# Ł„.  Pro x «•  H, 
r e JV, budEvx  průmět  xna  Lva  Ex  bud průmět  x na L.  Potom Ev  a E  jsou 
hermiteovské projektory  v  H,  E  =  %V€NEV. 

Důkaz.  Na základě 9,5 a 9,14 se snadno ověří, ze Ev,  E  jsou  hermi
teovské  projektory;  ježto EVH  =  Lv,  můžeme  použít  9,16. 

9.18.  Jestliže Ev,  v c N,  jsou hermiteovské projektory v H, D(EveNEv)  == 
=  H,  |2V<#E,,| <^ 1,  pak  EpEv  =  O pro fi  +  v a  J1V€NEV  je  hermiteovský 
projektor. 

Důkaz.  Nechť  x e E^H.  Ježto  hermiteovské  projektory  jsou  nezá
porné,  máme  \x\2 2>  (L^NE^,  x)  =  (E^x,  x)  f  ^V€N(EVX,  x)f  tedy 

%VCN(EVX,  X) <^ 0,  (Evx,  x) =  0  pro  každé  v  4=  JLC,  a  tedy  podle  7,29 

jŁv# =  0 pro  v  ^  (JL.Z  toho  plyne  i?VJÉL =  O pro  r  +  ju,.  Nyní  použijeme 
9,16. 

9.19.  Jestliže Ex  a E2  jsou hermiteovské projektory v H, pak  následující 
podmínky  jsou  ekvivalentní.  (1) Ex  ^  E2,  (2) E1E% =  E2,  (3) E2E1  =  2Ł2, 
(4) jŁ2# C JŁi#,  (5) i?71(0) C E~l(§).  e/̂ owK tŁ0o podmínky  splněny,  pak 
Ex  — E2  je  projektor. 

Důkaz.  Ekvivalence  podmínek  (4)  a  (5)  plyne  z  9,14.  Když  platí 
(4), pak máme Exy  =  y pro y e E2H,  tedy E^E^  =  E&  pro  každé  ÍC e H. 
Když  platí  (5), pak  pro  každé  x € H  máme  ^ a : — a; €  J&71(0),  E2Exx  — 
— E&  =  0. Zřejmě  z  (2) plyne  (4), z  (3) plyne  (5). Tedy  (2) až  (5)  jsou 
ekvivalentní.  Operátor Ex  — E2  je hermiteovský;  jsouli  (2) až  (5) splně
ny,  pak  (Ex — E2)(EX  — E2)  =  E1—E2  — E2  +  E2=  Ex  — E2,  takže 
Ex  — E2  je  projektor,  E1—E2>0  (podle  9,13)  a  EX^E2.  Jestliže 
Et  ;>  JŁ2, pak  x€H,  E1x=0  =>Ą&  == 0,  takže  É~l(0)  C ^MO) .  Tedy 
(1)  je  ekvivalentní  s  (2)  až  (5). 
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