
▲♦❝❛❧ ❈♦❤❡r❡♥t✲❙t❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ s②st❡♠✲❜❛t❤

q✉❛♥t✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s

❘✳ ▼❛rt✐♥❛③③♦∗

❉❡♣t✳ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❧❛♥✱ ●♦❧❣✐ ✶✾✱ ✷✵✶✶✸✱ ▼✐❧❛♥✱ ■t❛❧②

■✳ ❇✉r❣❤❛r❞t
❉❡♣t✳ ❞❡ ❈❤❡♠✐❡✱ ❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧ ❙✉♣❡r✐❡✉r❡✱

✷✹ r✉❡ ▲❤♦♠♦♥❞✱ ❢✲✼✺✷✸✶ P❛r✐s ❝❡❞❡① ✵✺✱ ❋r❛♥❝❡

❋✳ ▼❛rt❡❧❧✐
❉❡♣t✳ ❞❡ ❈❤❡♠✐❡✱ ❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧ ❙✉♣❡r✐❡✉r❡✱
✷✹ r✉❡ ▲❤♦♠♦♥❞✱ ❢✲✼✺✷✸✶ P❛r✐s ❝❡❞❡① ✵✺✱

❋r❛♥❝❡ ✭♦♥ ❧❡❛✈❡ ❢r♦♠ ❉❡♣t✳ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str②
❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❧❛♥✮

▼✳ ◆❡st
■♥st✐t✉t❡ ❢ür ❈❤❡♠✐❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐tät P♦ts❞❛♠✱

❑❛r❧✲▲✐❡❜❦♥❡❝❤t✲❙tr❛ss❡ ✷✹✲✷✺✱ ✶✹✹✼✻ P♦ts❞❛♠✱ ●❡r♠❛♥②

■✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❙②st❡♠✲❜❛t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ❡✳❣✳
✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡ ♦r ❣❛s✲s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡②
r❡♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡s ✐♥ ❝✉rr❡♥t r❛t❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛r✐s❡s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❤❡r❡♥t❧② q✉❛♥✲
t✉♠ s②st❡♠s ✭❡✳❣✳ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✮✱
❛♥❞✴♦r ♦❢ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❞✐❛ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦❧❞ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❞✉st
❣r❛✐♥s✮✳
❖✉r ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛ ❵❜r✉t❡✲❢♦r❝❡✬ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤

♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ✜♥✐t❡✲s✐③❡
❜❛t❤✱ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭♦❢ t❤❡ s②st❡♠✮ ❢♦r t✐♠❡s ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ P♦✐♥❝❛ré r❡❝✉rr❡♥❝❡ t✐♠❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ✭✉♥✐t❛r②✮ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s②s✲
t❡♠✰❜❛t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❬✶✕✸❪ t♦ ♦♣❡♥✲s②st❡♠
q✉❛♥t✉♠ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s❬✹✱ ✺❪ t❤❛♥❦s t♦ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ s✐♠✲

∗❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛❞❞r❡ss✿ r♦❝❝♦✳♠❛rt✐♥❛③③♦❅✉♥✐♠✐✳✐t



✷

✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤
✭♦r✱ ♠♦r❡ ♣r♦♣❡r❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝✐♥❣✮ ✇❤✐❝❤ s❡ts t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ t✐♠❡
s❝❛❧❡ ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✿ ✐♥ t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛ ❢❡✇ ♣s ♣r♦❝❡ss
r❡q✉✐r❡s t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❜❡②♦♥❞ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ▼✉❧t✐✲❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛rtr❡❡
✭▼❈❚❉❍✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✻✱ ✼❪✱ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t✱ ❡①❛❝t q✉❛♥t✉♠ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞
❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②
♥❛♠❡❞ ❛s ▲♦❝❛❧ ❈♦❤❡r❡♥t✲❙t❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❈❙❆✮ ❬✽❪✱ t♦ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❞②✲
♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ s②st❡♠✲❜❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥
t❤❡ ❜❛t❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❢ ♥♦ ❞✐r❡❝t r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ s♣✐r✐t ❛s ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❵▲❈❙❆✬
❛♣♣r♦❛❝❤ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ s❡❧❡❝t❡❞✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ▼❈❚❉❍ ✈❛r✐❛♥t ✇❤✐❝❤ ❝❧♦s❡❧②
r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ●❛✉ss✐❛♥✲▼❈❚❉❍ ❬✾✕✶✶❪ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❜❡❧♦✇✳

■■✳ ❚❍❊❖❘❨

❲❡ st❛rt❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ s②st❡♠✲❜❛t❤ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ❜❡❡♥
✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ s❡❡ ❘❡❢✳ ✶✷✕✶✾✮✱ ♥❛♠❡❧②

H = Hsys +

F
∑

k=1

~ωk(a†
kak +

1

2
) −

F
∑

k=1

(λ†
kak + λka†

k) ✭✶✮

✇❤❡r❡ Hsys ✐s t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ✐s
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
s②st❡♠✲❜❛t❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ❜❛t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❜✉t ❛r❜✐tr❛r② ✐♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s❀ a†
k✱ak ❛r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧✲

❧❛t♦r ✭❍❖✮ r❛✐s✐♥❣✴❧♦✇❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ✐t ❜② ✇r✐t✐♥❣

H = Hsys + Henv(..qkpk..;x) ✭✷✮

✇❤❡r❡ Henv ✐s ❛♥ ❵❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✬ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭♥♦✇ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ s②st❡♠✮ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ s②st❡♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥ t❤❡ ❜❛t❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭✳✳qk, pk✳✳✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ♦♥❡ ❝❛♥
✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❛t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛t❤ ♠♦❞❡s✱ ❡t❝✳✳✳ ❖✉r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✮✿ ✭✐✮ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛t❤ ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ s✉❜s②st❡♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱
❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❜❛t❤ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤❛r♠♦♥✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ ✇❛✈❡❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ T = 0 ❑ ❝❛s❡✱ ♣♦✐♥t ✭✐✮ s✉❣❣❡sts t❤❡ ✉s❡
♦❢ s✉❜s②st❡♠ ❉✐s❝r❡t❡✲❱❛r✐❛❜❧❡✲❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❉❱❘✮ st❛t❡s ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡
✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳

|Ψ〉 =
∑

α

Cα |ξα〉 |Φα〉 ✭✸✮
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✇❤❡r❡ {|ξα〉} ✐s ❛ ❉❱❘ s❡t ❢♦r t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ |Φα〉 ❛r❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❜❛t❤ st❛t❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t α ✉s❡❞ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
s✉❜s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣♦✐♥t ✭✐✐✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ ❍❖ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ✭❈❙s✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦❝❛❧
❜❛t❤ st❛t❡s✱ ✐✳❡✳

|Φα〉 = |z1

α〉 |z
2

α〉 .. |zF
α 〉 := |Zα〉

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❛t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞✱ ♣s❡✉✲
❞♦❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s zk

α = zk
α(t)✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛t❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ k ❛♥❞

s②st❡♠ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t α✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cα✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✭ραβ = C∗

αCβ 〈Zβ |Zα〉 ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❉❱❘✮✳
❆t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T > 0 ❑ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠✰❜❛t❤ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ρsb ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

ρsb =
∑

i

pi

∣

∣ΨLCSA
i

〉 〈

ΨLCSA
i

∣

∣ ✭✹✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤
∣

∣ΨLCSA
i

〉

✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ▲❈❙❆ ❢♦r♠ ✭❡q✳ ✸✮✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s
t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ T = 0 ❑ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
❝❛s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ρsb(0) ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞
❛s ρsb(0) = ρsys(0) ⊗ ρbath

β (0) ❛♥❞ ρbath
β (0) ✐s ❛ t❤❡r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❛

❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❛t❤ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ kBT = β−1✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ t❤❡r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✭❜❛t❤✮
♣❤❛s❡✲s♣❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❵r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✬ ♦❢ ❡q✳✹✳

❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥

❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝✲❋r❡♥❦❡❧ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✉s✐♥❣ Cα ❛♥❞ zk

α ❛s ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❈❙s ✭✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ ❣❛✉❣❡✑✮ t❤❡②
t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✳
❚❤❡ ✏s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥✑ ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

i~Ċα =
∑

β

Hdamp
αβ Cβ + veff

α Cα

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❉❱❘ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣

❜❡t✇❡❡♥ ❜❛t❤ st❛t❡s✱ Hdamp
αβ = Hsys

αβ 〈Zα |Zβ〉 ✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱

veff = vlmf + vgauge✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❵❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞✬ ♣♦t❡♥t✐❛❧

vlmf
α = 〈Zα |Henv(xα)|Zα〉 = Henv

ord (..zk∗
α , zk

α, ..;xα)
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✭❤❡r❡ Henv
ord ✐s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ✐♥ a†

k, ak

❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛❧❧ a†
k✬s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ak✬s✮ ❛♥❞ ❛ ❵❣❛✉❣❡✬ ♣♦t❡♥t✐❛❧

vgauge
α = −i~

F
∑

k=1

〈zk
α|ż

k
α〉 = ~

F
∑

k=1

■♠(zk∗
α żk

α)

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐tt❡♥ ❞♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ✏❜❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✑ ❛r❡ ♣s❡✉❞♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

i~Cαżk
α =

∑

β

Hdamp
αβ (zk

β − zk
α)Cβ + Cα

∂Henv
ord

∂a†
k

(..zk
αzk∗

α , ..;xα)

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❵❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ❧♦❝❛❧ ❢♦r❝❡✬

żk
α,class = −

i

~

∂Henv
ord

∂a†
k

(..zk
αzk∗

α , ..;xα)

❛♥❞ ❛ ❵q✉❛♥t✉♠✬ ♦♥❡

żk
α,quant = −

i

~Cα

∑

β

Hdamp
αβ (zk

β − zk
α)Cβ

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❈❙s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s
❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛ q✉❛♥t✉♠✱ t❤♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣❛✉❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✇r✐tt❡♥ ❞♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐①

Γαβ =

F
∑

k=1

zk∗
α zk

β

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❈❙s ♦✈❡r❧❛♣s✱ 〈Zα |Zβ〉 = exp(Γαβ −Γαα/2−
Γββ/2)✳ ❋♦r ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s❡❡ ❘❡❢✳ ✽✱ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
[a, ford(a

†, a)] = ∂ford(a
†, a)/∂a†✳

●❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r✐s❡
❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝✲❋r❡♥❦❡❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ◆♦r♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❛♥s❛t③ ✭s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✮
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r✲
❛❧❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❈❙❆ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ ❛ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ s②♠♣❧❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
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✉s❡❞ t♦ s❡t ✉♣ ❛ r♦❜✉st ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡✬❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳
❖t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❈❙❆ ❛♥s❛t③ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❜❛t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s

r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛t❤ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐ts❡❧❢ ❤❛s ❛ ♣♦✇❡r✲❧♦✇ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❜❛t❤ ♠♦❞❡s✳ ❋♦r ❜❛t❤ ♠♦❞❡s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥❧② ✭❡✳❣✳ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ♦❢ ❊q✳ ✶✮ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❡♥s
♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❜❛t❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡st ❝♦♠♣✉t✲
❡rs ❬✽❪✳ ❚❤✐s ❣♦♦❞ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ q✉❛♥t✉♠✲❝❧❛ss✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ❢❛✐❧ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s②st❡♠✲❜❛t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ▲❈❙❆ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛t❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛♥❞
t❤❡② ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ✭q✉❛♥t✉♠✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ s②st❡♠ ❵✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✬ ✭t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮
❡♥t❡rs ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❜❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦rs ❞♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡
✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r✳
❈♦✉♣❧❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r✐s❡ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♥❛♠❡❧②

t❤❡ ❈♦✉♣❧❡❞✲❈♦❤❡r❡♥t✲❙t❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙❤❛❧❛s❤✐❧✐♥ ❛♥❞ ❈❤✐❧❞ ❬✷✵✕✷✸❪ ❛♥❞ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥✲▼❈❚❉❍ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇✉r❣❤❛r❞t✱ ❲♦rt❤ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ❬✾✕✶✶❪✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ▲❈❙❆✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤❛r❡
❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✱ ❵❡①❛❝t✬ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ ❈❙ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r✱ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ●✲▼❈❚❉❍ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✾❪ r❡❞✉❝❡ t♦ ▲❈❙❆ ♦♥❡s
✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✳❣✳ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ♦❢ ❘❡❢✳ ✽✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐s t❤❛t ✐♥ ▲❈❙❆ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❱❘ st❛t❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❜❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✮✱ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❛❜♦✉t t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜❛t❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s t❤❛t ✐t s✉✐ts ✇❡❧❧ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥t♦
t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢r✐❝✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η t♦ t❤❡ ❜❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞❛r②
✭✐♥✜♥✐t❡✱ ♠❡♠♦r②✲❧❡ss✮ ❜❛t❤✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
▲❈❙❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ s②st❡♠✰❜❛t❤✰s❡❝♦♥❞❛r② ❜❛t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❜❛t❤ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
✭❖❤♠✐❝ ❜❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t✮ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ▲❈❙❆
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✰❜❛t❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠❬✷✽❪ ✭❡✳❣✳ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♦❢
❘❡❢✳ ✽✮✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
♥❡❡❞ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❵❞❛♠♣❡❞✬
▲❈❙❆ ✈❛r✐❛♥t✱ ❢♦r ♦❜✈✐♦✉s r❡❛s♦♥s✳



✻

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ✶❉ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❛t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✿ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s♣❧✐tt✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✳ ❇♦❧❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ❡①❛❝t r❡s✉❧ts✱ sq✉❛r❡
s②♠❜♦❧s ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ▲❈❙❆✳ ❱❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡
❞❛♠♣❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❈❙❆ ✭st❛rs✮✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞❛♠♣✐♥❣ ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ❢♦r t❤❡
✜rst 0.1 ♣s ♦♥❧② ✭❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❍❡r❡✱ ❞❛♠♣✐♥❣ ❤❡❧♣s ✐♥ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ❵✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✬
♣r♦❜❧❡♠✱ s❡❡ ❘❡❢✳ ✽ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

■■■✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ t✉♥♥❡❧✐♥❣ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ st✐❝❦✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❡①❛❝t✱ ▼✉❧t✐✲❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t✲
❍❛rtr❡❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✽✵ ❜❛t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❝❝♦✉♥t
♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ✽✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♠❡r❡❧② s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥
r❡s✉❧ts✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛t❤s ✭❡✳❣✳

❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❢❡✇ ❍❖ ❜❛t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✮ ✐t ♣❡r❢♦r♠s r❛t❤❡r ✇❡❧❧✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①❛❝t ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr✉❡ ❢♦r
✶❉ ❜❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ▲❈❙❆ ✐s ❢r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✭❧♦❝❛❧✮ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
t❤❡r❡❜② s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛t❤ st❛t❡s t♦ ❜❡ ❈❙s ✐s ❛ r❡❛✲
s♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s②st❡♠✲❜❛t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ t❡st ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r❧② t♦ ❛
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r❬✷✹❪✳ ❋✐❣✳✶ s❤♦✇s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s♣❧✐tt✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ c✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①❛❝t r❡✲
s✉❧ts✳ ◆♦t✐❝❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❛t ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❛❞❧② ❢❛✐❧ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t ❛❧❧ ❜✉t
✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❬✷✹❪✳



✼

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s②st❡♠ ❡♥❡r❣② ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r ❛ ✺✵❉ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ γ−1

= 50 ❢s✳ ❋✉❧❧ ❧✐♥❡s ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ▼❈❚❉❍
r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ✭❞❛♠♣❡❞✮ ▲❈❙❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t❛❦❡ ∼ 1 ♠✐♥ ♦♥
❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❧❛r❣❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛t❤s s❤♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ✺✵❉ ❜❛t❤✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ▲❈❙❆✱ ✐s ✐♥ ♦♥❧②
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ▼❈❉❚❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❛❧②s✐s
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s ✐s ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛♥ t♦ r❡❛❧
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❈❙❆ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❧♦st
❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ❢s✱ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✇❡❛❦❡r✲❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠s ✭❧♦♥❣
t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s✮✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ s♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❈♦❧❜❡rt✲▼✐❧❧❡r ❉❱❘
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐t s❡❡♠s ❛t
✜rst s✐❣❤t❀ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♦✉r ✐♥t❡❣r❛t♦r ✭❛ st❛♥❞❛r❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
✹✲t❤ ♦r❞❡r ♦♥❡✮ ❛❧❧♦✇s ✈❡r② ❣♦♦❞ ♥♦r♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ s♦♠❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❜❡tt❡r✲s✉✐t❡❞ ❉❱❘ s❡ts ✭✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧✲❖♣t✐♠✐③❡❞ ❉❱❘ s❡t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✮❬✷✺❪✱ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ str❛t❡❣② ❛t ♣r❡s❡♥t ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❈❙❆✳ ❚❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✛♦rt ✇✐t❤♦✉t r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥② ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❡s✉❧t✱
❛♥❞ t✉r♥s ♦✉t ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❜❛t❤ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❵tr✐❝❦✬ ❛❧❧♦✇s
♦♥❡ t♦ ❣❡t r❡s✉❧ts ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①❛❝t ♦♥❡s ✐♥ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❤❡❛♣
✇❛②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❵st❛❜✐❧✐③❡✬ t❤❡ ❜❛t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✶ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r✱ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❵❞❛♠♣❡❞✬ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❈❙❆ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η✱ ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❜❛t❤ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸ ✇❤❡r❡
❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛t❤ ✭✐✳❡✳ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥✲
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❈❙❆ ✐s ✉s❡❞✳ ❇♦❧❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ▼❈❚❉❍ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ✽✵ ❜❛t❤ ♠♦❞❡s✱ s♦❧✐❞✱ ❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ▲❈❙❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✷✵✱✹✵✱
❛♥❞ ✽✵ ♠♦❞❡s✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs ♠❛r❦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❵♥♦♠✐♥❛❧✬ r❡❝✉rr❡♥❝❡ t✐♠❡s✳ ❚♦♣✿
❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❇♦tt♦♠✿ ❛✈❡r❛❣❡ s②st❡♠ ❡♥❡r❣②✳

s✐t② J(ω)✮ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡①❛❝t✮ r❡s✉❧ts ❢♦r t✐♠❡s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝✉rr❡♥❝❡ t✐♠❡s✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❝❧❛ss✐❝❛❧
❜❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s s❡❡♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡
♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
❝❧❡❛r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ st✐❝❦✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✐✳❡✳ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛t❤
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s✉r❢❛❝❡✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❈❙❆ ✇♦r❦s r❡❛s♦♥❛❜❧②
✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t
❞❡t❛✐❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ st✐❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❞②♥❛♠✐❝s
❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❝❡❡❞ ❵s♠♦♦t❤❧②✬✱ s❡❡ ❋✐❣✳✹✳ ❚❤❡ ❜❛❞ ❜r❡❛❦ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❡ ❞♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❜❛t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❜✉t ❛t t❤❡
♣r✐❝❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ♠♦r❡ st✐❝❦✐♥❣ ✭✦✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡
t❤❛t ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛
t♦♦ ❛❞ ❤♦❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝✉rr❡♥t❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♠✉❝❤
♠♦r❡ r♦❜✉st ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❚❤✐s
♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s
✐t ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥✳

■❱✳ ❍❆▼■▲❚❖◆■❆◆ ❋▲❖❲❙

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❵❜r✉t❡✲❢♦r❝❡✬ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲
♦r❞❡r ▲❈❙❆ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❛❣❛t♦r s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❝❛r❡
♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r ✭♥♦♥✲❡✈✐❞❡♥t✮ ❢❡❛t✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡✐r s②♠♣❧❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡❬✷✻✱ ✷✼❪ t❤❛t ❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠



✾

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆ ♠♦❞❡❧ st✐❝❦✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❍ ❛t♦♠ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✇✐t❤
❛ ✺✵❉✲♠♦❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ 200 ♠❡❱✳ ❆✈❡r❛❣❡ s②st❡♠ ❡♥❡r❣② ❧♦ss
✭∆Esys✮✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭Eint✮✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭< x >✮ ❛♥❞ st✐❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭P stick✮
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ▼❈❚❉❍ r❡s✉❧ts✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ▲❈❙❆✳

♠❡t❤♦❞ ✭✉♥❞❡r q✉✐t❡ ♠✐❧❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❛st ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
❛ s②♠♣❧❡❝t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ❛ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛t
r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❜r✉t❛❧ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
s❤♦rt✲t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✭s✐♠♣❧❡✮ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♠❛♣s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❡ ♦❢ t❤✐s ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ s✉♠✲
♠❛r✐③❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛♠♣❧❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ ❛
❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

▲❡t✬s ✜rst ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✢♦✇s ✐♥ ❣❡♥❡r✐❝ s②♠✲
♣❧❡❝t✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❆ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ ❝❧♦s❡❞✱ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✷✲❢♦r♠ ω✳ ■♥ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ xi ✐t ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s ω =

∑

i,j>i ωijdxidxj ✳ ❍❡r❡ dxi ❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✶✲❢♦r♠s✱ t❤❛t

✐s dxi(v) = vi ❢♦r ❛♥② t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r v ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t x✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❵✇❡❞❣❡✬ ♣r♦❞✉❝t✳ ◆♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♠❡❛♥s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
t❤❛t ωij ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞❬✷✾❪✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ s❡t
✉♣ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❝♦✲t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs ✭✶✲❢♦r♠s✮✳ ❚❤❛t
✐s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✶✲❢♦r♠ α =

∑

αidxi t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ Xα s✉❝❤
t❤❛t α(v) = ω(Xα,v✮✱ ❛♥❞ ✐ts ✢♦✇✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❡s ẋi = Xi

α✳ ❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥
❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ H ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✮ ❛♥❞ ✐ts ✶✲❢♦r♠ dH t❤❡
✢♦✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ XH ✭✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❤❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ✢♦✇✮ ❝♦♥s❡r✈❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ dH(XH) = ω(XH ,XH) = 0✳ ❈❧♦s❡❞♥❡ss
✭dω = 0 ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❵❡①t❡r✐♦r✬ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥
❜❡ ❵tr❛♥s♣♦rt❡❞✬ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❢♦r♠
ω ✐ts❡❧❢ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛♥② ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✢♦✇ ✭❢♦r♠❛❧❧② LXH

ω = 0✱ LY ❜❡✐♥❣
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t❤❡ ▲✐❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ Y✳ ❚❤✐s ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✬s
t❤❡♦r❡♠✮✳

■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❛ ❵✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧✬ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♥❛♠❡❧② δS = 0✳ ❍❡r❡

t❤❡ ❛❝t✐♦♥ S =
∫ t2

t1
dt L ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✭r❡❛❧✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥❬✷✻✱ ✷✼❪

L =
i~

2

〈Ψ|Ψ̇〉 − 〈Ψ̇|Ψ〉

〈Ψ |Ψ〉
−

〈Ψ |H|Ψ〉

〈Ψ |Ψ〉

❚❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡s ❜❛❝❦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ |Ψ〉 ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✈❛r② ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤✲
♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❉✐r❛❝✲❋r❡♥❦❡❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❛❧s♦ tr✉❡
✇❤❡♥ i |δΨ〉 ✐s ❛♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ |δΨ〉✳

❚❤❡♥✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♣❧❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡ ✇❤❡♥ ✭s♠♦♦t❤❧②✮ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs x✱ |Ψ〉 = |Ψ(x)〉✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐♥
t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❵s❛♠♣❧❡✬ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉♣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② t❤❡
r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ n ❝♦♠♣❧❡① ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ♦✉r
{..Cα..zk

α..}✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱

L =

n
∑

i=1

ẋiZi(x) −H(x)

✇❤❡r❡

Zi =
i~

2 〈Ψ |Ψ〉

(〈

Ψ

∣

∣

∣

∣

∂Ψ

∂xi

〉

−

〈

∂Ψ

∂xi

∣

∣

∣

∣

Ψ

〉)

❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ✶✲❢♦r♠ α = −
∑

Zidxi✱ ❛♥❞ H(x) =
〈Ψ(x)|H|Ψ(x)〉 / 〈Ψ(x)|Ψ(x)〉✳ ❆ ❝❧♦s❡❞ ✷✲❢♦r♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ω = dα✱
❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐❢ ωij = ∂Zi/∂xj − ∂Zj/∂xi ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ✷✲❢♦r♠ ω =

∑

ωijdxidxj ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❡ ♥❡❡❞✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦❧❧♦✇ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

∑

ẋiωij =
∂H

∂xj

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r v✱

∑

ẋiωijv
j = ω(ẋ,v) =

∑ ∂H

∂xj
dxj(v) = dH(v)

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ ω ✐s ❛ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❵✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✢♦✇✬ ✐s t❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H(x)✱ ✐✳❡✳ ẋ = XH✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ❜r❛❝❦❡ts

ẋi = {H,xi}
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✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② {f, g} = ω(Xg,Xf ) ❢♦r ❛♥② t✇♦ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g✳
■♥ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜②

{f, g} =
∑ ∂f

∂xi

∂g

∂xj
ξij

✇❤❡r❡ ξij ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ωij ✳
❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▲❈❙❆ ❝❛s❡ ❬✷✺❪ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠ ω ✐s

✐♥❞❡❡❞ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cα ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥s❛t③ ♦❢ ❊q✳ ✸ s✐♥❝❡ ✇❤❡♥
♦♥❡ t❤❡ Cα ✈❛♥✐s❤❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❈❙s zk

α ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❱✳ ❙❯▼▼❆❘❨

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ♦❢ ✇❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❈♦❤❡r❡♥t✲❙t❛t❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t❡❞ q✉❛♥t✉♠
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s②st❡♠✲❜❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆♥ ❛tt❡♠♣t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦
s❤♦✇ ✐ts ♠❡r✐ts ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❤❡❛♣✱ ✈❡r② ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r
♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t
♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
s❦❡t❝❤❡❞ ♦✉r ♦♥❣♦✐♥❣ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ r♦❜✉st ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
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❛♥❞ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ t❡r♠ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ▲❈❙❆ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✳✹✳
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