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✶✾✶✶ ❬✶❪✱ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② r❡❝❡✐✈❡❞ ✐ts ✜rst ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r② ❜② ❇❛r❞❡❡♥✲

❈♦♦♣❡r✲❙❝❤r✐❡✛❡r ❬✷❪✱ ❢❛♠♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ ❛s ❇❈❙ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

❢♦r♠✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❜✐♥❞ ✐♥ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs ❬✹❪

❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❡ ✐♥t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ st❛t❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡

♣❛✐r✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❧❛tt✐❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ✐s ❞✉❡ t♦ ♣❤♦♥♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ✭■♥ ♠♦r❡ ❡①♦t✐❝✱ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲Tc s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

❛ttr❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❣❧✉❡s ❡❧❡❝tr♦♥s t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❈♦♦♣❡r

♣❛✐rs ✐s st✐❧❧ ✐♥t❡♥s❡❧② ❞❡❜❛t❡❞✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✺❪✳✮

◆♦t ❧♦♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ❜② ❇❛r❞❡❡♥✲❈♦♦♣❡r✲❙❝❤r✐❡✛❡r✱ ❆♥❞❡r✲

s♦♥ ❬✻❪✱ ❆❜r✐❦♦s♦✈ ❛♥❞ ●♦r✬❦♦✈ ❬✼❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❤❛✈❡

♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✐♥❝❡

❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛♥❞ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s ♥♦t ❜r♦❦❡♥ ❜② s✉❝❤ ❞✐s♦r❞❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❢♦r ✇❡❛❦❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t t♦♦ str♦♥❣❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ■♥ str♦♥❣❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞

s②st❡♠s t❤❡ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲

t✐✈✐t② ✐❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s♣❛❝✐♥❣ δξ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❣❛♣ ❡♥❡r❣②

∆ ✳ ■♥ ✶✾✽✺✱ ▼❛ ❛♥❞ ▲❡❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❬✽❪✳ ■♥ t❤❛t ✇♦r❦✱ t❤❡② ❛r❣✉❡❞ t❤❛t str♦♥❣ ❞✐s♦r✲

❞❡r ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ s♣❛t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r

✭t❤❡ ❇❈❙ ❣❛♣ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❛♥❞ ✐ts ♦✈❡r❛❧❧ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ s②st❡♠

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ t❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t

s✐♥❝❡ t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡①tr❡♠❡s ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛r✐s❡s ❛s ❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs

✐♥t♦ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❝♦❤❡r❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ r❡s✐st❛♥❝❡✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✬s ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♣✉s❤❡s ❛ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ st❛t❡ ✇✐t❤

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ r✐❝❤ ✐♥

t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧②

❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ♠❡t❛❧ t♦ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r

✐♥ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s ❬✾❪✳ ❆❞❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❛ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s✱ ✐♥ t❤❡ ✶✾✵✵s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs

✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♠❡t❛❧✲✐♥s✉❧❛t♦r

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✷❉ s②st❡♠ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❛t q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s❡tt❧❡❞✳

❆s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❤❛♣✲

♣❡♥s ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❙■❚✮ ♣r♦✲

✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✶✷❪✳ ◗✉❛♥t✉♠ ♣❤❛s❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② st✉❞✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ♥♦♥✲③❡r♦ ❜✉t ❧♦✇

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦✇ ❞✐s♦r❞❡r ❞r✐✈❡s t❤❡ ❙■❚ ❝❛♥

❤❡❧♣ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ ♦t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝s

❤❡r❡ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ ❜♦s♦♥s

❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❝♦❧❞ ❛t♦♠s ❬✶✸✱ ✶✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥



✶✳✶✳ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✼

❛♣♣❡❛❧✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❡st❜❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛t✲

t❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❡♣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙■❚ ❛♥❞

t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❤✐❣❤ Tc s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ❤❛s ❜❡❡♥ s✉r♠✐s❡❞ ❛s s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ s✐❞❡ ♦❢ s♦♠❡

s②st❡♠s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙■❚ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ Tc s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲

t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ▲❛2−x❙rx❈✉❖4 ❛♥❞ ❇✐2❙r2−x▲❛x❈✉❖6−γ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

❛s t❤❡ ❙■❚ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠✱ ✐t ♠❛②

❡♥t❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✶✼✱ ✶✽❪ ✇❤✐❝❤ ❛ttr❛❝ts

❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡

✐♥s✉❧❛t♦r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙■❚ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛ ♥❡❛r❧② ♠❛♥②✲❜♦❞②

❧♦❝❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② s❡❧❡❝t✐✈❡❧② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐t✉✲

❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❙■❚✳

✶✳✶✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡✲

t✇❡❡♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❙■❚ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② r✐❝❤❡r

❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐r✐♥❣✱ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

❜② ❞✐s♦r❞❡r ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛❧♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r♦✉t❡s✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝

❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♦♥❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙■❚ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✿ ❡✐t❤❡r

t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❢✉❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ t♦ ③❡r♦✱ ♦r ✐t ✐s ❥✉st

t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ str♦♥❣ ♣❤❛s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛

♣❛✐r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✉r✈✐✈❡s✳

❚❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❛s ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥✬s ✇♦r❦s ❬✶✾✱ ✷✵❪

✉s✐♥❣ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s

✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s t❤❛t ❞✐s♦r❞❡r ❡♥✲

❤❛♥❝❡s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡✐r ❞✐❢✲

❢✉s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲

❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❆t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤✱



✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ✉♣ ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥s

❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ♥♦♥✲

s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡ t♦ ❜❡ ❛ ♣♦♦r ♠❡t❛❧ t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛♥

✐♥s✉❧❛t♦r ❛t ❤✐❣❤❡r ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♠♦st❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ✢✉❝t✉❛✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❙■❚ ♦❝❝✉rs

✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛✲

r❛♠❡t❡r ✐s st✐❧❧ ✜♥✐t❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡

♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✢✉❝t✉❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛✈❡r❛❣❡s t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞

st✐✛♥❡ss ✐s ❧♦st✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs t❤❛t ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❜♦s♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t

♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ tr✐✈✐❛❧❧② ♦❝❝✉rs ✐♥ ❣r❛♥✉❧❛r s✉✲

♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ✇✐t❤ ❏♦s❡♣❤s♦♥ ❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❛♠♣❧❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛♥✉❧❡s r❡♠❛✐♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✲

✐♥❣ ❬✷✶✱ ✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹❪✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ✜rst ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❋✐s❤❡r ❬✷✺❪✱ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❜♦s♦♥✲✈♦rt❡① ❞✉❛❧✐t②✳ ❍❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r♠s ❛ ❇♦s❡ ✐♥s✉❧❛t♦r ✇❤❡r❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❥✉st s♣❛t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✧❈♦♦♣❡r✧ ♣❛✐rs✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

r♦✉t❡ t♦ t❤✐s ❜♦s♦♥✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❬✶✻✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽❪✳ ■♥ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ ❋❡✐❣❡❧✬♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻✱ ✷✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣r❡❢♦r♠✐♥❣ ♣❛✐rs ❜② ❛ r❡❧❛t✐✈❡ str♦♥❣ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ s✐♥❣❧❡

♣❛rt✐❝❧❡ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❡✈❡♥ str♦♥❣❧②

❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❆♥❞❡rs♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛❝t❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❙■❚✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥

s♣✐r✐t ♦❢ ▼❛✲▲❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs✳

✶✳✶✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

❊①♣❡r✐♠❡♥ts st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❙■❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ✈❛r✐♦✉s t❤✐♥ ✜❧♠s ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✷✾✱ ✸✵❪✳

❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ■♥❖ ❬✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸❪✱ ❚✐◆ ❬✸✹✱ ✸✺❪✱ ❇✐ ❛♥❞ P❜ ❬✸✻✱ ✸✼✱

✸✽✱ ✸✾❪✱ ◆❜◆ ❬✹✵❪✱ ▼♦●❡ ❬✹✶❪ ✜❧♠s✱ ♦r ▲❛❆❧❖3✴❙r❚✐❖3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❬✹✷❪✱ ❙r❚✐❖3



✶✳✶✳ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✾

s✉r❢❛❝❡s ❬✹✸❪✱ ▼♦❙2 ✢❛❦❡s ❬✹✹❪✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✈❛r② ✇✐❞❡❧② s✐♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❧♠s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❛♠♦r♣❤♦✉s ♦r ❣r❛♥✉❧❛r✳ ❇♦t❤

❡①❤✐❜✐t ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t♦ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥

❣r❛♥✉❧❛r s②st❡♠s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❝❧✉st❡rs ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡✲

♥❡♦✉s❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❞✐s♦r❞❡r✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✮ ♠❛tt❡rs✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❡✳❣✳ s♦♠❡ ❤✐❣❤ ❞✐❡❧❡❝✲

tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t s✉❜str❛t❡s ♠❛② ❜❡tt❡r s❝r❡❡♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤✲❛t♦♠✐❝✲

♥✉♠❜❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♠❛② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡♠ ❢r♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s♣✐♥✲

♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ❛✛❡❝t❡❞✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐✈❡rs✐t②✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②✿

✭✐✮ ▼❛♥② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡♣♦rt ❛ ❞✐r❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣

t♦ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s

▼♦●❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ r❡❣✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❛✐♠❡❞✳

✭✐✐✮ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ ❢✉❧❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✳

✭✐✐✐✮ ■♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❞✐r❡❝t ❙■❚✱ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛ ❣✐✲

❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ❛♣♣❡❛rs ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✿ ❛ str♦♥❣❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❛t ❧♦✇

✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ str♦♥❣❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ ❛t ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ❬✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹✱ ✸✾✱ ✹✵✱ ✹✺✱ ✹✻✱ ✹✼✱ ✹✽❪✳

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝r♦ss♦✈❡r

❢r♦♠ ❛ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤✐s

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝♦✲

❤❡r❡♥❝❡ ♠❛② ♣❡rs✐st ✐♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r✲

❡♥❝❡ ✐s ❧♦st✳ ■♥ s♣❡❝✐❛❧ t❛✐❧♦r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ str✉❝t✉r❡❞ ✜❧♠s✱ ♠❛❣♥❡t♦✲

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✢✉① q✉❛♥t✉♠

h/2e ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❬✸✾✱ ✹✾✱ ✺✵❪✳ ❚❤✐s ❢✉rt❤❡r s✉♣♣♦rts t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❧♦✇



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ✧♣r❡❢♦r♠❡❞ ♣❛✐rs✧ r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

✭✐✈✮ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤♦s❡ s②st❡♠s ✭✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛♥❞ ❧♦✇ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣❡❛❦ ✇❤❡r❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✮

❡①❤✐❜✐ts ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ R(T ) = R0 exp(T0/T ) ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ✉s✉❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s ✇❤❡r❡

♥♦r♠❛❧❧② ▼♦tt ♦r ❊❢r♦s✲❙❤❦❧♦✈s❦✐✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

✶✳✶✳✹ ❖♣❡♥ ✐ss✉❡s

❉❡s♣✐t❡ ❛ ❧❡♥❣t❤② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐❞❡✱ ❛

❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞

❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❡♠❡r❣❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧

q✉❡st✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❝❧❛ss❡s

t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✱ t❤❡✐r ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲

t✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❆❧s♦ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣

♣❤❛s❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉③③❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✲

❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ✐t s❡❡♠s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞

✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦

❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙■❚✳ ❆ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

♦❢ t❤✐s ♣❤②s✐❝s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❧❡❛r❡r ♣✐❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✶✳✷ ❚❤❡s✐s ♦✈❡r✈✐❡✇

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❙■❚✱

■ ❝❛rr② ♦✉t ❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❡❧✉❝✐❞❛t✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐t✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤❛r❞✲❝♦r❡ ❜♦s♦♥s ♦♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥ts ♦♥ str✉❝t✉r❡❞ ✜❧♠s ❬✸✽✱ ✸✾❪✳ ❚❤✐s ❛✐♠s ❛t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t♦✲tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❛❦✐♥❣

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜♦s♦♥s✱ ■ st✉❞② t❤❡

❝r♦ss♦✈❡r ❢r♦♠ str♦♥❣ t♦ ✇❡❛❦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐s



✶✳✷✳ ❚❤❡s✐s ♦✈❡r✈✐❡✇ ✶✶

❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝✲

tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❇♦s❡ ❣❧❛ss ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ✭✐♥t❡♥s✐✈❡✮ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ❛t

✇❤✐❝❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❛r❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ❤♦♣♣✐♥❣ ■ ✜♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ t♦

♦s❝✐❧❧❛t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ♣❡r ♣❧❛q✉❡tt❡ ❬✺✶❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❜♦s♦♥✐❝ ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝

s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t❤✉s s❤♦✇ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣❧② t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s❡❡♥ ✐♥

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❙■❚ s②st❡♠s r❡✢❡❝t t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs✱ ✐✳❡

❛ ❇♦s❡ ❣❧❛ss r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❋❡r♠✐ ✐♥s✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ♠❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✭❛♥❞ t❤✉s ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡✮ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞

✢✉①✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥ ❜♦s♦♥s t❤❛♥ ✐♥ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❇♦s♦♥s

❡①❤✐❜✐t ❛ s✐♥❣❧❡ ❤✉♠♣ ♣❡r ✢✉① ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✉♥❞❡r❣♦

t✇♦ ❤✉♠♣s✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ❜✉t ❈♦✉❧♦♠❜

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❧❡❛❞ t♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧

♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❧② ❜♦s♦♥✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t t❤✉s

❝❛♥♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✜❡❧❞s ♦❢t❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡

✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❛✐r ❜r❡❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❡rt❛✐♥❧② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t❛❦✐♥❣ ❜♦t❤ ❜♦s♦♥✐❝

❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦

st✉❞② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞r✐✈❡♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r♦♠ ♣❛✐r t♦ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❣✐♠❡s

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✐st✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤✐s st✉❞② ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡

❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ♦♥

t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❙■❚ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❛t ❝r♦ss♦✈❡r✳

❆ss✉♠✐♥❣ ▼♦tt ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❡ ♣❛✐r✲t♦✲s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r

✐♥ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛❧❡

TM ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ str❡t❝❤❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ R(T ) ❢♦r ♣❛✐rs

❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥

❛ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✱ s✉❜❥❡❝t t♦ str♦♥❣ ♦♥s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱

❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❤♦♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❡♥t❡rs ❜♦t❤ ❜② ❛ ✭s♣❛t✐❛❧❧②✮ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛♥❞ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t

♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣s✳ ■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t

t❤❡ ❢♦r♠❡r ❧❡❛❞s t♦ ❛ str♦♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛♥❞

❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧

❡✛❡❝t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❛r✲

r✐❡rs✳ ■t ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♣❡❛❦ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✳ ■ ❛❧s♦

❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤✐s t❤❡♦r②✳

❍❛✈✐♥❣ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ♦✉r

✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❛❜♦✈❡✱ ■ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r

❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

s②st❡♠s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇✐t❤ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡✐♥❣

tr❡❛t❡❞ ❛t ❛ ♠♦r❡ q✉❛♥t✉♠ ❧❡✈❡❧ ✭❜✉t st✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❍❛rtr❡❡✲

❋♦❝❦ tr❡❛t♠❡♥t✱ ■ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✲

s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ ❢♦❝✉s❡s ♦♥

t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝✐❡s✱ ♦r ✈❛❧❧❡② ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✱ t❤❛t P✉♥♥♦♦s❡ ❛♥❞

❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥ ❬✶✶✱ ✺✷❪ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❝❛✉s❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✳ ❆s ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss✱ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t②

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♣❡❝✐❡s ❜❡❤❛✈❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠

t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ s❝❛❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ s❝❛❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s✐st❛♥❝❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ P✉♥♥♦♦s❡ ❛♥❞ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥✬s r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❡q✉❛t✐♦♥s✳



❈❤❛♣t❡r ✷

▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❡❧✲

❡♠❡♥t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✲✐♥s✉❧❛t♦r q✉❛♥✲

t✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❧② ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❇❈❙ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ♥✉♠❡r♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s

❬✽✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✺✸✱ ✺✹✱ ✺✺❪ ❤❛✈❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❢♦r♠❡❞ ♣❛✐rs

✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ r♦✉t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣

t♦ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❞✐r❡❝t❧② t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t✲

tr❛❝t✐✈❡❧② ❜♦✉♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ s❝❡♥❛r✐♦

✜rst st✉❞✐❡❞ ❜② ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♣♣r❡s✲

s✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐r✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❞✐s♦r❞❡r✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✷✵❪✳

❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥

❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝

❛ttr❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❍✉❜❜❛r❞

U ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✺✻✱ ✺✼✱ ✺✽✱ ✺✾❪✳

❖♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐❞❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♥✐♥❡t✐❡s✱ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥

■♥❖x ❜② ❍❡❜❛r❞✱ P❛❧❛❛♥❡♥✱ ❛♥❞ ❘✉❡❧ ❬✸✶✱ ✹✺❪ ✇❡r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢

❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦rs✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❜♦s♦♥✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠✐❣❤t ❜❡

❛t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✷✺❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❛♥❞ ❜♦s♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs ❞✐✛❡r



✶✹

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ st❛t✐st✐❝s ❛✛❡❝t t❤❡✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛t❤s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢

t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦s♦♥s r❡s♣♦♥❞ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❛②s ❬✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷✱ ✻✸✱ ✻✹✱ ✻✺❪✳ ❋♦r

❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❜♦s♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣❛t❤s

✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡✲

s✐st❛♥❝❡ ❬✻✵❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜t❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞

s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r

✇❡❛❦ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❬✻✸❪✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s t❤✐♥ ✜❧♠s ♦❢ ❇✐ ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✻✻❪✱ P❜❇✐

❬✻✼❪✱ ■♥❖x ❬✸✷✱ ✸✸✱ ✺✵❪✱ ❚✐◆ ❬✸✹❪✱ ♦r ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r✐♥❣ ♦❢ ■♥❖x ❬✻✽❪ ❤❛✈❡ str❡♥❣t❤✲

❡♥❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦s♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ tr❛♥s✲

♣♦rt ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ st❛t❡ ✇❛s ♦❜✲

s❡r✈❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❆rr❤❡♥✐✉s✲t②♣❡ r❡s✐st❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ R(T ) ∝ exp(T0/T )✱ ♦✈❡r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ T0

❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❬✸✷✱ ✻✾❪✳ P❛tt❡r♥❡❞ ✜❧♠s ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝r❡✲

❛t❡❞ s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡ ❬✸✽✱ ✸✾❪ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❡♥❡r❣② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥

♣❡r✐♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ h/2e t❤r❡❛❞✐♥❣ t❤❡

✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❛r❡

♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡

✐♠♣♦s❡❞ ♣❛tt❡r♥✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s r❛t❤❡r

s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✐♥s✉❧❛t♦r✱ ✇❤❡r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❛ str❡t❝❤❡❞ ❡①✲

♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❞✉❡ t♦

✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❬✼✵❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r✱ r❡❧✐❡s ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ❛ s✉✣✲

❝✐❡♥t❧② ❡✣❝✐❡♥t ❜❛t❤ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✐♥❡❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❝❛rr✐❡rs t♦ tr❛♥s♣♦rt

❝❤❛r❣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ t❤❡

r❡❧❡✈❛♥t ❝❛rr✐❡rs ✭♣❛✐rs ♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✮ ✐s ✇❡❛❦✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐s ❜② ✐ts❡❧❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ tr❛♥s♣♦rt ♠❛② ❜❡ ❞♦♠✐✲

♥❛t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛♥ ♣❤♦♥♦♥✲❛ss✐st❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣✳ ❖♥❡



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✺

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ✈✐❛ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t

❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❬✼✵✱ ✼✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞❡❡❞ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❆rr❤❡♥✐✉s r❡s✐st❛♥❝❡ ❞♦✇♥ t♦

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✉♥t✐❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ✇✐❧❧ t❛❦❡

♦✈❡r✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❜❛t❤✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣②

♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ t❤❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ♠❛♥②✲❜♦❞② ❧♦❝❛❧✐③❛✲

t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ str♦♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❤♦♥♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡

❢✉❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

✜♥✐t❡✲❡♥❡r❣② ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤❡r❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❆rr❤❡♥✐✉s r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✐❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♠❡r❡❧② ❡①❤✐❜✐ts ❛ s❤❛r♣

❝r♦ss♦✈❡r ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ✬❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✬ ✭✐♥ ❡♥❡r❣②✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣

❛ ❣❡♥✉✐♥❡❧② s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ❛ ♣r❡❝✐s❡

❡♥❡r❣② ❬✼✵❪✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r♦♠ ✇❡❛❦

t♦ str♦♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❛s❦✱ ❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡

❜❡❤❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆t ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r

t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❢♦❧❧♦✇ tr❡♥❞s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✿ ❆s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❬✻✵❪✳ ❍❡r❡ ✇❡

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡

♠♦❞❡❧ ♦❢ str♦♥❣❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❛✐rs✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱

✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♣❛t✲

t❡r♥❡❞ ✜❧♠s✳

▲♦♥❣ r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥

❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✐♥s✉❧❛t♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②

♦❢ st❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣s❡✉❞♦ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❬✼✷❪✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✱ ❛s ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝✲

tr♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲▼♦tt ♠❡t❛❧ ✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✼✸✱ ✼✹✱ ✼✺❪✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✢❛t ♦r ❢❡❛t✉r❡❧❡ss ❜❛r❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ✇✐t❤

♣✉r❡❧② ❧♦❝❛❧ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧✐t②



✶✻

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❜♦s♦♥✐❝ ♦r ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs ❬✻✵✱ ✼✻❪✳

❘❛t❤❡r✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛❧✇❛②s

❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣✲

❣❡st t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t str✐❝t❧② ❧♦❝❛❧✱ ✐♥❞✉❝❡s ❛

❞❡❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❡♥❞❡♥❝② ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡s ❬✼✼❪✳ ❚❤❡

❧❛tt❡r t❡♥❞❡♥❝② ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❍❡r❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥s❝r❡❡♥❡❞✱ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡

❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ t❛❦❡s

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② T0 t❤❛t ❡♥t❡rs ❛♥ ❆rr❤❡♥✐✉s ❧❛✇ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡♠✐q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥

❡✣❝✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤✳

■t ✐s ❛ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❜♦s♦♥✐❝

❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ s②st❡♠s✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✲

✐♥❣ t✐❣❤t❧② ❜♦✉♥❞ ♣❛✐rs✱ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❤❛r❞ ❝♦r❡ ❜♦s♦♥s✱ ✇✐t❤ ✉♥♣❛✐r❡❞ ✭s♣✐♥❧❡ss✮

❢❡r♠✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐s♦r❞❡r✱ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦♣♣✐♥❣ str❡♥❣t❤s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜♦t❤ ❝❛rr✐❡rs ❛r❡ ❤❛r❞ ❝♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡✐r ❡①❝❤❛♥❣❡ st❛t✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛t ✜rst s✐❣❤t

♠✐❣❤t s❡❡♠ r❛t❤❡r ✐♥♥♦❝✉♦✉s ✐♥ ✐♥s✉❧❛t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② r❡✢❡❝t str♦♥❣❧② ✐♥

t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❡s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❛❧ t❛✐❧s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷ ✇❡ ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❢♦r ❜♦s♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳ ❙❡❝✳ ✷✳✹ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✷✳✺ ✇❡ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ ❤❛r❞ ❝♦r❡ ❜♦s♦♥s

✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡✛❡❝ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s

♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡s✉❧ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❙❡❝✳ ✷✳✻✳



✷✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ✶✼

✷✳✷ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❘❡❢s✳ ❬✸✽✱ ✸✾❪ ♦♥

♣❛tt❡r♥❡❞ ✜❧♠s ♦❢ ❇✐s♠✉t❤✱ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ♣✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛rr❛②✳ ❚❤♦s❡

❧❡❛✈❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❇✐s♠✉t❤ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ✭✇✐t❤ ❧❛tt✐❝❡

❝♦♥st❛♥t a ≈ 50nm✮✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳ ❆s t❤♦s❡ ✜❧♠s ❛r❡ ♠❛❞❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② t❤✐♥

t❤❡② ✉♥❞❡r❣♦ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✲t♦✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ tr❛♥s♣♦rt

♦♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ s✐❞❡ ❜❡❛rs t❤❡ ❤❛❧❧♠❛r❦s ♦❢ ❛ ❜♦s♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✐t ❡①❤✐❜✐ts ❛ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❜❛r❡❧② ♣❡r❝♦❧❛t✐♥❣ ✜❧♠s✱ ✇✐t❤ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❤♦❧❡s
♣✐♥❝❤✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ✐s❧❛♥❞s ❤♦st✐♥❣
♣r❡❢♦r♠❡❞ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s 0 ❛♥❞ i ❡♥❝❧♦s❡ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞✲
s❤❛♣❡❞ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t t❤♦s❡ s✐t❡s✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ✜❧♠s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❤❛r❞✲

❝♦r❡ ❜♦s♦♥s ❬✽❪ ❧✐✈✐♥❣ ♦♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✲

❝♦✉♣❧❡❞ ✐s❧❛♥❞s✱ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

H =
∑

i

(εi − µ)ni +
1

2

∑

j 6=i

q2

κrij
(ni − ν) (nj − ν)

−t
∑

〈ij〉

(

e
i q

~c

∫
ri
rj

Adr
b†ibj + h.c

)

, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ b†i ✱ bi ❛r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ❛ ❤❛r❞✲❝♦r❡ ❜♦s♦♥

♦❢ ❝❤❛r❣❡ q = 2e ♦♥ s✐t❡ i✱ ❛♥❞ ni = b†ibi ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡

❤❛r❞ ❝♦r❡ ❜♦s♦♥s r❡♣r❡s❡♥t str♦♥❣❧② ❜♦✉♥❞✱ ♣r❡❢♦r♠❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡

❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ s✉❝❤ ❛s t♦ ❛ss✉r❡ ❤❛❧❢✲✜❧❧✐♥❣ ✭ν = 1/2✮ ♦❢



✶✽

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♦♥s✐t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s εi ❜❡✐♥❣

✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ εi ∈ [−W,W ]✳ ❚❤❡② ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❡❝❛② ❛s 1/r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡ ✐s ✸❞✳ κ ❞❡♥♦t❡s t❤❡

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ s✉❝❤ ♥❡❛r❧②

♠❡t❛❧❧✐❝ str✉❝t✉r❡s ❬✷✼✱ ✼✽❪✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥❡✉tr❛❧✐③✐♥❣

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡♥s✐t② ν ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣✲

♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡♥t❡rs ✈✐❛ ❛♥ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❡st✲

♥❡✐❣❤❜♦r ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡

✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ A✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❣❛✉❣❡ A = Bxey✳

❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✉① q✉❛♥t❛ ♣❡r

♣❧❛q✉❡tt❡✱ f = B/B0✱ ✇❤❡r❡ B0 = hc/qS✱ ❛♥❞ S = 3
√
3a2/2 ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡

✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

♣❛✐rs ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❤❡r❡✳ ■ts ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s ❛ r❛t❤❡r ❣❡♥❡r✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦s♦♥✐❝ ♦r s♣✐♥✲

♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐s❧❛♥❞ i ✇✐❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧

❤♦st ❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡s✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❡ ♠❛② r❡str✐❝t

♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❜②

t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r ✭❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦r✮✳ ❙t❛t❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② str♦♥❣❡r ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡

♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱

❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❣✐st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

s②st❡♠s✳

■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ st✉❞② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛t✲

t✐❝❡s ❛♥❞ ❡♠♣❧♦② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t✇♦ s✐t❡s ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t♦r✉s✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❤❛r❣❡s✱

EC = q2/κa✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t a s❡r✈❡s

❛s t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❡♥❣t❤✳

✷✳✷✳✶ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐r ❣❧❛ss

■t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✷✳✶✮ ❡①❛❝t❧②✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧



✷✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ✶✾

❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t ✐t ✐♥ ❛ ✜rst

st❡♣✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✜rst ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❈♦✉❧♦♠❜

❣❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ q = 2e✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ ♣♦ss❡ss

♠❛♥② ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❢❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛r✲

t✐❝❧❡s str♦♥❣❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s ε̃i✱

ε̃i =
dH

dni
= εi − µ+

∑

j 6=i

q2

κrij
(nj − ν). ✭✷✳✷✮

■♥ d = 2 t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝r❡❛t❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②

♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✱ ρ(ε̃) = Cε̃/E2
C ✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

❊❢r♦s ❛♥❞ ❙❤❦❧♦✈s❦✐✐ ❬✼✷❪✳ ❋✐❣✳ ✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡

❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ρ(ε̃) ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤s✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C ✐s ♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r ✭❢♦r W & 1✮ ❛♥❞ t❛❦❡s

r♦✉❣❤❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ C ≈ 0.61✱ ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❬✼✾❪✳

−4 −2 0 2 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

ε̃/EC

ρ
(ε̃
)

 

 

W/EC = 1
W/EC = 1.5
W/EC = 2
0.61ε̃/EC

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤sW ✐♥ ❛ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❧❛ss✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s st❛❜✐❧✐t②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ str♦♥❣❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t
❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ♠❛② t❤✉s ❛♣♣❡❛r ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣✳

✷✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣

■♥ t❤❡ str♦♥❣❧② ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ t≪ W ✱ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s

❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡



✷✵

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦✛ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢

♣♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✵❪✱

t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ T → 0 ❧✐♠✐t✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡

❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛t♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ tr❡❛t t❤❡ ♦♥✲

s✐t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ε̃i ❛s ❢r♦③❡♥✲✐♥ st❛t✐❝ ❞✐s♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡

st❛t❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❧❛ss

✭❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✱ t♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥

t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

G0,i(ω,B)

G0,0(ω,B)
= tr0i

∑

Γ:0→i
|Γ|=r0i

eiΦΓ(B)
∏

k∈Γ\{0}

sgn(ε̃k)

ε̃k − ω

≡
(

t

W

)r0i

S0i(ω,B). ✭✷✳✸✮

❍❡r❡ t❤❡ s✉♠ S0i(ω,B) r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛t❤s Γ ♦❢ s❤♦rt❡st ❧❡♥❣t❤ |Γ| = r0i ≡
dist(0, i)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❤♦♣s ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ t✇♦ s✐t❡s✳ ΦΓ(B) ✐s t❤❡ ✢✉① ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♦♣ ❢♦r♠❡❞ ❜②

♣❛t❤ Γ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛t❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ 0 ❛♥❞ i✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡r❡❧② ✜①❡s

t❤❡ ❣❛✉❣❡ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✮✱ t❤❡ ♦♥❧② tr❛❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❡ sgn(ε̃k) ♦❢

t❤❡ ❧♦❝❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❤❛r❞ ❝♦r❡ ❜♦s♦♥s✳ ❋♦r ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥s✱

✐♥st❡❛❞✱ t❤✐s ❢❛❝t♦r ✐s ❛❜s❡♥t✳ ❚❤✐s ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐ts ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✈❡rs✐♦♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡ ❬✻✵✱ ✻✷✱ ✻✸✱ ✻✹✱ ✽✵✱ ✽✶❪✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛t ❡♥❡r❣② ε0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡❝❛② r❛t❡ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡s✐❞✉❡s ♦❢ ♣♦❧❡s ❛t ε = ε0✱

ξ−1(ε0, B) = − lim
r0i→∞

1

r0i
ln

∣

∣

∣

∣

G0,i(ω,B)

G0,0(ω,B)

∣

∣

∣

∣

ω→ε0

. ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ♦✈❡r❜❛r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❛✈❡r❛❣❡✳ ❖♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t i t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ 0✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❇❡❧♦✇ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❜❛s❡ ✈❡❝t♦r✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥



✷✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ✷✶

❋✐❣✳ ✷✳✶✳

❋r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛t ❧♦✇ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ω → 0✱ ✐♥ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭Φ = 0✮ ❛❧❧ ♣❛t❤s ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

❛♥❞ t❤✉s ✐♥t❡r❢❡r❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡str♦②s t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥✲

str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r t♦ ❡❛❝❤ ♣❛t❤✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r

❢❡r♠✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❛♥❞♦♠ s✐❣♥s✱ ✇❤❛t❡✈❡r

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r B = 0 t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧✱ str♦♥❣❧②

❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜✉♥❝❤❡s ♦❢ ♣❛t❤s ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ✜♥✐t❡

✢✉①✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ◆❣✉②❡♥✱ ❙♣✐✈❛❦ ❛♥❞ ❙❤❦❧♦✈s❦✐✐✳ ❬✻✸❪

■t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇❡❛❦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛sts

✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❜♦s♦♥s ❬✻✷❪✳

■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ s♣❧✐t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❤♦♣♣✐♥❣

♣❛rt ❛♥❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt ❝❛♣t✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱

ξ−1(ε0, B) = ln

(

W

t

)

+ ξ−1
g (ε0, B), ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡

ξ−1
g (ε0, B) = − lim

r0i→∞

1

r0i
ln |S0i(ω,B)|ω→ε0

. ✭✷✳✻✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✭❡✛❡❝t✐✈❡✮ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ε✱

❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✸✮ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② |ε− µ|✳ ■❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✹✮✱ ♠❛②

❞✐✈❡r❣❡ ❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥

❞✐♠❡♥s✐♦♥s d > 2 ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤✐s ✇❛s

❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ q✉✐t❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✼✹❪ ❛♥❞ ❬✼✺❪✳

■♥ s✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s t❤❡ ❡♥❡r❣②

ǫc = inf{E|ξ(E) = ∞}. ✭✷✳✼✮

s❤❛r♣❧② ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t T → 0✳



✷✷

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s d = 2 ✭t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ✉s ❤❡r❡✮ ❛t T = 0✱ ♦♥❡

❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣❡❝t ❣❡♥✉✐♥❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ✜♥✐t❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❘❛t❤❡r✱ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥t✐✲❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤❡

♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛❧❜❡✐t ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②

❧❛r❣❡ ✉♣♦♥ ✈❛r②✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s

t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② kℓ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② E✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❡✈❡♥ ✐♥ d = 2 ✐t ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❝r♦ss♦✈❡r ❡♥❡r❣②

ǫc ❛t ✇❤✐❝❤ str♦♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✮ t✉r♥s ✐♥t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②

✇❡❛❦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✮✳ ❋♦r ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ s✉❝❤ ❛

❝r♦ss♦✈❡r s❝❛❧❡ ǫc ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✱ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ✇❡❛❦✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ t❤✉s ♥♦t s❤♦✇ ✉♣ ❞♦✇♥ t♦ ✈❡r②

❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛ str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t ♦♥❧② ❛

s❧♦✇ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐❞❡❛✱

❧❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✐♥s✉❧❛t♦rs✱ ✇❤❡r❡

♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤❛t ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t str✐❝t❧② ③❡r♦

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② O(1) ❛❜♦✈❡

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❖♥❡ ♠❛②

✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♥str✉❝t ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❝r❡❛t❡ s✉❝❤ ✧❡❧❡♠❡♥t❛r②✧ T = 0 ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t✇♦ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦

♥♦t ✭❛♥t✐✲✮❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛t ✜♥✐t❡

❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✇✐❧❧ ♥♦t s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①✲

❝✐t❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❜✉t ❤②❜r✐❞✐③❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❛❦❧② ❧♦❝❛❧✲

✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✭❛♥❞ t❤✉s ❝♦❧❧✐❞❡✮ ✇✐t❤ ♠❛♥②

♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s♣❛❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②

❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛t t❤❛t t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤♦s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❞✐✛✉s✐✈❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣②



✷✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ✷✸

❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇❡❛❦❧② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✱ ❛s ✇❛s ❞✐s✲

❝✉ss❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✵❪✳ ❆t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛t❡ ✇✐t❤

♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡ s♦ ✐♥❢r❡q✉❡♥t t❤❛t t❤❡ ✜✲

♥✐t❡ s②st❡♠ s✐③❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝✉t✲♦✛ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ✭✇❡❛❦❧②✮ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✶✳

❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ǫc ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❝❡❛s❡s

t♦ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✇❤✐❧❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧②

r❡✐♥st❛t❡ ❛ ✇❡❛❦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✮✱ ✐✳❡✳✱

ǫc = min{E|ξFSA(E) = ∞}. ✭✷✳✽✮

❍❡r❡✱ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t FSA ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❢♦r✇❛r❞

s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥s ✐♥ d ≥ 3 t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥

❝♦rr❡❝t❧② s❡❧❡❝ts ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r ✇❤✐❝❤ kℓ(ǫc) = O(1)✱ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✱ s❤❛r♣ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✭✷✳✼✮✳

❲❡ str❡ss t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫc ❛t ❛

❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐♥ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❡

❡①♣❡❝t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ s✉❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦

t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❛♥ ǫc

✐ts❡❧❢✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣❤♦♥♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥

❜❛t❤✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ǫc ✇✐❧❧ ❛❝t ❧✐❦❡ ❛ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❛♥❞ ♠❛② ❞♦♠✐♥❛t❡

tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ǫc ✐s ❧❡ss

❝♦st❧② t❤❛♥ ✇❡❛❦❧② ❛ss✐st❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❧♦✇❡r ❧②✐♥❣

✶❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡✲
♥♦✐s❡ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ(E) ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❝❧❛ss
❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②✱ ξ(E) ∼ exp[γE]✳ ❚r❛♥s♣♦rt t❤ r♦✉❣❤ ❛ ✜♥✐t❡ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡ L
t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✈✐❛ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♥❡r❣② E t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t exp[−E/T ] exp[−L/ξ(E)]✱ ✇❤✐❝❤
❢♦r ♥♦ ♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✷❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛ q✉❛s✐✲❛❝t✐✈❛t❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
t❤❛t ❣r♦✇s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ s②st❡♠ s✐③❡✳ ■♥❝✐❞❡♥ t❛❧❧②✱ ❛❝t✐✈❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt ✇✐t❤ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②
❣r♦✇✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣✱ ❜♦s♦♥✐❝ s②st❡♠s ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✽✷❪✳ ❲❡ ❝❛✉t✐♦♥
t❤♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ✐s ❥✉st ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ❛
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣②❀ ✐t ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛♣♣❧② ♦♥❧② ✉♥❞❡r t❤❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦
♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡ t♦♦ ✇❡❛❦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
tr❛♥s♣♦rt ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❙✐♠♣❧❡r s❝❡♥❛r✐✐ ②✐❡❧❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❧❡♥❣t❤
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✽✸❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

❡♥❡r❣② st❛t❡s✳ ❯♥❞❡r s✉❝❤ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t ǫc t♦ ❛♣♣❡❛r ❛s t❤❡

❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛♥ ❆rr❤❡♥✐✉s✲t②♣❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❬✷✼✱ ✻✵❪✳

✷✳✸ ❇♦s♦♥✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡

✷✳✸✳✶ ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

❋✐❣✳ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❆t ω = 0 ❛❧❧ ♣❛t❤s ❝♦♥tr✐❜✉t❡

♣♦s✐t✐✈❡❧② t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✉♠✱ ✇❤✐❧❡ ❛t ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣②

♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t♦rs ♦❝❝✉r✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t

❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭❞❛t❛ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✮✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛

s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ξ−1
g ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ω ❬✻✵✱ ✼✻❪✳ ❆ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢r✉str❛t❡s

t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❡st ❢♦r s♠❛❧❧

ω ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳

❆❞❞✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛s q✉✐t❡ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ t❤✉s str♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥❞❡♥❝② t❤❡r❡✳ ❚❤❡

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② tr❛❝❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❚❤✐s ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛r❡r ❛♥❞ r❛r❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t♦rs ❛s ω → 0✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ✐♥❞❡❡❞ t✉r♥s ξ(ω) ✐♥t♦

❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ω✱ ❡✈❡♥ ❛t B = 0✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ♣✉r❡❧② ❧♦❝❛❧

❤❛r❞ ❝♦r❡ r❡♣✉❧s✐♦♥s✳

■❢ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣✱ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✼✮✳ ❆

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢r✉str❛t❡s t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s

♠❛❦❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② s❤r✐♥❦ ❛♥❞ t❤✉s ♣✉s❤❡s ✉♣ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✳

❋✐❣✳ ✷✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉❧❧ ✢✉① ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳



✷✳✸✳ ❇♦s♦♥✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✷✺

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1.8

−1.4

−1

−0.6

ω/EC

ξ
−
1

g

 

 

no interaction, B = 0
no interaction, B = 0.5B0

interaction B = 0
interaction B = 0.5B0

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❤❛r❞ ❝♦r❡ ❜♦s♦♥s ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ω✳ ❲✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞✱
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ω✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞
❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ❡♥❤❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡s t❤✐s tr❡♥❞✱ ❛s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
str♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ s❤r✐♥❦s ✇✐t❤
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭✐✳❡✳✱ ξ−1

g ✐♥❝r❡❛s❡s✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❡st ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
③❡r♦ ✜❡❧❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳

0 0.5 1 1.5 2

−1.1
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0.49 0.51

−0.56

−0.55

 

 

ω/EC = 0

ω/EC = 0.1
ω/EC = 0.2
ω/EC = 0.3
ω/EC = 0.4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜♦s♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ξ−1

g t❡♥❞s t♦✇❛r❞ ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ❛s t❤❡ ✢✉① ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s✱ ♦r ❢r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs✳
❚❤❡r❡✱ ❢♦r ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❧❛r❣❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ♣❛t❤s ✐♥t❡r❢❡r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡❧②✳ ❆t
✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛ t✐♥②✱ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝ ✉♣✇❛r❞ ❝✉s♣ ♦❢ ξ−1

g s✐ts ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤✐s ♠❛✐♥
❢❡❛t✉r❡✳ ■t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✱ ❛❦✐♥ t♦
t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝✉s♣s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♣♣❡❛r ❛t ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①❡s✱ ❝❢✳ t❤❡ ✐♥s❡t ✭❢♦r ω = 0✮✳

■ts ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt ξ−1
g ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ ♣❡r ♣❧❛✲

q✉❡tt❡✱ B0✳ ❆t ω = 0 ❛♥❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ✜❡❧❞s✱ B ≪ B0✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

s❤r✐♥❦s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✢✉①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ✜♥✐t❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥✲



✷✻

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

❡r❣✐❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ B = 0✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ❤❛r❞ t♦ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ❡①❝❡♣t ❛t ❧❛r❣❡r ω & 0.2✳ ■♥❞❡❡❞✱

❛t ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥❡r❣✐❡s ❧♦❝❛t♦rs ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥s✳ ❆t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s

t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✉♠ t❤✉s ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐❣♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✽✵❪ ♦r ❬✽✹❪✳ ❆

s♠❛❧❧ B✲✜❡❧❞ t❤❡♥ ✜rst r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤s ✇✐t❤ ♦♣✲

♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❢❡r♠✐♦♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ξ✳ ❆ ❧❛r❣❡r

✢✉①✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s t❤❡♥ t✉r♥s t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡✲

s✐st❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐♥ ξ(B)✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❢♦r ❛ s♠❛❧❧

❡♥♦✉❣❤ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t♦rs ✭✐✳❡✳✱ ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ω✮✱ ✇❛s ❛❧r❡❛❞②

♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✹❪ ✭❝❢✳ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❋✐❣✳ ✸✳✷✮✳

❆t ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①✱ B = B0/2✱ ❢✉rt❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ξ(B)✳ ❆t t❤❛t

✢✉① ❛❧❧ ♣❛t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ r❡❛❧✱ ❜✉t t❤❡② ✢✉❝t✉❛t❡ ✐♥ s✐❣♥✳ ❆t ❡①❛❝t❧② ❤❛❧❢✲

✐♥t❡❣❡r ✢✉①✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ξ(B)✳ ❚❤✐s ✐s r❡✲

✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ t✐♥② ✉♣✇❛r❞ ❝✉s♣ ✐♥ ξ−1
g ✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ■t

♦r✐❣✐♥❛t❡s ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s

♦♥❝❡ t❤❡ ✢✉① ♣❡r ♣❧❛q✉❡tt❡ ❞❡✈✐❛t❡s s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t

❧❛r❣❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ B ✐s t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✲

t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❤s t❤❛t ❞✐✛❡r ❜② t✇♦ ✉♥✐t ❝❡❧❧s❀ ❛t ❧❡❛st ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②

❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s ω ✇❤❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t♦rs ❛r❡ r❛r❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

♦❢ ξ−1
g ✳ ❙✐♠✐❧❛r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ω ❢♦r ✢✉①❡s t❤❛t ❛r❡

♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ B0/3✳

❚❤❡ ❝✉s♣s ❛t ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r ✢✉① ❛r❡ ❛❧❧ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝✳ ❚❤✐s ❝❛♥

❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣♦❧②♠❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s tr✉❧②

❢❛✐t❤❢✉❧ ❛t ω = 0✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❛t❤ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❬✻✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ ♥❡❣❛✲

t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♣r♦❜❧❡♠s ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r♦✉❣❤♥❡ss

♦❢ ♣❛t❤s ✭✇✐t❤ ✇❛♥❞❡r✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t ζ = 2/3 ✐♥ d = 2✮✱ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✢✉❝✲

t✉❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ ❚r❛❝②✲❲✐❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✻✺✱ ✽✺❪✳ ❋r♦♠ t❤♦s❡✱ ♦♥❡

♣r❡❞✐❝ts ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✇❤✐❝❤ s❝❛❧❡s ❛s δξ−1
g ∼ |δB|ψ ✇✐t❤

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ δB ❢r♦♠ ✐♥t❡❣❡r ♦r ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r ✢✉①✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❤❛s t❤❡



✷✳✸✳ ❇♦s♦♥✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✷✼

✈❛❧✉❡ ψ = 2ζ/(1 + ζ) = 4/5 ❬✻✷❪✳

✷✳✸✳✷ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡

❋♦r ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡❧❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ(ω) ✐s ❛

♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ω✳ ❋♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

t✱ ξ ❞✐✈❡r❣❡s ❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ǫc✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✢✉①✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺ ✇❡ ♣❧♦t ǫc(B) ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱

t = 0.368EC ✱ ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤ W = EC ✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ✜♥❞

t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ǫc t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ∆ǫc ≈ 0.1EC ✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡

❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ǫc(B) ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ξ−1
g (B, ω)

✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹✮ ❢♦r ❛♥ ❡♥❡r❣② ω ≈ 0.3EC ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✢✉①✲❛✈❡r❛❣❡❞

❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✳ ❯♣♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✱ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❜✐❧✐t②

❡❞❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫc(B) t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥

t❤❡ r❛♥❣❡ B ∈ [0, B0/2]✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♠❛①✐♠❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r B0/2✱ ✐♥

❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ξ−1
g ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❝❢✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✱ s✐♥❝❡

s♦ ❝❧♦s❡ t♦ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r s✉r❡ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②❀

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♣r❡s✉♠❛❜❧② s✉r✈✐✈❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❋❧✉① ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ♦❢ ❜♦s♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❝✉s♣s ∼ |δB|4/5 ❛t ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①❡s✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ✭❜✉t t✐♥②✮ ❝✉s♣s
❛t ✐♥t❡❣❡r ✢✉①❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❛♠♦♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧♦s❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❤s ✇✐t❤ r❡❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✳ ❚❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❞♦♠❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧②
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ♣❤❛s❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡
✢✉①❡s✳



✷✽

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ ǫc(B) s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ξ(B, ω > 0)✳ ❆❢t❡r

❛ t✐♥②✱ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛tB ≪ B0✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②

❜♦s♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❆t ❤❛❧❢ ✢✉① ♣❡r ♣❧❛q✉❡tt❡✱ ǫc(B) ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❝✉s♣

|δB|4/5✱ ❧✐❦❡ ξ−1
g (B)✳ ■ts ♦r✐❣✐♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧✱ ♥❡❛r❧②

❝♦♠♣❧❡t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳

✷✳✸✳✸ ■♥❝r❡❛s❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✉♣♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②

◆♦t❡ t❤❛t ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❧✐❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜

❣❛♣ ǫc . Egap = E2
C/(2CW ) t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤ W ♣❧❛②s ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡✱ s✐♥❝❡

t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧♦❝❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❣❛♣♣❡❞ ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❛r❧② ❞✐s♦r❞❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t ❛✛❡❝ts t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ❚❤❛t ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✉♣♦♥

t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐s❧❛♥❞s✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲

t♦r ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ r♦✉❣❤❧② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ǫc(B = 0) ≈ 0✱ ❜✉t ✐♥ ✐ts ✈✐❝✐♥✐t② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ tr✉st❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❋♦r s♦♠❡ r❛♥❣❡ ❜❡②♦♥❞

t❤❡ ③❡r♦✲✜❡❧❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞r✐✈❡ ❛♥

❙■ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❛t❛✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ǫc ❛s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❆rr❤❡♥✐✉s✲

t②♣❡ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ∆ǫc ✐ts ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❘❡❢s✳

❬✸✽❪ ✭❋✐❣✳ ✸✮ ❛♥❞ ❬✻✼❪ ✭❋✐❣✳ ✸✭❜✮✮ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞s ❛s ✇❡ ✜♥❞ ❢r♦♠ ♦✉r

t❤❡♦r②✿ t❤❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢r♦♠ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳

✷✳✹ ❘❡❧❛t✐♥❣ t❤❡♦r② t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str✉❝t✉r❡❞ ✜❧♠s ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✺✵❪ ❜❡❛r s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❜♦s♦♥✐❝ ✐♥✲

s✉❧❛t♦rs✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✢✉① ♣❡✲



✷✳✹✳ ❘❡❧❛t✐♥❣ t❤❡♦r② t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✷✾

0.35 0.4 0.45
0

0.1

0.2

0.3

0.4

t/EC

 

 

ǫc(B = 0)/EC

∆ǫc/EC

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤❡ ③❡r♦✲✜❡❧❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ǫc(B = 0) ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡∆ǫc✱ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t✳ ❚❤❡ ♠♦✲
❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ǫc ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ t✳ ■t s❡r✈❡s ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✳ ❆s t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ǫc ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞
✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✇❤❡r❡ ǫc(B = 0) ≈ 0✱ ❛s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr♦✇✮✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

r✐♦❞✐❝✐t② ✐s t❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❝❤❛r❣❡s q = 2e✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✉♥♣❛✐r❡❞✱ ♥♦♥✲

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ q = 1e ✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ ✢✉① ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②

❛s ✇❡ r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s✲

❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❞♦✉❜❧❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❢❛✐t❤❢✉❧❧②

r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝❛rr✐❡r✬s ❝❤❛r❣❡✳

❚♦ r❡❧❛t❡ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s❝❛❧❡ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ EC ✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r ♦❢ ❜♦s♦♥✐❝

❝❛rr✐❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡ q = 2e✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐s❧❛♥❞s a ≈ 50nm ❛♥❞

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t κ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s❝❛❧❡ EC = q2/κa ≈ 1334/κK✳

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② r❡s✐❞❡s ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t

κ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s❝❛❧❡ a✳

❚❤✐s ✐s ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛s t❤❡ ✐s❧❛♥❞s ♣♦ss❡ss

❛ ❧❛r❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡❛r❧② t♦✉❝❤✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② r❡♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

t❤❡ ♣❛tt❡r♥❡❞ ✜❧♠✱ s✉❝❤ t❤❛t ✈❛❧✉❡s ♦❢ κ ∼ 102 − 103 ❛r❡ ♥♦t ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛r❣✉❡ ❢♦r ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥

EC ✱ s✐♠♣❧② ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡❛❧✐③❡s ❛♥ ❛rr❛②

♦❢ ❏♦s❡♣❤s♦♥ ❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r s✉❣❣❡sts t❤❛t

t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✭∼ EC✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❏♦s❡♣❤s♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤♦s❡



✸✵

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

r♦❧❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ t ❤❡r❡✳ ❉❡❡♣❧② ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣❤❛s❡✱

t❤❡ ❏♦s❡♣❤s♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t ♥♦t t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② EC ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r

♦❢ t②♣✐❝❛❧ Tc ✐♥ ✇❡❧❧ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♥❡✈❡r

❡①❝❡❡❞s ❛ ❢❡✇ ❑❡❧✈✐♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t EC ∼ 2K✱ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② κ ∼ 500✳

❖✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ s❤♦✇ t❤❛t t②♣✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♥❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ EC ✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 0.2K✱

❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ r❡s✐st❛♥❝❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡r❡ ✜tt❡❞ t♦ ❛♥ ❆rr❤❡♥✐✉s ❧❛✇ ❬✸✾❪✳

❖✉r t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts ❛ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝ ❝✉s♣ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❛t

❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①❡s✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❝✉s♣ ♦❢ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r s✐③❡ ❛t ✐♥t❡❣❡r ✢✉①✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ s✉❝❤ ❝✉s♣② ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ B✱ ❝❢✳ ❘❡❢✳ ❬✸✽❪✱ ❋✐❣✳ ✷❆✳

❆s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡❝t t❤❛t ✉♣♦♥ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✱ ✇❤❡♥ ǫc . 0.1EC ✱ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❤✉♠♣

✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱ ❛❦✐♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ξ−1
g (ω)✳ ❯♥❢♦r✲

t✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ♦❢ ❘❡❢s✳ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ❬✸✾❪ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ❛ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✲

q✉✐r❡❡❞ t♦ r❡❧✐❛❜❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦✈❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t r❛♥❣❡ ♦❢

r❡s✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ ✐t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t t❤✐s

❞♦✉❜❧❡✲❤✉♠♣ ❢❡❛t✉r❡✳

✷✳✺ ❘♦❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ✲ ❇♦s♦♥✐❝ ✈s ❢❡r♠✐♦♥✐❝

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡s

❆♣❛rt ❢r♦♠ st✉❞②✐♥❣ ❜♦s♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs ♣❡r s❡✱ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st✉❞②

✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ✐♥ ✐♥s✉❧❛t♦rs✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡

r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ s♣✐♥❧❡ss ❢❡r♠✐♦♥s✱

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❛r❞ ❝♦r❡ ❜♦s♦♥s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ st❛t✐st✐❝s

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

✇❡r❡ ❧❡❢t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❉❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞



✷✳✺✳ ❘♦❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ✲ ❇♦s♦♥✐❝ ✈s ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡s✸✶

❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡s ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✽✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝✲

t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ξ−1 ❛t

✜♥✐t❡ ω✳
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no interaction

interaction

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ−1
g,(F ) ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

❛t ω = 0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✲ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡
♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❛s❡✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s♦r❞❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐s♦r❞❡r ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡✲✐♥st❛t❡s t❤❡ ✢✉① ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❡①♣❡❝t❡❞

❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✱ B
(F )
0 = hc/e✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡

t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❤❛❧❢ ❛ ✢✉① ♣❡r ♣❧❛q✉❡tt❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ✢✉①✱ ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳

0 1 2 3 4
0.33

0.35

0.37
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ǫ
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a
)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ǫ
(F )
C ✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✼ s❤♦✇ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡

♦♣♣♦s✐t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ st❛t✐st✐❝s✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✻✷✱ ✻✹✱ ✻✺❪✿ ✭✐✮ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s ✐♥ s♠❛❧❧



✸✷

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

✜❡❧❞s ✐s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❜♦s♦♥s ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥ ❢❡r♠✐♦♥s❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ str✉❝t✉r❡

✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✿ ❜♦s♦♥s s❤♦✇ ♦♥❡ ❞♦♠❡ s❤❛♣❡❞

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❢❡r♠✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❤✉♠♣ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞

❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❤❛❧❢ ✢✉①✳ ❆s ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❜❡❧♦✇ t❤❡

❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡✢❡❝t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇

❡①♣❧❛✐♥ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t✉r♥✳

✷✳✺✳✶ ◆❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✬s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛t s♠❛❧❧ ✜❡❧❞s✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦

t❤❡ str♦♥❣❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❜♦s♦♥s✱ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛t B = 0

❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♣❛t❤s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥s✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞♦♠✐✲

♥❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ❞❡str♦②❡❞ ❜② ❛♥ ❡①tr❛ B✲✜❡❧❞✳ ■♥st❡❛❞ ✐t ✐s

t❤❡ B✲✐♥❞✉❝❡❞ ❧✐❢t✐♥❣ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜✉♥❝❤❡s

♦❢ ♣❛t❤s ♦❢ ♥❡❛r❧② ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡

❜② ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✳ ❙✉❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r✲

❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t t❤❛t ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡

♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss str♦♥❣ t❤❛♥ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✲

✐♠❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❜♦s♦♥✐❝ ♣❛t❤s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s♠❛❧❧❡r

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❢❡r♠✐♦♥s ❬✻✷❪✳

❋❡r♠✐♦♥✐❝ ♣❛t❤ s✉♠s ❛❧s♦ ♦❜❡② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❑❛r❞❛r✲P❛r✐s✐✲❩❤❛♥❣

✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❝❧❛ss ❬✽✺❪✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡✱

str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❤ ❜✉♥❞❧❡s ❬✻✷✱ ✻✺❪ t❤✉s ❧❡❛❞ ❛❣❛✐♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ξ−1✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡✱ ✈❛r② ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧

❢❛s❤✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①❡s ❛s δξ−1 ∼ −|δB|4/5✳

✷✳✺✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞ tr❛❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♠❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❤✐t❤❡rt♦ ❧✐tt❧❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✢✉① ♣❡r✐♦❞✳ ❋♦r ❢❡r♠✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ξ−1

✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡② ♦❝❝✉r ❛t ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❛t❤



✷✳✺✳ ❘♦❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ✲ ❇♦s♦♥✐❝ ✈s ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡s✸✸

❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ r❡❛❧ ✭❛❧❜❡✐t r❛♥❞♦♠ ✐♥ s✐❣♥✮✳ ❚❤✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ❢❛✈♦rs ♥❡❣❛t✐✈❡

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✭❝❢✳✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❘❡❢✳ ❬✻✹❪✱ ❋✐❣✳ ✸✳✷✮ t❤❛t ✐♥ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❢♦r ❛♥ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r

♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♠♣✉r✐t② ❜❛♥❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ξ ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt❡r

♣❡r✐♦❞✱ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ B0 t♦ B0/2✱ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❡❛❦s ❛t ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢

✐♥t❡❣❡r ✢✉①✱ ❛s ✇❡ r❡❝♦♥✜r♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s

❢❛❝t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣✳ ❆✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥s✐t❡✲

♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ρ(ω + δ) = ρ(ω − δ)✱ ❛♥❞✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢r♦♠ s✐t❡ t♦ s✐t❡✳

❚❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐s ♥♦t t❤❛t ❝r✉❝✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s ❧♦♥❣

❛s ω r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡❧❡ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ❚❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥s✐t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈r✉✲

❝✐❛❧❧②✱ ✐t ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❞✉❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ s♣❛t✐❛❧❧② ❝❧♦s❡ s✐t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛r♦✉♥❞ ❛ s♦❢t s✐t❡ ✇✐t❤

❛ ❧♦✇ ❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉♣♣r❡ss ♦t❤❡r s✐t❡s ✇✐t❤

s♠❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s✐t❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛♥

♦❝❝✉♣✐❡❞ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s✐t❡ ✇✐❧❧ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❜❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❡♠♣t②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❜② ❡♠♣t② s✐t❡s✳

❚❤✐s ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s✐t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❧♦♥❣ ❛❣♦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❧❛ss❡s ❬✽✻✱ ✽✼❪✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦❝❛t♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥

✐♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r

❛ s♠❛❧❧ ❧♦♦♣ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♣❛t❤s✳ P❛t❤s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❡✐❣❤t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧♦t

♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡② t❡♥❞ t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s✐t❡s✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t✇♦ s♠❛❧❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡

t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❧♦♦♣ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✱ ❛♥❞ t❤✉s

t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉①✳ ❆t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧♦♦♣✱

❛❞❞✐♥❣ ❤❛❧❢ ❛ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛q✉❡tt❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✢✐♣♣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s t♦✇❛r❞s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♣❛t❤

♣❛✐rs ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥❞❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♥❡❛r❜② s✐t❡s t❤✉s ❞❡str♦②s t❤❡ ❡①❛❝t ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞



✸✹

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜

❢r✉str❛t❡❞ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s

✐♥❞✉❝❡s ♠❛①✐♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s ❛t ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r ✢✉①✱ ❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②

❋✐❣✳ ✷✳✼✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐s ✉s✉❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❛ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥

❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✇✐t♥❡ss ♦❢

❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳

✷✳✻ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ♦❢ ❤❛r❞❝♦r❡ ❜♦s♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❣❡
2e ✈❡rs✉s t❤❛t ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ e✳ ❊❛❝❤ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✱ t❤❡ ✢✉① ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r
❜♦s♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✿ ❋❡r♠✐♦♥s
st❛rt ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❛t s♠❛❧❧ ✜❡❧❞s✱ ❡①❤✐❜✐t ❛ s♠❛❧❧❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤ts✳

■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ e ❛♥❞

t❤♦s❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❝♦r❡ ❜♦s♦♥s ✭t✐❣❤t❧② ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs✮ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ 2e✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡s❡ t✇♦ s②st❡♠s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✢✉① ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❛❦s ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡❞

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

❝❛rr✐❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② t❤❡✐r

♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①❡s✿ ❇♦s♦♥s ✭❛t ω = 0✮ ❤❛✈❡ ❛

♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥❞❡♥❝② ❛t t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ❢❡r♠✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t

❛ ✭✇❡❛❦❡r✮ ♠❛①✐♠✉♠❀ ❛ ❝♦✉s✐♥ ♦❢ t❤❛t ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ❛t



✷✳✻✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✺

❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠♦❜✐❧✐t② ❡❞❣❡ ✐s ♥❡❛r❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❜♦s♦♥s✳

❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② r❡♣✉❧s✐✈❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♠❛①✐♠❛ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✢✉① ♣❡r✐♦❞ ✐♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡r ✢✉①❡s✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥ts ♦♥ ♣❛tt❡r♥❡❞ ✜❧♠s ♦❢ ♥♦♥✲s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡t❛❧s ✇✐❧❧ r❡✈❡❛❧ t❤❡s❡

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

❈♦✉❧♦♠❜ ❣❧❛ss✳

▼❛♥② ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r s✐♠♣❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛r❡ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s❡♠✐✲

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❏✳ ❱❛❧❧❡s✬ ❣r♦✉♣

❬✸✽✱ ✸✾✱ ✻✼❪✿ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐❣♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡✐r ❝✉s♣②

♥❛t✉r❡ ❛t ❤❛❧❢ ✢✉① ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ❛s ♦♥❡ t✉♥❡s

t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❡st ❢✉rt❤❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢

♦✉r ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❤✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱

❛s ♦♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧②✳





❈❤❛♣t❡r ✸

●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛

❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉✉❡ t♦ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♠❛❣♥❡t♦✲tr❛♥s♣♦rt s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙■❚ ❛♥❞

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢ ✐ts ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ s✐❞❡✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞ ✐s ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡

❛s♣❡❝ts t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ h/2e

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡✲❧✐❦❡ s②st❡♠s✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♠♦r♣❤♦✉s s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✜❧♠s✱ ♣❛tt❡r♥❡❞ ♦r ♥♦♥✲

♣❛tt❡r♥❡❞✱ ✜❡❧❞✲❞r✐✈❡♥ ♦r t❤✐❝❦♥❡ss✲❞r✐✈❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛ ❣✐❛♥t ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝

♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ s✐❞❡ ✐♥ s❛♠♣❧❡s

❜❡✐♥❣ ♥❡❛r❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ✭✐♥ ③❡r♦ ✜❡❧❞✮ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ st❛rts

✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✭✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ r✐s❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡

♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❞r♦♣ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

❚❤✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ❛

❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✐s ❛t ♣❧❛②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ✉s✉❛❧✱ t❤❡ ❣✐❛♥t

♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛❧s♦

s✉❣❣❡sts t❤❛t s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② s❡❡♠s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

P❛❛❧❛♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✺❪ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦♥

❛♠♦r♣❤♦✉s ■♥❖x ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ ✐t t♦ ❜❡ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝r♦ss♦✈❡r ♦r tr❛♥s✐t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❇♦s❡ ✐♥s✉❧❛t♦r ❛♥❞ ❛ ❋❡r♠✐ ✐♥s✉❧❛t♦r✳ ❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

♠❡♥t❛❧ s✐❞❡✱ t♦ ❝♦♥✜r♠ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❛t ✇♦r❦✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✇♦r❦s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ■♥❖x ❬✸✷✱ ✸✸✱ ✹✻✱ ✽✽✱ ✽✾❪✱ ❇✐ ❬✸✾✱ ✹✼✱ ✹✽❪✱

❚✐◆ ❬✸✹❪✱ P❜❇✐ ❬✹✾✱ ✻✼❪✱ ◆❜◆❬✹✵❪✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣❡❛❦ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡

❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ▲❛2−x❙rx❈✉❖4 ✐♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs ✐♥ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❬✶✺❪✳

❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❙❤❛❤❛r✬s ❣r♦✉♣ ❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡❢s ❬✽✾✱ ✾✵❪✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤♦s❡ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✐✮ ❛ str♦♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇

✜❡❧❞ r❡❣✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡❛❦✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡ r❡s✐st✐✈❡ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s

♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡❀ ✭✐✐✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❜❡✐♥❣

♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✜❧♠ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♠♦✈❡s t♦ ❧♦✇❡r ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r r❡✲

s✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s❀ ✭✐✐✐✮ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞❀ ✭✐✈✮ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ r❡❣✐♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛❧✉❡ BISO ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥❡❛r❧② ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ✐ts ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s r❡✈❡rs❡❞❀ ❛s

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ BISO ♠♦✈❡s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥❀ ✭✈✮ t❤✐♥✲

♥❡r✱ ✐✳❡✳✱ ♠♦r❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞✱ s❛♠♣❧❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❤♦st ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ♥♦ ♣❡❛❦ ❛t ❛❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡✐r s❛♠♣❧❡s✿ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡ ❛t ❧♦✇ ✜❡❧❞ ✐s

♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♥❧② ❛t

❤✐❣❤ ✜❡❧❞✳ ❙t✐❧❧ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤✐❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s t❤❡ ✧❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✧ ❜❡❤✐♥❞

t❤❡ ♣❡❛❦✳ ❆❞❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡✱ ❞❛t❛ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣❛tt❡r♥❡❞ ✜❧♠s ♦❢ ❇✐

❬✸✾❪ ♦r P❜❇✐ ❬✹✾❪ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❛rr❛② ♦❢ ❤♦❧❡s s❤♦✇s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡❛❦✳

❖♥ t❤❡ t❤❡♦r② s✐❞❡✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

♣❤②s✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦ r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ❬✻✷✱ ✾✶✱ ✾✷✱ ✾✸✱ ✾✹✱ ✾✺✱ ✾✻✱ ✾✼❪✳ ❆t ❛

♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✇♦r❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✾✶✱ ✾✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❛t

s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❙■❚ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ r❡❣✐♠❡✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs t✉♥♥❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s✉♣❡r❝♦♥✲



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✾

❞✉❝t✐♥❣ ✐s❧❛♥❞s✱ t♦ ❛♥♦t❤❡r r❡❣✐♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧

❡❧❡❝tr♦♥s ❞✉❡ t♦ ❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❘❡❢✳ ❬✾✶❪

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✇❤✐❧❡ ❘❡❢✳ ❬✾✷❪

❛❧s♦ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✸❪ ❣❛✈❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞✳

■t st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦s♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✜❧♠ ✐♥ ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s✳ ❋✉r✲

t❤❡r♠♦r❡✱ r❡❝❡♥t❧②✱ P♦❦r♦✈s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✾✹❪ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s ♥❡❛r t❤❡ ❙■❚ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛ ♥♦♥✲

♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❇♦s❡ t♦ ❛

❋❡r♠✐ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❢♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✐❣♠❛ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

✇❡❛❦ ❞✐s♦r❞❡r r❡❣✐♠❡✱ ❇✉r♠✐str♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✾✺❪ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ ♥♦♥♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♠❛❣✲

♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥

t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❡❧❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❛t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡② ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛

❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❡❧❞

r❡❣✐♠❡ t❤❛t ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

r❡♣♦rt❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

❉❡s♣✐t❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✛♦rt ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r♦♠

❜♦s♦♥✐❝ t♦ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt✱ ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✲r❡❧❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛✛❡❝t✐♥❣ ✐t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ②❡t✳ ■t ✐s

❛ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✱

t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡✲

s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙■❚✳

❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐ts ❢r✉str❛t✐♦♥

♦♥ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❬✻✵✱ ✻✷✱ ✻✹✱ ✻✺❪✳ ■t ❤❛s

str♦♥❣❧② ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ❜♦s♦♥✐❝ ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r q✉❛♥✲

t✉♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ❆ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❜♦s♦♥s✱ ❛♥❞

✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t t❤❛t ❝♦♠✲



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

♣❡t❡s ✇✐t❤ ♣❛✐r✐♥❣ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧

s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❛t ❡✛❡❝t ❢✉rt❤❡r ❞✉❡ t♦ ✐ts ✜❡❧❞ ♦r✐✲

❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙■❚✱ ❛t ❧♦✇ ✜❡❧❞s ❜❡✲

❧♦✇ t❤❡ ♣❡❛❦ ✇❤❡r❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ❡①❤✐❜✐t

❛❝t✐✈❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ r❡❣✐♠❡

❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦✱ s✐♥❣❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ▼♦tt✬s ✈❛r✐❛❜❧❡✲r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✲

♣♦rt❡❞ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❬✾✽❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ t♦ ❝❛♣t✉r❡

t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t

t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ▼♦tt✬s ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❬✾✾❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

▼♦tt✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TM ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡

✇✐t❤ ❛ str❡t❝❤❡❞ ♣♦✇❡r✿ R(T ) ∝ exp(TM/T )
1/3 ❢♦r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳

❚❤✐s ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✐♥s✉❧❛t♦rs ✇❤❡r❡ t❤❡

❤♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❝❛rr✐❡rs t❤❛t ❤♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❤♦♣s ❣r♦✇s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✜❧♠s✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r t❤r♦✉❣❤ ❤♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❡✐t❤❡r s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ❡❧❡❝tr♦♥

♣❛✐rs✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②

♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✱ ❛♥❞ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡

❝r♦ss♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ tr❛♥s♣♦rt r❡❣✐♠❡s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛rr✐❡r t②♣❡s✳

❆t ✜rst✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❝❤❛r❣❡s s♦ ❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛

❝❧❡❛r ❛♥❞ s✐♠♣❧❡✱ ❜✉t ❛❞❡q✉❛t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡✲

s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❢t❡r ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷ ✇❡

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣

♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭❉❖❙✮ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳ ❙❡❝✳ ✸✳✹

♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❜♦t❤ ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞

♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞



✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ✹✶

❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺✳ ❙❡❝✳ ✸✳✻ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✼✳

✸✳✷ ▼♦❞❡❧

❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t❤❛t

s❡❡♠ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str♦♥❣❧② ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❙■❚ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s✲

❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❊❧❡❝tr♦♥s ♦♥ ❛ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ str♦♥❣

♦♥s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r✱ ❧♦❝❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡

✉❧t✐♠❛t❡❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛ ❩❡❡♠❛♥ ✜❡❧❞ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ✉♥✲

♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

✇❤♦s❡ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❛❞s

H =
∑

i,s

(εi − µ)nis −
∑

i

(λini↑ni↓ − B(ni↑ − ni↓))

−
∑

〈i,j〉

(

∑

s

t1e
iγφgijB sinαc†iscjs + t2e

i2γφgijB sinαc†i↑c
†
i↓cj↓cj↑ + h.c.

)

, ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ c†is, cis ❛r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ s♣✐♥ s =

{↓, ↑} ♦♥ s✐t❡ i✳ nis = c†iscis ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞

❡❛❝❤ s✐t❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ni = 0, 1, 2✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

µ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❛ss✉r❡ ❤❛❧❢ ✜❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♦♥s✐t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s εi ❛r❡

✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

P (ε) =
1

2W
Θ(W − |ε|). ✭✸✳✷✮

λi ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✐❛s t♦✇❛r❞s ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ s♣✐♥s t♦

❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡t✳ ■t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ s✐t❡ t♦ s✐t❡✱ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤

♠❡❛♥ λ0 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♠✱

P (λ) =
1

σ
√
2π

exp

(

−(λ− λ0)
2

2σ2

)

. ✭✸✳✸✮



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

■♥ ❣r❛♥✉❧❛r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛r✐s❡s ♥❛t✉r❛❧❧②

✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛ttr❛❝✲

t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❤❛s ❜❡❡♥

❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❬✷✼✱ ✺✹✱ ✾✹✱ ✶✵✵❪✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t s✉♣♣r❡ss❡s s✉♣❡r✲

❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡s✱ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣❛✐r✐♥❣✳ B ✐s t❤❡

❩❡❡♠❛♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B0 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

t❤❡ s②st❡♠✱ B = 1
2
gµBB0✱ ✇❤❡r❡ g ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣✲❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ µB ✐s t❤❡ ❇♦❤r

♠❛❣♥❡t♦♥✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ sinα✱ ✇❤❡r❡

α ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳ ■t ❡♥✲

t❡rs ✈✐❛ ❛♥ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r✳ ❊❛❝❤ ❤♦♣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

❝❤❛r❣❡ e ♦r ❛ ♣❛✐r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ 2e ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s✐t❡s i ❛♥❞

j ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t1,2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ♣❤❛s❡ ❛s

e

~c

∫ rj

ri

Adr = γφgijB sinα, ✭✸✳✹✮

✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r

♣♦t❡♥t✐❛❧ A ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② A‖ = B0 sinαxey✳ φgij ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

♣❤❛s❡✱ φgij =
1
a2

∫ rj
ri
xeydr✱ ✇❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t γ =

2π/EZ ✱ EZ ✐s t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ ❛ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ EZ = 1
2
gµB

hc
ea2

✳

■♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞

❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐✳❡✳ ♠✉❝❤

✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✲

✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥✲

❤❛♥❝❡s ♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✇♦r❦

✇✐t❤ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧② t1 ❛♥❞ t2 ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r

❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ▲❛t❡r✱ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲

t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r

✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦♣♣✐♥❣ r❡♠❛✐♥s ✉♥t♦✉❝❤❡❞✳



✸✳✸✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✿ ❉❖❙ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣✹✸

✸✳✸ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✿ ❉❖❙ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❩❡❡✲

♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❛♥ ❛♠❜✐t✐♦✉s ❣♦❛❧✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ t❛❝❦❧❡ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ st❡♣ ❜② st❡♣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐rst t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣s ❛r❡

♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❩❡❡♠❛♥

❞❡♣❛✐r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ♦♥

t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜②

❜r✐♥❣✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣s ✐♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✇❛②✳

✸✳✸✳✶ ❙✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❉❖❙✬s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs {nis}✳
❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ✐s

Ne =
∑

i ni = Nsites✳ ❖♥❝❡ µ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ♦♥ ❛♥② s✐t❡ i✱ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r✉❧❡s

εD ≡ εi − µ−min(λi/2, λi − B) < 0 → ni,↓ = ni,↑ = 1,

εS1 ≡ εi − µ− λi +B > 0; εS2 ≡ εi − µ− B < 0 → ni,↓ = 1, ni,↑ = 0,

εE ≡ εi − µ−max(B, λi/2) > 0 → ni,↓ = ni,↑ = 0. ✭✸✳✺✮

❚❤✉s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ni ♦♥ ❡❛❝❤ s✐t❡ i ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❞♦♠ r❡❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ✐s

ni(εi, λi, B, µ) = 2Θ(−εD) + 1Θ(εS1)Θ(−εS2). ✭✸✳✻✮

❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

n̄(µ,B) = 1 ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② r❡❛❞s

n̄(µ,B) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)ni(ε, λ, B, µ). ✭✸✳✼✮



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♦♥s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r✱ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s

t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳

❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s Em±
ni,s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❞❞✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ m ∈
{1, 2} ❝❤❛r❣❡s ♦♥ s✐t❡ i ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ni = 0, 1, 2 ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❢♦r ni = 2✿ E1−
2,↓ = (εi − µ)− λi − B, ✭✸✳✽✮

E1−
2,↑ = (εi − µ)− λi +B, ✭✸✳✾✮

E2−
2 = 2(εi − µ)− λi, ✭✸✳✶✵✮

❢♦r ni = 1✿ E1+
1,↑ = (εi − µ)− λi +B, ✭✸✳✶✶✮

E1−
1,↓ = (εi − µ)− B, ✭✸✳✶✷✮

❢♦r ni = 0✿ E1+
0,↓ = (εi − µ)− B, ✭✸✳✶✸✮

E1+
0,↑ = (εi − µ) + B, ✭✸✳✶✹✮

E2+
0 = 2(εi − µ)− λi. ✭✸✳✶✺✮

❆s t❤♦s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

t❤❡② ♦❜✈✐♦✉s❧② ♦❜❡② Em+
n > 0 ❛♥❞ Em−

n < 0✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❉❖❙ ❢♦r s♣✐♥ ↓
❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r εi ❛♥❞

t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ λi✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s

ρS↓(E) = ρ0+↓ (E) + ρ1−↓ (E) + ρ2−↓ (E). ✭✸✳✶✻✮

❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s✉♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♠♣t②✱ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ♦r
❞♦✉❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

ρ0+↓ (E) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)δ(E − E1+

0,↓)Θ(εE) ✭✸✳✶✼✮

=
1

4W

[

erf

(

2(E +B)− λ0

σ
√
2

)

+ 1

]

Θ(E)Θ(W − |E +B + µ|),

ρ1−↓ (E) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)δ(E − E1−

1,↓)Θ(εS1)Θ(−εS2) ✭✸✳✶✽✮

=
1

4W

[

erf

(

E + 2B − λ0

σ
√
2

)

+ 1

]

Θ(−E)Θ(W − |E +B + µ|),
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ρ2−↓ (E) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)δ(E − E1−

2,↓)Θ(−εD) ✭✸✳✶✾✮

=
1

4W

[

erf

(

min{W − E − µ− B,−2(E +B)} − λ0

σ
√
2

)

−erf

(−W − E − µ− B − λ0

σ
√
2

)

]

Θ(−E − 2B)Θ(W − E − B + µ).

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❉❖❙ ❢♦r s♣✐♥ ↑ ❡❧❡❝tr♦♥

❡①❝✐t❛t✐♦♥s

ρS↑(E) = ρ0+↑ (E) + ρ1+↑ (E) + ρ2−↑ (E), ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡

ρ0+↑ (E) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)δ(E − E1+

0,↑)Θ(εE) ✭✸✳✷✶✮

=
1

4W

[

erf

(

2(E − B)− λ0

σ
√
2

)

+ 1

]

Θ(E − 2B)Θ(W − |E − B + µ|),

ρ1+↑ (E) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)δ(E − E1+

1,↑)Θ(εS1)Θ(−εS2) ✭✸✳✷✷✮

=
1

4W

[

erf

(

min{W − E +B − µ,−E + 2B} − λ0

σ
√
2

)

−erf

(−W − E +B − µ− λ0

σ
√
2

)

]

Θ(E)Θ(W +B + µ),

ρ2−↑ (E) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)δ(E − E1−

2,↑)Θ(−εD) ✭✸✳✷✸✮

=
1

4W

[

erf

(

min{W − E +B − µ, 2(B − E)} − λ0

σ
√
2

)

✭✸✳✷✹✮

−erf

(−W − E +B − µ− λ0

σ
√
2

)

]

Θ(−E)Θ(W − E +B + µ),

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙ ❣❡ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥❧② ❢r♦♠ ❡♠♣t② ❛♥❞ ❞♦✉❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞

s✐t❡s

ρP (E) = ρ0+P (E) + ρ2−P (E), ✭✸✳✷✺✮
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✇❤❡r❡

ρ0+P (E) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)δ(E − E2+

0 )Θ(εE) ✭✸✳✷✻✮

=
1

8W

[

erf

(

2(W − µ)− E − λ0

σ
√
2

)

−erf

(

max{2(−W − µ)− E, 2B − E} − λ0

σ
√
2

)

]

Θ(E)Θ(W − B − µ),

ρ2−P (E) =

∫ ∞

−∞
dλP (λ)

∫ W

−W
dεP (ε)δ(E − E2−

2 )Θ(−εD) ✭✸✳✷✼✮

=
1

8W

[

erf

(

2(W − µ)− E − λ0

σ
√
2

)

−erf

(

max{2(−W − µ)− E, 2B + E} − λ0

σ
√
2

)

]

Θ(−E)Θ(W − E − B − µ).

❋✐❣s✳ ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷ s❤♦✇ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❉❖❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛

❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥❡✳

❲✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s t❤r♦✉❣❤ ♦✉t ❛ ❤❛❧❢✲

✜❧❧❡❞ s②st❡♠ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❊✈❡♥

t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❡ ✜rst

❞✐s❝✉ss t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❧❛t❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❧② ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❧✐♠✐t σ = 0✱ ❛t ❧♦✇ ✜❡❧❞s B < λ0/2✱ s✐♥❝❡ t❤❡

❧♦❝❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✇✐♥s ♦✈❡r t❤❡ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t✱ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♣❛✐r❡❞

✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧s✱ ✐✳❡ ❛❧❧ s✐t❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❡♠♣t② ♦r ❞♦✉❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s✐t❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧

❡♥❡r❣② ♦❢ ♦r❞❡r λ0/2−B ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❤❛r❞ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❉❖❙✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❧❛r❣❡r✱ s♦♠❡ s✐t❡s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♦❝❝✉♣❛♥ts

❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r t♦ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r s✐t❡s ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② µ ✇❤✐❧❡ s✐t❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❧②✐♥❣ ❞❡❡♣ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✲

tr✉♠ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❉❖❙✿ t❤❡ ❤❛r❞ ❣❛♣ ✐♥



✸✳✸✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✿ ❉❖❙ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣✹✼

2W 0 2W
0

1/4W

1/2W

B < λ0/2

2W 0 2W

λ0/2 < B < W + λ0/2

 

 

2W 0 2W
0

1/4W

1/2W

B > W + λ0/2

 

 

ρS↓
ρP

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❉❖❙✬s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝♦♥✲
st❛♥t ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❉❖❙✬s ❛r❡ ✉♥❣❛♣♣❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❲❤❡♥ B < λ0/2✱ ❛❧❧ s✐t❡s
✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❞♦✉❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞❀ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♦r❞❡r λ0/2− B
t♦ ❛❞❞ ♦r r❡♠♦✈❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐t❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤❛r❞ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❉❖❙ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙ ✐s s✐♠♣❧② ✢❛t✳ ❆s B ✜❡❧❞ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ λ0/2✱
t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s r❡✈❡rs❡❞ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♣♣❡❛r✱ ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞ ❣❛♣ ✐♥ ♣❛✐r ❉❖❙ ♦❢ ♦r❞❡r 2B − λ0 ❛♥❞
t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✳ ❆t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B > W + λ0/2✱
❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛❧❧ s✐t❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙ ✈❛♥✐s❤❡s✳

t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❝❧♦s❡❞ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛ ❣❛♣ ♦♣❡♥s ✉♣ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙✳ ❆s

B > W +λ0/2✱ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ s✐t❡s ❛r❡ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ t❤❡

♣❛✐r ❉❖❙ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✐❝t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❣✐♠❡ ❢♦r ❛

❣❡♥✉✐♥❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣❛✐r ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛rr✐❡r t②♣❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❣❛♣♣❡❞✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ tr❛♥s♣♦rt

✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✉♥❣❛♣♣❡❞ s♣❡❝✐❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛ r❡❣✐♠❡ ❢♦r ♣❛✐r✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐①t✉r❡

❡♠❡r❣❡s ✐♥ tr❛♥s♣♦rt✳ ❆t ❧♦✇ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❤❛r♣ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❉❖❙ ✐s s♠❡❛r❡❞ ♦✉t ❜② ❛♥ ❛♠♦✉♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ ✜❡❧❞✱ ❛ s❧✐❣❤t ♥❡❣❛t✐✈❡

t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ λi ✐♥❞✉❝❡s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❢t s✐t❡s

♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡② ❛❞❞ ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❡❝t♦r ❛♥❞

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡ ✐s ❢❡❧t



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❉❖❙✬s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❆t ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐♣ ❛t
③❡r♦ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♣❛✐r ❉❖❙✬s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠♦r❡
t❤♦s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❣r♦✇ ✐♥ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②
st❛t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡♠ ❜❡❝♦♠❡s✱ ❡✳❣ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t♦ q✉✐❝❦❧② ✜❧❧ ✉♣ t❤❡
❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✬s ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✉♣♣r❡ss t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r
❢♦r ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❉❖❙✬s✿ ❛ t✐♥② ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ❛

s❧✐❣❤t ❞✐♣ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛t t❤❡ ③❡r♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡

♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡ ❉❖❙✬s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

✐♥ ❊qs✳ ✭✸✳✶✻✱ ✸✳✷✵✮ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② t❤❡ ❡♠♣t② ♦r ❞♦✉❜❧❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦

t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ ✐❢ t❤❛t ♥✉♠❜❡r

✐♥❝r❡❛s❡s✳

❲❤❡♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐t ♠♦❞✐✜❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②

t❤❡ ❧♦✇ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ t❡♥❞❡♥❝② ♦♥ ❡❛❝❤ s✐t❡ i s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②

t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ λi✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s

✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡♥❡r❣②

❧❡✈❡❧s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ♣❛✐rs

♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♥♦✇ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧♦✇

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤♦s❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡



✸✳✸✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✿ ❉❖❙ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣✹✾

❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✬s ❣r♦✇s q✉✐❝❦❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢

❋✐❣✳ ✸✳✷✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❡❝t♦r ❢❛❧❧s ♦✛ ❢✉rt❤❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r

♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✬s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡♠♣t② ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s✱ ✐❢

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ∆B✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❉❖❙ ✐s ❥✉st ❛ s✐♠♣❧❡

s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ∆B✱ ❡✳❣✳ ρ0+↓ (E,B + ∆B) =

ρ0+↓ (E −∆B,B)Θ(E −∆B)✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙✱ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❞❡❡♣❡r

❞✐♣ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣② E ≤ 2B ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ B✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ✉♥t♦✉❝❤❡❞ r❡✢❡❝t✐♥❣

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ B ✜❡❧❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② t❤♦s❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❧❡✈❡❧s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐

❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦♥❡s ❞❡❡♣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙ ✐s ❤✐❣❤❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝✳

❆s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣✐❝t✉r❡ ❡♠❡r❣❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✉♥✲

♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❝t✐✈❡❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♦✈❡rt❛❦❡

t❤❡ ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ r♦❧❡ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛rr✐❡rs ✐♥ tr❛♥s♣♦rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣

t❤❡ ❧♦✇ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♣✐♥ ↓ ✐♥ ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ s♣✐♥ ↑
✐♥ ✭✸✳✷✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❤❛s ❤✐❣❤❡r ✇❡✐❣❤t t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤✐s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♣✐♥

↓✳

✸✳✸✳✷ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❖❙✬s ❛t ③❡r♦ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞

❋♦r tr❛♥s♣♦rt ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥s ♠❛tt❡r t❤❡ ♠♦st✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❉❖❙ ❛t

③❡r♦ ❡♥❡r❣②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣✐✈❡♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❊qs✳ ✭✸✳✶✻✱

✸✳✷✵✱ ✸✳✷✺✮✳ ❆ ③❡r♦ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ↓ ✭↑✮ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞

❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ❛♥ ❡♠♣t② ✭s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✮ s✐t❡ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛

s✐♥❣❧② ✭❞♦✉❜❧②✮ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡❀ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♦t❤❡r ③❡r♦ ❡♥❡r❣② ♣❛✐r

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝♦♠❡s ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤♦s❡ ❉❖❙✬s ❛t ③❡r♦ ❡♥❡r❣②

ρ0S↓ =
1

4W

[

erf

(

2B − λ0

σ
√
2

)

+ 1

]

Θ(W − |B + µ|), ✭✸✳✷✽✮



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

ρ0S↑ =
1

4W

[

erf

(

min{W +B − µ, 2B} − λ0

σ
√
2

)

− erf

(−W +B − µ− λ0

σ
√
2

)]

Θ(W +B + µ), ✭✸✳✷✾✮

ρ0P =
1

8W

[

erf

(

2(W − µ)− λ0

σ
√
2

)

− erf

(

max{2(−W − µ), 2B} − λ0

σ
√
2

)]

Θ(W − B − µ). ✭✸✳✸✵✮

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

B/EZ

 

 

ρ0S↓,σ = 0.4EZ

ρ0S↑,σ = 0.4EZ

ρ0P ,σ = 0.4EZ
ρ0S↓,σ = 0

ρ0P ,σ = 0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ ❉❖❙ ❢♦r ③❡r♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r W = 1✱ λ0 = 0.8✳ ❆s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞✱ ❛
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙ ❛t t❤❛t ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs ✐♥t♦ ❛ str♦♥❣ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❉❖❙✳ ■t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱
✇❤✐❝❤ ♣♦ss❡ss ❡♥❡r❣✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ❛t
B = λ0/2 t❤❡ ❣❛♣ ✐s s✇❛♣♣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❉❖❙✬s✳

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♠❡ |µ + B| < W ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤

♣❛✐rs ❛♥❞ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡

❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r t❤❡ ❉❖❙✬s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ρ0S↓ =
1

4W

[

erf

(

2B − λ0

σ
√
2

)

+ 1

]

, ✭✸✳✸✶✮

ρ0S↑ =
1

4W

[

erf

(

2B − λ0

σ
√
2

)

− erf

(−W +B − µ− λ0

σ
√
2

)]

, ✭✸✳✸✷✮

ρ0P =
1

8W

[

erf

(

2(W − µ)− λ0

σ
√
2

)

− erf

(

2B − λ0

σ
√
2

)]

. ✭✸✳✸✸✮



✸✳✸✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✿ ❉❖❙ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣✺✶

❚❤♦s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡✢❡❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r ✇✐t❤

❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡

♥✉♠❜❡r✱ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❧♦✇ ❡♥✲

❡r❣② s❡❝t♦r ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ♣❛✐rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s

t♦ ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦ ❡♥❡r❣② ♣❛✐r ❉❖❙ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ B ✜❡❧❞ ❜②

❛♥ ❛♠♦✉♥t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✸✸✮✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❛ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ❝❛st ❜② t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✸✶✮ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ③❡r♦

❡♥❡r❣② ❉❖❙ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥ ↓ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t

t❤❡ ❉❖❙ ❛t ③❡r♦ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s♣✐♥ ↑ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢

❛ s♣✐♥ ↓✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥ ❛ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s

♠♦r❡ ❝♦st❧② t♦ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ t❤❛t s✐t❡ t❤❛♥ t♦ ❡♠♣t② ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❜❡❧♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② s♣✐♥ ↓ t②♣❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♠♦r❡ ❤♦✇ q✉✐❝❦❧② t❤❡ B ✜❡❧❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❉❖❙✬s✱ ✇❡ ❡①✲

❛♠✐♥❡ t❤❡✐r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

L1(B) =
d ln ρ0S↓
d lnB

=
4B

σ
√
2π

exp

[

−
(

2B−λ0
σ
√
2

)2
]

erf
(

2B−λ0
σ
√
2

)

+ 1
, ✭✸✳✸✹✮

L2(B) =
d ln ρ0P
d lnB

= − 4B

σ
√
2π

exp

[

−
(

2B−λ0
σ
√
2

)2
]

erf
(

2(W−µ)−λ0
σ
√
2

)

− erf
(

2B−λ0
σ
√
2

) . ✭✸✳✸✺✮

❚❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✜r♠ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❉❖❙✬s ✇✐t❤

B✿ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❉❖❙ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

♦♥❡ ❢♦r ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛✐r ❉❖❙✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t✱ ❛t ❧♦✇ ✜❡❧❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤

❛ ❝♦♥✈❡① ❢❡❛t✉r❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛

❝♦♥❝❛✈❡ t❡♥❞❡♥❝② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ■t s❛②s ❤♦✇ str♦♥❣ t❤❡ ❞❡♣❛✐r✐♥❣

❡✛❡❝t ❡♥❞♦rs❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ q✉✐❝❦❧② ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡

❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆t t❤❡ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡ ❛t

✇❤✐❝❤ ρ0S↓ ❛♥❞ ρ0P ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡

✐s t✇✐❝❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❛t r❛t✐♦ ❝♦♠❡s ♣✉r❡❧② ❢r♦♠ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t✳ ❆t ✜❡❧❞s

t❤❛t ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉❖❙ ♠❡❡t✐♥❣ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❞r❛♠❛t✐❝ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

0.5
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1.5

2

B/EZ

 

 

dlnρ0S↓

dlnB

-
dlnρ0P

dlnB

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❖❙✬s ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
W = 1✱ λ0 = 0.8✱ ❛♥❞ σ = 0.4✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♠❛r❦s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡r❡
ρ0S↓ = ρ0P ✳ ❋r♦♠ ❧♦✇ B✱ ρ0P ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡ ✇❤✐❧❡ ρ0S↓
❞♦❡s ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ st❡❡♣❡r ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛ r❛♣✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ρ0S↓ ✇✐t❤ B✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s✐❜❧② ❤✐❣❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙ ❛❢t❡r t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ✜❡❧❞✱ ✐t s✐❣♥❛❧s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤♦s❡ r❡❣✐♠❡s✳

❉❖❙ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s❧♦✇❡r tr❡♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦♣❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳

✸✳✹ ◗✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt✿ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✸✳✹✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠

■♥ t❤❡ str♦♥❣❧② ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ t1,2 ≪ W ✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❤♦♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥

♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❡①❛♠✲

✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡❝❛② r❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

GR
i0,σ(t) = −iΘ(t)

〈

{ciσ(t), c†0σ(0)}
〉

, ✭✸✳✸✻✮

FR
ii,0(t) = −iΘ(t)

〈[

ci↓(t)ci↑(t), c
†
0↑(0)c

†
0↓(0)

]〉

. ✭✸✳✸✼✮



✸✳✹✳ ◗✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt✿ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✺✸

❚❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ❛ ♣❛✐r ❛t t✐♠❡

t > 0 ♦♥ ❛ s✐t❡ i ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛t t✐♠❡ 0 ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐t❡

♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② 0✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ 〈. . .〉 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥

r❡❛❞

i
dci↓(t)

dt
= (εi − µ− λini↑(t)− B) ci↓(t)−

∑

j∈∂i

(

t
(ij)
1 cj↓(t)− t

(ij)
2 c†i↑(t)cj↓(t)cj↑(t)

)

,

✭✸✳✸✽✮

i
dci↑(t)

dt
= (εi − µ− λini↓(t) + B) ci↑(t)−

∑

j∈∂i

(

t
(ij)
1 cj↑(t) + t

(ij)
2 c†i↓(t)cj↓(t)cj↑(t)

)

.

✭✸✳✸✾✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ t(ij)q = tqe
iqγφgijB sinα ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♦❢ ❛ ❤♦♣ ❢r♦♠ s✐t❡ j t♦ s✐t❡ i ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ q = 1 ♦r ❛ ♣❛✐r ✇✐t❤ q = 2✳

❚❤❡ s✉♠ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ s✐t❡s j t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢

s✐t❡ i✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ∂i✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝❡✿

GR
i0,↓(ω) =

1

εi − µ− λin̄i↑ − B − ω



−δi,0 +
∑

j∈∂i
t
(ij)
1 GR

j0,↓(ω)



 , ✭✸✳✹✵✮

GR
i0,↑(ω) =

1

εi − µ− λin̄i↓ +B − ω



−δi,0 +
∑

j∈∂i
t
(ij)
1 GR

j0,↑(ω)



 , ✭✸✳✹✶✮

FR
ii,0(ω) =

1

2(εi − µ)− λi − ω

{

−δi,0 (1− n̄0↑ − n̄0↓) +
∑

j∈∂i
t
(ij)
1

[

FR
ji,0(ω) + FR

ij,0(ω)
]

+
∑

j∈∂i
t
(ij)
2 (1− n̄i↑ − n̄i↓)F

R
jj,0(ω)

}

, ✭✸✳✹✷✮

✇❤❡r❡

FR
ij,0(ω) =

1

εi + εj − λin̄i↑ − λjn̄j↓ − ω





∑

k∈∂i
t
(ik)
1 FR

kj,0(ω) +
∑

k∈∂j
t
(jk)
1 FR

ik,0(ω)



 .

✭✸✳✹✸✮



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

■♥ t❤❡ str♦♥❣❧② ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ t1,2 ≪ W ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r

niσ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts 〈. . .〉 ❜② ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ n̄iσ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚♦ ❣❡t t♦ ❊qs✳ ✭✸✳✹✵✱ ✸✳✹✶✮✱ t❤❡ s❛♠❡

❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐✳❡✳ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡
〈

c†i↑(t), cj↓(t)
〉

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts ✈❛❧✉❡

❛t t❤❡ t✐♠❡ t = 0 ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❣❡ts ③❡r♦ ✈❛❧✉❡✳

■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✹✷✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛✐r

♣r♦♣❛❣❛t♦r✳ ❚❤❡ ✜rst ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

t1 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♣❛✐r ❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✴❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❧❡ ❤♦♣♣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣ t2✱ ❛ ♣❛✐r tr❛✈❡❧s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧

s✐t❡ t♦ ❛ ✜♥❛❧ s✐t❡ ❛s ❛ r✐❣✐❞ ❜♦s♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❜r♦❦❡♥ ✐♥t♦ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s t❤❡ ♣❛✐r r❡♠❛✐♥s

✐♥t❛❝t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

t❤❡ tr❛✈❡❧ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦♣❛❣❛t♦r✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡

❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜r❡❛❦ ❛ ♣❛✐r ✐s ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t ❛ ♣❛✐r ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t♦ st❛②

✐♥t❛❝t ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ❤♦♣ ✇✐t❤ t2 r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ ❜❡ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤♦♣

♣❛②✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣② t1 ❢♦r ❛ ❤♦♣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥

✭✸✳✹✷✮ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s

FR
ii,0(ω) =

1

2(εi − µ)− λi − ω

{

−δi,0 (1− n̄0↑ − n̄0↓)+
∑

j∈∂i
t
(ij)
2 (1− n̄i↑ − n̄i↓)F

R
jj,0(ω)

}

.

✭✸✳✹✹✮

■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡

✐♥ t❤❡ str♦♥❣❧② ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ♦♥❡ ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t❛❦❡ r❡❝✉rs✐♦♥ st❡♣s

t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❲✐t❤ t❤❛t✱ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st ❛s

❛ s✉♠ ♦✈❡r ♦♥❧② s❤♦rt❡st ♣❛t❤s {Γ} ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐t❡ 0 t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡

i✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣s✿

FR
ii,0(ω)

FR
00,0(ω)

= tr0i2

∑

Γ:0→i
|Γ|=r0i

ei2γφΓB sinα
∏

k∈Γ\{0}

1− n̄k↑ − n̄k↓
2(εk − µ)− λk − ω

✭✸✳✹✺✮



✸✳✹✳ ◗✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt✿ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✺✺

GR
i0,↓(ω)

GR
00,↓(ω)

= tr0i1

∑

Γ:0→i
|Γ|=r0i

eiγφΓB sinα
∏

k∈Γ\{0}

1

εk − µ− λkn̄k↑ − B − ω
✭✸✳✹✻✮

GR
i0,↑(ω)

GR
00,↑(ω)

= tr0i1

∑

Γ:0→i
|Γ|=r0i

eiγφΓB sinα
∏

k∈Γ\{0}

1

εk − µ− λkn̄k↓ +B − ω
✭✸✳✹✼✮

❍❡r❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❧❡♥❣t❤ |Γ| = r0i ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st

♥❡✐❣❤❜♦r ❤♦♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t 0 ❛♥❞ i✳ φΓ ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

✢✉① ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♦♣ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♣❛t❤ Γ ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛t❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣

t❤♦s❡ t✇♦ s✐t❡s✳

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t

♦❢ ❛❧❧ ❧♦❝❛t♦rs t❤❛t ❛ s✐t❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❛t ♣❛t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r 1 − n̄k↑ − n̄k↓ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❧♦❝❛t♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

♣❛✐r ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡s ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛②

s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❛t♦r ♣✐❝❦s ✐ts ③❡r♦ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ω ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦✛ ❢r♦♠

t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡❝❛② r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❛t ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥

t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ω = 0 ✇❤♦s❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❢♦r ❡❧❡tr♦♥s ❛♥❞

♣❛✐rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

ξ−1
0S↓,↑ ≡ ξ−1

S↓,↑(ω = 0) = − lim
r0i→∞

1

r0i
ln

∣

∣

∣

∣

∣

GR
i0,↓,↑(ω

′)

GR
00,↓,↑(ω

′)

∣

∣

∣

∣

∣

ω′→ω

, ✭✸✳✹✽✮

ξ−1
0P ≡ ξ−1

P (ω = 0) = − lim
r0i→∞

1

r0i
ln

∣

∣

∣

∣

∣

FR
ii,0(ω

′)

FR
00,0(ω

′)

∣

∣

∣

∣

∣

ω′→ω

. ✭✸✳✹✾✮

❚❤❡ ♦✈❡r❜❛r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ r❡❛❧✐③❛✲

t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇❡ ❝❛rr② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡ ♦♥

t❤❛t ❧❛tt✐❝❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ♣❛t❤s✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s r❡✢❡❝t ❜♦t❤ t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t ✈✐❛ t❤❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❧♦❝❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t ✈✐❛ t❤❡ ❆❤❛r♦♥♦✈✲

❇♦❤♠ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ❧♦❝❛t♦rs✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❡❝t♦r s❤♦✇s

✉♣ ❛s ♦♥❡ ✈❛r✐❡s t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳

❙❡♣❛r❛t❡❧②✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤s✳ ❆t ③❡r♦

❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛✐r ❧♦❝❛t♦r ✭✐❢ ni 6= 1✮ ❛❧✇❛②s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥✱

❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧ ♣❛t❤s ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s

♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❛t ❢❛❝t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣❛t❤s✳

❆♥ ♦✉t✲♦❢ ♣❧❛♥❡ ✜❡❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❛s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❤✱ ❞❡str♦②s t❤❛t

❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❛rr♦✇s t❤❡ ♣❛✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■ts

❧♦❝❛t♦rs ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣❛t❤s ❝♦♠❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ♦✉t✲♦❢ ♣❧❛♥❡

✜❡❧❞ ❢r✉str❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥ ♣❛t❤s ♣✉s❤✐♥❣ ❢❛rt❤❡r

t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❆s s❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣✐♥

↑ ❤❛s ❧✐❣❤t❡r ✇❡✐❣❤t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ s♣✐♥ ↓✳ ❲✐t❤ t❤❛t ❜❡✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞

✐♥t♦ ❛ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦st❧② ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t♦rs✱ t❤❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ↑ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝✉t s❤♦rt❡r t❤❛♥ ✐ts ❝♦✉♥t❡r ♣❛rt✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐ts ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s s♠❛❧❧❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✐s✲

t❛♥❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r s♣✐♥ ↓✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡

❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ s♣✐♥ ↓ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ♦♥❧②

t❤❛t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t②♣❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ s♣✐♥ ✐♥❞❡①✳

❇❡❧♦✇ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✸✳✶✮✳ ❲❡

❝❤♦♦s❡ ❛ ❤❛❧❢✲✜❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ 24 × 24 s✐t❡s✳ ❋✐rst st❡♣ ✐s t♦

✜♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✲

✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② t♦ ❛❞❞ ❛♥❞

r❡♠♦✈❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❙✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❢r♦♠ µ ✇❤✐❧❡ ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞

❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② 2µ✳ ❖♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t♦



✸✳✹✳ ◗✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt✿ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✺✼

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❡♥✲

❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞✲s❤❛♣❡ r❡❣✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✺✮✳ ❆❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐ts ♦❢ EZ t❤❛t ✐s t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡♥❡r❣② ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡

❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t a ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❡♥❣t❤✳ ❆❧❧ ❜❡❧♦✇ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ✺✵✵ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

0  i

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞✲s❤❛♣❡ r❡❣✐♦♥ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝❤♦s❡♥ s✐t❡s 0 ❛♥❞ i t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs✳

✸✳✹✳✷ ❋✐❡❧❞ ❛♥❞ ✜❡❧❞✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤✿ ❉❖❙ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝ts

❋✐❣✳ ✭✸✳✻✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢

♣❛✐r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛t ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♣❧❛♥❡✳ ❲❤❡♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❡❧❞ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r ❤❛s ♥♦t ②❡t ❡♥t❡r❡❞

✐♥t♦ ♣❧❛②✱ t❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ t❡r♠✱ ♦r ✐♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t✳ ❆s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡r❡ ❛r❡

♠♦r❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡

❧♦✇ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤♦s❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❣r♦✇s ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r ♦❢ ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

s❤r✐♥❦s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ■♥ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ♣❛t❤s✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞

t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❜✐❣❣❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ♣❛✐rs✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ♣❛✐r ✭◦✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭▽✮ ③❡r♦✲
❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❩❡❡♠❛♥ ✜❡❧❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♥❣❧❡s✿ α =
0◦ ✭s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦✮ ✭♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❡❧❞✮, 15◦ ✭❝②❛♥✮, 30◦ ✭❣r❡❡♥✮, 45◦ ✭♠❛❣❡♥t❛✮, 90◦ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦✮
✭♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞✮✳ ❖t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡✿ W = EZ ✱ λ0 = 0.8EZ ✱
σ = 0.4EZ ✱ t1 = 0.06EZ ✱ t2 = 0.04EZ ✳ ❋♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❡❧❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❉❖❙
❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ♣r♦♠♦t❡s ♠♦r❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡♥❤❛♥❝❡s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣❛✐r ♦♥❡✳ ❋♦r ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
✜❡❧❞✱ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t✳ ■t ❢r✉str❛t❡s
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤s ❛♥❞ s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ ♣❛✐r
♣❛t❤s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧♦✇
✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡❧② ❛ ✇❡❛❦ ❡①tr❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t r❡❛❝❤❡s ✐ts
♠❛①✐♠✉♠ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍❡r❡ ♦♥❧② ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ s♣✐♥ ↓ ✐s s❤♦✇♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♣✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

s♠❛❧❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤s ❜❡✐♥❣ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜②

s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡s s❤♦rt❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

❛ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t✱ t❤❡

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t st❛rts ❛❞❞✐♥❣ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡r✲

t✐❡s✳ ❆♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✜❡❧❞ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❢♦r ♣❛✐r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥

❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❛②s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ❛ ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ♣❛✐r

❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤s

❛❧❧ ❤❛✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡



✸✳✹✳ ◗✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt✿ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✺✾

❡❧❡❝tr♦♥ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❆t ③❡r♦ ❡♥❡r❣②✱

t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♣❛✐rs ✐s str♦♥❣❡st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❧♦✇ ✜❡❧❞✱ t❤❡

♠♦r❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s✱ t❤❡ str♦♥❣❡r ✐s t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t❀ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❡✛❡❝t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❛t s②st❡♠✳ ❚❤❡

s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐r ♣❛t❤s r❡❞✉❝❡s t❤❡

♣❛✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✇❡❛❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❜✉♥❝❤❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛t❤s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ ✐♥ t❤❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✳

❆t ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❇✱ ✉♣♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡

✉♥♣❛✐r❡❞ ❛♥❞ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣② ❛❧❧ t❤❡ s✐t❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❡❧❡❝tr♦♥

♣❛t❤s s❧♦✇❧② s❛t✉r❛t❡s t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤❛t r❡❣✐♠❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞

❤❛r❞❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✳

❖♥ ❛ str✐❝t❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡✱ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

✇❤✐❧❡ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ✇♦✉❧❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♥t♦ ❡❛❝❤

♦t❤❡r ❛❢t❡r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❝❛❧✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢❛❝t♦r sinα r❡✈❡❛❧✐♥❣ ♠❛❣♥❡t♦

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❋♦r ♣❛✐rs✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♠❡s

♥❛t✉r❛❧❧② ❛s ❛ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ 2e✱ h
2e
✳ ❋♦r

❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❉❖❙✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞
h
2e

❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛t ③❡r♦ ❡♥❡r❣②✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ q✉❛s✐

❞♦✉❜❧✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ h
e
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❝❤❛♣t❡r st✐❧❧ ❤♦❧❞s✳ ◆♦✇ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ r❛♣✐❞ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t♦rs ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♣❛t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡str♦②s t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♠❛❣♥❡t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥

r❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s♦♠❡ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ ❩❡❡♠❛♥ ❡♥❡r❣②✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❛t♦♠✐❝

♥✉♠❜❡r s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ str♦♥❣ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♦❜s❡r✈❡ ❛ r❡♠✲

♥❛♥t ♦❢ t❤♦s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♦t❤❡rs ♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r

s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✢✉①❡s ✐s ❤❛r❞❧② r❡❛❧✐st✐❝✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛ttr❛❝t✐♦♥ λ0✱ B = λ0/2 ✐s t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤❛r❞ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡

♦♥❡ ✐♥ ♣❛✐r ❉❖❙ ✐s ♦♣❡♥❡❞ ✉♣✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ♣❛✐r ✭◦✮ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥ ✭▽✮ ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✿
λ0 = 0.8EZ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ 0.4EZ ✭r❡❞✮ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ s❛♠❡ W =
EZ ✱ σ = 0.4EZ ✱ t1 = 0.06EZ ✱ t2 = 0.04EZ ✳ ❉❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✭❞❛s❤❡❞✮ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❉❖❙ ❡✛❡❝t s❤♦✇s ✉♣✿ ❛t t❤❡ s❛♠❡
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐♥ ❧♦✇ ❇ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❤❛s s♠❛❧❧❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤♦s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❡♥♦r♠♦✉s❧② ❛s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳

t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t

❛s ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✭✸✳✼✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ♣❛✐r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ③❡r♦ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✿ λ0 = 0.8EZ ❛♥❞ λ0 = 0.4EZ ✳ ❆t t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❛

✇❡❛❦❡r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♣❛✐r❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢

t❤❛t✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ tr❛♥s♣♦rt ❢♦r ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❤❛s s♠❛❧❧❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ■t

s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❜② ❛ ❞r❛st✐❝ r✐s❡ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❛✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s

s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ▲❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛ t✐♥② ✐♥✐t✐❛❧

❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛t s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝❛s❡ λ0 = 0.4EZ

❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✳

■♥ ❊qs✳ ✭✸✳✹✽✱ ✸✳✹✾✮✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦♥ t❤❡

❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r n✱ t❤❡

r❡❧❡✈❛♥t ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❜② ❛♥ ❛♠♦✉♥t − ln(n)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱



✸✳✺✳ ❚r❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ P❛✐r✲t♦✲s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r ✻✶

✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❡①♣❡❝t ❛ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

❤♦♣♣✐♥❣ ✐s ✇❡❛❦❡♥❡❞✳

✸✳✺ ❚r❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ P❛✐r✲t♦✲s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r

✸✳✺✳✶ ❚❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ✐ts ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❤❛♥✲

♥❡❧s ❢♦r tr❛♥s♣♦rt✱ ❜② ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❜② s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦tt✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

T
(0)
Mβ =

1

ρ0βξ20β
, ✭✸✳✺✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t β = P, S ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❛rr✐❡rs✱ ♣❛✐rs ❛♥❞ s✐♥❣❧❡s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt

✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ❧♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❛t ❢❛❝t✱ ❛ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ tr❛♥s♣♦rt r❡❣✐♠❡s ❞♦♠✐♥❛t❡❞

❜② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❛rr✐❡rs ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

t❛❦❡s ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r t♦ ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡

♣❛✐r✲t♦✲s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ▼♦tt✬s

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♣❛✐rs ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

❉❡s♣✐t❡ ✐ts ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t

❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❆t ❛ ③❡r♦ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❉❖❙ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❤❛r❞

❣❛♣ ✉♣ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❤❛❧❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s

❛r❡ ♣❛✐r❡❞✳ ■t ♠❡❛♥s✱ ❢♦r ❛ ✜❡❧❞ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❝❛rr✐❡❞

♣✉r❡❧② ❜② ♣❛✐rs✳ ❆ ❤✐❣❤❡r B ✜❡❧❞ ❝❧♦s❡s t❤❛t ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙ ❛♥❞

♦♣❡♥s ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙✳ ❆❢t❡r t❤❛t s✇✐t❝❤✱ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt ✐s

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♦rt ♦❢ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ tr❛♥s♣♦rt✳

❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ✐s t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❆t ❛ ③❡r♦ ✜❡❧❞✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ♣❛✐r❡❞ ✐♥

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ♦♥❧② ❢❡✇ ✉♥♣❛✐r❡❞ ♦♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❞✉❡ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ r❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ♦✈❡rs❤❛❞♦✇❡❞ ❜②

t❤❡ str♦♥❣ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛✐r tr❛♥s♣♦rt ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♥❡❛r❧❧② ❛❧❧



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

s✐t❡s ❛r❡ ❞♦✉❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♦❢t ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✳ ❚❤✐s

✐s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✽✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡

❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✉t ♦❢ s❝❛❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ♣❛✐rs ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ✜❡❧❞✳
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NS/Nsites

NP/Nsites

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♣❛✐r
✭◦✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭▽✮ ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♥❣❧❡s✿ α =
0◦ ✭❜❧❛❝❦✱ s♦❧✐❞✮ ✭♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❡❧❞✮, 15◦ ✭❝②❛♥✮, 30◦ ✭❣r❡❡♥✮, 45◦ ✭♠❛❣❡♥t❛✮, 90◦ ✭❜❧❛❝❦✱
❞❛s❤❡❞✮ ✭♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞✮✳ ❖t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ W = EZ ✱ λ0 = 0.8EZ ✱
σ = 0.4EZ ✱ t1 = 0.06EZ ✱ t2 = 0.04EZ ✳ ❆ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛♣♣❡♥s
❛t ❛♥② ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❩❡❡♠❛♥ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ s♦❧❡❧② ❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧
✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s ✐t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✜❡❧❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❘ ♣❡❛❦✿
❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦♥ ✐ts ♣❛✐r s✐❞❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥ s✐❞❡✳ ■♥ ❤✐❣❤
❇ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt s❧♦✇❧② r❡❛❝❤❡s ✐ts t②♣✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛r❡ ❞❡♣❛✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♣❛✐r
❛t B = 0✳ ■♥s❡t✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs✱ NP /Nsites✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ NS/Nsites✱
❡✈♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞❀ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r t♦ ❡❧❡❝tr♦♥
❞♦♠✐♥❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt ❤❛♣♣❡♥s✱ ♣❛✐rs ❛r❡ st✐❧❧ ♦✉t♥✉♠❜❡r❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

●r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ✜❧❧s ✉♣ t❤❡ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥

❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❡❝t♦r ❜② ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥

✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✳ ■t✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❉❖❙ ♦❢ ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r ♣❛✐r✳ ❚❤❛t r❡✢❡❝ts ✐♥t♦

❛ ❣r❛❞✉❛❧ r✐s❡ ♦❢ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♣❛✐rs ❛♥❞ ❛ r❛♣✐❞ ❞♦✇♥t✉r♥ ♦❢ t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❧❛tt❡r t❛❦❡s ♦✈❡r

t❤❡ ❢♦r♠❡r t♦ ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❛t ✐s ❛ s✐❣♥❛t✉r❡



✸✳✺✳ ❚r❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ P❛✐r✲t♦✲s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r ✻✸

✇❤❡♥ tr❛♥s♣♦rt ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♣❛✐r t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡s r❡s✉❧t✐♥❣

✐♥ ❛ ❣✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ s❡❡♥ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆♥❞ t❤❛t tr❛♥s♣♦rt

❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ❤❛♣♣❡♥ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♣✉r❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ tr❛♥s♣♦rt t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱

✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ st✐❧❧ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♣❛✐r❡❞✱ s❡❡ t❤❡ ✐♥s❡t ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✽✮✳

■t t❡❧❧s ✉s ❤♦✇ r♦❜✉st ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s

❢r❡❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜❡❧❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❥✉st ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤♦s❡

❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt s✐♥❝❡ t❤❡② ❤♦❧❞ t❤❡ ❧♦✇

❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❡❝t♦r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠♦st ♦❢ ♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣♦ss❡ss ✈❡r②

❞❡❡♣ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦ ♥♦t ❛❝t✐✈❡❧②

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❚❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ✜❡❧❞ Bc ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♣❧❛♥❡✳ ❚♦✇❛r❞
❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t ❤❛s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✐♠♣❛❝t✱ t❤❡
❝r♦ss♦✈❡r ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

◆♦✇ ✇❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s t♦ ❛❞❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✲

❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❉❖❙

❡✛❡❝t✳ ❚❤❛t ❛✛❡❝ts ♦♥❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ❉❖❙✬s

✉♥t♦✉❝❤❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✻✮✳ ❋✐❣✳ ✭✸✳✽✮ ♣❧♦ts t❤♦s❡ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ♣❛✐rs ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ α ❜❡t✇❡❡♥



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♣❧❛♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇ ✭❤✐❣❤✮ ✜❡❧❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r✱

t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐s t♦✇❛r❞ ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❢r✉str❛t✐♦♥

❞✉❡ t♦ ❛♥ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ♣❤❛s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡

✭♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ❞❡str✉❝t✐✈❡✮ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛✐r ✭❡❧❡❝tr♦♥✮ ♣❛t❤s ❛t α = 0❀ ❛♥❞

t❤✉s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✭❧♦✇❡r✮ t❤❡ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❢♦r ♣❛✐r ✭❡❧❡❝tr♦♥✮✳ ❚❤❡

♦✈❡r❛❧❧ ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ♠♦✈❡s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ✜❡❧❞✱ ❛

❤✐❣❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣

♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❜❡✐♥❣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳

✭✸✳✾✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

✐s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s✐❞❡✳ ❚❤❡s❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ✐ts ❡①❤✐❜✐t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ s✐❞❡s

♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✽✾❪ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✵❪✳

■♥ t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ B r❡❣✐♠❡✱ ❛❢t❡r ❛ str♦♥❣ ❞r♦♣ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

♣❛✐r ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦✉t ♦❢ s❝❛❧❡ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

♦♥❡ ✈❛r✐❡s s❧♦✇❧② ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ✐ts s❛t✉r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤❡♥ ♥❡❛r❧② ❛❧❧

❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❛♥❞ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣② ♠♦st ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❉❖❙ ♦❢

t❤❡ ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❣❡ts t♦ ✐ts ♣❡❛❦✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜❡❧❞ ♥♦

❧♦♥❣❡r ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❛♥❞

s♦ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✮ ✐♥ t❤✐s ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♣❛✐rs ❛t B = 0✳

✸✳✺✳✷ ▼❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✲t♦✲s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r

♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❉❖❙✬s ✐♥ ❊qs✳ ✭✸✳✸✶✱ ✸✳✸✸✮

✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❊q✳ ✭✸✳✺✵✮✱

♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ Bc ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ❤❛♣♣❡♥s

Bc =
λ0
2

+
σ√
2
erf−1





u2

2
erf
(

2(W−µ)−λ0
σ
√
2

)

− 1

u2

2
+ 1





λ0≫σ≈ λ0
2

+
σ√
2
erf−1

(

u2 − 2

u2 + 2

)

,

✭✸✳✺✶✮



✸✳✺✳ ❚r❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ P❛✐r✲t♦✲s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r ✻✺

Tc =
8W

ξ20,P (Bc)

u2

2
+ 1

u2

2
erf
(

2(W−µ)−λ0
σ
√
2

)

+ 1

λ0≫σ≈ W

(

1

ξ20P (Bc)
+

2

ξ20S(Bc)

)

, ✭✸✳✺✷✮

✇❤❡r❡ u ≡ ξ0P (Bc)/ξ0S(Bc)✳

❆s s❡❡♥ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐s s❤❛r♣❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

❛r♦✉♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ λ0 ≫ σ✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣✐♥♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡❧② ❛ ❤❛❧❢ ♦❢

t❤❛t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r ♣r♦✜❧❡✳ ■t ✐s s♦

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❡ ♠♦st t♦ t❤❡ s♦❢t ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙

❛♥❞ t❤❡ ❣❛♣ ❝❧♦s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♥❡❛r❧② ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥

♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✜❡❧❞✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■t ❛❧s♦ s❛②s ✐♥ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ❡✳❣✳ t❤❡

❤♦♣♣✐♥❣s ❛♥❞ B ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧♦❝❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s✳ ■❢ t❤❛t r❛t✐♦ ❡①❝❡❡❞s
√
2✱ ♦r d

√
2 ✐♥ ❛ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

2 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt

❝r♦ss♦✈❡r t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ✜❡❧❞ t❤❛♥ ❛ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳

❉❡s♣✐t❡ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r ✐ts ❤❡✐❣❤t✱

❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s t❤❛t ❛r❡ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧✐❡❞

♦♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣

❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡

♣❡❛❦ ❛r❡ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡

♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✲t♦✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊①✲

❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❛s ♦♥❡ ✈❛r✐❡s

t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✭✸✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✶✮✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❜② ❛ ❤❛❧❢ ✇❤✐❧❡

❦❡❡♣✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r t♦ ❤❛♣♣❡♥s ❛t

♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r B✳ ❉✉❡ t♦ ❛ ❢❛tt❡r t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s

❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ ✜❡❧❞ ♣r♦♠♦t❡s t❤✐s ❡s❝❛❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦✈❡s ❞✐s♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥❛t❡❧② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❛ str♦♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ s❧✐❣❤t

❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ♦♥❡✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚❤❡ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♣❛✐r ✭◦✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭▽✮ ③❡r♦✲
❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✿ λ0 =
0.8EZ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ 0.4EZ ✭r❡❞✮ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ s❛♠❡ W = EZ ✱
σ = 0.4EZ ✱ t1 = 0.06EZ ✱ t2 = 0.04EZ ✳ ❉❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ♣❡r✲
♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✭❞❛s❤❡❞✮ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ♠♦✈❡s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ✜❡❧❞ ❛s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ str♦♥❣ r✐s❡ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❉❖❙ ❛♥❞ ❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
♦❢ ♣❛✐r ❉❖❙ ❛t s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❚❤❡ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♣❛✐r ✭◦✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭▽✮ ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣✿ t2 = 0.04EZ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ 0.02EZ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞
❢♦r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ✜❡❧❞s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
t❤❡ s❛♠❡ W = EZ ✱ λ0 = 0.8EZ ✱ σ = 0.4EZ ✱ t1 = 0.06EZ ✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛s t❤❡ ♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✶✶✮✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣ t♦ ✐ts ❤❛❧❢ ✈❛❧✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❛✐s❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤t ❞✉❡ t♦ ❛♥



✸✳✻✳ ❲❤❛t ❝♦✉❧❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦❄ ✻✼

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❤✐❢t ♦❢ ln(2) t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉❖❙✬s

❛t ③❡r♦ ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r ❤♦♣✲

♣✐♥❣ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ❝♦♥t❡①t ❛s t❤❡② r❡✢❡❝t t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛✇❛②

❢r♦♠ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞

t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡✿ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡✲

t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ♦❝❝✉rs ❛t s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

♣❡❛❦ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s❡❡♥✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡

❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐ts str♦♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛t ❧♦✇ ✜❡❧❞ ❛s t❤❡

s❛♠♣❧❡ ❣❡ts ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ s❡❡♥ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✹✾✱ ✾✵❪✳

✸✳✻ ❲❤❛t ❝♦✉❧❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦❄

■♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ ❞♦♠✐♥❛♥t❧② t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❡s

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ♣✐❝t✉r❡✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦ ✐s ❤♦✇

t❤❛t ♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❖♥❡

♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛✐r ❛♥❞

❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✬s ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❉❖❙ ❡✛❡❝t✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②

r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❉❖❙✬s✳ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ❢♦r ▼❘ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞

❡❧s❡✇❤❡r❡✳

❍❡r❡ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

t❡r♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ✭✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

❜❡❝♦♠❡s

HCoulomb =
∑

i,s

(εi−µ)nis+
1

2

∑

j 6=i

e2

κrij
(ni−ν)(nj−ν)−

∑

i

(λini↑ni↓ − B(ni↑ − ni↓)) ,

✭✸✳✺✸✮

✇❤❡r❡ κ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✱ rij ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤♦s❡ t✇♦ s✐t❡s✱ ❛♥❞ ν = 1
2
✐s t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞✉❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ ❛ss✉r❡ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧✐t②



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇♦r❦s✱

❡❣✳ ❘❡❢s✳ ❬✾✻✱ ✾✼❪✳ ■t ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❉❖❙✬s ✇✐t❤✐♥ t②♣✐❝❛❧ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s

t❤❛t ❛r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦✈❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣❛✐rs✱

♦r t♦ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✴❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ s✐③❡ s②st❡♠✱ ❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ s✐t❡s (i, j) ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t✐♥❣

t♦ ♠♦✈❡ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦✈❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐❢ ✐t

❧♦✇❡rs t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ❆ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐s ❢♦✉♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥② ♣❛✐r✴s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦✈❡ t❤❛t ❧♦✇❡rs t❤❡

t♦t❛❧ s②st❡♠ ❡♥❡r❣②✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞

E1+
i − E1−

j − e2

κrij
> 0, ✭✸✳✺✹✮

E2+
i − E2−

j − 4e2

κrij
> 0, ✭✸✳✺✺✮

✇❤❡r❡ Em±
i ❛r❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s t♦ ❛❞❞ ♦r r❡♠♦✈❡ m = 1, 2 ♣❛rt✐❝❧❡s

❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐t❡ i✳ ❚❤♦s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊qs✳

✭✸✳✽✮✲✭✸✳✶✺✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣

εi → εi +
∑

j 6=i

e2

κrij
(nj − ν) ✭✸✳✺✻✮

❇❡❧♦✇ ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ 30×30 sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐✲

♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r

❡❧❡❝tr♦♥s✱ EC = e2/κa✱ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✉♥✐t EZ ✳ ❚❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❉❖❙✬s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✶✷✮ ❛r❡ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✴♣❛✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 200 ✐♥✐t✐❛❧ r❛♥❞♦♠

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❊♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t

✇❤✐❝❤ Em+
i > 0 ❛♥❞ Em−

i < 0✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❤❛r♣ ❣❛♣ ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ λ0/2−B
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙ ❛t ③❡r♦ ✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♣❛✐r❡❞✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ✐s ❛❝t✐✈❡

♦♥❧② ❢♦r t❤♦s❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❛t ❣❛♣✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ s❤♦rt❡♥s t❤❡



✸✳✻✳ ❲❤❛t ❝♦✉❧❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦❄ ✻✾
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0
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0
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0.04
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ρ
P

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭▽✮✱ ♣❛✐r ✭◦✮ ❉❖❙✬s✱ ρS ❛♥❞ ρP ✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭❞❛s❤❡❞✮✱ λ0 = 1✱ σ = 0✱ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ λ0 = 1✱ σ = 0.4 ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✿
B = 0 ✭❜❧✉❡✮, 0.3 ✭❣r❡❡♥✮, 0.5 ✭r❡❞✮, 0.9 ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤ ✐s
❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ W = 4EZ ✱ ❛♥❞ EC = EZ ✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥
B < λ0/2✱ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❤❛r❞ ❣❛♣ ♦❢
♦r❞❡r ♦❢ λ0/2 − B ✐♥ ρS ✇❤✐❧❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♣❛✐r
❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐s s❡❡♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r B ✜❡❧❞✳ ❆s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞✱
❛❧❧ s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ s♠❡❛r❡❞ ♦✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❧❡❛❦ ✐♥t♦
t❤❡ λ0 ❤❛r❞ ❣❛♣✱ ❛♥❞ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ❞❡♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❇✉t
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❉❖❙✬s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ s❡❡♠s ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳

❣❛♣✳ ❆❢t❡r B = λ0/2✱ t❤❛t ❤❛r❞ ❣❛♣ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛♥❞ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❈♦✉❧♦♠❜

❣❛♣✿ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t

t♦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧♦❣② ❛❝ts ✐♥ ❛ r❡✈❡rs❡

✇❛② ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ B < λ0/2✱ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠

❜❡✐♥❣ ❛ ✢❛t✱ ❢❡❛t✉r❡❧❡ss ❢♦r♠ ✇❤❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ ♣♦ss❡ss✐♥❣

❛ ❧✐♥❡❛r ❣❛♣ ❛t ❧♦✇ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❧♦♥❣✲

r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❖✉t s✐❞❡ t❤❛t r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❛ ❤❛r❞✱ ✢❛t ❣❛♣ ♦❢ ♦r❞❡r

2B − λ0 ❛♣♣❡❛rs ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ●✐❛♥t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❈♦♦♣❡r✲♣❛✐r ✐♥s✉❧❛t♦r

t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✜❡❧❞✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♣❛✐r✐♥❣ ❡✛❡❝t s♠♦♦t❤❧② ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤♦s❡ st❛t❡s✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣✐❝t✉r❡✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s

♠♦st❧② t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦rs ♦❢ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r ❉❖❙✬s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

❧❛tt❡r ✐s s♠❡❛r❡❞ ♦✉t ❥✉st ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❢♦r s♠❛❧❧ ✜❡❧❞✱ ❛ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ✐♠♣❛❝t

✐s s❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❛t

③❡r♦ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜♥✐t❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② t❤❛t✱ ✐♥

t✉r♥✱ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ❞❡♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❝r❡❛t✐♥❣

❛ ❈♦✉❧♦♠❜ ●❛♣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ♣❛✐r ❉❖❙✬s

✐s ❛❧✇❛②s t❤❡r❡ ❢♦r ❛♥② s♠❛❧❧ t♦ ♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳

❲✐t❤✐♥ t❤✐s s❝♦♣❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡

❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❛t q✉❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡

♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❛♥s✇❡r✱ ❜✉t ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦t ♠✉❝❤ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✇❡ tr② t♦ ❛❞❞r❡ss ❤❡r❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦✱

tr②✐♥❣ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t ✭♣❡♥❞✐♥❣✮ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐r r❡s✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡② ❡✈♦❧✈❡ ✇✐t❤ t❤❡

✜❡❧❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛♣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛✐r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥

❉❖❙✬s✱ t❤❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ B ✜❡❧❞ t♦ ❧✐❢t ♦✛ ❧♦✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s s❤♦✇s ✉♣✳ ❖♥❡ ♦❢ ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐s ❛ st❡❡♣❡r ❛♥❞ st❡❡♣❡r ❈♦✉❧♦♠❜

❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❉❖❙✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✇❡❛❦❡r r❡✈❡rs❡ tr❡♥❞ ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❉❖❙✱

✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❣❡ts str♦♥❣❡r✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❣✲

♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✸✳✼ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♣✲

t✉r❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ▼❘ ♣❡❛❦ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r♦♠

♣❛✐r t♦ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt✳ ■t ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✐s♦tr♦♣✐❝ ❉❖❙ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s t❤❡ ♠❛✐♥

❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣



✸✳✼✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✼✶

❩❡❡♠❛♥ ✜❡❧❞ t❤❛t r❡❧❡❛s❡s ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♣❛✐r❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡

❣r❡❛t❡r ✐♠♣❛❝t t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜② ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r

✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t

♦❝❝✉rs r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✜❡❧❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ q✉❛♥✲

t✉♠ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❛rr✐❡r t②♣❡ ♦♥ ❡✐t❤❡r

s✐❞❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ t❤❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ str♦♥❣❡r

t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡✛❡❝t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛s B ✜❡❧❞ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆s t❤❡ ❛♥❣❧❡ α ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 0◦ t♦ 90◦✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❞♦♠✐♥❛t❡❞

tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱

❛ ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♠♣❛❝t ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♦♥❡✳ ❆s ❛

r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❧♦✇❡r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐st✐❝ ▼♦tt✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧

✜❡❧❞✳

❋✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ❞✉❡ t♦ ❛ str♦♥❣ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r ❤♦♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt

t❛❦❡s ♦✈❡r ❛t ❧♦✇❡r ✜❡❧❞s✳ ❆t str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❞✐s♦r❞❡r ♦r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❙■❚✱ ✐t

❛❧r❡❛❞② ♦❝❝✉rs ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❧②

✭str♦♥❣✮ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧

s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt✳

❖✉r t❤❡♦r② ❝❛♣t✉r❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ♠❛♥② ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✽✾✱ ✾✵❪✿ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s

♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ▼❘ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❡❛❦✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦

✜❡❧❞ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐ts ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠

❣❡ts ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

❤♦❧❞ ❛t ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈❡♥ ❞♦✇♥ t♦ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡

❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✲t♦✲s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt

r❡♠❛✐♥s ✐♥t❛❝t✳





❈❤❛♣t❡r ✹

■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

✐♥ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛s✐❞❡✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢❛✈♦rs t❤❛t ❝❛♥

❜❡ ♣♦❝❦❡t ♦r ❜❛♥❞ ♦r s♣✐♥ ✐♥❞✐❝❡s✳

❆❢t❡r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r s❝❛❧✐♥❣ t❤❡♦r②

♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✾❪✱ ✐t ✇❛s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ♥♦ tr✉❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ st❛t❡ ❡①✐sts

✐♥ ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡

❛ ♠❡t❛❧✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭▼■❚✮ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡♦r②

❜② ❆❜r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✷❉ s②st❡♠ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ✇❡❛❦ t❤❡

❞✐s♦r❞❡r ✐s✳ ■♥ t❤❛t ✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

β(g) ≡ d ln g/d lnL ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ g ✐ts❡❧❢ ❜✉t ♥♦t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ L✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ β(g) ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✶✮✳

■♥ ✷❉✱ β(g) ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦✲

t♦♥✐❝❛❧❧② ✉♣♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ✸❉ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐t✱ t❤❡

s❝❛❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❣♦❡s ❡✐t❤❡r t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ g ❢♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ β(g) ✭✐♥s✉❧❛t✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦r✮ ♦r t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡ g ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ β(g) ✭♠❡t❛❧❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ❛s t❤❡

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥



✼✹❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s

✇✐t❤♦✉t ❞✐s♦r❞❡r✱ t❤❡ ✷❉ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠ ❢♦r♠s ❛ ❲✐❣♥❡r ❝r②st❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② r❡❞✉❝❡s t♦ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ tr❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡

♣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❬✶✵✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ β(g) ✈❡rs✉s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ g✱
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✾❪✳

■♥ t❤❡ ✶✾✾✵s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s ✐♥ ❤✐❣❤✲♠♦❜✐❧✐t② s✐❧✐❝♦♥ ♠❡t❛❧✲

♦①✐❞❡✲s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✜❡❧❞✲❡✛❡❝t tr❛♥s✐st♦rs ✭❙✐ ▼❖❙❋❊❚s✮ ❬✶✵✱ ✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱

✶✵✺❪✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✶✵✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✵✾✱ ✶✶✵❪✱ r❡♣♦rt❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝

❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ✷❉ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡♦r② ❢♦r ♥♦♥✲

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s ♠✐❣❤t ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱

❛t ❧♦✇ ❝❛rr✐❡r ❞❡♥s✐t② t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ❞✐✈❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s

❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❝❛rr✐❡r ❞❡♥s✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ nc ∼ 0.8 × 1011 ❝♠−1✱ ✐t s❤♦✇❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡

r❡s✐st✐✈✐t② ❞r♦♣♣❡❞ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♥st❛♥t ✉♣♦♥ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s r❛✐s❡❞

❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ♠❡t❛❧✲

✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❡①✐st ✐♥ ✷❉ s②st❡♠s✳

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st

❞❡❝❛❞❡s ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❛❜♦✉t t❤❡ ✷❉ ▼■❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✜♥❛❧ ❛♥✲

s✇❡r t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s
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❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ q✉❛♥t✉♠ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✱ ♦r ❞②♥❛♠✲

✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❬✶✶✶✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺❪✳ ❖♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ✐♥

t❤❡ ✶✾✽✵s✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❞✐s♦r✲

❞❡r r❡❣✐♠❡ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ✷❉ ❞✐s♦r✲

❞❡r❡❞ s②st❡♠s✱ ✜rst ❜② ❆❧ts❤✉❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❜② ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥ ❬✶✶✼❪

❛♥❞ ❈❛st❡❧❧❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✳ ■♥ t❤❡ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✇♦r❦ ❬✶✶✻❪✱ ❆❧ts❤✉❧❡r ❡t ❛❧✳

s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✇❡❛❦✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✮ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❢♦r

✷❉ s②st❡♠s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲✐t❤✐♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥ ❬✶✶✼❪ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦

t❤❡ s♣✐♥✲s♣✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ✐♥✲

✈❛❧✐❞ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤♦s❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦s ✇❡r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡

❞✐✛✉s✐✈❡ ❧✐♠✐t✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❩❛❧❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✾❪ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠s ✐♥

t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts s✐❣♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

▲❛t❡r✱ P✉♥♥♦♦s❡ ❛♥❞ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥ ❬✶✶✱ ✺✷❪ r❡✲s✉♠♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦st ❞✐✈❡r✲

❣❡♥t t❡r♠s t❤❛t ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②

✉♣♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡

♦❢ s♣✐♥ ❛♥❞ ✈❛❧❧❡② ✭❞❡❣❡♥❡r❛t❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝✲

t♦rs✮ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ 2nν ✢❛✈♦rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤❡r❡ nν ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧❧❡②s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛ ❢❛❝t♦r t✇♦ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣✐♥

st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t s❡♣❛r❛t✐♥❣

❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥❧②

t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❢♦r r❡✈✐❡✇s ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t s❡❡ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✷✵✱ ✶✷✶❪✳

❚❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ P✉♥♥♦♦s❡ ❛♥❞ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥✬s ✇♦r❦ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss

r❡s✐st❛♥❝❡ ρ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ γ2✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡

✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱

d ln ρ

ρdl
=

[

nν + 1− (4n2
ν − 1)

(

1 + γ2
γ2

ln(1 + γ2)− 1

)]

, ✭✹✳✶✮



✼✻❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1

ρ
max

ln(T/T
max

)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R
(η

) 
=

 ρ
/ρ

m
a
x

ρ
max

=0.57

ρ
max

=0.43

ρ
max

=0.35

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ρ/ρmax ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ρmax ln(T/Tmax)✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✹✳✶ ✇✐t❤ nν = 2 s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✐st✐✈✐t②✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✵✳✽✸
✭sq✉❛r❡✮✱ ✵✳✽✽ ✭tr✐❛♥❣❧❡✮✱ ❛♥❞ ✵✳✾✹ ✭❞✐❛♠♦♥❞✮ ×1011 ❝♠−2✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❘❡❢✳ ❬✶✶❪✳

dγ2
ρdl

=
(1 + γ2)

2

2
. ✭✹✳✷✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ l = − ln(Tτ) ✐s ❛ r❡❧❡✈❛♥t s❝❛❧❡ ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✇❤❡r❡

τ ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ t✐♠❡✱ T ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ Tτ ≪ 1 ✐s ✐♥ t❤❡

❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✮✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❆♥❞❡rs♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✇❡❛❦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ nν ✈❛❧❧❡②s✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡t ♠♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

❝❤❛♥♥❡❧✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✶✻❪✳ ■t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ nν ❛s t❤❡ s✐♥❣❧❡t ♠♦❞❡

✐s ✉♥✐q✉❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ♠❛♥② ✢❛✈♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤✐s t❡r♠ ✐s ✉♥✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✭♦✈❡r✮ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡t ❝❤❛♥♥❡❧✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✉❧✲

t✐♣❧❡t ♠♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤♦s❡ ♠♦❞❡s 4n2
ν − 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s

t❡r♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ γ2 ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❝r❡❡♥❡❞✳ γ2 ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛t

s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ l✱ ❜✉t ❣r♦✇ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ l✱ ♦r ❧♦✇❡r✐♥❣

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✷✮ ❛s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡

✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳



✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼✼

■♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✮✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐✲

t✐✈❡ s✐❣♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛♥t✐✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r 4n2
ν − 1✱ t❤❡ ❛♥t✐✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥❞❡♥❝② ❣❡ts

❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈❛❧❧❡②s ✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❢r♦♠ t❡r♠s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r✳ ❚❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ γ2 ✉♣♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ♥♦♥✲

♠♦♥♦t♦♥✐❝ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛ ❣r♦✇t❤ ✭❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✲

✐♦r dρ/dl > 0✮ ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✭❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ tr❡♥❞ dρ/dl < 0✮ ❛t

❧❛r❣❡r s❝❛❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢❛✈♦rs✱ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱

t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ✐s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ nν = 2✱ ❋✐❣✳ ✭✹✳✷✮✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✶❪✱ ♣❧♦ts t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ r❡s✐st✐✈✐t②

ρ/ρmax ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ρmax ln(T/Tmax)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ρmax ✐s

r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❣❡ts t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ Tmax✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t

❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧s♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ ♦♥❡ st❛rts ❢r♦♠ ❛

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✈❡ Tmax✱ ✉♣♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ γ2 ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t

✐s st✐❧❧ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳

✭✹✳✶✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t②✳ ❆t T ∼ Tmax✱ γ2 ✐s ❜✐❣

❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❛♥t✐❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ t❡r♠s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥✱ ✇✐t❤

❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❛♥t✐❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞

str❡♥❣t❤❡♥❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t②✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r② ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❜❡❧♦✇ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ✉s✲

✐♥❣ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ tr❡❛t♠❡♥t ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✷❉ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝✐❡s✳ ❆s ✇❡

✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r✱ ❛t t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

✇✐t❤ t❤❡ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥✬s r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡✱

✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✹❪ t❤❛t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ✸❉ s②st❡♠s ✐s ❝❛♣❛✲

❜❧❡ ♦❢ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ s✉❝❤ s✉❜t❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❛t ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡✢❡❝t✲

✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛❝t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡

❢r❛❝t❛❧✐t② ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ st❛t❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts ✐♥ ♦✛✲❝r✐t✐❝❛❧



✼✽❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s

st❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✳

✹✳✷ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞

❖♥ ❛ r❡❣✉❧❛r sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ s✐③❡ N = L × L✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢

Ne = pfL2 ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤❡r❡ p ≡ 2nν ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ f

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣❡r s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t

t♦ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ❤♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s✐t❡s ✇✐t❤ t❤❡

❤♦♣♣✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤✐s s②st❡♠ r❡❛❞s

H =
∑

i,α

(εiα − µ) c†iαciα+
1

2

∑

i 6=j
αα′

Vij (niα − f)(njα′ − f)−
∑

〈i,j〉,α
t
(

c†iαcjα + h.c
)

.

✭✹✳✸✮

c†iα✱ ciα ❛r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ ✢❛✈♦r

α = 1, 2, . . . , p ♦♥ s✐t❡ i✱ ❛♥❞ niα = c†iαciα ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦♣✲

❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♦♥s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r εi ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ [−W/2,W/2]✳
Vij = U/rij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡s ❛t t✇♦ s✐t❡s i

❛♥❞ j✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❡❛❝❤ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝❛rr✐❡s ❛ ❝♦♠✲

♣❡♥s❛t✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ fe ♣❡r ✢❛✈♦r✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ f ✳ ❲❡ s❡t t = 1 t♦ ❜❡

t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣ a t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❡♥❣t❤✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠

❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

H =
∑

i,α

ε̃iαc
†
iαciα −

∑

i 6=j,α,α′

Vij〈c†iαcjα′〉c†jα′ciα −
∑

〈i,j〉,α
t
(

c†iαcjα + h.c
)

. ✭✹✳✹✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❍❛rtr❡❡

❡♥❡r❣② ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥s✐t❡ ❡♥❡r❣②

ε̃iα = εiα − µ+
∑

j 6=i,α′

Vij〈c†jα′cjα′〉. ✭✹✳✺✮

❚❤❡ 〈. . . 〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦



✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✼✾

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡

❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s r❡✲

❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡✳

❆s s❡❡♥ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥s✐t❡ ❡♥❡r❣② ❍❛rtr❡❡

s❤✐❢t ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r ❡♥❡r✲

❣✐❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t s♦♠❡❤♦✇ ❢❛✈♦rs ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r

❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ♣r❡❢❡rs

t♦ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡✱ ❛❧s♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡

❤♦♣♣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❋♦❝❦ t❡r♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣♣♦s✐t❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ❢❛✈♦r✲

✐♥❣ ❛♥t✐✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢

t❤❡ s②st❡♠✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✱

❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✳✸✮ t♦ ❊q✳ ✭✹✳✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ r❡t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ♦❜❡②

t❤❡ ✢❛✈♦r s②♠♠❡tr②✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢❛✈♦r s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✐s ♥♦✇ r❡❞✉❝❡❞ t♦ N × N ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ s✐③❡ pN × pN ✳ ■♥

❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✢❛✈♦r s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t ♦r ❜r♦❦❡♥✳

❚♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❍❛♠✐❧t♦✲

♥✐❛♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s {εi}✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇
❛ st❛♥❞❛r❞ s❡t ♦❢ st❡♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst t❤❡ ♣r♦✲

❣r❛♠ ❝r❡❛t❡s r❛♥❞♦♠❧② ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥♣✉t s❡t ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① nij = 〈c†icj〉✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r♠s ❛ N × N ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✹✳✹✮ ❢r♦♠ t❤❛t

✐♥♣✉t s❡t✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

{Em} ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs {ψm}✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t

❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①

nii =
∑

m

|ψm(ri)|2f(Em), ✭✹✳✻✮

nij =
∑

m

ψ∗
m(ri)ψm(rj)f(Em), ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ f(E) ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ✐s



✽✵❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s

❛❞❥✉st❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❛ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❡♥❡r❣②

ENe
❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♠♣t② ♦♥❡ ENe+1✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❤❡❧♣s t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧

❤❛r❞ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ❆❢t❡r t❤✐s st❡♣✱ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞

❢r♦♠ t❤❛t ❝❤♦s❡♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ Em ≡ Em − µ✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

st♦♣s ✐❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s n
(k),in
ij ✱ n

(k),out
ij ❣♦✐♥❣ ✐♥ t♦ ❛♥❞ ♦✉t ❢r♦♠ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❧♦♦♣

k ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ s♠❛❧❧ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡ δ = 10−4✿

|n(k),in
ij − n

(k),out
ij | ≤ δ. ✭✹✳✽✮

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ ♥❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥ p+ 1 ✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s

n
(k+1),in
ij = (1− λ)n

(k),in
ij + λn

(k),out
ij . ✭✹✳✾✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡ ✐s st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ♦♥❡

❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲

✈❛❧✉❡s {Em} ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs {ψm}✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r

♦t❤❡r r❛♥❞♦♠ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❛❧❧② ❛tt❛✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✉s❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✼✹✱ ✶✷✷❪ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠✉❧✲

t✐❢r❛❝t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠

K(R;E) =

∑

m,Em∈Ω(E)

∑

r |ψm(r)|2|ψm(r+R)|2
∑

m,Em∈Ω(E)

∑

r |ψm(r)|4
. ✭✹✳✶✵✮

❚❤❡ ♦✈❡r❜❛r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✳

Ω(E) = [E − ∆, E + ∆] ✐s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② E

✇✐t❤ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧❡✈❡❧ s♣❛❝✐♥❣ ∆ = W/L2✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣✲

♣✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ R = |R|✱
s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✸❉ s②st❡♠s ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✹❪✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ s✉♣♣r❡ss❡❞



✹✳✸✳ ❉❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✽✶

✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ ✐♥ ❜♦t❤

❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t♦r ✐s t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ t❤❡

✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t♦r ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② t♦ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

R ≫ ξ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ r❡❣✐♠❡✱ ✐t s❛t✉r❛t❡s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡

♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡✈❡♥ ❛t ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✳

✹✳✸ ❉❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡♣♦rt ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✢❛✈♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❡ t❤❡♥ ✐♥✲

❝r❡❛s❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢❛✈♦rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥②

s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②s✲

t❡♠s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤ W = 12t ❢♦r ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤

L = 28 ❛t t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ f = 0.1 ❛♥❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②

E = 0.1t✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r

❛ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡ L = 40 ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r

❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❞♦♥❡ ♦✈❡r ✷✵✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

✹✳✸✳✶ ◆♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❛s❡

❲✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ ✷❉ s②st❡♠✱ ✐t s❤♦✇s ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r

❢♦r ❛♥② ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢❛✈♦r✳ ❚❤❡

❝♦rr❡❧❛t♦r ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢✉rt❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣❡ts str♦♥❣❡r✳

❆s ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ✸❉ ❝❛s❡ ❬✼✹❪✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ ♦❜❡② ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦r♠

K(R;E) ∼ A(ξ)F (R/ξ)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦r A(ξ) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r

str❡♥❣t❤ ✇❤✐❧❡ F (x) ✐s ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x = R/ξ✳ ❆❢t❡r r❡s❝❛❧✐♥❣

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t♦r ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r A ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ R ❜② t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤ s❤♦✉❧❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✉r✈❡✳

❋✐❣✳ ✭✹✳✸✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❛❢t❡r ❛ ♣r♦♣❡r r❡s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐✲



✽✷❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

K

/

A

R/ξ

W/t = 16

W/t = 14

W/t = 13

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❉❛t❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r
str❡♥❣t❤ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (R/ξ) ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s✳
❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r ❛ ✇❡❛❦❡r ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤✳

✈❡rs❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ✱ ❢♦r R > ξ✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❛ ✇❡❛❦❡r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r

R < ξ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥✿

F (x) ≡ K/A = x−ηe−x. ✭✹✳✶✶✮

❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t η ≡ η(x) ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡❝t❧② ♦❜❡②s ❛s②♠♣t♦t✐❝

❜❡❤❛✈✐♦rs✳

❋♦r s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ R < ξ✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ♠✉❧t✐❢r❛❝t❛❧ ♥❛t✉r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

d2✱ ❛♥❞ d2 < d✱ ✇❤❡r❡ d = 2 ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛❝✲

t❛❧ st❛t✐st✐❝ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ d2 ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r✲

t✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t✐♦✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛❝t❛❧✐t②✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦t ❥✉st t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❜✉t ❤❛s t❤❡



✹✳✸✳ ❉❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✽✸

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ |ψm(r)|2 ∝ 1/ξd2 ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∑

r

|ψm(r)|4 ∼
ad2−d

ξd2
, ✭✹✳✶✷✮

❛♥❞
∑

r

|ψm(r)|2|ψm(r+R)|2 ∼ Rd2−d

ξd2
. ✭✹✳✶✸✮

P✉tt✐♥❣ ❛❧t♦❣❡t❤❡r ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥

K(R) ∝
(

ξ

R

)d−d2
. ✭✹✳✶✹✮

✭❍❡r❡ t❤❡ ξ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣r❡❢✲

❛❝t♦r✳✮ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✐♥ ✭✹✳✶✶✮ ✐s η(x) = 2− d2 ❢♦r ✷❉✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t R < ξ✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡♦r② ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s✳

◆❛♠❡❧②✱ η(x) = 2− d2 ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ g ✇❤✐❝❤

♦❜❡②s t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❡q✉❛t✐♦♥ β(g) ❢♦r g ≫ 1✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

η(x) = 2− d2
R≪ξ
= 2/g(x)

g≫1
= 2/[1− ln(x)] ❬✶✷✸✱ ✶✷✹❪✳

❋♦r ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ R > ξ✱ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤

♦t❤❡r ❜② ❞✐st❛♥❝❡ R ❥✉st ♦✈❡r❧❛♣ ✈✐❛ t❤❡✐r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❛✐❧s ❛s ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣❧② ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s t❤✉s

❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❜❡ ③❡r♦ ❬✶✷✺❪✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛❧✉❡ t✇♦

❢♦r η✱ η(x)
R≫ξ→ 2✳ ❚❛❦✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐♠✐ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❧♦②❡❞

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

η(x) =
2

c−1
1 ln(x−c1 + c2)e−x/c3 + c4

, ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ c1,2,3,4 ∼ O(1)✳

✹✳✸✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❛s❡

❋✐❣s✳ ✭✹✳✹✮✱ ✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮ ♣❧♦t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❢♦r t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢❛✈♦r

♥✉♠❜❡r p = 1, 2, 4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢❛✈♦r ❝❛s❡ p = 1✱ t❤❡ ❝♦rr❡✲



✽✹❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s

❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ♠♦r❡ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛❞✉❛❧❧②

❣❡ts ❡♥❤❛♥❝❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝✐❡s

✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆t s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤✱ U/t < 0.8 ❢♦r p = 2 ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✺✮

❛♥❞ U/t ≤ 0.4 ❢♦r p = 4 ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✻✮✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ❛❧♠♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ s♣❡❝✐❡s ❝❛s❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

str❡♥❣t❤s✱ ❛❢t❡r ❛ ❞r❛st✐❝ ❞r♦♣ ❛t s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t♦r s❧♦✇❧② ✈❛r✐❡s

✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡✈❡♥ s❡❡♠s t♦ s❛t✉r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ p = 4✳ ❯♣♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢❛✈♦rs✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t♦r

✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❛t s♠❛❧❧❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❣❡ts ♠♦r❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
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K
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)

 

 

U=0
p=1, U/t=0.8
p=1, U/t=1.6

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
str❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢❛✈♦r ❝❛s❡✳

❖✉r ✜rst ❛tt❡♠♣t ✐s t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥s❛t③ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡

❢♦r t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r s❝❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝✐❡s✱

p = 1✱ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❞♦❡s

♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢❛✈♦r ❝❛s❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇

t❤❡ s❛♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥s❛t③ ❛s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢❛✈♦r ❝❛s❡✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐t s❡❡♠s ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❛t ✉♣♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢❛✈♦r

♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ t❡r♠ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞✱ ♦♥❡ s❡❡s ❛ str♦♥❣❡r ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲



✹✳✸✳ ❉❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✽✺
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U=0
p=2, U/t=0.4
p=2, U/t=0.8
p=2, U/t=1.2
p=2, U/t=1.6

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
str❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ✢❛✈♦r ♥✉♠❜❡r p = 2✳
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U=0

p=4, U/t=0.4

p=4, U/t=0.8

p=4, U/t=1.2

p=4, U/t=1.6

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
str❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ✢❛✈♦r ♥✉♠❜❡r p = 4✳

r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ str♦♥❣ ❞r♦♣ ❛♥❞ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s✐st❛♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ P✉♥✲

♥♦♦s❡ ❛♥❞ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥✬s r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡①

✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ t❡r♠s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❛♥t✐✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡

✇✐t❤ p = 2, 4✱ ❛ ❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ❤❛♣♣❡♥s✱ ❛ st❡❡♣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛t s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡

✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♠✉❝❤ ✢❛tt❡r ♦♥❡ ❛t ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡✳



✽✻❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s

1 2 3 4 5 6 7 8
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 U = 0
 p = 1, U/t = 1.6
 p = 2, U/t = 1.6
 p = 4, U/t = 1.6

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❚❤❡ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ R✳

❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❛❧❡ l ✐♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦♥❣ lnL✱

− ln(Tτ)✱ ❛♥❞ lnR✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡ st✉❞② ✐s ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

T = 0 ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡R✳

■♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✼✮✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❜❡tt❡r t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t♦r

✐♥ ❝❛s❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✢❛✈♦rs ❜② s❦❡t❝❤✐♥❣ ✐ts ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ U/t = 1.6✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r t❡♥❞❡♥❝②✱ ❣r❛❞✉❛❧❧② s❧✐❣❤t❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

❝❛s❡ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ✢❛✈♦r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r

✐s ❧❛r❣❡r r❡✢❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞

❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ tr❡❛t♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✭r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮

s❝r❡❡♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ♠❛② ❡♥t❡r✳✮

✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠♠❛r②

❆t t❤✐s ♣r✐♠❛r② st❛❣❡✱ ♦✉r ♠❡ss❛❣❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❛t t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❧❡✈❡❧

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛s❡s ✇✐t❤

s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✢❛✈♦rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✢❛✈♦r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

❍❛rtr❡❡ ❛♥❞ ❋♦❝❦ t❡r♠s ❛r❡ ♦♥ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❢♦♦t✐♥❣✱ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥❞❡♥❝② ✐s

♦❜s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤



✹✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠♠❛r② ✽✼

♠✉❧t✐♣❧❡ ✢❛✈♦rs t❤❛t ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ t❡r♠✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞✿ ❛ str♦♥❣ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞

❛ ✈❡r② s❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♦r ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

str❡♥❣t❤✳

■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② r❡✢❡❝t t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s❝❛❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s✐st❛♥❝❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ P✉♥♥♦♦s❡ ❛♥❞ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥✬s t❤❡♦r②✳ ■t ❛❧❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ str✐❦✐♥❣

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣♣♦s✐t❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s t❤❛t s✉♣♣♦rt ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ❛♥t✐✲

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳

❖✉r ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r s❝❛❧✐♥❣ t❤❛t ❤❛s

✇♦r❦❡❞ ✇❡❧❧ ✐♥ ✸❉ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣

r❛✐s❡s s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥s✳ ❋✐rst❧②✱ ❞♦❡s ✐t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❡✛❡❝t ❤❡r❡❄ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ s✉s✲

♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❧s♦ s❝❛❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ r❡q✉✐r❡s ❛

❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆s ❢♦r ♥❡①t st❡♣✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ tr② t♦ ✇♦r❦ ♦✉t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❖r t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ st✉❞②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛

♣r♦♣❡r s❝r❡❡♥✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ✈✐❛ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧②

r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❆

P❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡

♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢

♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥s

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① r❡❝❛❧❧s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✲❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥s ♦♥ r❡❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡s✱ ❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛t✲

t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♦♥s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞

s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ω = 0✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①✱ ξ(B)✱ ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ B ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

♣❡r✐♦❞ B0/2✱ B0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ t❤r❡❛❞✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢

t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤✐s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡s✱ s❡❡

❋✐❣✳ ❆✳✶✳ ■♥ ❜♦t❤ ❧❛tt✐❝❡s ✇❡ ♠❛r❦❡❞ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ✇✐t❤ ❜❧✉❡ s♣♦ts✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛tt✐❝❡s✳ ❋♦r ❧♦❝❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❛t ❡♥❡r❣② ω = 0✱ ❛❞❞✐♥❣ ❤❛❧❢ ❛ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ✢✉① ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ♦♥s✐t❡ ❞✐s♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ s✐t❡s
♠❛r❦❡❞ ❜② ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✐s♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❋♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐s♦r❞❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✲
✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳



✾✵

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ P❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢

♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r s❤♦rt❡st ♣❛t❤s Γ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ s✐t❡ 0 t♦ s✐t❡ i✱ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤❛❧❢ ❛ ✢✉① q✉❛♥t✉♠ ♣❡r ♣❧❛q✉❡tt❡✱ ♦♥❡

❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦s t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛t❤s Γ ❛♥❞

Γ′ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (−1)Ns ✱ ✇❤❡r❡ Ns ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡❞ s✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t

s❤❛r❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♣❛t❤s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

✐❢ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ❛❧❧ ❧♦❝❛t♦rs ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ s✐t❡s ✐s r❡✈❡rs❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✉♣

t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s✐❣♥ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ♣❛t❤s ❛t ω = 0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s✉♠ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞

B + B0/2✱ ❜✉t ✇✐t❤ r❡✈❡rs❡❞ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥s✐t❡ ❡♥❡r❣② ♦♥ ♠❛r❦❡❞ s✐t❡s✳ ❚❤✐s

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✐❣♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t✱

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛r♦✉♥❞ ω = 0✱ ρ(ǫ) = ρ(−ǫ)✳
❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t ξ(B) = ξ(B + B0/2) ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞

B0/2 ❢♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐s♦r❞❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ω = 0✳

❋♦r ❢❡❛t✉r❡❧❡ss ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠

t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ♥♦t ❡①❛❝t✱ ❜✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❤♦❧❞s t♦ ❛ ✈❡r②

❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡tr② ❢✉rt❤❡r ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s②♠♠❡tr② ξ(B) =

ξ(−B)✳

❆s ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♦❢ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ t❤❡

♦♥s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s r❡♠❛✐♥s s②♠♠❡tr✐❝✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❍✳ ❑❛♠❡r❧✐♥❣❤✲❖♥♥❡s✳ ❖♥ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡

r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡r❝✉r② ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❈♦♠♠✳ P❤②s✳ ▲❛❜✳ ❯♥✐✈✳ ▲❡✐❞❡♥✱ ♣❛❣❡

✶✷✹✱ ✶✾✶✶✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✳✮

❬✷❪ ❏✳ ❇❛r❞❡❡♥✱ ▲✳ ◆✳ ❈♦♦♣❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❙❝❤r✐❡✛❡r✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲

t✐✈✐t②✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ✶✵✽✿✶✶✼✺✕✶✷✵✹✱ ✶✾✺✼✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✳✮

❬✸❪ P✳ ❲✳ ❆♥❞❡rs♦♥✳ ❆❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❞♦♠ ❧❛tt✐❝❡s✳ P❤②s✳

❘❡✈✳✱ ✶✵✾✿✶✹✾✷✕✶✺✵✺✱ ✶✾✺✽✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✺ ❛♥❞ ✼✸✳✮

❬✹❪ ▲✳ ◆✳ ❈♦♦♣❡r✳ ❇♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs ✐♥ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❋❡r♠✐ ❣❛s✳ P❤②s✳

❘❡✈✳✱ ✶✵✹✿✶✶✽✾✕✶✶✾✵✱ ✶✾✺✻✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✳✮

❬✺❪ P✳ ▼♦♥t❤♦✉①✱ ❉✳ P✐♥❡s✱ ❛♥❞ ●✳ ●✳ ▲♦♥③❛r✐❝❤✳ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤♦✉t

♣❤♦♥♦♥s✳ ◆❛t✉r❡✱ ✹✺✵✭✼✶✼✸✮✿✶✶✼✼✕✶✶✽✸✱ ✷✵✵✼✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✳✮

❬✻❪ P✳ ❲✳ ❆♥❞❡rs♦♥✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❞✐rt② s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳

❙♦❧✐❞s✱ ✶✶✭✶✲✷✮✿✷✻✕✸✵✱ ✶✾✺✾✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✳✮

❬✼❪ ❆✳ ❆✳ ❆❜r✐❦♦s♦✈ ❛♥❞ ▲✳ P✳ ●♦r✬❦♦✈✳ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛❧❧♦②s ❛t ✜♥✐t❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❙♦✈✳ P❤②s✳✲❏❊❚P ✭❊♥❣❧✳ ❚r❛♥s❧✳✮❀✭❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✮✱ ✾✭✶✮✱

✶✾✺✾✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✳✮

❬✽❪ ▼✳ ▼❛ ❛♥❞ P✳ ❆✳ ▲❡❡✳ ▲♦❝❛❧✐③❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✸✷✿✺✻✺✽✕

✺✻✻✼✱ ✶✾✽✺✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✻✱ ✶✸ ❛♥❞ ✶✼✳✮

❬✾❪ ❊✳ ❆❜r❛❤❛♠s✱ P✳ ❲✳ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❉✳ ❈✳ ▲✐❝❝✐❛r❞❡❧❧♦✱ ❛♥❞ ❚✳ ❱✳ ❘❛♠❛❦r✲

✐s❤♥❛♥✳ ❙❝❛❧✐♥❣ t❤❡♦r② ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❆❜s❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥

t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✹✷✿✻✼✸✕✻✼✻✱ ✶✾✼✾✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✻✱

✼✸ ❛♥❞ ✼✹✳✮

❬✶✵❪ ❙✳ ❱✳ ❑r❛✈❝❤❡♥❦♦✱ ●✳ ❱✳ ❑r❛✈❝❤❡♥❦♦✱ ❏✳ ❊✳ ❋✉r♥❡❛✉①✱ ❱✳ ▼✳ P✉❞❛❧♦✈✱

❛♥❞ ▼✳ ❉✬■♦r✐♦✳ P♦ss✐❜❧❡ ♠❡t❛❧✲✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❇ ❂✵ ✐♥ t✇♦ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✺✵✿✽✵✸✾✕✽✵✹✷✱ ✶✾✾✹✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✻ ❛♥❞ ✼✹✳✮
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❬✶✶❪ ❆✳ P✉♥♥♦♦s❡ ❛♥❞ ❆✳ ▼✳ ❋✐♥❦❡❧✬st❡✐♥✳ ❉✐❧✉t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ♥❡❛r t❤❡ ♠❡t❛❧✲

✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✿ ❘♦❧❡ ♦❢ ✈❛❧❧❡②s ✐♥ s✐❧✐❝♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❛②❡rs✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳

▲❡tt✳✱ ✽✽✿✵✶✻✽✵✷✱ ✷✵✵✶✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✻✱ ✶✷✱ ✼✺✱ ✼✻ ❛♥❞ ✼✼✳✮

❬✶✷❪ ❙❛❝❤❞❡✈ ❙✳ ◗✉❛♥t✉♠ P❤❛s❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s✿✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱

❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✷ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✶✶✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬✶✸❪ ❈✳ ❇r✉❞❡r✱ ❘✳ ❋❛③✐♦✱ ❛♥❞ ●✳ ❙❝❤ö♥✳ ❚❤❡ ❇♦s❡✲❍✉❜❜❛r❞ ♠♦❞❡❧✿ ❢r♦♠

❏♦s❡♣❤s♦♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❛rr❛②s t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✳ ❆♥♥✳ P❤②s✳ ✭▲❡✐♣③✐❣✮✱ ✶✹✭✾✲
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