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MASLOV  IDEMPOTENT  PROBABILITY  CALCULUS,  I1] 

йдемпотентные  меры  Mac лова позволяют  вывести теорию  опти
мизации  на  такой же  уровень общности,  на котором находятся  теория 
вероятностей  и  теория  случайных  процессов.  Одна  из  целей  настоя
щей  работы  —  изложить  основные  концепции  этой  (max, +  )версии 
теории  вероятностей.  Используя  эту  структуру,  мы  увидим,  что 
принцип  оптимальности  Беллмана  является  идемпотентной  версией 
классического  принципа  причинности  Маркова.  Во  второй  части  ис
следования  будут  обсуждаться  приложения  к  задачам  оптимального 
управления,  уравнениям  ГамильтонаЯкоби  и  математической  мор
фологии. 

Ключевые  слова  и  фразы:  теория  оптимизации,  идемпотентная 
мера  Маслова,  идемпотентное  исчисление  вероятностей,  процессы 
БеллманаМаркова. 

Introduction 

Maslov  Idempotent  Measure  Theory  has  recently  emerged  as  a new 

branch  of mathematical analysis for studying deterministic control problems 

and  firstorder  nonlinear partial  differential  equations such  as  Hamilton

Jacobi equations with discontinuous initial data and lowlying eigenfunctions 

of  Schrodinger  operator. 

During the decade its application area has grown establishing unexpect

ed  connections  with number of other fields.  Litvinov  and  Maslov's presen

ta t ion  of the  socalled  Correspondence  Principle  for  Idempotent  Calculus 

[14]  includes  a  very  precise  and  useful  summary on  this  subject.  At  the 

beginning of the  1990's several different  approaches  were suggested  to  con

struct  й>п optimization  theory  at  the same level of generality as probability 

and stochastic processes theory  (see for instance [1],  [3] or [6] and  references 

therein). 
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The  key  idea  consists  in  replacing  in  the  structural  axioms  of Prob

ability  Theory  the  role  of  the  classical  semiring  of positive  real  numbers 

( R + , + ,  • ,0,1) by the idempotent  semiring (R_ U {  o o } ,  ®,©,(D,1) d= (R_ U 

{oo} ,max , + , oo,  0), where R_  is the  set  of negative real  numbers. 

This  new  approach  has  the  attribute  of  taking  full  advantage  of  the 

welldeveloped  theory  of Idempotent  Analysis presented  in  [12], [13],  [15]

[17].  The  main  purpose  of this article  is to discuss some topological aspects 

of  this  (max, +)version of Probability  Theory and  to present  links  between 

this theory  and  applications. 

The  paper  is  organized  as  follows.  Before  to  present  a  formulation of 

Maslov optimization  theory  it  is important  to understand  some of the  basic 

principles of Idempotent  Analysis.  In  the  first  section we follow  fairly  close

ly  [12]. We introduce  some notation,  definitions  and  properties  concerning 

idempotent  measures  on  general  Hausdorff  topological spaces  and  integra

tion  theory  on locally  compact and  separable  metric  spaces.  In  the second 

section  we give  a  brief  survey  of the  optimization  theory  developed in [6]. 

We  also introduce  some additional  topological structure in  the  definition of 

an  optimization  or  decision variable  so that  to  present  this  material  in  an 

absolutely  rigorous way.  As we shall  see this natural framework  is  dictated 

by  the  classical  large  deviation  calculus  as  presented  in  [7] and  [8].  The 

concepts of performance measure,  optimization variables, independence  and 

conditioning  are  the  basic notions  of our  model.  Using  this  framework  we 

will  see that  the  Bellman  optimization  principle  is  the  (max,+)version  of 

the  classical  Markov causality  principle.  The  optimization  processes  satis

fying  this principle will be  called BellmanMaslov processes in  reference  to 

optimal  control theory. 

Some  applications  of Maslov optimization  theory  will be  discussed  in 

the  second part  of this  study.  We shall  see  that  this  new  branch  of func

tional  analysis  gives a natural probabilistic  framework  for  formulating  and 

studying  HamiltonJacobi  equations.  In  this  connection we propose a  law 

of  large  numbers  and  a  central  limit  theorem  which give  some insight  into 

the  limit  behavior of a class of HamiltonJacobi  equations.  Applications to 

mathematical  morphology are  also discussed. 

1.  Idempotent  measures and  integration 

The  elements  of  idempotent  analysis  (analysis  of  functions  with  val

ues  in  a  general  idempotent  semiring)  are  developed in  [9], [11]—[17].  Let 

R m a x

  d= f[—oo, +oo[ be the  semiring of reals  numbers  endowed with  the  com

mutative  semigroup laws ®,  Q ,  the neutrals elements  (D, 1 and  the exponen

tial metric  p such  that 

(D =  —oo,  a 0  Ь =  sup(a, 6),  p(a,  h) =  \ea  — e 6 | , 

1  =  0,  aQb  =  a + b,  % = a   b  (6^ffl). 
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We  also  denote  by  p(a,b)  =  s u p 1 < i < n  |e  '  —  e  ' |  the  exponential  metric 

Rn  ^  v 

max

Let  be a HausdorfF topological space equipped with a topology т  (i.e., 

0 ,  fi  G r ,  any unions of sets of r  belongs to r ,  and  any finite intersections of 

elements  of Т belongs to  r ) . 

Let  (5, U, П) be a semiring  of sets in  0. 

D e f i n i t i o n  1.  A Maslov idempotent  measure  p  on  (5, U, П)  is  a 

mapping  from  S  into  R m a x  U { + 0 0 }  such that  1)  / 1 ( 0 )  = ffl, 2 )  ji(A  U B) — 

fi(A)  © 11(B)  for  all  sets. 

It  is  said  to be bounded  whenever  FI(Vt)  <  + 0 0 . 

As pointed out  in  [15] these  measures  fail to be continuous on the  empty 

set and  they have a nonunique extension to the  егfield spanned  by S  (i.e.,  the 

smallest  erfield that  contains  S)  but  there is a unique  maximal extension  to 

a(S).  If S is taken as the  set of all closed (or open) subsets  of fi the resulting 

crfield  is  the  Borel crfield of fi denoted  by  3?(fi). 

E x a m p l e  1.  Assume that  / :  fi  —>  R m a x  is  an  upper  semicontinu

ous  (u.s.c.)  function  with  compact level sets,  that  is 

fi(a)  =  { C J  £  fi:  F(UJ) > A}  are  compact subsets  of fi. 

Then  the  mapping 

fi:  A  E B(fi) f> FI(A)  =  sup  f(u)  (1) 
u>£A 

is  a  Maslov idempotent  measure  on  B(fi).  Let  (fi',B(fi '))  be  an  auxiliary 

Hausdorff  topological space and,  let g:  fi —> fi' be a continuous function.  As 

we shall  see in the forthcoming development the  со variant image M  =  fiog"1 

of  fi under  the  transformation  g is the  Maslov idempotent  measure  given by 

m(A)  = (л(д~г(А))  =  sup  h(J)  У AE  B(£) , 

where h:  fi'  —> R m a x  is the  u.s.c. function  with  compact level sets given by 

h(J)  =  sup{/(o;)  I и  G fi: g(u)  =  u}. 

Let  us  specialize  to  the  situation  described  in  [12], [13] and  [15],  [16]. 

Namely,  a more  restrictive  setting is  to  assume  that  fi  is  a locally compact 

and  separable  space.  In  this  situation  Maslov has  presented  in  [15] a new 

idempotent  measure  theory.  Here  some  basic  and  wellknown  results  are 

briefly presented.  Their proof can be found for instance in  [12],  [13], [15], [16]. 

Let  us  introduce  some  additional  notation.  We denote  by  *t%(fi)  the 

semimodule  of continuous  R m a xvalued  functions  on  fi  tending  to  (D at  in

finity, and  ^ K ( ^ )  is  the  subsemimodule of ^  (fi) such  that  the  support of 

any  /  £  ^ K ( ^ )  IS compact  (i.e., Supp /  = f {u  6  fi:  f(u)  >  Ш} is compact). 

We denote by  (fi)  ( ^ K ( ^ ) )  the  semimodule of continuous and  R m a x 

valued  (ф, ©)linear forms on  *<%(fi)  (respectively on  ^(ft)). 

By IM(fi)  we denote the  semimodule of upper  semicontinuous  functions 

on  fi.  If  ( f i ,d Q )  is  a  metric  space, we denote  by  Lip(fi)  the  semimodule of 
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upper  bounded and Lipschitz continuous functions  / :  fi  —>  R m a x >  ie5  upper 

bounded  functions  /  such that 

p(f(x),f(y))^CdQ(x,y)  Ух,  У  EN. 

The more general  fact  about  the  semimodules ^к(П)  and  ^ ( f t )  which will 

be  helpful  to have at  our  disposal is the  following 

Theorem  1  [KolokoltsovMaslov  [12].  The  duality  relation 

<*к(П)  X  IM(fl)  —  R m a x 

((p,  / )  i — >  /  <p(u)  0  (8) do; ~  sup  <p(u)  +  f(u) 

Jn  и en 

determines  a  representation  ofc^(il)  as  IM(O). 

To  Junctionals  m  £  ^q  (ft)  there  correspond  bounded  functions  f  such 

that 

f®  def 
m(ip)  —  I  ip(u)Q  /(a;)®  du  =  mf(ip). 

Jn 

Moreover  for  any  mj1,mj2  £  ^ф(^)  w e  have  mj1  ~  mj2  <=>  ff  =  f2  where 

/ *  is  the  upper  semicontinuous  envelope  of  f,  i.e., 

/*(*) d=  M * ) I v e  <e9  /  < 

For  any m 1 ? m 2  £  (О) we  /шг?е 

V(/? E Lip(fi)  тг((р)  =  m2(cp)  =>  m\  —  m2. 

Many constructions and results can be borrowed to idempotent  analysis 

from  usual  analysis  and  functional  analysis,  the  interested  reader  is recom

mended  to  consult  [14]  and  references  therein. 

2.  Idempotent  probability  calculus 

A first study  of the parallelism between Probability and  Stochastic Pro

cesses  on  the  one hand  and  Performance  Measures  and  Optimization  Pro

cesses on  the  other  hand  can  be founded  in  [1] and  [6] .  But  to present  this 

material in an  absolutely rigorous way some additional  topological structure 

has  to  be  added.  These  notions  are  strongly  related  to  Large  Deviations 

Calculus. 

As far  as applications are concerned, this branch  of idempotent  analysis 

has  been  motivated  by control theoretic  applications  and  nonlinear  estima

tion problems. 

The  aim  of this  section  is  to  present  a brief  survey  of this  duality  and 

to introduce  the  basic concepts and  the  mathematical  tools upon  which  the 

theory dwells. 

2.1.  Performance  spaces  and  optimization  variables.  As  in 

probability  theory,  the  basic notion is the  (max,+)version of the  definition 

of  a probability space. 
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D e f i n i t i o n  2.  A performance  space or an  optimization  basis  is a 

triplet  (fi,5g(fi),P)  where 

1)  ( f i ,  55(0))  is  a  Hausdorff  topological  space  equipped  with  the  Borel 

(jfield  SB(ft); 

2) P  is a Maslov idempotent  measure  on (fi, 3§(fi))  such that  P(fi) =  1 

and 

МАеЩП)  P(A) =  sup p(w), 

where  p:  fi  —>  R m a x  is  an  upper  semi continuous function  such  that  for  any 

a  £  R  the  level  sets  fi(a,P)  =  {u  £  fi:  p((j) >  a}  are  compact  subsets 

of  fi. 

The  measure  P  is  called  a  performance  or  cost  measure  on  (fi, S$(fi)) 

and  the  upper  semicontinuous  function  p  is  called  the  performance  density 

of  the  measure  P. 

The  density  p  of a  performance  measure  P  on  (fi, SS(fi))  is  similar  to 

the  definition  of a  good  rate  function  in  classical  large  deviation  calculus. 

Let  us  recall  some elementary  properties  of such  functions. 

Lemma  1.  Let  (fi,£$(i?),P)  be a performance  space. 

1)  For  any  closed  subset  А  С  fi  there  exists  some  u*  £  A  such  that 

p(u*)  = ьириеА  p(uj). 

2)  If  {F£:  e  >  0}  is  a nested family  of  closed  sets  (i.e.,  F£l  С  F£2  for 

any Si < e2)  then  P ( n e > 0 F e )  =  lime_+0  P(F£). 

The proof of this lemma is standard, the  interested  reader  is referred  to 

Lemma 2.1.2 in  [8] or Lemma 4.1.6 in [7]. 

The  second basic notion is  the  (max, + )version of a random  variable. 

D e f i n i t i o n  3.  Let  (fi, 5$(fi),P)  be  a  performance  space  and 

let  (£", 38(E))  be  a  Hausdorff  topological space.  A  measurable  mapping 

X:  fi  —>  E  is an  Evalued  optimization  variable  provided its  restrictions  to 

the  compact level sets  fi(a,  P) , a  G R_ ,  are  continuous. 

Let  us  give some comments on the  above notions. 

An  optimization  problem is described by a Hausdorff  topological  space 

(fi,SS(fi))  where  fi  is  the  set  of all  possible  control  actions  or  policies and 

S$(fi) is its natural Borel afield.  X(u)  £ E is the output  of a given controlled 

system  X:  fi  —>  E  under  the  control и  £  fi. 

The  performance  measure  P  given on  (fi, 5§(fi))  describes  the  quality 

of  each  control action. 

As  in  Probability  Theory  the  minimal  assumption  on X  is  to  be mea

surable.  In this situation we can define the covariant  image PX  = P o J " 1  of 

P  under  the  transformation  X.  Namely, PX(A)  = Р(Х~г(А))  MA £  ЩЕ). 

Note that 

PX(A)  =  sup px(x)  with  px(x)  = f sup (p(u;)  | u:  X(u)  —  x}. 
x£A 

Unfortunately  the  function  px:  E  —» R m a x  is  not  necessarily  u.s.c.  and 

the  compact  level  set  condition  is not  always  true.  The  first  claim  follows 
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from  the  fact  that  a pointwise supremum  of an  arbitrary  collection of u.s.c. 

functions  is not  necessarily  u.s.c. 

The  continuity  assumption  in  the  optimization  variable  definition  is  a 

natural condition on X  which ensures that  px  is a  performance. 

Our  claim that  this  framework  is  a natural  framework  for  formulating 

optimization problems will be amply justified by the results which will follow. 

Proposit ion  1.  Let  (ft,£S(ft),~P)  be  a  performance  space  and  let 

(E,  ЩЕ))  be a  Hausdorff  topological  space.  Let  X:  ft  E  be an  opti

mization  variable.  Then 
X  X 

1)  (E,  ЩЕ),  P  )  is a performance  space and  the density  of  P  is the 
upper semicontinuous  function  px:  E  —>  R m a x  given by 

px(x)  =  sup {p(cj)  j и  G П: X(u)  =  x)  Vz G E\  (2) 

2)  If  E  is  a metric  space,  X  is  a continuous  optimization  variable and 

the function  px  is  bounded,  then  there  exists  a  nonincreasing  sequence of 

Lipschitz  continuous  functions  px:  E  —>  R m a x  such that 

px(x)  =  inf  px(x). 

P r o o f .  1) When  the  optimization  variable  is  continuous  this  result 

is  nothing  else  than  the  classical  contraction  principle  of Large  Deviation 

Theory.  The  extension  to general  optimization  variables  taking values  in  a 

metric  space  can  be found  in  the  classical texts  [7, Theorem 4.2.23, p. 117] 

or  [8, Lemma 2.1.4, p. 37]. The general  result  is contained  in [2]. 

2)  We note  that  if  px  is  bounded  we can  define  a  =  inf^  px  G R__. 

Then  for all  x  G E 

px(x)  =  sup {p(w)  I  UJ:  X(U)  = x  and  р(ш) > a}.  (3) 

Now,  let  px,  n  >  1, be  the  sequence  of functions  defined  by  px(x)  — 

sup{p(o;)  —  NDE(x,X(U))  \ u:  p(cj)  ^  a}.  Using  the  standard  inequality 

sup{(l)}   sup{(2)} < sup{(l)    (2)} one gets  easily 

Pn(x)    px(y)  < rasup {dE(y,  X(w))    dE(y,  X(u))  | u:  p(u)  > a } 

for  any  x,y  £  E.  Using  the  triangle inequality  one can  check that  \px(x)  — 

px(y)\  < n dE(x,  y).  To complete the  proof  of 2) it  suffices  to  show that 

px(x)  =  inf  px(x).  (4) 

First for each  x  G E  we note that  i n f П {  ^ Е ( Х ,  X(U))}  = SXO X(UJ),  where 

$ a(B)  =  0 i f a  =  B  and  —oo otherwise.  Therefore 

и£П(а,Р 

This  yields the  inequality 

px{x)=  sup  (p(u)  +  6x{X(uj))). 
'••cq(a,P)  4  ' 

px  ^ЫрХ,  ( 5 ) 
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Finally, since the  subsets  X  г{х}П  0 ( a , P ) ,  x £ E,  are  compact there exists 

a  sequence  ( c j 7 l ) n ^ 1 ,  шп  £  fi(a,P),  such that 

PN(x)  =  р(шп)    ndE(x,  X{un)).  ( 6 ) 

As  usually  there  exists  a  subsequence  (иПк  ) / c^ i ,  o;njfc  £  fi(a,  P ) ,  such  that 

lim^^oo uUk

  d = ш £  0(a,  P ) .  Assume that  /  ж.  In  this  situation ( 6 ) 

implies  that  for  any  b  £  R _  there  exists  & >  1 such  that  p x

k ( x )  <  6.  A 

contradiction  with  р ^ ( ж ) >  a  for  all  к  ^  1 and  x  £  E.  This  implies  that 

=  ж and  in  view of  ( 6 )  it  follows  that 

inf  px(x)  <  inf  p%k(x)  <  lim  p(<J n j k )  <  р(ш).  (7) 

n  /с  /с—*oo 

Combining  (5)  and  (7) one  gets  the  desired  equality  (4).  Proposition  1 is 

proved. 

It  is important  to note that  the  form of the  density  (2) is really  justified 

only if the mapping  satisfies  the  nearly  continuity  assumption  of definition 3. 

In  this  situation  the  performance  space  ( £ , 5§(J5),P  )  is  constructed  in 

a  completely  rigorous  way.  By  analogy  with  the  meanvalue  operator  in 

Probability  Theory we define  the  (max, +)expectation of the  optimization 

variable. 

D e f i n i t i o n  4.  Let  X  be  an  R m a x valued  optimization  variable 

defined  on  an  optimization  basis  (ft, 5?(0) ,P) .  We  denote  by  E ( X )  the 

(max, f)expectation  or mean  value of the  optimization  variable  X: 

E(X)  =  /  X(u)Qp(u)Qdu;  =  /  xQpx(x)Qdx. 

Jn  J R 

We  list  some  basic  properties  of  the  (max, +)expectation  (in  what 

follows  ( Х , У ) is  a  pair  optimization  variable  taking  values  in  R  and 
a>b£  R m a x ) : 

E(o  0  X  ©  b  ©  Y)  =  a  0  E(X)  ©  b ©  E(Y) , 

X  >  Y  =>  E(X)  >  E(Y) ,  * 

Y  =  1A(X)  => Е(У) =  PX(A)  =  I  px(x)  0  dx, 

J A 

where  1A(X)  =  1(= 0) if x £ A and  Ш(=  o o ) otherwise. 

When  X  is an  optimization  variable  taking values  in  a locally compact 

and  separable  metric  space  E  and  for  any  test  function  <p  £  ^^(E)  the 

expectation  of </?(X) can  be rewritten  using  the  duality  ^к(Е)  =  M(E) 

F®  X 

E(<p(X))=  /  <p(x)Qpx(x)Qdx  =  ( V ,P  ) < * К ( Я ) , м ( 2 5 ) . 

At  this  point  it  is  already  useful  to  give  some  examples  of  optimization 

variables  and  performance  spaces which often  appear  in practical  situations. 
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E x a m p l e  2 .  FT =  R d l + d 2 ,  DX,D2  are  integers, 

P2 
p(u)  =     \ Ы " ) \ \ Ц    f  | | * а И    Ц * П И ) 

P2 

where Pi ,p 2  are  real numbers  >  1 and  h:  R^1  —>  R^2  is  a  continuous func

tion,  жг(и)  й ~ ( и г , . . . , и Р 1 )  and  тг2(а;) = f ( c j p i + 1 , .  . . , c j p 1 + P 2 ) .  In  this  situa

tion  the  pair  variable  (X, Y)  given by 

(X ,  Y):  П — • R d l  x  R d 2 

w  ^  У  (о;))  =  ( т г 1 ( о ; ) , 7 Г 2 ( а ; ) ) 

is an optimization variable  with  density 

p(*y>(z,  y)  =   ±  M i l    F  LIAR    ОДНИ

In  addition  one can easily  check that  the  single mapping  X :  FT  —> R d l 

is an  optimization variable  with  density 

p * ( * )  =   £ I I * I I ; ; . 

Another  important  example of optimization  variable  is  the  (max, in

version  of  the  classical  Gaussian  random  variables  in  Probability  Theory. 

Since we will now be dealing with optimization variables  defined  on Banach 

space let  us recall some basic properties.  Let E be a separable  Banach space. 

The  Borel  сгfield  28(E)  coincides with  the  smallest  сгfield  of subsets  of E 

containing  all  subsets  of  the  form  {s  G E:  f(x)  ^  a } , a  G R,  /  G E*. 

Let  £  be  a  separable  Hilbert  space with  inner  product  ( • , • ) , norm  ||*|| and 
equipped  with  the  weak  topology.  In  this situation  the  function 

x  £  E  — >  \\x\\  =  sup  (h,  x)  G R + 

is  lower  semicontinuous  as  a  limit  of  the  continuous  functions  x  G E  —» 

(h,  x)  G R  and  all  subsets  {x  G E:  \\x\\ < a } , a  G R,  are  compact for  the 
weak  topology. 

D e f i n i t i o n  5.  Let  us assume  that  Я  is a separable  Hilbert  space 

with  inner  product  ( • , • ) ,  norm  ||®||  and  equipped  with  the  weak  topology. 

Let X  be an optimization variable on a performance space  (О, 5f?(fi), P)  and 

taking  values  in  H.  It  is  called a quadratic  optimization  variable  when  the 

induced  performance  density  p x is given by px(x)  =  —\ ||ж||2. 

It  is noteworthy that a linear  transformation  of a quadratic  optimization 

variable  is still  quadratic. 

Proposition  2.  Let  X  be  a  quadratic  optimization  variable  taking  val

ues  in  a  separable  Hilbert  space  H  with  norm  \\®\\  and  equipped  with  the  weak 

topology.  Let  E  be  an  auxiliary  separable  Hilbert  space  and  let  T:  H  —> E  be 

A  bounded  linear  mapping  such  that  T(H)  =  E. 
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1)  The  mapping Y  = TX  is a quadratic optimization  variable and 

pY(Y)=\  WT'YW2 

where T  1  is  the pseudoinverse  of  the  transformation  T. 

2)  Let T*:  E  *  H  be the  adjoint  ofT.  If  TT*  is  invertible  then 

Р У ( У )  =   | | Щ Г Г * Г 1 У | | Я 

3)  Assume  that  E  =  R d  with d  >  1  and  T:  H  —» R d  is  given  by 

Tx  — {T\x,...  ,Tdx)  for  any  x  e  H  where Tn:  H  —> R  are  bounded linear 

transformations  satisfying 

TmT:  = 6m(n)U  V m , » 6 { l  4  (8) 

ТЛеп tue  /шие Йе  formulae 

d 

2 

P r o o f .  By the  definition  of the  pseudoinverse  T " 1 ,  if  у  G Im Г  then 
T~  г/ is  the  element  of Т " 1 ^ }  of the  minimal  norm.  This  implies  the  first 
assertion. 

Let  us  prove 2).  Using  1) the  second assertion  is  clear. 
To  prove  the  last  part  of  the  proposition  it  suffices  to  note  that  (8) 

implies that  TT* =  Id  and  for  any  у  G Im T 

\\T*y\\2  =  (T*y,  T*y)  =  /  E  Т^Ут,  E 
\  m = l  m = l  / 

d  d 

=  ^  У {ТтУгт  ̂ mУтп  )  —  ^  ^  11TmZ/ra  11  • 

m = l  m—1 

Proposition  2 is proved. 

Next  example  initiate  the  study  of optimization  processes.  Although 

these objects will be introduced  in the  end of this section this example shows 

that  the  above proposition  gives a natural  and  simple  way  to  calculate  the 

densities  of integral functions  of a quadratic optimization  variables. 

E x a m p l e  3.  Let  U be  a quadratic optimization  variable  with  val

ues in H  = L  ([0,1], R )  (equipped with  the  weak  topology)  and  with  perfor

mance  density  pu(u)  =   \ u t d t .  Denote  by  Xt:  H  —• R ,  t  G  (0,1), 

the  linear  operator  given  by  Xt{u)  =  J* u3  ds.  It  is  easy  to  see  that 

I m X t  =  R  so  that  the  adjoint  operator  X*:  R  —» H  is  defined  by 

Xt(x)(s)  =  x  l[o,t](s)  V 5  G [0,1].  It  is  clear  that  XtXf  =  tld  is  invertible 
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for  any  t  G  (0,1)  and  therefore,  by  proposition  2,  the  mapping  Xt  is  an 
quadratic  optimization  variable  and  its  performance  is given by 

V i e ( 0 ,  1 ) . 

Let  ti  <  •  •  •  <  tn,  n  ^  1,  be  a  collection of  times  in  (0,1) and  let  a  = 

(ti,...  ,tn)  be the  corresponding nuple  of times.  We note Xa:  H  > R n  the 
linear  operator  given by Xa(u)  =  (Xtl(u),...,Xtn(u))  Vw G Я .  In view of 
proposition  2, XG  is  a  quadratic  optimization  variable  taking values  in  R n 

and  for  any  x =  (хг,...,  a?n)  £  Im  XG 

pXer(x)  =  sup  {pu(u)  \ и  e  H:  Xa(u)  =  x}. 

Note that  px°  may  also be written  pXtT(x)  — swp{pu(u)  \ и  £  H:  Ra(u)  — 

Aa(x)}  with  Ra  =  ( Я 1 ? . . . , Д П ) ,  =  (X^  Х{г)/(и  ti_t)  V U ^ n 
with  the  convention X 0  =  t 0  =  0 and 

V  î  h  — h  tn  — $ni  J 

Note that  the  adjoint  operators  A*, 1 < t ^  n,  are given by 

Я ? ( « ) ( * ) = Г  ^  1 [ « '  1 . * « ] ( в )  V K < < n . 
Ч  4  1 

Clearly  condition  (8)  holds  and  proposition  2  implies  that  for  any  a  = 

(tGj...,  tn)  the  optimization variable  Xa  is quadratic  and  its  performance  is 
given by 

p ^ ( x ) =   f  ( » i  * <  i ) a 

T— 1 

with  the  convention x Q = t0  = 0. 

2.2.  Independence  and  conditioning.  Our  next  aim is  to  transfer 
probabilistic  axioms  to  optimization  theory.  The  independence  concept  in 
such  a framework  is given by 

D e f i n i t i o n  6.  Let  (O, 3S(il),P)  be  a  performance  space.  Two < 
subsets  А, В  С 38(H) are  said  to  be independent  if 

P(AnB)  =  P(A)QP(B). 

Let  (E,28(E))  and  (F, 88(F))  be  two Hausdorff  topological spaces  and  let 
(X , Y)  be  a pair  optimization  variable  taking values  in  E  X F.  We  assume 
that  ( X , Y)  is defined  on an  optimization  basis  (fi, £$(fi), P)  and  we denote 
by  px>Y  its  performance  density.  We say  that  they  are  Pindependent  if 
Px'Y(x,y)  =  px(x)  0  pY(y)  for  any  x,yeE. 

At  the  opposite  of  the  latter  concept  of  independence,  we  introduce 
the  extension  of Bayes's  formula  to  performance  measure.  The  conditional 
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performance  of event  A  assuming  an  event  В  (denoted  by  P(A  \ B))  is by 
definition  the  ratio 

P ( A  1  B )  =  F p ( B ) B ) ° =  P ( A  n  B )    P { B ) 

with  the  convention P(A  | В)  =  Ш  when  P ( 5 )  =  (D. Continuing  in  the  same 
vein, let  (£", £&(E)) be a Hausdorff  topological space and  let  (X , Y)  be a pair 
of  Evalued  optimization  variables  with  density  p ( x ' F ) .  The  function  PX\Y 

defined  by 

PX\Y(X  i Y )  =  P ( X ' ^  У)0 =  Р Х , У ( Ж ?  y )  _  p y ( y ) 

P  КУ) 

with  the  convention  р х 1 у (ж  | y)  =  (ft  if p y ( y ) =  (ft  is  called  the  conditional 
performance  density  of X  with  respect  to У. 

One  can  easily  check  that  for  any  у  £  E  such  that  PY(y)  Ф  (I),  the 
function  x  i—>  Px\y(x  I y)  is a welldefined  performance  density. 

Let  us  give  some  comments  on  this  definition.  Using  the  framework 
of  the  previous  development  we discuss  now the  meaning  of the  conditional 
density  PX\Y.  Recall that  the  densities  P(X'Y)  and  PY  may  be written 

р ( х ' у ) ( ж ,  у)  =  sup {и  £  ft  I LJ:  X(UJ)  = x  and  Y(u)  = y } , 

p y ( y )  =  sup {ш £  ft  I u:  Y(u)  =  y } . 

On  the  other  hand 
PY{y)  =  sup р< х ' г ) (ж,  у).  (9) 

To  see this claim we note  that 

sup р (* ' У ) (# ,  у) —  sup  sup  p(a;) 
x£E  LJ£Y1(Y)nX1(x) 

=  sup  p(w) =  pY{y).  ( 1 0 ) 

This  indicates  that  the  conditional  performance  PX\Y(•  \  y)  is  indeed  a 
normalized  idempotent  measure  on  the  subsets А П Y~l(y),  A £  8§(£L). 

Clearly  we have  also the  following  properties. 
Proposition  3.  Let  (X, Y, Z)  be a triplet  of optimization  variable with 

performance  density  p( x> y>^).  The following properties hold. 

For  any  z  with Pz(z)  ф (ft  we have 

Px\z{x  \Z)=  I  Px^z(x  \y,z)Q  PYlZ(y  \z)Qdz 
JE 

and  therefore 

:(x)  =  /  Px\Y(x  I y) 0  pY(y)  0  dy. 
JE 

PX{ 
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In  addition,  for  any  (у,  z)  such  that pY'x(y,z)  ф  Ш 

px\Y'x(x  I  y,  z)  =  S2(x)Qpx\Y(x\y), 

where 6z(x)  =  0  if  z  —  x  and  —oo  otherwise. 

2.3.  Optimization  processes.  After the introduction of the basic ax
ioms of performance  measure  analysis  the  next  step  consists  in  introducing 
optimization  processes.  As it  will be  obvious in  the  forthcoming develop
ment  the  objects on which the  optimization  processes  are  sought  may  vary 
considerably.  It  is therefore  necessary  to undertake the  study  in  an  abstract 
setting. 

To  achieve this program we need to introduce  some additional  notation. 
The  basic  definition  of  an  optimization  process  with  time  space  21 (2? = 

(s,  < ) c R o r Z  with s < t) will consist of a sequence of optimization  variables 
{XT;  t  G  2?} taking values  in  a Polish space  (5,28(S)). 

D e f i n i t i o n  7.  An  Svalued  optimization  (or  decision) process 
with  time  space  2?  is  a  system  (fi, 38(fi),  P,  X  =  ( X t ) t € ^  )  defined  by:  1) 
a  performance  space  (fi, 5§(fi),P)  and  2) an  optimization  variable  X:  О  —> 
£(2?,  5 ) , where  £(2?, S)  is a metric  space of mappings  x:  2?  —>  S  furnished 
with a topology such that the natural restriction  mappings  7T[ s,t]

:  S) —> 

S([8,t],S)9  s  < *, and  ^r M ,K, t ' ] :  «([s,t]9S)  —*  S([s\t%S),  3^3  <tl  <  «, 

are  continuous. 
The optimization  variable XT  is called the  state of X  at  the  time  t  £ 27 

and  the  curve  Xt(u)  £  5  is called the  trajectory  of the path и  G O. 
Before  presenting  some examples  of optimization  processes we remark 

that  the  above definition  may  cover  continuous  or  discontinuous  optimiza
tion  processes.  More precisely,  let  2Г  =  R  and  let  §(2f,  S)  =  %{2?,  S)  be 
the  space  of right  continuous  paths  which have  a  left  limit.  There  exists  a 
metric  d on  this  space  such  that  the  natural  restriction  mappings  are  con
tinuous.  Moreover the  relative  topology  which  @ ( ^ , 5 )  inherits as  a  subset 
of  the  latter coincide with  the  uniform  convergence on compact sets (see for 
instance  Lemma 5.4.29 in [8]). 

When  X  is  an  optimization  process on  2? the  function  XT:  О  —>  S  is 
given by Xt  =  7 T t o X ,  where 7tt is the projection on the  time t  £  2J.  According 
to  the  definition  of  an  optimization  variable  and  7r t  being  continuous  the 
mapping  Xt  satisfies  the  continuity  assumption  of Definition 3.  This implies 
that  XT  is  an  optimization  variable  with  performance  density 

px  (x)  = sup {p(u)  I  UJ:  Xt(u)  =  x). 

More generally  the  composite mappings  X[SJT]  =  ^[Stt]  OX:  —>  £([s,t],  S) 
can be  regarded  as optimization  variables  with  performance  density 

px

t](x)  =  sup {px(z)  I z  G  S(2T, 5 ) :  T T M ( Z )  =  x). 

Summarizing  we have  the  following proposition. 
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Proposition  4.  Let  (ft,^(ft),P,X  =  (Xt)tesr)  be an  optimization 

process  with time  space T  and  taking values in  a metric  space  (5, ds).  The 

following  properties  are satisfied. 

1)  For  any  s  ^  t,  s,t  £  ^,  the  composite  mapping  X[ S j t ]  =  K[a,t]  0 

X :  ft  —> S([s,t],  S)  is an optimization  variable and its performance  density 

is  the  upper continuous  function  P*s ty  S)  — •  R m a x  (with  compact 

level sets)  given by 

p£ t](s)  =  sup {p(u)  | u; £  ft:  X(u)  = x}  Уж €  S([s,  <], 5 ) . 

2)  For  any  5 <  s  ^. tf  t  the performance  densities  p£^  and  p^;  ^ 
sa£zs/y 

P { ' , t ' ] ( X 2 )  =  SUp  { p £ t ] ( 3 l )  I «1  6  t],  S)l  7r [ e | t ] f [ e . | t »](« i )  =  ж 2 } 

/or  any  ж2  E  ^ ( [ s ' ,* ' ] ,^) . 

We  now  present  a  number  of examples  which  can  be  handled  in  our 
framework. 

E x a m p l e  4.  Let  us  assume  that  & =  [0,1],  S  = R  , d ^  1,  and 

ft  =  % ( [ 0 , 1], R d ) =  {ше  <tf([0, 1],  R d ) :  Ц 0 ) =  0 } , 

S)  =  tf([0,  1], R d ) 

equipped  with  the  uniform  norm.  For  any  a?  £  ft  we  define  X :  ft  —> 
* ( [ 0 , l ] , R d )  by  Xt(u)  = ut  + J*f(Xs(u))ds  Vt  £  T,  where  / :  Kd    Rd 

satisfies  the  Lipschitz condition  \\f(x)f(y)\\  < С  | |жу| | , С  <  oo.  One can 
check that X  is a continuous mapping.  Now, let  p:  ft  —> R m a x  be defined by 

P(u)  = I   \ [  i f  w  e  н1{%  1],  R r f ) , 

\  —00  otherwise. 

The  function  p  is  u.s.c.  on  ^ ( [ O ,  l ] , R d ) .  On  the  other  hand  using  the 
1  d 

fact  that  bounded  subsets  o f .#  ([0,1], R  ) are  relatively  compact in  ft,  the 
subsets 

{и  £  ft:  p(u)  >a}  =  {ue  # ' ( [ 0 ,  1], R d ) :  | М | Я 1 <  у/Щ]  ,  a  £  R _ , 
are  compacts.  Hence, p  is a welldefined  performance  density  on  (ft,  88(0)) 

(cf.  p.  12, 13 in [8]). 
Using  the  above observations  one  can  check  that  X  is  a  welldefined 

optimization  variable  on  (ft, 88(0,)) with  performance  density 

Px(x)  =  \£\\*tf(xt)\\2dt 

if  the  integral exists  and  © =  — 0 0  otherwise. 
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E x a m p l e  5.  Let us assume  that  & —  [0,1], 5  = R d , d > 1, p > 1 
and Q = Lp([0,  1], R d ) , £([0,  1], R d ) = Щ0,  1], R d ) equipped respectively 
with  the weak  convergence topology and the uniform  norm.  For any 
define X:  П —> <£([0, l ] ,R d )  by setting 

Г X » t =  A(X(u)t)  +  В ц 

t  X(u)0  = x0  G R d 

where  5  G R  and A: R" » R° is a bounded  and uniformly  Lipschitz 
mapping.  Under our assumptions  one can check that X  is continuous. 

Now, let p: Я > R m a x  be defined as р(ы) =  p^lMlp  I* * s c l e a r  that 
(ft, £$(ft),P) is an optimization basis.  Using proposition 1 we conclude that 
X  is an optimization  process with  performance  density 

px(x)  = sup {   р~1Ы1;  Ш  G Z p ( [0 ,  1], R d ) : X(u)  =  x) 

Va; G ̂ ( [0 , 1], R d ) . Hence 

P * ( * )  =    / 1 | 5 .  л ( х , ) | р л 
P Jo 

when  the integral is defined  and ffi =  — oo  otherwise. 
E x a m p l e  6.  As an example of discrete  time  optimization  process 

let  us consider the case  9  =  { 0 , . . .  , T } ,  T  > 1, and Q = U  where  (U,dv) 

is  a  metric  space.  For each  1 <  I  ^  T  we denote  by pt:  U  —• R m a x

  a 

performance  measure  on (U,@)(U)).  Assume that  U  is equipped  with  the 

metric d(uj,u)  ) =  sup^^y du(utjut)  and the performance densities  { p t ; 0 < 

/ < T} are choosen so that the mapping p(u)  = J2t=1  Pt{^t)  is a  welldefined 
performance  density on (ft, B(fi)).  Let (5, ds)  be another metric  space. For 

jTf1 

any и  £ Q we define X(u)  £ S  by setting 

{ X ( C J ) 0  =  ж0  £  S, 

where F:  SxU  —> 5 is a continuous function  such that ds(F(x,  u), F(y, v)) < 

ds(x,  z) + drj(u,v).  Under  our assumptions  the mapping  X:  UT  +  S T + 1 

can be regarded  as an optimization  variable  with  performance  density 

P* (z)  = sup I  Y^pt(ut);  и  eUT:  X(u)  = z | . 

Using Lemma 1 for any хг,...,  xт G S we can find some u(x)  £ [/  such that 

р х ( ж 0 , ж ь . . . , ж т )  = Y^=\  Pt(ut(x))  Finally, if we denote by Р ф ^ м 3 ,  r ^ 

s ^  t, the conditional performance  of Xt  with respect  to ( X R , . . . ,  Xs)  one can 

check  that  Рф,...,*!^*  I ж о ,  •  • • , Z t  i )  =  sup{p t(u);  и G {/: F(xt^1,u)  
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xt}  — р*г_г(хг  I xt_i)  and  therefore  the  performance  density  of X  can be 
rewritten in  the  following form: 

т 

р х ( ж 0 5 ж ь . . . , х т )  = ]Г  P?\ti(
xt  I  S i  l ) 

t = l 

2.4.  BellmanMaslov  processes.  The  essence  of the  BellmanHa
miltonJacobi  Theory can be introduced  in forward  time with  initial  penal
ty.  This  shows the central  role  played  by the concatenation  semigroup of 
optimization  transition  performances  in Bellman's  optimality  principle as 
probability  transitions in  Markov systems. 

We  state  that  this  principle  may  be viewed as a  basic  definition  of 
optimization  processes  like Markov's property  rather  than a conclusion. In 
other  words, a Maslov process is an optimization  process that  satisfies the 
(max, +)version of Markov's causality  principle.  The reversal  of time yields 
optimal control processes of regulation  type.  The groundwork for the  theory 
of  Markov  stochastic  processes  was  laid  in 1906 by  A. A.  Markov.  In his 
investigation  of connected experiments, he formulated  the  principle that  the 
«future»  is independent  of the  «past»  when  the  «present» is known.  This 
principle is the causality  principle  of classical physics  state  carried  over to 
stochastic  dynamical  systems.  It  specifies  that  the knowledge of the  state 
of a system at a given time  is  sufficient  to determine  its  state at any  future 
time. 

The following concept is the extension of the  Markov causality  principle 
in  the  Maslov optimization  framework. 

D e f i n i t i o n  8.  Let (ft, 5§(ft), P,  X  = {Хг}ге2Г)  be an Svalued 
optimization  process  with  time  space  3".  It is called  a  BellmanMaslov 

process  whenever  its future  and  its  past  are  independent  when its  present is 
known.  In other  words, X  is a BellmanMaslov process if for every r < s ^ t 

we have  the  relation 

P £ . U  , i ] |  ( * b S 2  I X)  =  р £ 5 ] | > 1  I Z ) © p £ t ] | > 2  I X)  (11) 

for any  X\  G (?([r, 5 ] , 5 ) , x2  G S([s,t],  S)  and x G S; where Р* 1 вц я^]|«  denotes 
the  conditional  performance  density  of the  pair  Х ^ ц ^ ] =  (X[r^s],X[s^) 

with  respect  to Xs. 

One consequence of (11) is that  for any s < t the  marginal  performance 
density  of X  at time t can  be computed  from  the  marginal  of X at time s: 

pf(x)  — f ® Рф(я  I z) 0 pf(z)  0 dz.  In other  words 

pf(x)  = sup P*\s{x  I z) + pf  (z)  (Bellman's Principle). 

This means  that  Bellman's  causality  principle is the  (max, +)version of the 
classical ChapmanKolmogorov's equation  for Markov stochastic processes. 
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If  the  time  space  & =  N, then  an  optimization  process  satisfying  (11) 
will be called a BellmanMaslov chain  in  reference  to  Markov chain  theory. 
If  the  time  the  transitions performance  density  Рф  only depends  on  \t — s|, 
then  the  optimization  process is said  to be time homogeneous. 

E x a m p l e  7.  Let  X  be  a  discrete  time  optimization  process  tak
ing  values  in  a  metric  space  S.  Assume  that  its  performance  density 
px:  £(N,S)  >  R m a x  is  given  by  px(x)  =  c0(x0)  +  ct(xt^uxt), 

where  c 0 :  S  —• R m a x  and  ct(x,  •):  S  —• R m a x  are  performance  densities 
on  S.  By  proposition  1 for  any  t  >  0  the  sequence  ( X 0 , . . . 9 X T )  can  be 
regarded  as  an  S t + 1valued  optimization  variable  with  performance  density 
P(V..,t(x(b . . . , £*)  =  с о ( ж о ) + ]С1=1 с 3 (ж а _ 1 ,ж 3 ) and  therefore  the  conditional 
density  of Xt  with  respect  to  ( X 0 , . . .  , X t _ i )  is given by 

Ptfo,...,ti(x*  I a? 0,..,a?«i)  =  c t ( x t „ _ b x * )  =  p j . ^ f  |  a? tix). 

This yields 

P f  (*)  =  sup  ( р ^ _ х ( ж  I z) +  p f ^ z ) )  =  J  pf\t^{x  I z) +  p f  i W  © dz. 

E x a m p l e  8.  Assume that  ft  is  a  Polish  space of controls on (0,1) 
and  taking values  in  a  metric  space  U.  For  each  и  E  ft  we define  X:  и  £ 

ft  —•  Х(ы) 6  ^ ( ( 0 ,  l ) , R d )  by setting 

lx(u;)t  =  f{Xt(u;),ut),  ( 1 2 ) 

i  X ( C J ) 0  =  ж0  E  R d , 

where  / :  R t t  X U  —>  R a  is  a  sufficiently  regular  mapping  such  that  the 
mapping  X:  и  E  ft  — •  ^ ( (0 ,1 ) , 5)  is  continuous  (as  usually  the  space 

^ ( (0 ,1 ) , Hd)  is  furnished  with  the  uniform  topology).  Finally  suppose we 

are  given  a  performance  measure  P  on  38(E)  with  a  density  of  the  form 

Р И  =  Jo  Lt(Xt(u;),u,t)dttoT  some  Lfi  R d

  X  U  —>  R m a x .  If the  following 
condition  is  met 

(H)  Vx  E  Rd  Vt  E  (0, l )3w  E  ft  such  that  Lt(XZ(u),u>a)ds  =  0 
where  { X ^ ( c j ) :  t  <  5  <  1}  is  the  solution of  (12)  such that  Xt(u)  = ж, 

then  X[ 0 ,t]  =  7T[0,t]
  0  X  is  an  optimization  variable  with  performance 

density 

Pjp.tjfa)  =  sup{JQ

  Ls{Xs(u),  u)3) ds;  и  ей:  X[0,t](u)  = ж j . 

Moreover if we denote by p *  the  performance  density  of Xt  we have for any 
з  <  £ 

px(x)  =  sup  ( p *  (z  I z)  +  p * ( z ) )  =  /  ( p * ( x  I z )  +  p *  (z))  0  d z 
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where  p*s(x  |  z)  =  sup{ /J  Lr(XT(u),  ur)  dr\  и  6  ft:  Xs  —  z  and 

Xt(u)  =  x}. 
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