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アブストラクト 圧縮センシングの基本的な問題は，スパースなベクトルに対する線形観測に基づいて 1-ノルム最適化によって

元のベクトルを推定する問題において，正しい推定結果を得るために必要な観測数が元のベクトルのスパースさにどう依存

するかを問うものである．Candes-Tao の結果，及び Donoho-Tanner の結果を中心に，圧縮センシングの数理について概

説する．1-ノルム最適化の歴史や，低ランク行列の再構成などの関連する話題についても触れる．
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1. ま え が き

画像，音声，動画などのデータは概してサイズが大きいため，

保存の際などに圧縮されることも少なくない．これらのマルチ

メディアデータにはそれなりの冗長さがあるため，それを利用

してサイズを圧縮することができるというわけである．しかし

よく考えると，これは何だかおかしくはないだろうか．それな

りの労力をかけて取得したデータの大半は，ただ圧縮に際して

捨てられるだけに終わっているのである．もし，圧縮した形で

データを取得できるのであれば，その方が好ましいということ

ができる．「圧縮センシング」は，そのようなことを可能にする

新たな枠組みを与えるものとして近年大いに注目を集めている．

本稿では，圧縮センシングとはどういう問題なのか，またど

のような研究成果が得られているのか，といったことに関して

解説したい．しかしながら，圧縮センシングに関しては既に膨

大な研究成果が報告されており，それらを全般的に網羅するこ

とは筆者の力量をはるかに超える．以下では，問題の数理的な

側面に限定して解説を試みたい．

2. 基本的な問題設定

圧縮センシングの基本的な問題設定は，未知ベクトルを線形

観測に基づいて推定する問題である．問題設定を理解するには，

大学教養程度の線形代数の知識があれば十分である．未知ベク

トルを N 次元の実ベクトル x0 とする．ベクトル x0 に対す

る線形観測は，観測ベクトル a ∈ R
N を一つ選んで内積 a · x0
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をとることに対応する．線形観測を M 回行うものとし，対応

する観測ベクトルを {a1, a2, . . . , aM} とすると，x0 に対す

る M 回の線形観測は，大きさが M ×N の観測行列

A =
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(1)

を使って

y = Ax0 (2)

と表現することができる．ベクトル y ∈ R
M は，M 回の線形

観測の結果を成分として持つベクトルである．

観測行列 A を既知としたとき，観測結果 y からベクトル x0

を推定する問題を考えてみよう．これは x0 を変数とする連立

一次方程式を解く問題にほかならない．x0 を正しく推定できる

ための必要十分条件は rankA = N が成り立つことであるが，

直観的には M >= N であれば大抵大丈夫だと思ってよい．M

個の観測ベクトルからうまく N 個を選んで R
N の基底とする

ことができればよいからである．一方，もし M < N であれば，

x0 を正しく推定することはできない．条件式の個数 M よりも

値を定めるべき変数の数 N の方が大きく，解を一意に定めるこ

とができないからである．この場合には，よく知られているよ

うに，一般逆行列を使えば最小ノルム解，すなわちユークリッ

ドノルムが最小となる推定結果を得ることができる．

次に，ベクトル x0 が「スパース」であることを知っている

ものとして，先ほどと同様に観測結果 y からベクトル x0 を推

定する問題を考えてみる．具体的には，x0 の N 個の成分のう

ち 0 でない値をとるものは高々 K 個である，ということが分

かっているものとする．このとき，「ベクトル x0 は K-スパー

スである」と呼ぶことにする．もし，x0 のどの成分が 0 でな

い値をとるかについても分かっているのであれば，話は簡単で

ある．M < K であれば x0 を正しく推定することはできない
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し，M >= K であれば大抵大丈夫であろう．

ここで考えたいのは，x0 が K-スパースであることは分かっ

ているが，どの成分が 0 でない値をとるかは分からない場合で

ある．この場合に，観測結果 y から K-スパースなベクトル x0

をどのように推定したらよいであろうか．また，正しく推定を

行うためには，どのくらいの観測数 M が必要であろうか．既

に述べたように，M >= N であれば大抵は正しい推定が可能で

あるから，観測数 M < N をどのくらい小さくできるかが問題

となる．これが，圧縮センシングの基本的な問題設定である．

式 (2) は観測に全く雑音がないような状況を想定しているが，

現実の問題においては観測には雑音がつきものである．そこで

上記の問題設定の自然な拡張として，観測に雑音が存在する状

況を考えることができる．この場合，観測結果は

y = Ax+ n (3)

という形で与えられるものとして定式化される．n は観測雑音

を表すベクトルである．また，現実の問題においては，推定の

対象となる未知ベクトルが厳密にスパースであることを要請す

るのは条件として厳しすぎる，といったこともあろう．そのよ

うな状況を想定して，未知ベクトル x0 がスパースでなくても，

x0 の成分を絶対値が大きい順に並べて大きい方から K 個を残

して他を 0 としたベクトルが推定できるのであれば，推定誤差

を上から押さえることが可能である．以下では扱わないが，上

記のような拡張も盛んに議論されている．

3. スパースベクトルの推定法

3. 1 ℓ0 再構成

観測行列 A と観測結果 y とから未知ベクトル x0 を推定す

る一つの方法は，線形制約 y = Ax を満たし，かつスパース

であるような x を推定結果とするやり方であろう．ベクトル

x ∈ R
N の「0-ノルム」∥x∥0 を x の非ゼロ要素の個数として

定義する（注1）．このとき，

x̂
(0)

= argmin
x

∥x∥0 subj. to y = Ax (4)

すなわち，線形制約 y = Ax のもとで 0-ノルムを最小化する

ことによって，x0 の推定値を得るというやり方を，具体的な推

定法として考えることができる．この方法は ℓ0 再構成と呼ばれ

ることがある．

ℓ0 再構成は優秀である．具体的には，M > K であれば，観

測行列 A の選び方に関してほとんどいつも ℓ0 再構成は正しい

推定結果を与えると考えてよい．このことは以下のように理解

することができる．ℓ0 再構成における線形制約 y = Ax は，N

次元空間において A の選び方に関してほとんどいつも余次元

M のアフィン部分空間 L(y) = {x ∈ R
N | y = Ax} を定め

（注1）：これは厳密には数学的な意味での「ノルム」ではないことに注意せよ．より

一般に，式 (5) で定義される「p-ノルム」は，p < 1 に対しては数学的な意味での

「ノルム」ではない．また，4. 3 の式 (27) で定義されるシャッテン p-ノルムにつ

いても同様である．

る．また，K-スパースな x の集合は，K 個の基本ベクトルで

張られる R
N の K 次元部分空間 (NCK 個ある) の和集合 SK

に対応する．K-スパースなベクトル x0 は明らかに L(y)∩SK

に属する．一方で，余次元 M のアフィン部分空間と K 次元部

分空間とは，一般の位置にあれば K < M のとき交点を持たな

い．したがって，K < M の場合には，よほど運が悪い A を

選んでしまった場合を除けば，L(y) ∩ SK は空集合でなければ

{x0} に等しいと考えてよい．
ℓ0 再構成にはしかし，重大な欠点がある．0-ノルムの最小化

は一般に離散最適化問題となり，ℓ0 再構成は一般には NP 困難

である．したがって，計算に必要な時間は N に関して指数関数

的に増大すると考えられており，実用的に取り扱うことのでき

る問題の規模は厳しく制限されることになる．

3. 2 ℓ1 再構成

前節で見た ℓ0 再構成の計算論的な困難を回避するために，あ

る種の緩和問題を考えよう．後の便宜のために，p >= 0 に対し

て p-ノルムを

∥x∥p =







(

∑N
i=1 |xi|p

)1/p
, p > 0

∥x∥0, p = 0
(5)

によって定義する．そして，ℓ0 再構成における 0-ノルムを 1-

ノルムで置き換えた 1-ノルム最適化問題

x̂
(1)

= argmin
x

∥x∥1 subj. to y = Ax (6)

を考えるのである．これは ℓ1 再構成あるいは基底追跡 (basis

pursuit) 法と呼ばれることがある．

ℓ1 再構成には大きな利点がある．それは，ℓ1 再構成は線

形計画問題として定式化することができ，単体 (シンプレック

ス) 法や内点法などのこれまでによく知られている解法を適用

して効率的に解くことができることである．実際，補助変数

t = (t1, . . . , tN )T を導入し，ベクトルに関する不等式は成分

ごとに不等号が成立するものとすると，ℓ1 再構成は

min

N
∑

i=1

ti subj. to − t <= x <= t, y = Ax (7)

と，線形等式/不等式制約のもとでの線形関数の最小化問題，す

なわち線形計画問題として表現することができる．

もちろん，ℓ1 再構成が比較的容易に解けるからといって，得

られた解が良い解でなければ意味がない．しかし驚くべきこと

に，ℓ1 再構成をスパースベクトルの推定に適用すると，ある条

件下では M < N であっても完全に正しい推定結果が得られる，

すなわち x̂(1) = x0 となることがあるのである．図 1 は，二

次元平面において 1-スパースなベクトル (赤丸) を一次元の観

測 (青の直線) に基づいて推定する問題を図示したものである．

緑の正方形は，1-ノルム一定の条件を表しており，観測から定

まる線形制約のもとで 1-ノルムを最小とする問題は，幾何学的

には緑の正方形を青の直線と接触する条件のもとでなるべく小

さくすることに対応しており，そのときの両者の接触点が ℓ1 再
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.

(a) うまくいく場合

.

(b) うまくいかない場合

図 1 ℓ1 再構成 (N = 2, K = 1, M = 1 の場合)

図 2 ℓ1 再構成 (N = 3, K = 2, M = 2 の場合)

構成の解に対応する．図 1 (a) は ℓ1 再構成が正しい推定結果

を与える場合を表している．図 2 は，三次元空間における 2-ス

パースなベクトルを二次元の観測に基づいて ℓ1 再構成によっ

て推定している状況を示している．図の正八面体は 1-ノルム一

定の条件を表しており，観測から定まる線形制約 L(y) は図中
では棒として示されている．正八面体を徐々に大きくしていき，

初めて棒に接触したときに，接触点が ℓ1 再構成の解を与える．

もちろん，ℓ1 再構成が常に正しい解を与えるわけではなく，

条件によっては図 1 (b) に示したように誤った結果を与えるこ

ともある．しかし後に見るように，適切な条件の元では図 1 (a)

のような状況が非常に高い確率で実現されることを示すことが

でき，ℓ1 再構成がスパースベクトルの推定に対する有用な手段

を与えることになる．

3. 3 1-ノルム最適化の歴史

3. 3. 1 概 要

1-ノルムの最適化に基づく推定の方法論はガリレオやラプラ

スにまでさかのぼる長い歴史を持つといわれており（1），いろい

ろな分野で応用がなされたり，その性質について議論されたり

してきた．本節では，幾つかの具体例を示すことにより 1-ノル

ム最適化にかかわる研究の歴史を概観する．

3. 3. 2 Logan の現象

連続時間信号を復元する以下のような問題を考える．周波数

帯域が周波数軸上で Ω ⊂ R に制限されている信号 f0(t) に雑

音 n(t) が重畳して受信される状況を考え，受信信号を

g(t) = f0(t) + n(t) (8)

とおく．ただし，雑音は時間的に局在しており，時間軸上のあ

る小さい集合 T ⊂ R においてだけ非ゼロの値をとるものとす

る．また，

∥n(t)∥1 =

∫

|n(t)| dt (9)

は有限であるものとする．

1-ノルムの最小化

f̂(t) = arg min
f∈B(Ω)

∥g(t)− f(t)∥1 (10)

によって，原信号 f0(t) の推定を試みるものとする．B(Ω) は，

Ω に帯域制限された絶対可積分な信号の集合である．このとき，

ある条件下では原信号の完全な復元が可能であることを主張す

る以下の定理が成り立つ．

［定理 1］ |T ||Ω| <= 1/4 であれば，条件を満たす任意の雑音に

対して f̂(t) = f0(t).

証明は文献（2）を参照されたい．この定理の驚くべき点は，

条件を満たしてさえいれば，SN 比のような指標で見たときに雑

音は幾ら大きくてもよいことである．定理が示す事実は，Logan

が 1965 年にまとめた学位論文において Ω = {ω <= ω0} の場合
について証明を与えたことにちなんで，Logan の現象と呼ばれ

ている．

3. 3. 3 反射法地震探査

地層の境界で地震波が反射されるという性質を利用して，地

表で人工的に地震波を発生させて反射波を観測することにより

地層の構造などを推定することができる．このような方法は，反

射法地震探査と呼ばれている．地表で発生させる地震波の時間波

形を f(t)，地面で観測したときの地層のインパルス応答を r(t)

と置くと，観測される反射波はこれらの畳込み y(t) = (f ∗ r)(t)
によって与えられる．この関係式は，時間領域でサンプリング

することによって，行列とベクトルとを使って y = Fr と表現

することができる．y, F から r を推定することで，地層の構

造についての情報を得ることができる．しかし，f(t) は帯域制

限された波形であることが多く，そのような場合には行列 F は

悪条件となったりランク落ちしたりするため，r の推定が不安
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定になりがちである．

反射法地震探査の分野では，1-ノルムに基づく推定法が有効

であることが 1970 年代ごろから認識され，スパースな推定結

果を与える頑健なアプローチとして例えば

min
r

(

∥r∥1 + λ∥y − Fr∥1
)

(11)

という規準（3），（4）や，

min
r

(

∥r∥1 + λ∥y − Fr∥22
)

(12)

といった規準（5）などが研究されてきた．

3. 3. 4 Lasso

データの集合 {(ui, vi) ∈ R
N ×R; i = 1, . . . , M} から線形

回帰式 v = cTu の係数ベクトル c ∈ R
N を推定する問題を考

える．回帰式の残差二乗和はベクトル v = (v1, v2, . . . , vM )T ,

及び行列

U =

















uT
1

uT
2

...

uT
M

















(13)

を使って，
M
∑

i=1

(vi − u
T
i c)

2
= ∥v − Uc∥22 (14)

と表すことができる．これを係数ベクトル c について最小化す

ることで c を定めるのが，通常の最小二乗法である．

しかし，u の N 個の成分の中には，v の値を予測するのに

役に立たない成分も幾つかは混ざっているかもしれない．その

ような場合には，対応する係数ベクトル c の成分が 0 となる

ようにしたい．それにより，推定結果のばらつきを減らすこと

ができるという利点があるからである．Tibshirani（6）は，この

ような性質を有する係数ベクトルの推定方法として「lasso」と

呼ばれる手法を 1996 年に提案した．lasso は「least absolute

shrinkage and selection operator」の頭文字であり，

min
c

∥v − Uc∥22 subj. to ∥c∥1 <= a (15)

という最適化問題の解として係数ベクトル c を推定する方法で

ある．a > 0 は制御パラメータである．1-ノルムを制約条件とし

て使うことによって，推定結果として得られる係数ベクトルがス

パースになりやすくなるため，u の不要な成分の除去が実現さ

れるというわけである．なお，式 (15) における 1-ノルム ∥c∥1
を 2-ノルムの 二 乗 ∥c∥22 で置き換えたものは，縮小推定の一
つとして知られているリッジ回帰と呼ばれる方法に相当する．

なお，石川眞澄（7），（8）は，非線形回帰モデルの一つである多

層パーセプトロンを学習させる問題において，パラメータのス

パースさを促すために 1-ノルムを用いた「忘却つき構造学習」と

いう学習則を lasso に先立つ 1980 年代末に既に提案している．

3. 3. 5 画像からの雑音除去

画像に雑音が含まれているような場合に，雑音成分だけを除

去して雑音のないきれいな画像を得ることができれば，画像を

扱う様々な応用において有用であろう．画像にはある種の空間

的構造があると期待される一方で，雑音にはそのようなものが

ないと考えられるので，このような両者の相違点に注目して雑

音成分を除去するのが，基本的な考え方である．自然画像の場

合には，撮像された物体の多くは明りょうで概ね滑らかな表面

を持つため，それに対応して，画像の画素ごとの輝度値，色相

値などは物体境界などを除けば概ね滑らかに空間変動している

と考えるのが妥当であろう．

以下では簡単のために濃淡画像に話を限定する．(x, y) を画

素の座標とし，雑音なしの画像を f0(x, y) と置こう．雑音が含

まれる観測画像を

g(x, y) = f0(x, y) + n(x, y) (16)

とする．n(x, y) は画像の雑音成分を表している．雑音が含ま

れる画像 g(x, y) から，雑音なしの画像 f0(x, y) を推定するの

が，ここでの問題である．2-ノルムに基づく基本的なアプロー

チとしては，例えば

f̂ = argmin
f

[

∥g − f∥22 + λ

∫

(fxx + fyy)
2 dx dy

]

(17)

といった形で推定画像 f̂(x, y) を求めるアプローチ（9）がある．

f の下添字は，その変数に関する偏導関数を表す．右辺の第一

項目は観測画像 g に対する適合度を二乗誤差によって表してお

り，第二項目は推定画像の空間的な滑らかさを表している．被

積分関数は平均曲率の二乗に相当する．空間的な滑らかさに対

する定量的な尺度としては，二次変動

∫

(

f2
xx + 2f2

xy + f2
yy

)

dx dy (18)

もよく使われる．この被積分関数は，主曲率の二乗和に相当す

る．このように，適合度及び滑らかさを 2-ノルムに基づくもの

とすることで，対応するオイラー・ラグランジュ方程式が線形

となるという利点を享受できる．

Rudin ら（10）は，より自然な推定画像を与える雑音除去法と

して，1-ノルム的な性質を有する全変動

∫

√

f2
x + f2

y dx dy (19)

を滑らかさの尺度とする手法を 1992 年に提案した．対応する

オイラー・ラグランジュ方程式は非線形となるが，2-ノルムに基

づく手法と比較するとより良好な推定結果が得られるとして広

く使われている．

4. 解 析

4. 1 概 要

ランダム行列 A に対する ℓ1 再構成の議論は，Candes と

Tao（注2）の研究や Donoho の研究をきっかけとして研究者の注

目を集め，更に彼らの論文（11），（12）が 2008 年にそろって IEEE

（注2）：2006 年にフィールズ賞を受賞した Terence Tao である．
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情報理論ソサイエティの論文賞を受賞したことなども相まって，

現在では理論，応用を問わず幅広い研究者が関連研究に参入し，

多数の論文が継続的に発表される状況が続いている．本稿では

応用については触れないこととし，圧縮センシングの数理的な

側面に議論を限定するが，それでも関連文献をすべてカバーす

ることは筆者であれ誰であれ個人の力量の範囲を軽く超えてい

ると思われる．本章では，x0 を正しく推定するためには観測数

M はどの程度大きければよいのか，という圧縮センシングの基

本的な問題について述べる．2.で議論したように，x0 のスパー

スさを前提としないならば M は N 以上である必要があり，一

方で x0 が K-スパースであり，更にどの成分が 0 でない値を

とるかが分かっている場合には M は K 以上であればよい．圧

縮センシングの問題はこれらの二つの問題の間に位置するもの

と考えることができるから，必要な観測数 M は，K よりは大

きく N よりは小さいものと推測できる．以下では，この問題に

関する Candes と Tao の基本的な研究成果，並びに Donoho

と Tanner の研究成果について概説する．

4. 2 Candes-Tao

4. 2. 1 制限等長性

まず，観測行列 Aが与えられたとしたときに，スパースな未知

ベクトルに対して ℓ1 再構成が正しい推定結果を与えるかどうか

を議論する．ある K′-スパースなベクトル x に対して Ax = 0

となってしまうようなことがあれば，y = Ax0 = A(x0 + x)

が成り立つ．M < N であるとき，M × N 行列 A に対して

Ax = 0 となるベクトル x を必ず見つけることができるが，ベ

クトル x が K′-スパースであれば x0 +x は (K+K′)-スパー

スであるから，ℓ1 再構成が正しい推定結果を与えることを期待

するには，スパースなベクトルに限ったときに Ax = 0 とな

るベクトル x がないことが望ましい．逆にもし，線形変換 A

がスパースなベクトルの長さを余り変えない，という性質を有

しているならば，Ax = 0 となるスパースなベクトル x はな

く，したがって ℓ1 再構成がうまく機能することを期待できそう

である．このような性質を具体的に表現するのが，制限等長性

(restricted isometry property; RIP) と呼ばれる概念である．

1 <= K <= N に対して，A の等長性定数 δK を，不等式

(1− δ)∥x∥22 <= ∥Ax∥22 <= (1 + δ)∥x∥22 (20)

が任意の K-スパースなベクトル x に対して成り立つような最

小の δ の値として定義する．

A がもし N ×N の直交行列であれば，等長性定数は K の

値によらず 0 である．観測行列 A の列を v1, v2, . . . , vN と

置いたとき，これらの N 個のベクトルから K 個以下を任意に

選び出したものがどのくらい正規直交系からずれているかを等

長性定数 δK は表していると考えることができる．

観測行列 A の制限等長性と ℓ1 再構成の成否とを具体的に関

連づけることが可能である．例えば以下が成り立つ（13）．

［定理 2］ 観測行列 A に対して，δ2K <
√
2− 1 が成り立つよ

うな K >= 1 が存在するとき，任意の K-スパースな x0 に対し

て ℓ1 再構成は正しい推定結果を与える．

4. 2. 2 ランダム行列

ℓ1 再構成によって少数の観測から正しい推定結果を得ようと

するのであれば，なるべく大きい K に対してなるべく小さい

等長性定数 δK を与える観測行列 A を選ぶことができればよ

い．しかし，観測行列 A を適切に選ぶのは恐らく大変なので，

Candes と Tao（14）は，観測行列 A をランダム行列としたと

きの等長性定数がどうなるかを調べ，概略以下のような結果を

得た．

［定理 3］ M ×N 行列 A の各要素を独立に平均 0, 分散 1/M

の正規分布に従って定める．このとき，α = M/N を有限として

M, N を大きくする極限において，ρ = K/N がある値 ρc(α)

より小さければ，N に関して指数的に 1 に漸近する確率で条件

δ2K <
√
2− 1 が成立する．

前節の定理と合わせれば，観測行列をランダム行列 A とした

場合に，M 個の観測結果から K-スパースなベクトルを推定す

る問題は，M = αN に応じて K = ρN が ρc(α)N より小さ

ければ ℓ1 再構成によって正しい推定が高い確率でなされること

が結論される．この結果は，ℓ1 再構成の有用性を理論的に保証

する結果として大きなインパクトを与えた．

証明のためには，Marc̆enko と Pastur（15）に始まるある種の

ランダム行列の固有値の漸近分布に関する結果が使われる．行

列 A から L 個の列を選び出して作られる M × L 行列を Â

と置こう．Â の最大特異値 σmax(Â)，最小特異値 σmin(Â) は

γ = L/M <= 1 を有限に保ちつつ L, M → ∞ とする極限にお

いてそれぞれ

σmin(Â) → 1−√
γ a.s.

σmax(Â) → 1 +
√
γ a.s.

となることはよく知られている (Marc̆enko-Pastur 則)．更に

精密な結果として，定数 t > 0 に対して

P
(

σmin(Â) < 1−√
γ + o(1)− t

)

<= e−Mt2/2
(21)

P
(

σmax(Â) > 1 +
√
γ + o(1) + t

)

<= e−Mt2/2
(22)

が成り立つことも知られている（16）．A の等長性定数は Â の特

異値に

δK = max
Â

{

[

σmax(Â)
]2

− 1, 1−
[

σmin(Â)
]2
}

(23)

という形で関連づけることができる．右辺は A から L(<= K)

個の列を選び出して Â を構成するすべてのやり方に関しての最

大値をとる．この結果と和事象に対する確率の上界評価とを組

み合わせることで，例えば，定数 ε > 0 及び十分大きい K, N

に対して等長性定数 δK に関する

P
(√

1 + δK > 1 + (1 + ε)f(ρ)
)

<= 2e−NH(ρ)ε/2, ρ =
K

N
(24)

という形の確率的上界評価を得ることができる．ただし

f(ρ) :=
√

ρ/α+
√

2H(ρ)/α (25)
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であり，H(ρ) = −ρ log ρ− (1− ρ) log(1− ρ) はエントロピー

関数である．この結果を使い，δ2K <
√
2− 1 が 1 に近い確率

で成り立つための条件を ρ < ρc(α) という形で導くことがで

きる．以上が，上記の定理を導く Candes-Tao の議論の概略で

ある．

Candes らはまた，観測行列 A がランダム行列ではなく離散

フーリエ変換行列からランダムに行を選び出して作られる場合

についても同様の議論を行っている．

4. 3 低ランク行列の再構成

関連する話題として，行列再構成の問題についても言及し

ておきたい．未知の N1 × N2 行列 X0 に対して，線形観測

を M 回行うものとし，観測結果を y = (y1, y2, . . . , yM )T ,

yi = ⟨Ai, X0⟩, i = 1, 2, . . . , M とする．ただし，⟨X, Y ⟩ =

tr(XTY ) である．観測行列 {A1, A2, . . . , Am} は既知である
ものとし，観測を線形作用素 A : R

N1×N2 7→ R
M を使って

y = AX0 と表すことにする．未知の行列 X0 の階数 rankX0

が小さいことが分かっているとき，y と A とから X0 を推定

するのが，ここでの行列再構成の問題である．

ℓ0 再構成に相当するアプローチは，

X̂(0)
= argmin

X
rankX subj. to y = AX (26)

のように定式化できるが，これは NP 困難であることが知られ

ている．圧縮センシングの場合と同様に，ここでも上記の問題

の緩和を考える．X の特異値を σ1, σ2, . . . で表すと，X の

シャッテン p-ノルムは

∥X∥p =





min{N1, N2}
∑

i=1

σp
i





1/p

(27)

によって定義される．式 (26) の緩和問題として，X の階数

rankX をシャッテン 1-ノルム (トレースノルム，核型ノルムと

呼ばれることもある) で置き換えた問題

X̂(1)
= argmin

X
∥X∥1 subj. to y = AX (28)

を考えることができる．行列の階数は非ゼロの特異値の個数に

等しいから，これをシャッテン 1-ノルムで置き換えることが ℓ0

再構成に対する ℓ1 再構成と同様の緩和問題になっていることが

分かる．この 1-ノルム最適化問題は，X に対称行列 Y , Z を変

数として加えた半正定値計画問題

min
X, Y, Z

tr





Y O

O Z





subj. to





Y X

XT Z



 ≽ 0, y = AX (29)

として表現することができる (記号「≽ 0」は左辺の対称行列が

半正定値であることを意味する)．半正定値計画問題については

1990 年代から系統的な研究が進展し，現在では既知の解法を適

用することで効率的に解を得ることが可能である（17）．

圧縮センシングの場合と同様，我々が知りたいのは，比較的

容易に解ける問題 (28) の解が X0 と一致するためには，観測

数 M はどのくらい必要であるか，という問題に対する答であ

る．Recht ら（18）はこの問題に取り組んだ．まず，線形作用素

A に対する制限等長性を議論するために，A の等長性定数 δr

を，階数が r 以下の任意の N1 ×N2 行列 X に対して不等式

(1− δ)∥X∥22 <= ∥AX∥22 <= (1 + δ)∥X∥22 (30)

が成り立つような最小の δ の値として定義する．すると，例え

ば以下のような結果を導くことができる．

［定理 4］ 線形作用素 A に対して δ5r < 1/10 が成り立つなら

ば，階数が r 以下の任意の行列 X0 に対して式 (28) は正しい

推定結果を与える．

この結果に基づいて，線形作用素 A をランダムに定めた場合
には，観測数 M が O

(

r(N1 +N2) log(N1N2)
)

であれば高い

確率で式 (28) によって階数 r の行列 X0 が正しく推定できる

ことなどが示されている．

階数 r の N1 × N2 行列の自由度は r(N1 + N2 − r) であ

る．このことは行列の特異値分解を考えれば直ちに理解できる．

上述の Recht らの結果は，正しく行列再構成を行うためには因

子 log(N1N2) に相当する分だけ観測数を上乗せすれば十分で

あることを示していると解釈することができる．更に進んだ解

析（19）によれば，この因子は除くことができ，結果として階数 r

の行列の自由度に比例する程度の観測数があれば，高い確率で

式 (28) によって階数 r の行列 X0 が正しく推定できることも

分かっている．

低ランク行列の再構成は，共起行列の特異値分解に基づく

データ解析手法である潜在意味解析 (latent semantic analysis;

LSA)（20）や，それの応用である協調フィルタリングとの関連に

おいても注目を集めている．このような観点からは，再構成の

対象を行列から更に高階のテンソルとする一般化も重要であり，

多くの研究がなされている．

4. 4 Donoho-Tanner

4. 4. 1 問題 ±, 問題 +

圧縮センシングの問題に戻り，本節では Donoho と Tanner

による結果について，その概略を述べる．

未知ベクトル x0 が K-スパースであるだけでなく，非ゼロ要

素は必ず正の値をとる，という制約を更に付加した問題設定を

考えることができる．この問題を「問題 +」と呼び，ベクトル

x0 の要素に対する非負値制約のないもとの問題を「問題±」と
呼ぶことにしよう．問題 ± と同様に，問題 + に対しても ℓ1 再

構成

x̂
(1)

= argmin
x

∥x∥1 subj. to y = Ax, x >= 0 (31)

を考えることができる．これもやはり線形計画問題

min

N
∑

i=1

ti subj. to 0 <= x <= t, y = Ax (32)

として表現することができるため，比較的容易に解くことがで
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きる．

4. 4. 2 ランダム高次元幾何学

ℓ1 再構成がうまくいくかどうかは，幾何学的に特徴づけるこ

とが可能である．例えば図 2 では，線形制約 L(y) を表す棒の
向きと平行に光を当てており，この光によって正八面体が六角

形の影を作っている．棒と正八面体とは左手前の辺で互いに接

触しており，それに対応して，棒の影と六角形の影とが接触し

ている．棒と正八面体との接触点が x0 に対応していれば，図

の光の向きに対応する観測行列に基づいて ℓ1 再構成を行うこ

とにより正しい解が得られる．言い換えれば，x0 が 2-スパー

スであるとき，x0 のスパースさの構造に対応する正八面体の辺

が「影」においても辺であれば，ℓ1 再構成は正しい推定結果を

与えるのである．

より一般に ℓ1 再構成がうまくいくかどうかは，ある種の N

次元多胞体（注3）Q を線形変換 A によって M 次元空間に射影

したとき，Q の K 次元面が射影先で面をなすかどうか，とい

う幾何学的性質と対応している．Donoho と Tanner はこの対

応に着目し，後者の幾何学の問題を考察することで ℓ1 再構成が

うまくいくために必要な観測数に関する検討を行った．

N 次元多胞体 Q として具体的に何を考えなければならない

かは，問題が ± であるか + であるかによって違ってくる．問

題 ± に対しては

Q = CN
:= {x ∈ R

N
; ∥x∥1 <= 1} (33)

をとる．例えば，図 2 に見られるように，C3 は正八面体であ

る．一方，問題 + に対しては，TN−1 を R
N の N 個の基本ベ

クトル {e1, e2, . . . , eN} の凸包として定義される単体とした
とき，Q は原点と TN−1 との凸包として定義される単体 TN

0

とする．その上で，ランダム行列 A を使って多胞体 Q を R
M

へ線形射影して得られる多胞体 AQ の性質を議論する．

例えば，F を多胞体 Q の K-次元面としたとき，AF は多胞

体 AQ の面となるかどうか，ということを問うことができる．

直観的には，射影先の空間の次元 M が余り小さいと，Q の面

は射影によって AQ の内側に「取り込まれ」てしまうし，更に

次元 K が大きい面の方が射影によって「取り込まれ」やすい

と考えられる．Q として (N − 1) 次元単体 TN−1 をとった最

も基本的な問題設定においても，Q の面が射影によって内側に

「取り込まれ」るかどうかは，問題を特徴づける次元 N, M, K

だけでなく，F として Q のどの面を考えるか，及びランダム行

列 A の実現値がどうであるかといったことに依存する．しかし，

N, K が共に十分大きければ，ρ = K/N に対して α = M/N

がおよそ
ρ

−2 log ρ
(34)

よりも大きければ，A のランダムさに関して非常に高い確率で

答は「イエス」であり，逆に小さければ高い確率で「ノー」であ

ることが分かっている．

（注3）：多胞体は，三次元空間における多面体の概念を一般の次元に拡張したもので

ある．

また，少し要求を厳しくして，多胞体 Q のすべての K-次元

面 F に対して，AF は多胞体 AQ の面となるかどうか，とい

うことを問うこともできる．Q = TN−1 に対しては，N, K が

共に十分大きければ，α = M/N がおよそ

ρ

−2e log(2
√
πρ)

(35)

よりも大きければ，A のランダムさに関して非常に高い確率で

答は「イエス」であり，逆に小さければ高い確率で「ノー」であ

ることが分かっている．

多胞体 Q の K-次元面の個数を fK(Q) と表記する．また，

A のランダムさに関する期待値を EA(· · · ) と表す．ℓ1 再構成

に直接関係するのは，多胞体 Q の K-次元面の個数がM 次元

空間へのランダムな射影によって減るのか，減らないのか，と

いう問題である．具体的には，以下の二つの定理が重要である．

射影による面の個数の減少の程度を，第 1 の定理は射影前の個

数 fK(Q) との比において相対的に，第 2 の定理は実際の個数

においてそれぞれ議論しているのが，両者の相違点である．

［定理 5］ ∗ ∈ {±, +} とする．α = M/N , ρ = K/N を有限

に保ちつつ N, M, K を無限大とする極限において，問題 ∗ に
対して「弱しきい値」α∗

W (ρ) が存在し，α > α∗
W (ρ) であれば

EA[fK(AQ)]/fK(Q) = 1−o(1)が成り立ち，逆に α < α∗
W (ρ)

であればある定数 ε > 0に対して EA[fK(AQ)]/fK(Q) < 1−ε

が成り立つ．

［定理 6］ ∗ ∈ {±, +} とする．α = M/N , ρ = K/N を有限

に保ちつつ N, M, K を無限大とする極限において，問題 ∗ に
対して「強しきい値」α∗

S(ρ) が存在し，α > α∗
S(ρ) であれば

fK(Q) − EA[fK(AQ)] = o(1) が成り立ち，逆に α < α∗
S(ρ)

であれば fK(Q)− EA[fK(AQ)] → ∞ が成り立つ．

問題 + に対する弱しきい値の存在は，Vershik と Spory-

shev（21）によって証明された．上記の二つの定理，及び強弱そ

れぞれのしきい値の具体的な形を導いたのは Donoho（22）及び

Donoho と Tanner（23）である．これらの解析に際して必要とな

る数学的な道具立てに関しては，例えば積分幾何学の教科書（24）

を参照して頂きたい．

Donoho と Tanner は，強弱それぞれのしきい値が ℓ1 再構

成がうまくいくために必要な観測数の下限を与えることを見い

だした．具体的には，以下が成り立つ．

［定理 7］ ∗ ∈ {±, +} とする．α = M/N , ρ = K/N を有限

に保ちつつ N, M, K → ∞ とする極限において，ほとんどす

べての K-スパースなベクトル x0 に対してランダムな観測行

列 A に基づく ℓ1 再構成が正しい推定結果を与える確率が 1 に

近づくための条件は，α > α∗
W (ρ) である．

［定理 8］ ∗ ∈ {±, +} とする．α = M/N , ρ = K/N を有限

に保ちつつ N, M, K → ∞ とする極限において，任意の K-

スパースなベクトル x0 に対してランダムな観測行列 A に基づ

く ℓ1 再構成が正しい推定結果を与える確率が 1 に近づくため

の条件は，α > α∗
S(ρ) である．

弱しきい値 α∗
W (ρ) については，媒介変数を用いた具体的な

表式が分かっている．媒介変数を t ∈ [0, ∞) とすると，問題 ±
に対しては
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α−1
= 1 +

√

π

2
tet

2/2
[1− 2Q(t)]

ρ

1− ρ
= 2

(

e−t2/2

t
√
2π

−Q(t)

)

(36)

である．また，問題 + に対しては

α−1
= 1 +

√

π

2
tet

2/2
[2− 2Q(t)]

ρ

1− ρ
=

e−t2/2

t
√
2π

−Q(t) (37)

である．ただし，

Q(t) =

∫ ∞

t

e−x2/2

√
2π

dx (38)

である．それぞれを図示すると，図 3 のようになる．

興味深いことに，上記の弱しきい値は，情報統計力学に基づく

ℓ1 再構成の解析によって得られるしきい値
（25），（26）と全く同一

である．この事実は，情報統計力学とランダム高次元幾何学と

の間の深い関連を示唆するものではないかと筆者は考えている．

5. 構造的知識の利用

研究の展開の一例として，筆者らの最近の研究成果について

概略を御紹介したい．前章までの話では，未知ベクトル x0 に

は特に構造を仮定せず，いわば一様にスパースであるようなベ

クトルを対象としていた．一方で，現実の問題は何らかの構造

を持っている場合も少なくないと考えられる．ここで具体的に

考えたいのは，例えば未知ベクトル x0 がブロック構造を持ち，

ブロックごとにスパースさの程度が異なるような状況である．

未知ベクトル x0 の推定に際してこのような構造的知識が入

手可能であるものとして，それを活用して推定の性能を高める

にはどうすればよいだろうか．素朴な発想として，ℓ1 再構成に

おける 1-ノルムに重みを導入し，スパースなブロックに属する

成分には大きい重みを付け，逆にスパースでないブロックに属

する成分に対しては重みを小さくすることによって，ℓ1 再構成

によって得られる推定結果が所望の構造を持つよう促すという

やり方が考えられよう．このような発想それ自体は決して新し

いものではない（27）．筆者らは，重み付き ℓ1 再構成においてど

のように重みを定めればよいかという問題を検討した（28）．

入手可能な構造的知識としては，未知ベクトル x0 の各成分

x0i, i = 1, . . . , N が非ゼロの値をとる確率 ρi = P (x0i ̸= 0)

がすべての i について既知であることを仮定する．また，重み

ベクトル w = (w1, w2, . . . , wN ), wi >= 0 を使って重み付き

1-ノルムを
N
∑

i=1

wi|xi| (39)

と定義する．非ゼロ確率のベクトル ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρN ) 及

び重みベクトル w を指定すれば，情報統計力学のアプローチ

によってしきい値 αc(ρ, w) を ρ, w の関数として得ることが

できる．最適な重み付き ℓ1 再構成を行うには，このしきい値

αc(ρ, w) がなるべく小さくなるように重みベクトル w を定め

ればよい．

得られる結果は大変興味深いものである．問題 ± についての
結果の概略を述べよう．まず，最適な重みは以下のようにして

求めればよい．各成分に対して，ρi から wi を以下の非線形方

程式によって定める．

ρi
1− ρi

= 2

(

e−w2
i/2

wi

√
2π

−Q(wi)

)

(40)

こうして得られる wi を第 i 成分として持つベクトル w が最適

な重みベクトルとなる．すなわち，重みの最適化は成分ごとに

独立に行うことができるのである．また，最適な重みを使った

場合のしきい値は，

αopt
c =

1

N

N
∑

i=1

α±
W (ρi) (41)

という形となる．右辺に現れる α±
W (ρ) は，x0 の各要素が非

ゼロとなる確率が ρ である一様な系の弱しきい値 (36) である．

図 3 から見て取れるように，弱しきい値 α±
W は ρ の関数とし

て上に凸であるから，イェンセンの不等式を想起すれば，重み

を最適化すれば必ずしきい値を小さくできることが式 (41) から

直ちに分かる．また，α±
W (ρ) という量は，確率 ρ で非ゼロ値を

とる実数値確率変数に付随する，ある種の情報の量を表してい

るのではないかと考えることもできよう．更に，以上の解析結

果をランダム高次元幾何学の文脈において再解釈することも可

能である．

6. む す び

以上のように，圧縮センシングの数理は，最適化，ランダム行

列，積分幾何学，情報統計力学などの多様な分野にまたがると

いう点で刺激的であり，数理科学の研究対象として非常に興味深

いものである．本稿では触れなかったが，ℓ1 再構成を効率的に

解くためのアルゴリズムの研究や，ℓ1 再構成よりも高い性能を

有する定式化並びに解法の探求などの問題に関しても，数多く

の研究がなされている．後者に関して，特に p < 1 に対する ℓp

再構成の理論的性能に関する議論を主に扱った日本語の解説（29）

があるので，併せて御参照頂きたい．また，線形観測に基づく
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推定という問題の構造は，幅広い分野への応用を可能にするも

のと考えられ，実際に非常に多くの研究がなされているが，そ

れらの応用についても本稿では全く触れることができなかった．

圧縮センシングに関する研究が国際的に非常に活発化してい

る一方で，研究動向を概観できるような資料を見つけることは

かえって難しくなっているのではないかと感じている．本稿が，

圧縮センシングの数理に関心のある研究者が関連する研究に踏

み出す足掛かりとして幾らかでも役立つことを願っている．
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