
Federal Reserve Bank of Dallas 

Globalization and Monetary Policy Institute  
Working Paper No. 315 

https://www.dallasfed.org/~/media/documents/institute/wpapers/2017/0315pdf 
 

Measuring the World Natural Rate of Interest* 
 

Mark A. Wynne 
Federal Reserve Bank of Dallas 

 
Ren Zhang 

Bowling Green State University 
 

August 2016 
Revised: June 2017 

 
Abstract  
This paper makes the first attempt to estimate the time-varying natural rate jointly with the 
output gap and trend potential output growth for the world as a whole using a simple 
unobserved components model broadly following the methodology developed by Laubach 
and Williams (2003). We find that the world natural rate has been trending down for the past 
few decades. Nearly half of the variation in the natural rate is accounted for by the trend 
potential output growth rate. However, the relationship between the world natural interest 
rate and the world trend growth is modest and not statistically significant. 
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❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✖ ❛❧s♦ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❛ ♥❡✉tr❛❧ ♦r r❡❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✖ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡❛❧ s❤♦rt✲t❡r♠ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ st❛❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❡q✉❛❧ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■t✬s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ✐♥t❡r✲

♣r❡t✐♥❣ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t

♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡tr✐❝ ❢♦r t❤❡ st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ✭❝♦♥tr❛❝✲

t✐♦♥❛r②✮ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❜❡❧♦✇ ✭❛❜♦✈❡✮ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ♠♦♥❡t❛r②

♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❡♣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳✶

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❢♦r ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡

❝♦✉♥tr② ♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❧✐❣❤t

♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛t✉r❛❧

r❛t❡ ✐s ♦❢ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r tr✐❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s ❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛s❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✿ ❍♦✇ ❤❛s t❤❡

✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ❤❛❧❢ ❝❡♥t✉r②❄ ❉♦❡s ✐t ❡①❤✐❜✐t ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥

t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s❄ ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ ❤✐st♦r✐❝❛❧

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡❄ ❉♦❡s ✐t t❡❧❧ ✉s ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞❄

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❜r♦❛❞❧② ❛♣♣❧② ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧✲

♦❣② ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ♣r♦①✐❡❞ ❜② ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♦❢ t✇❡♥t② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✻✶✲✷✵✶✺✳✷ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✉s❡ ❛

st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t♣✉t✱ ✐♥✢❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞❛t❛ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ t❤❡ tr❡♥❞

r❛t❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ❛♥ ■❙ ❝✉r✈❡ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢

r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢r♦♠ ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡

t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❖✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♦♠✐t ✐♠♣♦rt ♣r✐❝❡s ❢r♦♠ ♦✉r P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲

t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❞♦❡s ♥♦t tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❛♥②♦♥❡✳

❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❋❘❇✴❯❙ ✐♠♣♦rt❡❞ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ✐♥ ▲❛✉❜❛❝❤✲❲✐❧❧✐❛♠s✬ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡

✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ♣r♦①✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❲❡st ❚❡①❛s ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

❝r✉❞❡ ♦✐❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❡♥❞

❣r♦✇t❤ s❤♦❝❦ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥

✭✶✾✾✽✮✳ ❲❡ ❞♦ s♦ ❜❡❝❛✉s❡ s❤♦❝❦s t♦ ✇♦r❧❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛r❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

✶❙❡❡✱ ❡✳❣✳ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✱ ❈❧❛r❦ ❛♥❞ ❑♦③✐❝❦✐ ✭✷✵✵✺✮✱ ❇❡r❣❡r ❛♥❞ ❑❡♠♣❛ ✭✷✵✶✹✮✱ ❇❛rs❦②
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❈úr❞✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ P❡s❝❛t♦r✐ ❛♥❞ ❚✉r✉♥❡♥ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❍♦❧st♦♥
❡t ❛❧✳ ✭❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮✳

✷❚❤❡ t✇❡♥t② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❈❛♥❛❞❛✱ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ■t❛❧②✱ ❏❛♣❛♥✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱
❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❆✉str✐❛✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ●r❡❡❝❡✱ ■r❡❧❛♥❞✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ◆♦r✇❛②✱ P♦rt✉❣❛❧✱
❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ❙✇❡❞❡♥ ❛♥❞ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳

✶



✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr② s❤♦❝❦s✱ s♦ t❤❛t st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t s✉✛❡r

❢r♦♠ t❤❡ ✏♣✐❧❡✲✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✑ ✭❙t♦❝❦ ✭✶✾✾✹✮✮ ❛s ✐♥ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤✐r❞✱

✇❤✐❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✴s♠♦♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝✲

t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛✉s❡ ♣r✐♦r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭●▲❙ ❤❡r❡❛❢t❡r✮ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛r✈❡② ✭✶✾✽✾✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t❡♥❞s

t♦ ❡①❛❝❡r❜❛t❡ t❤❡ ✏♣✐❧❡✲✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✑✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❡✉tr❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡

❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❛st ❤❛❧❢ ❝❡♥t✉r② ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥ ❛s t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡

♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ♥❡❛r❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡

❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❛t ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡

❛♥❞ tr❡♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✐s ♠♦❞❡st✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t

❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ✵✳✹✺✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥

❤❛❧❢ ♦❢ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✬ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✐ts ❯✳❙✳ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❛♥❞ ✐s ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧②

s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ♣✐❝❦ ✉♣ t❤❡ ❖❊❈❉ r❡❝❡ss✐♦♥

t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❙ ❝✉r✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✇♦r❧❞

♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❣❛♣ ✐♠♣♦s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✳

▲❛st✱ t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡

❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ♦✉t♣✉t✲✐♥✢❛t✐♦♥ tr❛❞❡✲♦✛

❡①✐sts ❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧✳

■■✳ ▼♦❞❡❧ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❖✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❜r♦❛❞❧② ❢♦❧❧♦✇s ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❦❡② ♠♦t✐✲

✈❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭gc✮ t❤❛t ❢❛❧❧s

♦✉t ♦❢ ❛❧♠♦st ❛♥② ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

r = σgc + θ, ✭✶✮

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ♣✉r❡ r❛t❡

♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✉s❡ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡

❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭r∗t ✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ✭gt✮✿

r∗t = cgt + zt, ✭✷✮

✷



✇❤❡r❡ zt ❝❛♣t✉r❡s ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✉❝❤ ❛s t✐♠❡ ♣r❡❢❡r✲

❡♥❝❡✱ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ■❙ ❡q✉❛t✐♦♥✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✭ỹt✮ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ♦✉t♣✉t ✭yt✮ ❢r♦♠

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ✭y∗t ✮✮ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♦✇♥ ❧❛❣s✱ t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧

s❤♦rt t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✭rt✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✭r∗t ✮ ❛♥❞ ❛ s❡r✐❛❧❧②

✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s❤♦❝❦ ✭ǫ1t✮✿

ỹt = a1ỹt−1 + a2ỹt−2 + (a3/2)
2

∑

j=1

(rt−j − r∗t−j) + ǫ1t, ✭✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①✲❛♥t❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✭rt✮ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥✢❛✲

t✐♦♥ r❛t❡ ✭Etπt+1✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✭Rt✮✳

❚❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✭πt✮ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♦✇♥

❧❛❣s✱ t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✭ỹt−1✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✭πO
t ✮ ✭❛s ❛ ♣r♦①②

❢♦r ❣❧♦❜❛❧ s✉♣♣❧② s❤♦❝❦s✮ ❛♥❞ ❛ s❡r✐❛❧❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s❤♦❝❦ ✭ǫ2t✮✿

πt = Bπ(L)πt−1 + b3ỹt−1 + b4(π
o
t−1 − πt−1) + ǫ2t. ✭✹✮

❋♦r ♣❛rs✐♠♦♥②✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❡r♠s ✖ ♥♦t r❡❥❡❝t❡❞

✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ✖ t♦ s✉♠ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t♣✉t ❛♥❞

✐♥✢❛t✐♦♥ ❡①✐sts ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

t❤r♦✉❣❤ ❢♦✉rt❤ ❧❛❣s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛s ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✜❢t❤ t♦ ❡✐❣❤t❤

❧❛❣s✱ ✐✳❡✳✱ Bπ(L)πt−1 = b1πt−1+b2
∑

4

i=2
πt−i/3+(1−b1−b2)

∑

8

i=5
πt−i/4✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡

♦♠✐t t❤❡ ❝♦r❡ ✐♠♣♦rt ♣r✐❝❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦✐❧ ♣r✐❝❡✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚✉r♥✲

✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ zt r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲tr❡♥❞✲

❣r♦✇t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❢♦❧❧♦✇s ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦✿

zt = zt−1 + ǫ3t. ✭✺✮

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ✭y∗t ✮ ❛♥❞ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ✭gt✮

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✸✿

y∗t = y∗t−1 + 0.25gt−1 + ǫ4t ✭✻✮

✸❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ gt ✐s ✵✳✷✺ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡
q✉❛rt❡r❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ ✐♥ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s s✉❝❤ ❛s ❚r❡❤❛♥ ❛♥❞ ❲✉ ✭✷✵✵✼✮✳

✸



gt = gt−1 + ǫ5t. ✭✼✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ǫ1t t❤r♦✉❣❤ ǫ5t ❛r❡ s❡r✐❛❧❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡

❛♥♦t❤❡r✳

❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ st❛t❡✲s♣❛❝❡

♠♦❞❡❧✿

Yt = HSt + AXt + ut ✭✽✮

❛♥❞

St = FSt−1 + vt, ✭✾✮

✇❤❡r❡ Yt =
(

yt, πt

)

′

✱ St =
(

y∗t , y∗t−1, y∗t−2 gt−1, gt−2, zt−1, zt−2

)

′

✱ ❛♥❞

Xt =
(

yt, yt−1, yt−2 rt−1, rt−2, πt−1, πt−2,4 πt−5,8 πo
t−1 − πt−1

)

′

✳

■♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ σ3✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ zt✱ ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♦✲

❝❛❧❧❡❞ ✏♣✐❧❡✲✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✑ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♣r♦❝❡ss

✐s ♦❢ s♠❛❧❧ s✐③❡✳✹ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡

✉s❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥ ✭✶✾✾✽✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

♥♦✐s❡ t♦ s✐❣♥❛❧ r❛t✐♦ λz = a3(σ3/σ1)✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ λz ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤

st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s✳✺

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜②

▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✳ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❯✳❙✳ tr❡♥❞

❣r♦✇t❤ s❤♦❝❦ ✐s s♠❛❧❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ s❤♦❝❦ ✭σ5✮ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✏♣✐❧❡✲✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✑✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱

t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❡①tr❛ st❡♣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛t✐♦ λg = σ5/σ4 ✇✐t❤ ❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥✬s

♠❡❞✐❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t r❛t✐♦ ✐♥ ❧❛tt❡r st❡♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s

✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❧❛t❡r✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ s❤♦❝❦ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦r❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❯✳❙✳

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ s❤♦❝❦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✱ ❛♥❞ ✐s ✐♠♠✉♥❡ t♦ t❤❡

✏♣✐❧❡✲✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✑✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s❦✐♣ t❤❡ ❡①tr❛ st❡♣ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡

✹❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✏♣✐❧❡✲✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✑✱ s❡❡ ❙t♦❝❦ ✭✶✾✾✹✮✱ ❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥ ✭✶✾✾✽✮
❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs

✺❚♦ ♣r♦❝❡❡❞ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✴s♠♦♦t❤❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡t t❤❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ st❡♣s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✱ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ❛r❡ s❡t ❜② ❞✐✛✉s❡ ♣r✐♦r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ●▲❙
♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❍❛r✈❡② ✭✶✾✽✾✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ❛s ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥
▲❛✉❜❛❝❤ ✭✷✵✵✷✮ t❤❡ ●▲❙ ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦ ❡①❛❝❡r❜❛t❡ t❤❡ ✏♣✐❧❡✲✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✑✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ✐♥ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞
❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✱ t❤❡ ●▲❙ ♠❡t❤♦❞ ❢❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ✐t✬s ♠♦r❡
❝♦♥s✐st❡♥t t♦ ✉s❡ ❞✐✛✉s❡ ♣r✐♦r ✐♥ ❜♦t❤ st❡♣s r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ●▲❙ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣
❛ ❞✐✛✉s❡ ♣r✐♦r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳

✹



tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ s❤♦❝❦ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥st❡❛❞✳

■■■✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❆✳ ❉❛t❛

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ q✉❛rt❡r❧② ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r♦♠ ✶✾✻✶◗✶ t♦ ✷✵✶✺◗✹✳

❉✉❡ t♦ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♣r♦①② t❤❡ ✇♦r❧❞ ❜② ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ t✇❡♥t② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✿

❈❛♥❛❞❛✱ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ■t❛❧②✱ ❏❛♣❛♥✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❆✉s✲

tr✐❛✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ●r❡❡❝❡✱ ■r❡❧❛♥❞✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ◆♦r✇❛②✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✱

❙♣❛✐♥✱ ❙✇❡❞❡♥ ❛♥❞ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳ ❚❤❡s❡ t✇❡♥t② ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❢r❛❝✲

t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛❧❧ ♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠✐❡s

❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤

❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t ❡♠❡r❣✐♥❣

♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❇❘■❈ ✭❇r❛③✐❧✱ ❘✉ss✐❛✱ ■♥❞✐❛ ❛♥❞ ❈❤✐♥❛✮ ❝♦✉♥tr✐❡s ♣❧❛②

❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✐s ❧❡❢t t♦ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ●❉P ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ●❉P s❡r✐❡s ✭♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣❛r✐t② ✭PPP✮ ❞♦❧❧❛rs✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ✇♦r❧❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ PPP✲❛❞❥✉st❡❞

●❉P s❤❛r❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ●❉P s❤❛r❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡

r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ●❉P ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ●❉P ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t②

❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❧❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡

❢♦✉r q✉❛rt❡rs ❛❤❡❛❞ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❆❘✭✸✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✽✵

q✉❛rt❡rs ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❞❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❢♦r♠❡❞✳✻ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t

t❤❡ ❡①✲❛♥t❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

✇♦r❧❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❲❡st ❚❡①❛s ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡

❣❧♦❜❛❧ ♦✐❧ ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❬❋✐❣✉r❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❇✳ P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶ r❡♣♦rts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♦❢ ❯✳❙✳ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✻❉✉❡ t♦ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ❜❡❢♦r❡ ✶✾✽✶ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✜①❡❞ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✺✾ t♦ ✶✾✽✶ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ❆❢t❡r ✶✾✽✶ t❤❡ ❆❘ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✜①❡❞ ❛t ✽✵ q✉❛rt❡rs

✺



♠♦❞❡❧ ✐♥ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮ t♦ ✷✵✶✺◗✹ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s

❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳✼

❬❚❛❜❧❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❙✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr② st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ t♦ ❜❡ ❛ ❢❛✐r❧②

♣❡rs✐st❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ■❙ ❡q✉❛t✐♦♥✱

a1 ❛♥❞ a2✱ ✐s ❛s ❤✐❣❤ ❛s ✵✳✾✷✷✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ t♦ t❤❡ r❡❛❧ r❛t❡

❣❛♣ ✭a3✮ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇♦r❧❞ r❡❛❧

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❣❛♣ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r②✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞

t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✭b3✮ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞

❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✳ ❖✉r ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b3 ✐s ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ❯✳❙✳ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❝♦✉♥tr② ❞❛t❛ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❞❡♠❛♥❞ ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ ✐♥✢❛t✐♦♥✳

▲❛st❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡

✇♦r❧❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ✇❡❛❦✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r c ✐s ✵✳✹✺✽ ✇❤✐❝❤ ✐s

♦♥❧② ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ ✐ts ❯✳❙✳ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❇② ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❯✳❙✳ ❡st✐♠❛t❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

c ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ♠♦❞❡st✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ✇❤♦ ❞r❛✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡

❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❛❧

✐♥t❡r❡st r❛t❡✳

❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✱ t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✭ǫ5✮ ✐s ♠♦r❡

✈♦❧❛t✐❧❡ t❤❛♥ ✐ts ❯✳❙✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ s❤♦❝❦ ✭σ5✮

❡q✉❛❧s ✵✳✶✹✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ t✐♠❡s ✐ts ❯✳❙✳ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ tr❡♥❞

❣r♦✇t❤ s❤♦❝❦ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✏♣✐❧❡✲✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✑ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ σ5 ✇❤✐❝❤

✉s✉❛❧❧② ❛r✐s❡s ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❝♦✉♥tr② st✉❞✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✭σ3✮ ✐s ✵✳✵✼✻ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡

❯✳❙✳ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮✱ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ♦❢

✐♥t❡r❡st ✭r∗t ✮ ❢♦❧❧♦✇s ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦✿

r∗t = r∗t−1 + ǫrt, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ǫrt = cǫ5t + ǫ3t✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛❜♦✈❡✱

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦ σr =
√

c2σ2
5 + σ2

3 ✐s ✵✳✶✶✺ ✇❤✐❧❡

✼❚❤❡ ❯✳❙✳ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ▲❛✉❜❛❝❤✲❲✐❧❧✐❛♠s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡
✇❡❜s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❋❡❞✳ ❖✉r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❝❧♦s❡❧②✳ ❚❤❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♠✐❣❤t ❛r✐s❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈✐♥t❛❣❡✳ ❖✉r ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✻ ❛s ♦✉r
✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❜② ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✻✳

✻



t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❯✳❙✳ s❤♦❝❦ ✐s ✵✳✷✺✹✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥

s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐s ♦❢ s♠❛❧❧❡r s✐③❡ t❤❛♥ t❤❡ s❤♦❝❦ t❤❛t

❞r✐✈❡s t❤❡ ❯✳❙✳ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧

r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛t ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② c2σ2
5/σ

2
r ✱ ✐s ✹✷✳✻

♣❡r❝❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❯✳❙✳ r❛t✐♦ ♦❢ ✹✳✽ ♣❡r❝❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ❛

s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❧❞

tr❡♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✳

❈✳ ❖✉t♣✉t ❣❛♣✱ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡

❋✐❣✉r❡ ✷ ♣❧♦ts ♦✉r t✇♦✲s✐❞❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛❞❡❞

❛r❡❛s ✐♥❞✐❝❛t❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ♣❡r✐♦❞s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❖❊❈❉✳✽ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

♦✉t♣✉t ❣❛♣ ♣✐❝❦s ✉♣ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣

❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❖❊❈❉ r❡❝❡ss✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦✉t♣✉t

❣❛♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦st s❤❛r♣❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦✐❧ ❝r✐s✐s ♦❢ ✶✾✼✸▼✺✲✶✾✼✺▼✺ ❛♥❞ ✶✾✼✾▼✾✲

✶✾✽✷▼✶✷ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❝❡♥t ✷✵✵✼▼✶✷✲✷✵✵✾▼✺ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✳

❬❋✐❣✉r❡ ✷ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❋✐❣✉r❡ ✸ ❞✐s♣❧❛②s ♦✉r t✇♦✲s✐❞❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ✐♥

❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✢✉❝t✉❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ✈♦❧❛t✐❧❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❞✲✶✾✽✵s ❛♥❞ ✷✵✵✼ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ●r❡❛t ▼♦❞❡r❛t✐♦♥

♣❡r✐♦❞ ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ r❛t❡ r❡❛❝❤❡s ✐ts tr♦✉❣❤ ❛t ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❧♦✇

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✲✶✳✷ ✐♥ ✷✵✵✾◗✶ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ✇♦rst r❡❝❡ss✐♦♥

s✐♥❝❡ ❲♦r❧❞ ❲❛r ■■✳ ❚❤❡ ✇♦r❧❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦✈❡♠❡♥t

✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐❞✲✶✾✻✵s ✉♥t✐❧ t❤❡

r❡❝❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✳ ❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞r♦♣s ❢r♦♠ ✹✳✽ ♣❡r❝❡♥t

✐♥ ✶✾✻✻◗✶ t♦ ✵✳✽ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ ✷✵✵✾◗✶ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝♦✈❡rs s❧♦✇❧② t♦ ✶✳✷ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ ✷✵✶✺◗✹ ❛t

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❤✐st♦r②✱ ✇❤✐❝❤

♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ s✉♣♣♦rt t♦ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✳

❬❋✐❣✉r❡ ✸ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❋✐❣✉r❡ ✹ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞

❧✐♥❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✲❛♥t❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐♥ ❜❧✉❡

✽❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❖❊❈❉ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣② ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛❧❧
❖❊❈❉ ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t② ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❡ s❡❧❡❝t ♠❛❦❡s ✉♣ ❞♦♠✐♥❛♥t s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ●❉P ♦❢ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t✬s t❤❡ ♦♥❧② ♣✉❜❧✐❝ s♦✉r❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❡s t❤❡ t✉r♥✐♥❣
♣♦✐♥ts ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✶✾✻✵s✳ ▼❛rtí♥❡③✲●❛r❝í❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t t❤❡✐r ❝❤r♦♥♦❧♦❣② ♦♥❧② ❜❡❣✐♥s ✐♥ ✶✾✽✵✳

✼



❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦✉♥tr② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✱

t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❛s ❜❡❡♥ tr❡♥❞✐♥❣ ❞♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❤❛❧❢ ❝❡♥t✉r②✳

❚❤❡ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ r❡❛❧ ②✐❡❧❞s ♦♥ ✶✵✲②❡❛r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

❜♦♥❞s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❑✐♥❣ ❛♥❞ ▲♦✇ ✭✷✵✶✹✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r

❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♣r✐♦r t♦

✶✾✽✵ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❡✛❡❝ts ♦♥ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ❧♦♦s❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❤❡❧♣❡❞ r❛✐s❡

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✶✾✼✵s ❛s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✐❝❝❛r❡❧❧✐ ❛♥❞ ▼♦❥♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥

t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✼✵s✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ✐♥ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s r❛✐s❡❞ ♣♦❧✐❝② r❛t❡s t♦ ✜❣❤t

✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ st❛rt✐♥❣ ✐♥ ✶✾✽✵◗✷ ❛♥❞ t❤❡

r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❣❛♣ r❡❛❝❤❡❞ ❛❧♠♦st ✹✳✻ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✶✾✽✷◗✸✳ ❚❤✐s ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❣❛♣✱ s✐❣♥✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥❛r② st❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❧❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ ♣❡rs✐st❡❞

✉♥t✐❧ ✷✵✵✶◗✹✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ st❛rt❡❞ t♦ ❞❡❝❧✐♥❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✾✵s ❛♥❞

❦❡♣t ❢❛❧❧✐♥❣ ❡✈❡♥ ❛s t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r♦s❡ ❢r♦♠ ✷✵✵✹◗✷ t♦ ✷✵✵✼◗✸✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t

♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ❜✐❣ ✷✳✶ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥t

r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❣❛♣ ✐♥ ✷✵✵✼◗✸ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ❛♥❞

t❤❡ ●r❡❛t ❘❡❝❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❞r♦♣s t♦ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✵✳✷ ♣❡r❝❡♥t

✐♥ ✷✵✵✾◗✸ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝♦✈❡rs s❧♦✇❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ✐♥ ✷✵✶✺◗✹✳ ❉✉r✐♥❣ ❛♥❞

❛❢t❡r t❤❡ ●r❡❛t ❘❡❝❡ss✐♦♥✱ ♠❛❥♦r ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ❧♦✇❡r❡❞ t❤❡✐r ♣♦❧✐❝② r❛t❡s ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤❡❞

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❊❛s✐♥❣ ✭◗❊✮ ♣r♦❣r❛♠s t♦ s✉♣♣♦rt ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇

♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✱ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✇❛s ♥♦t ♦✈❡r❧② ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❜✉t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❡❧♣ t❤❡

✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠② r❡❝♦✈❡r ❢r♦♠ t❤❡ ●r❡❛t ❘❡❝❡ss✐♦♥✳

❬❋✐❣✉r❡ ✹ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿ t❤❡ ✇♦r❧❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ gt ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t zt✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❞✐s♣❧❛②s

t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✳ ▼♦st

♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭zt✮ ♣❧❛②s ❛ r❛t❤❡r ❧✐♠✐t❡❞ r♦❧❡✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❯✳❙✳ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭zt✮ ❛❝ts ❛s ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t♦r t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✻✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ zt ❢♦r t❤❡

❯✳❙✳ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

t♦ ❢✉rt❤❡r ✈❡r✐❢② t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s ❛ t✇♦✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐♥

t❤❡ ❯✳❙✳ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr② tr❡♥❞

❣r♦✇t❤ ❛s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❲②♥♥❡ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❬❋✐❣✉r❡ ✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✽



❉✳ ❘♦❜✉st♥❡ss ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❛♥❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡

♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ ✐s st❛❜❧❡ ❛❝r♦ss t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✇♦r❧❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ ❞❡❝❧✐♥❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ r❛t❡ ♦❢

✶✳✷ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ ✶✾✻✶ t♦ ✵✳✹ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ ✷✵✶✺✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡

s❤✐❢t ✐♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡

♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ yt ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧

❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳✾

❬❋✐❣✉r❡ ✼ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

c t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ✵✳✻✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✸✶ ♣❡r❝❡♥t ❜✐❣❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡ ❜✉t st✐❧❧ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✭σ5✮ ❡q✉❛❧s ✵✳✶✻✽ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✵✳✶✹✸ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✭σ3✮ r✐s❡s ❢r♦♠ ✵✳✵✼✻ ✐♥ t❤❡

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ t♦ ✵✳✶✶✻ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦ ✭ǫrt✮ t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦ ✭σr✮ r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✵✳✶✶✺

t♦ ✵✳✶✺✹ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✳

❋✐❣✉r❡s ✽ t♦ ✶✵ ♣❧♦t t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡

❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡

❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛s r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♠❛t❝❤❡s

✈❡r② ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ tr❡♥❞

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛♣ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❣r♦✇s ♠♦r❡ s❧♦✇❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧

r❛t❡ tr❛❝❦s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡❧② ❢♦r ♠♦st ♦❢ ❤✐st♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r

♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦❞❡r❛t❡❧② r✐❝❤❡r

❞②♥❛♠✐❝s t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡st✐♠❛t❡s ❞✐✈❡r❣❡ ♠♦st s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②

✐♥ ✷✵✵✾◗✶ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐♥ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♠♦❞❡❧ r❡❛❝❤❡s ✐ts tr♦✉❣❤ ❛t ✵ ♣❡r❝❡♥t

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✷ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢

t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐s ❜② ❛♥❞ ❧❛r❣❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❤✐❢ts✳

❬❋✐❣✉r❡ ✽ t♦ ✶✵ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✾❍❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❤✐❢t ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✳

✾



■❱✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆ ❣r♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉t✐❧✐③❡s ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ tr❡♥❞✲❝②❝❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❢♦❝✉s ♦♥ ❡✐t❤❡r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr② ♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❡❛ ❧✐❦❡ t❤❡

❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✉s✐♥❣

❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠♦❞❡❧ ❜r♦❛❞❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮✳ ❲❡

✜♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❡♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ r❛t❡

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✜❢t② ②❡❛rs✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤

r❛t❡ ✐s ♠♦❞❡st✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛r❡ r♦❜✉st ❡✈❡♥ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣

❢♦r ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❤✐❢ts✳

❖✉r ♣r♦❥❡❝t ❛❧s♦ ✐♥s♣✐r❡s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ♥❛t✉r❛❧

r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❯✳❙✳

❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐♥ ▲❛✉❜❛❝❤ ❛♥❞

❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✸✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦st❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r♠❛❧❧② t❡st✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡s ❛ t✇♦✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡②♦♥❞

t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✶✵



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ t❡①t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❢♦r♠✿

Yt = HSt + AXt + ut ✭❆✶✮

St = FSt−1 + vt. ✭❆✷✮

❍❡r❡✱ Yt ❛♥❞ Xt ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✱ ❛♥❞ ♦❢

❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ St ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡

✈❡❝t♦rs ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ut ❛♥❞ vt ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧❧②

✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❘ ❛♥❞ ◗✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Yt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Yt =
(

yt, πt

)

′

, ✭❆✸✮

✇❤❡r❡ yt ❞❡♥♦t❡s 100 × log r❡❛❧ ●❉P ❛♥❞ πt ❞❡♥♦t❡s ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞

❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡✿

Xt =
(

yt, yt−1, yt−2 rt−1, rt−2, πt−1, πt−2,4 πt−5,8 πo
t−1 − πt−1

)

′

, ✭❆✹✮

✇❤❡r❡ rt ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ πt−j,k ✐s s❤♦rt❤❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s t− k ❛♥❞ t− j ❛♥❞ πo
t ✐s ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s✿

St =
(

y∗t , y∗t−1, y∗t−2 gt−1, gt−2, zt−1, zt−2

)

′

, ✭❆✺✮

✇❤❡r❡ y∗t ✐s 100× log ♣♦t❡♥t✐❛❧ ●❉P✱ gt ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ zt r❡♣r❡s❡♥ts ♦t❤❡r

❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡✿

A =

[

a1 a2 a3/2 a3/2 0 0 0 0

b3 0 0 0 b1 b2 1− b1 − b2 b4

]

✭❆✻✮

H =

[

1 −a1 −a2 −ca3/2 −ca3/2 −a3/2 −a3/2

0 −b3 0 0 0 0 0

]

✭❆✼✮

R =

[

σ2
1 0

0 σ2
2

]

✭❆✽✮

✶✶



F =



























1 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0



























✭❆✾✮

Q =



























σ2
5 + σ2

4 0 0 σ2
5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

σ2
5 0 0 σ2

5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 (λzσ1/a3)
2 0

0 0 0 0 0 0 0



























. ✭❆✶✵✮

❚❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ λz ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ●✐✈❡♥ λz✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s Θ =
(

a1, a2, a3 b1, b2, b3, b4, c, σ1, σ2, σ4. σ5

)

✳

✶✷



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞

❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ q✉❛rt❡r❧② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✻✵◗✶ t♦ ✷✵✶✺◗✹ ❢♦r t✇❡♥t② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✿

❈❛♥❛❞❛✱ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ■t❛❧②✱ ❏❛♣❛♥✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❆✉s✲

tr✐❛✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ●r❡❡❝❡✱ ■r❡❧❛♥❞✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ◆♦r✇❛②✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✱

❙♣❛✐♥✱ ❙✇❡❞❡♥ ❛♥❞ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ PPP✲❛❞❥✉st❡❞ r❡❛❧ ●❉P ✭s❡❛s♦♥❛❧❧②

❛❞❥✉st❡❞ ❛t ❛♥♥✉❛❧ r❛t❡✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ✷✵✶✶ ❯✳❙✳ ❞♦❧❧❛rs✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❛t❛

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ●❉P ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❊①❝❡♣t ❢♦r ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✱ t❤❡ PPP✲❛❞❥✉st❡❞ r❡❛❧ ●❉P ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❖❊❈❉

◗✉❛rt❡r❧② ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❝♦✉♥ts ❞❛t❛s❡t ✭❖❊❈❉◆❆◗✮ ✐♥ ❍❛✈❡r ❆♥❛❧②t✐❝s✳ ❋♦r ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✱

t❤❡ PPP✲❛❞❥✉st❡❞ r❡❛❧ ●❉P ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❖❊❈❉◆❆◗ ♦♥❧② ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ✶✾✼✵✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

t❤❡ r❡❛❧ ●❉P ❞❛t❛ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❝✉rr❡♥❝② ❢r♦♠ ✶✾✻✵ t♦ ✶✾✼✵ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❊♠❡r❣✐♥❣

▼❛r❦❡t ❞❛t❛s❡t ✭❊▼❊❘●❊P❘✮✳ ❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

♦❢ ❡❛r❧✐❡r ♣❡r✐♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ yEMERGEPR
t ∗ (yOECDNAQ

1970Q1
/yEMERGEPR

1970Q1 ) ❢♦r t ❢r♦♠

✶✾✻✵◗✶ t♦ ✶✾✻✾◗✹✳

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r❧② ❛✈❡r❛❣❡

❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ s❤♦rt t❡r♠ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr② ✉s✐♥❣ ●❉P s❤❛r❡ ❛s t❤❡

✇❡✐❣❤t✳✶✵ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ♣♦❧✐❝② r❛t❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✳✶✶ ❋♦r t❤❡ r❡st

♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❡ ✉s❡ ♠♦♥❡②✲♠❛r❦❡t r❛t❡s ✐♥st❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ♣♦❧✐❝② r❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❡ s♣❧✐❝❡ t❤❡✐r ♦❧❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s

✇✐t❤ t❤❡ ▼❛✐♥ ❘❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ❘❛t❡ ✐♥ ✶✾✾✾◗✶ ✇❤❡♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈❡♥tr❛❧ ❇❛♥❦ ✐s ❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s ●r❡❡❝❡ ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥❡❞ t❤❡ ❊✉r♦③♦♥❡ ✐♥ ✷✵✵✶ s♦ t❤❛t ✇❡ st❛❝❦ t❤❡

❡❛r❧✐❡r ❇❛♥❦ ♦❢ ●r❡❡❝❡ ❇❛♥❦ ❘❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ▼❛✐♥ ❘❡✜♥❛♥❝✐♥❣ ❘❛t❡ ✐♥ ✷✵✵✶◗✶✳

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝♦r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡

❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ q✉❛rt❡r❧② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✬s s❡❛s♦♥❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❝♦r❡ ❝♦♥s✉♠❡r

♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❉P s❤❛r❡ ❛s ✇❡✐❣❤ts✳ ❋♦r s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r✐❝❡

✐♥❞❡① ✐s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✶✾✻✵s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♣r♦①② t❤❡ ❝♦r❡ ❈P■ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡s

✇✐t❤ t❤❡ ❈P■ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r r❛t❡s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✳

❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡①✲❛♥t❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦✉r q✉❛rt❡rs ❛❤❡❛❞ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❆❘✭✸✮ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥

❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✽✵ q✉❛rt❡rs ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❞❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❢♦r♠❡❞✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✷✵ ②❡❛rs ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠

✶✾✺✾✲✶✾✽✶ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ❆❢t❡r ✶✾✽✶✱ t❤❡ ❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐s

❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ✜①❡❞ ❛t ✽✵ q✉❛rt❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡

✶✵❚❤❡ ●❉P s❤❛r❡ ✐s t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❛s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ■t✬s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ PPP✲❛❞❥✉st❡❞
r❡❛❧ ●❉P ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ r❡❛❧ ●❉P ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t② ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✶✶❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ■t❛❧②✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❆✉str✐❛✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ●r❡❡❝❡✱
◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ◆♦r✇❛②✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✱ ❙♣❛✐♥ ❛♥❞ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳

✶✸



✐s t❤❡ ❲❡st ❚❡①❛s ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s♣♦t ♦✐❧ ♣r✐❝❡✳

❆❧❧ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❈♦♥s✉♠❡r Pr✐❝❡ ■♥❞❡① ♦❢ ■r❡❧❛♥❞✱✶✷ ❛r❡ ❢r♦♠ ❍❛✈❡r

❆♥❛❧②t✐❝s✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❧✐st t❤❡ ❍❛✈❡r ♠♥❡♠♦♥✐❝s ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

●❉P✿ ❈❛♥❛❞❛✿ ❇✶✺✻●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ ❋r❛♥❝❡✿ ❇✶✸✷●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

●❡r♠❛♥②✿ ❇✶✸✹❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ ■t❛❧②✿ ❇✶✸✻●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

❏❛♣❛♥✿ ❇✶✺✽●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✿ ❇✶✶✷●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✿ ❇✶✶✶●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ ❆✉str❛❧✐❛✿ ❇✶✾✸●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

❆✉str✐❛✿ ❇✶✷✷●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ ❇❡❧❣✐✉♠✿ ❇✶✷✹●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

❋✐♥❧❛♥❞✿ ❇✶✼✷●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ ●r❡❡❝❡✿ ❇✶✼✹●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

■r❡❧❛♥❞✿ ❇✶✼✽●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✿ ❇✶✸✽●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

◆♦r✇❛②✿ ❇✶✹✷●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ P♦rt✉❣❛❧✿ ❇✶✽✷●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✿ ❙✺✹✷◆●P❈❅❊▼❊❘●❊P❘✭♣r✐♦r ✼✵◗✶✮✱ ❇✺✹✷●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗✭♣♦st ✼✵◗✶✮❀

❙♣❛✐♥✿ ❇✶✽✹●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀ ❙✇❡❞❡♥✿ ❇✶✹✹●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗❀

❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✿ ❇✶✹✻●❉P❈❅❖❊❈❉◆❆◗✳

■♥t❡r❡st ❘❛t❡✿ ❈❛♥❛❞❛✿ ❈❡♥tr❛❧ ❇❛♥❦ ❘❛t❡✱ ❈✶✺✻❋❘❖❙❅❖❊❈❉▼❊■❀ ❋r❛♥❝❡✿ ❖✈❡r♥✐❣❤t

■♥t❡r❜❛♥❦ ❘❛t❡✱ ❈✶✸✷❋❘❯❖❅❖❊❈❉▼❊■❀ ●❡r♠❛♥②✿ ❖✈❡r♥✐❣❤t ■♥t❡r❜❛♥❦ ❘❛t❡ ❈✶✸✹■▼❅■❋❙❀

■t❛❧②✿ ❉✐s❝♦✉♥t ❘❛t❡✱ ❈✶✸✻■❈❅■❋❙❀ ❏❛♣❛♥✿ ❚♦❦②♦ ❖✈❡r♥✐❣❤t ❈❛❧❧ ❘❛t❡✱ ❈✶✺✽■▼❅■❋❙❀

❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✿ ❖✣❝✐❛❧ ❇❛♥❦ ❘❛t❡✱ ◆✶✶✷❘❚❆❘❅●✶✵❀ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✿ ❋❡❞❡r❛❧ ❋✉♥❞s

❘❛t❡✱ ❇✶✶✶●❉P❈❅❉❆■▲❨❀ ❆✉str❛❧✐❛✿ ❖✣❝✐❛❧ ❈❛s❤ ❘❛t❡✱ ◆✶✾✸❘❚❆❘❅●✶✵❀ ❆✉str✐❛✿
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▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s

P❛r❛♠❡t❡rs ❇❛s❡❧✐♥❡ ▲❲ P❡r ❈❛♣✐t❛

a1 ✶✳✺✺✹ ✭✶✹✳✺✻✮ ✶✳✺✺✸ ✭✶✹✳✻✶✮ ✶✳✺✻✾ ✭✶✺✳✹✶✮

a2 ✲✵✳✻✸✷ ✭✺✳✽✽✮ ✲✵✳✺✾✽ ✭✺✳✼✶✮ ✲✵✳✻✺✸ ✭✻✳✷✹✮

a3 ✲✵✳✵✸✺ ✭✶✳✾✸✮ ✲✵✳✵✺✽ ✭✸✳✶✽✮ ✲✵✳✵✸✹✭✶✳✾✹✮

b1 ✵✳✼✽✷ ✭✶✵✳✾✹✮ ✵✳✺✻✾ ✭✽✳✺✷✮ ✵✳✼✻✸ ✭✾✳✾✶✮

b2 ✵✳✶✶✹ ✭✶✳✸✺✮ ✵✳✸✼✾ ✭✹✳✸✹✮ ✵✳✶✷✸✭✶✳✹✹✮

b3 ✵✳✶✺✾ ✭✷✳✹✺✮ ✵✳✵✹✵✭✶✳✸✻✮ ✵✳✶✽✻✭✷✳✷✺✮

b4 ✵✳✵✵✷ ✭✶✳✽✶✮ ✵✳✵✵✷✺✭✷✳✶✽✮ ✵✳✵✵✷ ✭✶✳✽✹✮

b5 ✕ ✵✳✵✸✻✭✸✳✸✽✮ ✕

c ✵✳✹✺✽ ✭✶✳✶✹✮ ✶✳✸✷✶✭✷✳✷✷✮ ✵✳✻✵✵ ✭✶✳✷✶✮

σ1 ✵✳✸✹✸ ✵✳✸✻✵ ✵✳✸✸✵

σ2 ✵✳✼✶✶ ✵✳✼✻✼ ✵✳✼✵✵

σ3 = λzσ1/a3 ✵✳✵✼✻ ✵✳✷✹✽ ✵✳✶✶✻

σ4 ✵✳✷✹✹ ✵✳✺✾✾ ✵✳✷✹✸

σ5 ✵✳✶✹✸ ✵✳✵✹✷ ✵✳✶✻✽

σr =
√

c2σ2
5 + σ2

3 ✵✳✶✶✺ ✵✳✷✺✹ ✵✳✶✺✹

λz ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✶✷

λg ✵✳✶✹✼ ✵✳✵✶✼ ✵✳✶✼✹
✳

◆♦t❡✿ ▼▲❊ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ t✲st❛t✐st✐❝s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✳
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