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METHODES ET THEOREMES DE DUALITE

par A. AUSLENDER (1)

Résumé. — Le but de cer article est d’élaborer une théorie générale sur les méthodes
duales appliquées aux problémes d’optimisation. A un certain type général de problémes
d’optimisation on fait correspondre un probléme dual et on établit alors des théorémes de
correspondance mutuelle entre les problémes en dualité. Ensuite on propose un ensemble de
méthodes qui permet de résoudre le probléme dual et par Ia méme le probléme initial.

Si I’on sait bien résoudre les problémes de contréle optimal avec contraintes
sur le contrdle uniquement le probléme se complique fortement lorsque 1’on
veut résoudre les problémes de contrdle avec contraintes sur 1’état et sur le
contrdle.

L’idée est alors de séparer ces deux sortes de contraintes et par conséquent
de faire appel a des notions duales.

On pose d’abord le probléme général P, dans lequel s’intégrent les
probiémes de contrdle avec contraintes sur 1’état et sur le contrdle, les pro-
blémes de meilleure approximation au sens de Tchebytcheff, les problémes de
programmation linéaire continue. Puis dans un premier paragraphe on écrit le
dual P,, on établit un théoréme qui permet de voir que la résolution du pro-
biéme P, entraine la résolution du probléme P, ainsi que des théorémes de
continuité et dérivabilité.

Dans un second paragraphe, on propose des méthodes permettant de
résoudre le probléme P,. Plus particuliérement on propose d’abord une méthode
originale qui est une méthode de déplacements admissibles dans un espace de
mesures. Partant de 1’idée qu’a tout opérateur « min » correspond une notion
duaie on étend alors aux E.V.T.L.C.S. la méthode de Cheney Goldstein, la
méthode des pénalités dont on mountre de fagon précise le caractére dual ce qui
permet d’éclairer la convergence de ces méthodes, démontrée ici par des
arguments de type dual. On démontre aussi par des arguments duaux la conver-
gence de méthodes de discrétisation.

(1) Université de Clermont-Ferrand,



10 A. AUSLENDER

Au paragraphe III, on intégre le probléme P, dans un formalisme plus
général. Au paragraphe IV on montre comment la théorie précédente permet
de résoudre des problémes de contrfle avec contraintes sur 1’état et sur le
contrdle. Au paragraphe V, on présente quelques exemples numériques traités
sur IBM 360/67 au Laboratoire de Calcul de Grenoble.

O. Position du prebléme

Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe séparé, O un
sous-ensemble de X, f une fonction numérique définie sur Q, K un compact,
métrisable, g;, i = 1 ... p des fonctions numériques définies sur @ X K.

Les problémes de contrdle avec contraintes sur 1’état et le contrdle, les
problémes de meilleure approximation s’énoncent sous la forme du pro-
bléme P, :

P, : « Trouver un point x* dans D, s’i] existe, tel que :
[* =f(x*) = min (f(x) | x € D). »
D étant le sous-ensemble de Q défini par :
D={xeQ:g{x,1)<0 Vtek, i=1..p}
On note :

C, 'ensemble des fonctions définies et continues sur K, a valeurs dans R,
muni de la norme du max.

C; le sous-ensemble de C, formé des fonctions dont les composantes sont
positives.

C, le sous-ensemble de C, formé des fonctions dont les composantes sont
négatives.

C% le dual topologique de C,. Tout élément de C} est une mesure

vectorielle o = (o4, ... 5,) dont les composantes appartiennent a C¥ et tel
que :
{o,hy=ol) YheC,

C:" le sous-ensemble de C* formé des mesures positives.

Dans les paragraphes 1,2, 3
1) on ne considérera que le sous-ensemble Cj* de C} ;

2) tout énoncé i caractére topologique sous-entendra que :
a) O est muni de la topologie induite par X.
b) C, est muni de la topologie de la norme.

¢) C** est muni delatopologie faible* o(C3, C,) C’est-d-dire la topologie
vague.
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3) on supposera vérifiées les hypothéses H,, H,, H; :
H, : il existe un point x de Q tel que pour tout 7 de X, toutj de [1 ... p] on ait :
gx, <0

H, : Q est compact, f est continue sur Q et pour tout j de [1 ... p]g; est conti-
nue sur 0 X K.

H, : Q est convexe, f est convexe et pour tout j de [1 ... p] tout ¢ de K la fonc-
tion numérique x — g;(x, t) est convexe.

Si g, est I’application 4 valeurs dans R? définie sur K par :

gx(t) = [gl(xa t)» eeey gp(x’ t)]

et si ’hypothdse H, est réalisée, alors on peut définirsur C¥* x Q et sur CcE*
les fonctions numériques @ et 6 par :

(o, x) =f(x) + (0,8, >,  8(c) = min(P(s, %) | x € Q)
et les sous-ensembles de Q M, M par :
M,={x€Q:P0,x) =00c)}, M={xeD: f(x)=/r*}
D’autre part on notera :
g (x, 1) = max (g;(x, 9,0), g (x,#) = min (g(x, ), 0)
g7 [resp g7'] la fonction & valeurs de R? définie sur K par :
&M =1[gi(x 1, ... 85 (x, 1]
[respl g (1) = [g1 (%, 1), ... &5 (x, D).
On remarquera enfin que la topologie o(C}, C,) est métrisable pour C’;‘“
(cf. DIEUDONNE, Eléments d’analyse, tome 2, p. 107, exercice 4).
I. Théorémes généraux
Théoréme 1
L’application ¢ — M, est semi-continue supérieurement.
Démonstration :

Il suffit de montrer que si o, est une suite arbitraire qui tend vaguement
verscona :

limM, C M, LmM,+@.

Puisque Q est compact, si x, est un point arbitraire de M, , la suite { x, }
admet au moins une valeur d’adhérence. Soit X une valeur d’adhérence arbi-
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traire de cette suite. Il existe alors une sous-suite généralisée { x,, } qui converge
vers X. Soit { &,, } la suite généralisée associée, on a alors :

lim 6(a,,,) = f(%) + (o, 25> a.D

En effet puisque f est continue on a :
lim f(x,,) = f(%).
D’autre part : )
Oy Zrng > — 0,820 = { Oy xny — 85 ) + { Op — 0> 8 -
Comme o, tend vaguement vers ¢ on a :
lim {6, —o,g:>=0
@

et de plus le théoréme de Banach-Steinhauss, page 60 [7] permet d’affirmer que
la suite¥{}s, } est bornée en norme. On a alors :

< Gnos 8y — 82 V| < [[Onall 820y — 82)-
Lajcontinuité de I'application x — g, entraine alors que :

lim < Gnas 8xny — 8 > =0.

Comme d’autre part pour tout x de Q on a :
JGn) —f) + { Cngs 8riy — &= > < 0.
4 la limite on obtieni aiors :
f(X) +< 0,85 < f(x) + <0, 8

et par conséquent X appartient & M.
C.Q.F.D.

Considérons maintenant ’hypothése H,, vérifiée en particulier lorsque f est
strictement convexe :

H, : « Pour tout élément ¢ dans C;“ P’ensemble M, est réduit 2 un seul
point x(s) ».
Théoréme 2

La fonction numérique © définie sur C;f+ est concave, continue. Si ’hypo-
thése H, est vérifiée, elle admet en tout point o, pour toute direction

o+
=6;—0,6; €C}

une dérivée directionnelle Vy(c, h) définie par : Vy(o, h) = { h, gy >
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Démonstration :

a) La fonction 9 est concave comme minimum de formes continues affines.
b) Le théoréme 1 montre que 6 est continue.

¢) Supposons H, vérifiée. Soient alors 6,, o5 des éléments de C;‘,"*, € un
point de P'intervalle [0, 1} ; posons :

6, = 6; + &(03 — ay).
On a alors :

SIx(c )] + < 61, 8xony » = 0(01) < f[x(02)] + < 61, 8x(any V>

Sx(62)] + < 62, 8xogy ) = 8(52) < flx(a )] + < 02, &x(ony D+
Ces inégalités entrainent alors que :

{ 62— 61, 8x(ony » < U(62) — B(0y) < (67— 061, o) V-

Ce qui peut encore s’écrire :

€ { 03— 01, Extor+cos-on1 » < Olog + &(03 — 61)] —B(cy)

< e{ 03— 0y, 8x(o1) h3

La continuité de P'application s — x{c) (théoréme 1) et de ’application

x — g, entraine alors le théoréme :

Théoréme 3

Pour tout réel A Pensemble S, = {c€ C}" :6(c) > A} est un convexe

fortement borné, fermé pour la topologie o(C;, C,) donc compact pour cette
topologie.

Démonstration :

La continuité de I’application 0 entraine que S, est fermé. Montrons que
S est borné.

D’aprés I’hypothése 1 il existe X tel que :
—g(x,)>8>0 Vi=0..ptek
Par conséquent ¥ ¢ de C#* on a :
— <85> > 3.
Si S, n’était pas borné il existerait une suite { ¢, } dans S, telle que :

lim |e,] = + oo et I'on a alors :
n- o0

A < 8(o,) < S(R) + o8z > <) —8 o).
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En passant 3 la limite on obtient alors une contradiction. D’aprés le théo-
réme d’Alaglou S, est alors compact pour la topologie vague.

Définissons maintenant le probléme dual P, :
P, : « Trouver s’il existe un point & dans C:* tel que :
6 = 6(5) = max (8(c) | c € C*™).

Théoréme 4
a) Pour tout élément ¢ de C;‘*, tout x de D on a ’inégalité :
6(s) < f(x),
b) il existe un point 5 de C}* qui résoud le probléme P,,

¢) pour gu’un point ¢ soit solution du probléme P, il suffit qu’il existe
un point x de M tel que le couple (%, 5) vérifie les relations :

.%GD, <69ga':> =O’ (1'2)
et dans ce cas X est la solution optimale de P,.

d) si ¢ est solution optimale de P, et si f est strictement convexe alors
Punique point x de A/ est solution optimale de P,.
Démonstration :
a) Pour tout point ¢ de C;“*, tout point y de M, on a :
0c) =) + (0,8 > <f¥) +<0g> VxeQ
En particulier pour tout point x dans D on a I'implication :
(0,8, > < 0= 6(c) < flx).
b) Soient > la relation d’ordre dans C, induite par le cone C; , O, Porigine
de C et Nle csous—ensemble de R x C, défini par :
N={(@p,w)eRx C,:3x€Q:y >f(x),u%gx}.
D’aprés I’hypothése H; N est un ensemble convexe. De plus intérieur

de C:,' étant non vide et composé de fonctions continues & composantes stricte-

ment positives ’intérieur N de Nest non vide et il est formé des couples (v, )
pour lesquels il existe un point x de Q tel que :

y>fx) u > &
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L’ensemble Q étant compact il existe au moins un point X qui résoud le
probléme P,. Le point (f(x), O.) appartient 3 N puisque :
gz < Oc.

D’autre part le point (f(%), O,) n’appartient pas a N sinon il existerait un
point x dans Q tel que :

) <@,  8< O

ce qui est en contradiction avec le fait que X est solution optimale de P,.

D’aprés le théoréme 2.15, page 27 [19] qui est un corollaire du théoréme de
Hahn-Banach il passe alors par le point {f(¥), O.) un hyperplan fermé de sup-
port & N, c’est-d-dire il existe une fonctionnelle linéaire continue (r, 5) de
R x Cj telle que :

rey+<{ouy=xr-f(xy V(@ ueN. 6))
L’implication :

x€Q=>(f(x),8)€EN
entraine alors :

rfx)+<sgr>>r-fx) VxegQ. @
De méme puisque le point (f(X), O,) appartient 3 N on a les implications :
uz 0, (f(x),u) €N,
y2fx)=> (,0)€N.
En posant dans I’inégalité (1)

y=fx),u 2 O [respy > fix), u= Ocl, [resp y = (%), u = ga

on obtient alors la relation :
seCrt,
[respjr = O.
{resp] (5,82 > = 0. 3
7 ne peut étre nul car dans ce cas :
6,8:>20=> (35,8 >=0 VxeD

ce qui est en contradiction avec I’hypothése H,. Ains ¥ est strictement positif
et les relations 2 et 3 permettent d’affirmer que le point 5’ de C;,*+ défini par :
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vérifie la relation :
fx)+<d 802 ) +<d. 8> VxeQ
Par conséquent X appartient & M5, et de plus :
0(s") = f(%).
D’aprés la propriété a) du théoréme on a alors :
B(c) < 6(c") YoeCi*

¢) Soient G un point de C**, % un point de M5 tel que le couple (G, X}
vérifie la relation (1.2); alors pour tout point o de C}* on a la relation :

0(0) = /(%) 2 f(X) + { 0,85 > > (o).

d) Soit B(5, ||5])) la boule de centre 5 et de rayon ||| et :
apnc

S est vaguement compact. De plus quel que soit ¢ dans C;‘J‘ I’application
numérique x — @(o, x) est convexe et continue sur Q et quel que soit x dans @
Papplication ¢ — ®(s, x) est concave et vaguement continue dans C;"*. Par
conséquent le théoréme du minimax nous assure que :

min [(max ®(c, x) | o € S] | x € @) = max (6(c) | c € S)
par conséquent pour le point x de M on a :

S+ <0850 <)+ (0,80 <fX)+<68) VxeQ €S

(o,85)<<0,8:> Voes.

Soit alors Ac une mesure positive non nulle arbitraire; alors si ¢ est défini
par :

=0+ |Ac” “ “
c est un élément de Set'on a :
(Ao, g5> <0

et par conséquent x est un point D. D’autre part comme la mesure nulle est un
point de Son a :

J@) <)+ (5,8 ><flx) VxeD
et le point x est solution optimale de P,. Enfin :
< (0, 8&>=><08>=0.
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II. Méthodes duales

Nous proposons maintenant d’aborder la résolution numérique du pro-
bléme P, et par 12 méme, en vertu du théoréme 4 la résolution numérique du

probléme P,. On définit d’abord le sous-ensemble C** de C*™* :

&?:{aﬁC{,“*:vECJ,(c,v)=0=> v=0}

On se fixera dans ce paragraphe, une mesure p.de C** une fois pour toutes.
Ainsi si XK est un intervalle compact de 1a droite numérique on choisira le
plus souvent pour mesure . la mesure de Lebesgue qui appartient 3 C¥*,

On définit alors la transformation linéaire J, de C, dans C} qui 2 toute
fonction » de C, fait correspondre la mesure v = Jop par :

(Joﬂ,h)=<v,h>=fh-5dp. YheC, Q.1
K
On remarque que J,C, C C}*.

1) Méthode 1 : une méthode de déplacement admissible

On suppose d’abord, pour définir cette méthode que :
a) hypothése H, est vérifiée;

b) pour tout & de C, il existe un algorithme 4 qui permette de calculer le
point x,, olt ¢ = Jy4.

Soit alors « un scalaire de P’intervalle ouvert |0, % - La méthode 1 consiste

alors & construire 4 partir d*une fonction &, dans C, une suite { 5, } dans C;}

une suite { x, }, une suite { ¢, } dans C, et une suite { p, } d’6léments de I’in-
tervalle [0, 1] de la fagon suivante :

1) On obtient x, a partir de g, de la fagon suivante :
x, = x(c,) .2)
2) On obtient ¢, A partir de g, x, de la fagon suivante :
G = g2k + (8- 61 i=1..p
avec : (8149 = max (g(x, 1),0), [ ):() = min [0, g(x, H] }  (2.3)
IeR*, 1> (sup ||z ] | x€ Q).
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Soient alors e, = Jye,, ¢, = { e,, &, > ; §i ¢, = 0 alors x, est solution opti-
male du probléme P, sinon posons :
Aoy,
A(oy,, ) = O(s, + pe,) — 0(oy), b(oy, p) = ‘Eﬂ‘p_)

X4
et : o Cn

3) On obtient g, a partir de g, et ¢, de la fagon suivante :
sib(c,, 1) > «alors g, = 1 sinon p, appartient a I'intervalle ]0, 1]
et vérifie : 2.9
o < bloy, o) € 1—0
4) On obtient o, , a partir de o,, &, et p, par la relation :

c’;rH»I = gn + Pngn (2'5)
Théoréme 5
1 Tl existe une suite {x,, ¢, p,0,} dans O X C, X [0,1] X C, véri-

fiant les relations (2.2), (2.3), (2.4), (2.5).

2) Seit { x,, €,, pu» G, ; une telle suite. La suite { 0(c,) } est croissante et la
suite { ¢, } est maximisante pour le probléme P,. De plus il existe une sous-
suite { x,, } qui converge vers la solution optimale de P,.

Démonstration :
On peut sans restreindre la généralité de la démonstration supposer que
r=1:
a) 11 existe une suite { x,, &, p,, 0, } Vérifiant les relations (2.2), (2.3),
(2.4), (2.5).
En effet :
®) e, et G, appartiennent & C;. D’autre part si I’on suppose que g, appar-
tient & C; alors 5, appartient & C{ puisqu’aux points ¢ ol &, est non posi-
tif on a :
8n+ l(t) = En(t) + (X,,(t) * 5n(t) b) I“n(t)[ < 1
#) Supposons ¢, 7~ 0 ; alors d’aprés la formule de Lagrange :
06+nen'——66n €ny &x - o
b(G,,, Pn) — ( [ pp. c) ( )= 1 + < n & (c,.+62en) gx( ,.)>
n n n

(Y

expression dans laquelle 0, appartient 4 P’intervalle [0, p,}.

Puisque la fonction numérique p — b(c,, ) est continue sur I’intervalle [0, 1]
et puisque b(s,, 0) = 1 alors si b(s,, 1) € o < 1/2 il existe au moins un point p,
de Pintervalle 10, 1] tel que :

a < blo,, 0,) < 1-—a.
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v) Si ¢, =0 alors :

fK[g* 5 OF 40+ [ 3,00+ l6™Gx O 00 = 0

et par suite :
glx, )< 0 Ytiek, {6y 8> =0.

D’aprés le théoréme 4 x, est alors solution optimale du probléme P,.

b) Puisque, pour tout n, p, et ¢, sont strictement positifs et puisque :
A(Gm Pn) =PntCs b(O',,, Pn) Z PprCpr
la suite { 0(s,) } est croissante et la suite { 6, } appartient & ’ensemble S ).
€) Montrons que le lim ¢, = 0; s’il n’en était pas ainsi il existerait alors
un entier 7, et ¢; > 0 tel que :
nZ Ry C, 2 gy
et par suite :
e(6‘n+ 1) - 6(6") = Pn * %€y,

Comme la suite { 6(c,) } est bornée par §, ceci entraine la convergence de fa

série Z 0. D’autre part puisque Sy, st un ensemble fortement borné, que
n=0

la suite { o, } appartient & Sy, , et que la suite { g,,, } est uniformément bornée

il existe alors une constante K > 0 telle que :

led <k Vn

Si 0, est le scalaire de Vintervalle [0, p,] défini dans la relation (1) ceci
entraine alors que la suite { o, } définie par :

o, = o, si n="2r 6, = o, + O.e, si n=2r+1
@

est pour la topologie forte une suite de Cauchy appartenant a I’ensemble Sy, ;.
Comme, d’aprés le théoréme 3, ce dernier est fortement complet cette suite
converge fortement vers un point 5. La forte continuité de ’application ¢ — x
(théoréme 1) la continuité de ’application x — g, entrainent alors :

0= lim ] < €5 8xtont+04en) " &xn > I

n—+oe

D’autre part :

em x{on+0uen) —  Oxn
(=) > blo ) > 1 + SEmEetonrtien " 8n.)

Puisque :
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Quel que soit € > 0 il existe alors nj(c) tel que :
nznye)=>1—az blo,p,)=1—e

En choisissant ¢ < « on obtient une contradiction.
d) Soit alors { g, } une sous-suite de { o, } telle que :

0 = lim ¢, = lim [g (a0 DI du(t) = lim [g (onir DI, (1) dpn(0).

i= i- 0 i—» o

La suite { 6, } appartient au compact Sg(,,). Il existe donc une sous-suite
{ o4, } qui converge vaguement vers un point 6 de Sp4;. D’aprés le théoréme 1
la suite correspondante { x,, } converge vers x(a) et par conséquent la suite

{ g,,”i} converge Vers g, ).
Ceci entraine que la suite {g;’"!}[resp {g;"i }] converge simplement

dans K vers gy slresp g5} Or d’aprés le théoréme de Lebesgue :
L[g+(x(5), DF du(r) = lim [g Gy O da(9)
jow

et par conséquent x(c) appartient 3 D. Ceci entraine alors la convergence en
norme de la suite { g~ , } vers g, et par conséquent la convergence en norme

de la suite {[g;”,]z } vers [gr).
Comme :
< a, [g::(a)]2 > = < 6 — Opjs [gx—(g)]2 > . i
+ < Gpys [8;(3)]‘ - [g;'f]‘ > + < Cpjs [gx;,]Z >

la convergence vague de { o,, } vers G, la convergence de { (g;"’)2 } vers [g;(;)]z,
la convergence de { ¢,, } vers O entrainent que :

<&, [gx@l > =0.

< &, g;c_(;) > =0.

D’aprés le théoréme 4 o est solution optimale du probléme P, et x(s) solu-
tion optimale du probléme P, la suite { 6, } est donc maximisante pour le pro-
bléme P, et il existe au moins une sous-suite { x,, } convergeant vers x(c)
(théoréme 1).

et par conséquent :

2) Méthode 2 : Extension de ’algorithme de Cheney Goldstein [6]

Cet algorithme consiste alors A construire de fagon récurrente a partir de
I’ensemble Q; = Q une suite { x, } de O, une suite {j, } d’indices de [1 ... p],
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une suite {7, } de K, une suite { @, } de compacts de X de la fagon suivante :
1) On obtient x, & partir de @, de la fagon suivante :

fx) =min(f(x) | x€Q,), x,€0,
2) On obtient j,, #, & partir de x, de la fagon suivante :
g%y 1) = max (g(x,, 0) | t€K, j=1... p).

3) On obtient Q,,, a partir de j,, #,, O, de la fagon suivante :
Qn+1 == Qn n {x :gj,.(x, tn) < 0}‘

Soit J; = {i€[l,2...n):j; =j}. Si §estlamesure de Dirac concentrée au
point £, si &} i == 1, ... n—1 sont des scalaires positifs et si o, est la mesure
de C;* dont les composantes (s,); sont définies par :

@y=0 si J'=@ @)= X &% s J<£@

i€ry -
(2.6)
alors on peut énoncer le théoréme :

Théoréme 6

Soit { x, } une suite d’éléments de Q obtenue par I’algorithme 2. Pour tout
entier n > 1 il existe des constantes o}, i = 1...n— 1 positives telles que
si ¢, est 1a mesure de C;* définie par 1a relation (2.6) alors :

x, €M,

D’autre part la suite { 6(c,) } est crojssante et il existe une valeur d’adhé-
rence de la suite { ¢, }. Toute valeur d’adhérence de cette suite est alors solu-
tion optimale de P, et toute valenr d’adhérence de la suite { x, } est solution
optimale du probl¢me P;.

Démonstration :

a) Puisque x, réalise le minimum de f'sur Q,, pour n > 1, d’aprés les théo-
rémes de dualité de [1], il existe des constantes non négatives o} i = 1,2 ...n—1
telles que x, réalise le minimum de F sur Q, F étant la fonction numérique
définie sur @ par :

Fo)=f0)+ 2, 2 g 1)

=1 el
et telles que : »
z Z a’i'g](xm ti) == 0-
j=1 e

On voit alors que :
X,.GMG“, <Gn’an>=0
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b) Puisque { 5,,g,, > =0o0na:
9(6") zf(xn -

La suite { 6(s,) } est donc croissante; la suite { o, } appartient donc & Sy,
qui est compact (théoréme 3). Par conséquent elle admet au moins une valeur
d’adhérence c. Soit alors ¢ une valeur d’adhérence arbitraire de la suite { 6, }.
Il existe une sous-suite { ,, } qui converge vers o.

Soit alors x une valeur d’adhérence quelconque de la suite { x,,_} associée.

On a alors :

xeM,.

Comme I’application x — g, est continue, g; est alors une valeur d’adhé-
rence de la suite { g, }. Il existe donc une sous-suite {n; } de {n, } telle que

{ gxnl} converge vers g, et un indice j* tel que j* = Jng

Soient #,, n; des indices de cette sous-suite avec n, > #;; on peut alors
écrire pour tout ¢ de X :

6)) g%, 1) = g,(%, 1) — gi(%,,, 1) + g%, 7)

@ &(%n, ) < g, 1)

3 85o(Xns 1) == &KX 1) — (s> 1) + Epal(Xs n,)
C)) gi+(Xnys 1) < 0.

Les relations (3) et (4) entrainent alors :
lim g;u(x,,,, 2,,) < O.
D’autre part les relations 1 et 2 entrainent que :
gi(x, 1) < ILIB lgj(}—co’ ) — g%, t)l + El_l_lgj* (s Twp)
et par suite :
x€D.
Enfin le théoréme de Banach Steinhauss entraine que :

o,z >=1lim (o,,g,>=0

-+

Les théorémes 1 et 4 permettent alors de conclure.

3) Méthode 3 : Extension de Ia méthode des pénalités

On généralise maintenant la méthode des pénalités couramment utilisée
lorsque X est un ensemble constitué¢ d’un nombre fini d’éléments {3}, [4], [9],
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[10], [15], [16], [18]. Dans ce cas les arguments utilisés étaient de type primal.
Cette méthode a été étendue dans [12] a des problémes de contrdle dans lesquels
K =0, T}, u est la mesure de Lebesgue mais aucun théoréme de convergence
n’y est donné. Dans [2 bis] cette méthode a été appliquée 4 des problémes de
contrdle et on a donné des théorémes de convergence par des raisonnements

uniquement de type primal. Ici nous I’étendons de fagon systématique en
montrant son caractére dual.

Soit donc { K, } une suite de nombres telle que :

K, >0, lim K, = - o0.

n— o

La méthode des pénalités consistera alors & construire une suite { x,, } dans @
vérifiant la relation :

f(xn) + ; Kn L[g;—(xm t)]z d“(t) =

min (f ) + ; K, L[gf(x, NP du(n) | x € Q) 2.7
Posons

Ly={(x,2):z=y—x,x€Q,y€Q }. On a alors le théoréme :

Théoréme 7

Soient {x,} une suite dans O vérifiant la relation (2.7), { o, } la suite
associée a { x, } par la relation :

On = Joam 8'" = 2Kng:n' (28)

Si Pon suppose que pour tout ¢ dans K, tout j de [1, 2 ... p] la fonction
numérique x — g;(x, ) admet en tout point x de Q et pour toute direction
y — x, y appartenant 2 Q une dérivée directionnelle D(x,y — x, t) et que
pour tout j la fonction numérigque [(x, y — x), 1] — D,(x, y — x, t) est conti-
nue sur L, X K alors :

x, €M

On*
Démonstration :

On ne restreindra pas la généralité de la démonstration en posant p = 1.

Puisque f est convexe et puisque pour tout ¢ de K I’application x — g(;é, 5
est convexe, si y est un élément fixé de Q on a quel que soit ¢ dans K, 0 dans [0, 1],
z=x,+ 9(}’ - n) :

g0, 1) > glx,, ) + 67 (gz, ) —glx,, DL () > flx,) + 67 [f()— f(xI-
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Par conséquent :

FO)— f() > 07/ — F(x)] > 07K, fxw(x,., O — gz OF du(t)

et par suite

fO)—flx) > K671 [ L[g(xm 1) — 8 Og* @ O + g* (%, )] du-(t)] + 1)
M

expression dans laquelle :

l(e) = Kn J.Kll(t’ 6) d(.L(t), ll(t, 6) — [g~(Z, t) — g—(xm t)B:l[g+(z: t) + g+(xm t)].

II est alors immédiat de vérifier que pour tout t de Kon a :
0 = lim /,(z, 9).

6-0

D’autre part les hypothéses du théoréme assurent que pour tout ¢ de X, la
fonction numérique x — g~ (x, £) admet en tout point x de Q et pour toute
direction y — x, y dans Q une dérivée directionnelle D~(x, y — x, ) et que
I’application numérique [(x, y —x, 1), t]— D~ (x, y — x, t) est uniformément
bornée sur L, X K. Par conséquent il existe une constante M telle que :

@8] <M  Voe[0o,1], tek
D’aprés le théoréme de Lebesgue on a alors ¢

= lim /(6).

6-+0

D’autre part, d’aprés la relation (1) on a :
f0)—fx) > K, L [8(xm ) — 20, D1lg* (2, ) + & (%, D} dpa() + U(O).
Et par conséquent en passant a Ia limite on obtient :

F0)— ) > 2K, fK (g 1) — 80, Ol5* (5 ) dut)

d’ou le théoréme.

Théoréme 8

Sous les hypothéses du théoréme précédent la sumite {5, } admet aun
moins une valeur d’adhérence . Toute valeur d’adhérence o de la suite { , }
est solution optimale de P, et de plus toute valeur d’adhérence de la suite
{ x, } est solution de P,.
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Démonstration :
On supposera sans restreindre la généralité que p = 1.
D’aprés le théoréme 8 :

o) =) + 2K, | 15 (i OF 000
D’autre part on a les relations :

Vn: 0(c)<9®  limK,=+oco.
Par conséquent : "

lim L[g*(x,,, O du(r) = 0.

D’autre part puisque f est bornée infériecurement sur Q et puisque :
Vn o 6 = flx),

il existe alors A réel tel que la suite { o, } appartienne a ’ensemble S,. D’aprés
le théoréme 3 la suite { ¢, } admet au moins une valeur d’adhérence. Soit & une
valeur d’adhérence arbitraire de la suite { o, }. Il existe alors une sous-suite
{6, } qui converge vers 6. Soit X une valeur d’adhérence arbitraire de la
suite { x,, } associée. On a alors :
X €Ms.

De plus 'application x — g, étant continue il existe alors une sous-
suite { n; } de {n, } telle que la suite { 8., } converge vers g.

On a alors :

[ 1 0 du = 1 | tg* o 0 0 = 0
K 1w JK

et par conséquent :

xe€D.
D’autre part ;
8(c) = f(x)> <{3,8:> =0,
le théoréme 4 permet alors de conclure.
C.Q.F.D.

Nous proposons maintenant une inégalité importante pour le choix de K,
dans la méthode des pénalités :

Soient I = inf (f(x) | x € @), X un point de D tel que :
fx) >1

et ~
SO

n
n



26 A. AUSLENDER

Proposition 1 :
Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a pour tout entier n positif
Pinégalité suivante :

fK[gf(xm OFdu® <€ j=1..p 29

Lorsque K est réduit 2 un point 7, si u = 97 cette inégalité devient :

gxpmt)<e, j=1l..p (2.10)

Démonstration :

Soit X un point de Don a :

S+ 3 K, 87 e 0F ) < 19

et par conséquent :

n

[t e 0 ui <RI ¢ 2
K Kn
I'inégalité (2.10) est une conséquence immédiate de (2.9) et de la structure de K.

4) Méthode 4 : Méthode de discrétisation

Supposons qu’il existe une famille dénombrable {7, } dense dans K. Soit
alors la famille d’ensembles D, définie par :

D,={xeQ:g{x,1)<0 j=1..p, i=l.n}

Les méthodes de discrétisation consistent alors & construire une suite { x, }
dans @, n = 1, 2 ... définies par :

f(x,,) = min (f(X) l X € Dn) s x, €D, (2'11)
Soient o;i=1,2...n,j=1...p des scalaires positifs et o, la mesure
de C;ﬁ* dont les composantes (c,); sont définies par :
(6.); = Zl o8, Jj=1..p 2.12)
i=
Théoréme 9

Soit {x,} une suite d’éléments de Q vérifiant Ia relation (2.11). Pour
tout entier » il existe des scalaires «}; i =1,2...n,j=1,2... p positifs telles
que si 6, est la mesure de C** définie par la relation (2.12) alors :

x, €EM,,.
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D’autre part la suite { 6(c,) } est croissante et il existe au moins une valeur
d’adhérence de la suite { 5, }. Toute valeur d’adhérence de cette suite est
alors solution optimale du probléme P,, et toute valeur d’adhérence de la
suite { x, } est solution optimale du probléme P,.

Démonstration :

Le principe est exactement le méme que pour la démonstration du théo-
réme 6.

a) Puisque x, réalise le minimum de f sur D, il existe alors d’aprés les
théorémes de dualité [1] des constantes positives «j; i = 1...n,j = 1 ... p telles
que x, réalise le minimum de F sur Q, F étant la fonction numérique définie
sur Q par :

p n
Flx) = fix) + Z 2. g, 1)
g W
et telles que :

P n
Z Z a;8i(%ns ;) = 0.
j=1i=1
Ce qui entraine :
xh e MOn’ < Gn’ an > = 0'
b) Pégalité :
{On 8xp > =0

0(cn) = f(x.).

11 est alors aisé de démontrer, comme dans la démonstration du théoréme 6
qu’il existe au moins une valeur d’adhérence o de la suite { 6, } et une sous-
suite { n; } telle que :

entraine alors que :

o = lim o, ¢ = lim g, xXeEM,.

I— o 1=

Soit alors ¢ un point arbitraire de K et { ¢;, } une sous-suite de {¢; } qui
converge vers Z. On a alors les relations :

gj(;c’ t) = (gj(;" t) _gj(xnv t)) + gj(xnl’ t) Vi €K, i=L2..p
gj(xnv t) = (gj(xma t) _gj(xnp tN;)) + gj(xn H tN;) V t € K’ .] = 1 '".p

relations dans lesquelles N, est le plus grand entier de la suite { i, } inférieur
a n;.

En faisant tendre / vers ’infini il est alors immédiat de vérifier que :
gi(x,)<0 VieK j=1l..p

et par conséquent : -
P q x €D.
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Enfin le théoréme de Banach-Steinhauss entraine que :
< 0, 8z > = lhm <an7gx,.‘> =0.

Les théorémes 1 et 4 permettent alors de conclure.

5) Cas particulier ou X est réduit 4 un seul élément

Dans ce cas on peut supposer que les fonctions g; sont des fonctions
uniquement de la variable x. La théorie précédente alors se simplifie C; devient
R?, C3*R% ; o est donc un vecteur de R? de composantes (o4, 63, ..., p)
etlona:

(e, x) = 1) = 2, &° 8-

Les théorémes généraux et les méthodes 1 et 3 dans lesquelles on pose . = 1
se simplifient. Ces méthodes permettent alors en particulier de résoudre des
problémes de contrdle avec contraintes en nombre fini sur 1’état final. Dans ce
cas il existe d’antres méthodes [17] mais nous n’avons pu les étendre au cas
général,

1. Intégration du probléme P, dans un formalisme plus général

Les hypothéses de continuité des applications f et g;,, de compacité de
I’ensemble Q et I’hypothése d’unicité H, sont trop fortes parfois pour &tre
c_:g_mpatibles entre elles. On peut amoindrir ces hypothéses en considérant le
probléme Pj. Soit A/ un coscmble de R X C, - 2] s’énonce :

« Trouver, §’il existe, un point z* = (r*, w*) de # N (R x C;) tel que :
rF=min(r:z=0weEMNR X C;).»

Soit alors les hypothéses Hy, H;, H3, H; :
H : 1l existe un point 7 de # tel que & € E‘; (intérieur de C;).
H}, : M est compact.
H%: L'ensemble 4 = {z:3z, € M:r > ro,w > wy } est convexe.
H, : Pour tout ¢ de C%™ il existe un et un seul point z(c) dans M tel que
si®(o,2) =r 4 {6,w)alors :
8'(6) = @'(s, 2(c)) = min (®’(s, z) | z € M).
On supposera désormais vérifiées les hypothéses H{, H;, Hj. Soit alors le
probléme Pj :
Pj : « Trouver un point 5 de C** tel que 6'(5) = max (6'(c) | o,€ C¥*). »
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On constate alors dans les démonstrations des théorémes 1, 2, 3, 4, 5 et pour
la construction de I’algorithme 1 qu’il n’est pas nécessaire de connaitre la struc-
ture de X. Ainsi peut-on démontrer en suivant le méme principe des théorémes
1°,27,37, 4, 5" et un algorithme 1" dans lesquels on remplace respectivement
Q par M, x par z, g, par w, 0 par 0', H, par H/, P, par P}, P, par P}.

REMARQUE. — @) Le probléme P, s’intégre i la classe de problémes P si
I’on pose :

M={z:3xeQavecr=f(x),w=g, }

b) Si les hypothéses nécessaires i la théorie du probléme P, sont vérifiées
alors les hypothéses nécessaires pour le probléme P} le sont mais la réciproque
n’est pas vraie.

Ainsi dans les problémes de contrdle, avec contraintes sur 1’état et le con-
trdle, Q représente les contraintes sur le contrdle, D les contraintes sur ’état,
L’hypothése d’unicité H, est une hypothése sur I’unicité d’un contrdle optimal,
I’hypothése d’unicité H est une hypothése d’unicité de la trajectoire optimale.

On voit que cette hypothése est bien moins restrictive car il peut y avoir une

trajectoire optimale unique mais de multiples contrbles donnant une telle
trajectoire.

IV. Application a la théorie du contrdle

Soient T, I des réels > 0, C,[O, T']’espace vectoriel des fonctions continues
a valeurs dans R* définies et continues sur [0, T, L7[0, T}1’espace de Hilbert
des classes d’équivalence des fonctions a valeurs dans R™, définies sur [0, T7,
dont les composantes sont de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue; si

s ={(f1 e fu): & = (g1, -.. &m) sont des éléments de L7[0, T7] alors le produit
fealaire (f | g) est défini par :

Tm
flg)= fo ;fi(t)-gi(t) de.

Soient @, F, g; i = 1... p des fonctions numériques définies et continues
sur R”, R* x R* x R™, R* x R*, 4, B, h des applications 2 valeurs dans I’en-
semble des matrices (n, ), (n, r), (n, 1) définies et continues sur [0, T], x, un
vecteur de R A tout élément 4 de L3[0, T] on fait correspondre un et un seul
élément x, solution unique sur [0, 7] du systéme différentiel :

i) = A@Ox(t) + BOu(® + k()  p-pt€[0, T}
x(0) = x,.
Soient Q} le sous-ensemble de L3[0, 77 défini par :
0y ={uelLj0,T1]: lu@®| <1, peptel0,T}i=1..m}
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D le sous-ensemble de Q défini par :
D={u€Qp:gx(),1)<0, t€[0,T],i=1..p}

fla fonction numérique définie sur Qf par :
T
f) = @D + [ F 5,0, w1
V)

On se propose alors de résoudre le probléme de contrdle avec contraintes
sur [’état et le contrdle que nous noterons P, et qui consiste & trouver un
point »* dans D tel que :

S@W*) =min (f(@) | u € D) = f*.

Le probléme P;, et bien évidemment un probléme P, particulier. On définit
alors les hypothéses 4 et B :

Hypothése A :

a) F(t, x,u) = F,(¢, x) + F,(t, u).

b) © est convexe et quel que soit ¢ appartenant & Dintervalle [0, T],
J=1,2..p les fonctions numériques x — g(x, 1), x — Fy(t, x), u— F,(t, u)
sont convexes.

¢) Tl existe un point # de Q}, tel que quel que soit # appartenant  ’intervalle
[0, T],j=1,2,...pona:

gi{(x3 (1), < 0.

Hypothése B :

FRRS . P PP Y A o SR - . o
L’hypothése A est vérifie et pour tout ¢ de Piuiervalle {0,

numérique x — F;(¢, x) est strictement convexe.

ia fonctiont

"l'V‘l‘
L]

On applique maintenant la méthode 1 et la méthode 3 pour résoudre le
probléme Ps..

a) La méthode 1 appliquée au probléme P;,

Faisons correspondre d’abord A tout point 5 de C, le probléme P,3 qui
consiste a trouver un point #, de Q tel que :

81(6) = @4(5, uz) = min (P(3, ) [ u € Q7) 4.0

expression dans laquelle @, est la fonction numérique définie sur C,” x Qg par :
T r
D,(5, u) = P[x,(T)] + f Flt, (0, u®] + 2, 5,00, 9 dt.
0 j=1

Le probléme P,y est un probléme de contrdle qui reléve de la classe des
problémes P,. [2 bis] pour tout o de C; 1’algorithme proposé dans [2 bis]
permet de calculer un point »y de Qf vérifiant la relation (4.0).
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La méthode 1 appliquée au probléme P, conduit & construire alors & partir
d’une fonction &, de C, (5, = 0 en général) et d’un nombre « de 10, 1/2[ une
suite { &, } de C, une suite {u, } dans Qp, unesuite { ¢, } dans C,, une suite
{ o, } dans [0, 1] de 1a fagon suivante :

1) On obtient u, & partir de g, de la fagon suivante :
U, = ug, “4.1)
ay, est caleulé par lalgorithme proposé dans [2 bis].
2) On obtient e, a partir de 5, et u, de la fagon suivante :
& a0, ) X [o)(8)
] J
. > min (||g..|| | # € Q)
$0it ¢, = f Z [0 - gi(x,.(0), ) dr ;si ¢, = O1’algorithme s’arréte et lorsque
l’hypothés; gést vérifiée u, est solution optimale du probléme P, sinon si

b(a‘_m P) — 91(6" + :e:nz _ 61(0‘,,)

En]j(t) = g;'(x,,”(t), t) +

=1..p,t€l0, T] 4.2

alors :

on obtient e, & partir de 5, et &, de la fagon suivante :

3) Sib(s,, 1) > « alors p, = 1 sinon g, vérifie :
b €001, < Bopp) < 1—a. } “3)
4) On obtient o,,, 4 partir de &,, ¢,, p, de la fagon suivante :
Gpt1 = Gp 1 Pubn “4.4)

Théoréme 10

Si I’hypothése B est vérifiée, il existe une suite { 5,, u,, ¢,, ¢, } dans
C x @4 X [0,1] X C,

vérifiant les relations (4.1), (4.2), (4.3), (4.4). Soit {c,, u,, o, €, } une telle
suite. Il existe alors une sous-suite { u, } de la suite { u, } telle que toute valeur
d’adhérence de cette sous-suite pour la topologie faible (et il en existe au
moins une), soit solution optimale du probléme P, .

Démonstration :

On reprend ici le formalisngz__ de [2], qui est le formalisme introduit par
Ghouila-Houri [8]. Soit alors P,, le probidme de contrdle associé au pro-
bléme P,, dans ce formalisme; dans ce cas les variables sont des commandes
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limites. Intégrons alors le probléme 7’_3: dans la classe des problémes P;. On
constate alors que la méthode décrite ci-dessus coincide avec la méthode la
décrite au paragraphe 3 et que les hypothéses H{, H;, Hj, H] nécessaires a la
convergence de cet algorithme sont vérifiées. Par conséquent, le théoréme 5'
est applicable et il existe une suite de commandes limites { Hun, } de Q, telle
que la suite { u,, } vérifie la relation (4.1) et telle que :
0=1lmg,,, f*=Ilim /()

It est alors immédiat de vérifier que toute valeur d’adhérence pour la topo-

logie faible (et il existe au moins une) est solution optimale du probléme P;..

b) La méthode des pénalités appliquée au probiéme P,

La méthode des pénalités appliquée au probléme P, consiste alors & cons-
truire une suite { u, } dans 0y telle que :

T p
S+ K, J 3 1 G0, 0F at
T »
= min (f(u) + K,.L ; (g Ge(0), P dt) |ue Qé) - (43

Pour tout n fixé, u, est calculé par la méthode exposée dans [2]. En reprenant
le méme raisonnement que dans la démonstration du théoréme précédent, on
obtient alors le théoréme :

Théoréme 11

Si Phypothése A est vérifide ot si {i, } est unc suite dans §f vérifiant la
relation (4.5) alors toute valeur d’adhérence pour Ia topologie faible de cette

suite (et il en existe an moins une) est solution optimale du probléme P,

V. Expériences numériques relatives au probléme P, et aux méthodes 1
et 3 [11]

Nous donnons dans ce paragraphe les résultats d’expériences numériques
relatives au probléme P;. auquel on a appliqué la méthode 1, méthode de
déplacements admissibles dans un espace de mesures, et la méthode 3 qui est
I’extension de la méthode des pénalités. Ces méthodes sont explicitées aun
paragraphe IV et nous reprenons ici le formalisme de ce paragraphe.

On explicite d’abord les exemples traités; en particulier on donne I’ex-
pression analytique théorique de Ia trajectoire optimale et du contrdle optimal.
Enfin on dessine les courbes représentant la trajectoire, le contrble obtenu 3 la
derniére itération et les courbes représentant pour la méthode 1 la valeur 6,(s,)

Tep
a I'itération » la valeur f(u,) + K, f > [gF (.0, ) dt pour la méthode 3.
0 j=1
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Pour la méthode des pénalités on a donné les courbes les plus représentatives,
¢’est-a-dire celles qui correspondent au poids X, = 100.

On constate au vu de ces expériences numérigues :

1) la méthode 1 donne de meilleurs résultats en général en ce qui concerne
1a précision que la méthode 3;
2) lorsque les résultats de ces deux méthodes sont identiques en précision,
la méthode 1 est nettement plus rapide.
1) ExempLE 1 (fig. 1,1%).
Soit le systéme :
)y =u®) , x0)=2

On veut minimiser :

1 2
s =370 + [P0

sous les contraintes :

a) FOER! 0<r<2

/AN

b) ] <1 p-pO<t< L

La solution théorique est alors :
wi(it)y =—1 si 01l , uw¥()=0 si l1<iz<g2
x*t)=2—1t si O0<grg1 y XY =1 si l<zr<2
2) ExemrrE 2 (fig. 2, 27).

Soit le systéme :
2O=u() ., x0)=2

L) =u0 ., x0)=2
On veut minimiser :
Sy =1 [x%(z) + 53(2) + 20(2) - 1) + f 30 -+ 50 + 20,00 dz]
sous les contraintes :
a) (O +x0)>22 0<1r<2
b) @ < 1L, Ju()] <1 p-ptel0,2]

La solution théorique est alors :
i) =uwi(t)=—1 si 0<t<1l, i@ =uf(®H=0 si 1<t

N

2
1 =x3)=2—1t si 0<t<1, xEO=x3)=1 si 11?2

3
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3) ExempLE 3 (fig. 3, 3').

Soit le systéme :
X =ut) , x0)=2.

On veut minimiser :

1 2 x(t)
Sfw) = T(SJ; ™" dt

sous les contraintes :

a) x®) =1 0l
b) u@)] <1 p-p0<t<1.
La solution théorique est alors :

u*(t) = —1 si 0, u*(t) =0
x*(t) =2—1¢ si 0t ], x*() =1

4) ExempLE 4 (fig. 4, 4").
Soit le systéme :
) = % w(f) ,  x(0)=0.
On veut minimiser : .
Sfw) = % fo [2 — sin 2x{¢)] dt

sous les contraintes :

a) X < = 0<t<2
[+

b) [u) <1  p-p0< <2
La solution théorique est alors :

wt(@) =1 si 0<g1t< %, () =

x*(t)=§t si 0<t<%, x*(1) = =
5) ExeMeLE 5 (fig. 5, 5%).
Soit le systéme :

() = uy(8) + uy(2) s x1(0) =2

si
si

[

D= NI =
N
.y

N IN
A -~
NN

50 = Tu () + w0l ., x%,0) =2Ve—1]

On veut minimiser :

1 1
flu) = 3 fo X3 4 x3(e) de

/\

YA\

SIS
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sous les contraintes :

a) x@®=>1 0<gr<1
b) @) <1,  |u® <1 pp0<t<L
La solution théorique est alors :
. 1
W@ =ui(t)=—1 si0<1t< 3 s ui(@) =ul(®) =0 si%
% 1 & 1
X)) =2—2 510<t<§ ) xi) =1 st 5
x5() = —2("—1Ve)s10 € t<% » x¥(®) =0 si%
24 X9 figuresd  y upyy
18
i6
AdL
42
4
08
06 -0k
ok — — — __ solution chiarnque ~0.6
02 Solution alganfﬁm,quc -08
Temps

35

<t<1

fo} + . .
O 02 ok 06 08 4 A2 4Lk 46 4B O 02 ok of o8 4 42 44 16
A/gor//ﬁme 1 a/:,o/lquz' au pra‘/eme }3:5

Volewr Fhe'or: que

45

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 {0 11 42 43 fk nb diterations
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