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METHODES ET THEOREMES DE DUALITE

par A. AUSLENDER (*)

Résumé. — Le but de cet article est d'élaborer une théorie générale sur les méthodes
duale s appliquées aux problèmes d* optimisation. A un certain type général de problèmes
41'optimisation on fait correspondre un problème dual et on établit alors des théorèmes de
correspondance mutuelle entre les problèmes en dualité. Ensuite on propose un ensemble de
méthodes qui permet de résoudre le problème dual et par là même le problème initial.

Si l'on sait bien résoudre les problèmes de contrôle optimal avec contraintes
sur le contrôle uniquement le problème se complique fortement lorsque l'on
veut résoudre les problèmes de contrôle avec contraintes sur l'état et sur le
contrôle.

L'idée est alors de séparer ces deux sortes de contraintes et par conséquent
de faire appel à des notions duales.

On pose d'abord le problème général Pt dans lequel s'intègrent les
problèmes de contrôle avec contraintes sur l'état et sur le contrôle, les pro-
blèmes de meilleure approximation au sens de Tchebytcheff, les problèmes de
programmation linéaire continue. Puis dans un premier paragraphe on écrit le
dual P2, on établit un théorème qui permet de voir que la résolution du pro-
blème P2 entraîne la résolution du problème Px ainsi que des théorèmes de
continuité et dérivabilité.

Dans un second paragraphe, on propose des méthodes permettant de
résoudre le problème P2 . Plus particulièrement on propose d'abord une méthode
originale qui est une méthode de déplacements admissibles dans un espace de
mesures. Partant de l'idée qu'à tout opérateur « min » correspond une notion
duale on étend alors aux E.V.TX.C.S. la méthode de Cheney Goldstein, la
méthode des pénalités dont on montre de façon précise le caractère dual ce qui
permet d'éclairer la convergence de ces méthodes, démontrée ici par des
arguments de type dual. On démontre aussi par des arguments duaux la conver-
gence de méthodes de discrétisation.

(1) Université de Clermont-Ferrand.
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Au paragraphe III, on intègre le problème Pt dans un formalisme plus
général. Au paragraphe IV on montre comment la théorie précédente permet
de résoudre des problèmes de contrôle avec contraintes sur l'état et sur le
contrôle. Au paragraphe V, on présente quelques exemples numériques traités
sur IBM 360/67 au Laboratoire de Calcul de Grenoble.

O. Position du problème

Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe séparé, Q un
sous-ensemble de X, ƒ une fonction numérique définie sur g, K un compact,
métrisable, gi9 i = 1 .../? des fonctions numériques définies sur Q X K.

Les problèmes de contrôle avec contraintes sur l'état et le contrôle, les
problèmes de meilleure approximation s'énoncent sous la forme du pro-
blème / \ :

Px : « Trouver un point x* dans D, s'il existe, tel que :

ƒ * =ƒ(**) = min (/(x) | JC € D). »

D étant le sous-ensemble de Q défini par :

U = {*€ 6 :*<(*, 0 < 0 V f € * > * = 1 •••/>}•

On note :

Cp l'ensemble des fonctions définies et continues sur K, à valeurs dans Rp,
muni de la norme du max.

Cp le sous-ensemble de Cp formé des fonctions dont les composantes sont
positives.

C~ le sous-ensemble de Cp formé des fonctions dont les composantes sont
négatives.

C* le dual topologique de Cp. Tout élément de C* est une mesure
vectorielle or = (cu ... ap) dont les composantes appartiennent à C\ et tel
que :

< a, h > - a(h) V h € Cp

Cp
+ le sous-ensemble de C* formé des mesures positives.

Dans les paragraphes 1, 2, 3

1) on ne considérera que le sous-ensemble C*+ de C* ;

2) tout énoncé à caractère topologique sous-entendra que :
a) Q est muni de la topologie induite par X.
b) Cp est muni de la topologie de la norme.

c) CJ+est muni de latopologie faible* a(CJ, Cp) c'est-à-dire la topologie
vague.
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3) on supposera vérifiées les hypothèses Hu H2, H3 :

Hx : il existe an point x de Q tel que pour tout î de K9 tout ƒ de [1 ... p] on ait :

gj{Xi t) < 0

H2 : Q est compact, ƒ est continue sur Q et pour tout j de [1 .../>]gj est conti-
nue sur Q X K.

H3 : g est convexe, ƒ est convexe et pour tout/ de [1 ... p] tout * de K la fonc-
tion numérique x —• g/x, f) est convexe.

Si gx est l'application à valeurs dans Rp définie sur K par :

et si l'hypothèse H2 est réalisée, alors on peut définir sur C*+ x Q et sur C* +

les fonctions numériques O et 6 par :

<D(d, x) - / ( x ) + < a, gx } , 6(a) = min (0>(a, x) | x € fi)

et les sous-ensembles de g ilfo, Af par :

Mo = {x € Ô :<B(a, x) = 6((T) }, M = {x €/> :/(x) = ƒ* }.

D'autre part on notera :

#ƒ (x, 0 = max (g/x, 0, 0), gj (x, 0 = min (g/x, /)> 0)

g^ [resp g~] la fonction à valeurs de Rp définie sur 7̂  par :
gî(t) = \gî(x9t),...g;(x9t)]

[resp]&(/) = [g:(x, 0, »• «J(*, 01-

On remarquera enfin que la topologie a(C*, Cp) est métrisable pour C*+

(cf. DIEUDONNÉ, Éléments d'analyse, tome 2, p. 107, exercice 4).

I. Théorèmes généraux

Théorème 1

L'application a —> Ma est semi-continue supérieurement.

Démonstration :

II suffit de montrer que si an est une suite arbitraire qui tend vaguement
vers a on a :

Puisque Q est compact, si xn est un point arbitraire de MOn, la suite { x„ }
admet au moins une valeur d'adhérence. Soit x une valeur d'adhérence arbi-
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traire de cette suite. Il existe alors une sous-suite généralisée { xna } qui converge
vers 5c. Soit { ana } la suite généralisée associée, on a alors :

Km 6 ( O ==ƒ(*)+ <<x,fo>. (1.1)
a

En effet puisque ƒ est continue on a :

limf(xna) = ƒ(*).
a

D'autre part :

< <W gxna > — < <*> Sx > = < <W gxna—gx > + <<*„* — <*> &g >•

C o m m e an t e n d v a g u e m e n t vers c o n a :
Km < aMa — G, gz > = 0

a
et de plus le théorème de Banach-Steinhauss, page 60 [7] permet d'affirmer que
la suite*{îtan } est bornée en norme. On a alors :

|< <*!.«>&*« — 8x>\ < iî̂ nocll Uxna—gx\\-

La^continuité de l'application x->gx entraîne alors que :

Comme d'autre part pour tout x de Q on a :

ƒ(*„«) —A*) + < <w gxna -gx>^0-

Par passage à la limite on obtient alors :

ƒ(*) + < G, u >< A*) + < ̂  gx >

et par conséquent 3c appartient à Mo.
C.Q.F.D.

Considérons maintenant l'hypothèse H^, vérifiée en particulier lorsque ƒ est
strictement convexe :

HA : « Pour tout élément a dans C*+ l'ensemble Ma est réduit à un seul
point x(a) ».

Théorème 2

La fonction numérique 8 définie sur C*+ est concave, continue. Si l'hypo-
thèse / / 4 est vérifiée, elle admet en tout point a, pour toute direction

une dérivée directionnelle VQ(a, h) définie par : V$(a, h) — < /*, ̂ x(o) >
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Démonstration ;

a) La fonction 6 est concave comme minimum de formes continues affines.

b) Le théorème 1 montre que 8 est continue.

c) Supposons H4 vérifiée. Soient alors a1? a3 des éléments de C*+, s un
point de l'intervalle [0,1] ; posons :

On a alors :

AxiaJ] + < a2, gx{ai)

Ces inégalités entraînent alors que :

Ce qui peut encore s'écrire :

£ < <73 — OU

La continuité de l'application a -> x(<r) (théorème 1) et de l'application
x •"** &c entraîne alors le théorème :

Théorème 3

Pour tout réel ~k l'ensemble S^ = { G G C*+ : 0(CT) ^ X } est un convexe
fortement borné, fermé pour la topologie a(C*, Cp) donc compact pour cette
topologie.

Démonstration :

La continuité de l'application 9 entraîne que Sx est fermé. Montrons que
S est borné.

D'après l'hypothèse 1 il existe x tel que :

— g& t) > 8 > 0 V / - 0 ...p9t € K.

Par conséquent V a de C*+ on a :

Si S\ n'était pas borné il existerait une suite { orn } dans Sx telle que :

lim ||GTB|| = + oo et Ton a alors :
7J->0G

X < Q(an) < f(x) +<cn,gsy^ f(x) - S II ojl.
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En passant à la limite on obtient alors une contradiction. D'après le théo-
rème d'Alaglou Sx est alors compact pour la topologie vague.

Définissons maintenant le problème dual P2 :

P2 : « Trouver s'il existe un point 5 dans C*+ tel que :

g = 6(5) - max (6(a) | a *

Théorème 4

a) Pour tout élément a de C*+, tout A de Z) on a l'inégalité :

6(a) <ƒ(*),

b) il existe un point 5 de C*+ qui résoud le problème P2>

c) pour qu'un point G soit solution du problème P2 il suffît qu'il existe
un point 3c de M~ tel que le couple (je, G) vérifie les relations :

xeD, < 5 , g 5 > = 0, (1.2)

et dans ce cas x est la solution optimale de Px.

d) si G est solution optimale de P2 et si ƒ est strictement convexe alors
l'unique point x de M~ est solution optimale de Px.

Démonstration :

a) Pour tout point cr de C*+, tout point y de Ma on a :

En particulier pour tout point x dans Z) on a l'implication :

<a,s x><o=>e(<T)<yi(x) .

b) Soient ^ la relation d'ordre dans Cp induite par le cône C£, Oc l'origine

de Cp et iV le sous-ensemble de R x Cp défini par :

D'après l'hypothèse i / 3 N est un ensemble convexe. De plus l'intérieur
de Ct étant non vide et composé de fonctions continues à composantes stricte-
ment positives l'intérieur Â  de iVest non vide et il est formé des couples (y, M)
pour lesquels il existe un point x de g tel que :

y > ƒ(*) M > gx.
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L'ensemble Q étant compact il existe au moins un point x qui résoud le
problème Pv Le point (f(x), Oc) appartient à N puisque :

c

o

D'autre part le point (ƒ(£), Oc) n'appartient pas à N sinon il existerait un
point x dans Q tel que :

ƒ(*)<ƒ(*), gx<Oc
c

ce qui est en contradiction avec le fait que x est solution optimale de Pv

D'après le théorème 2.15, page 27 [19] qui est un corollaire du théorème de
Hahn-Banach il passe alors par le point (ƒ(x), Oc) un hyperplan fermé de sup-
port à N9 c'est-à-dire il existe une fonctionnelle linéaire continue (r, 5) de
R X C * telle que :

r . y + < Œ, u > > r*f{x) V (y, u)*N. (1)

L'implication :
* € e =>

entraîne alors :
r-fix) + < 5, gx > > F-fÇx) V x € fi. (2)

De même puisque le point (f(x), Oc) appartient à N on a les implications :

u> Oc=
c

En posant dans l'inégalité (1)

y =ƒ(*), w > Oc [resp y ^ / ( i ) , u = OJ, [resp j = / (x ) , « =

on obtient alors la relation :

[resp] F 5* 0.

3 & > = 0. (3)

r ne peut être nul car dans ce cas :

ce qui est en contradiction avec Phypothèse Ht. Ains r est strictement positif
et les relations 2 et 3 permettent d'affirmer que le point 5' de C*+ défini par :

(y = —-

r
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vérifie la relation :

Par conséquent x appartient à M~, et de plus :

6(5') =ƒ(*) .

D'après la propriété à) du théorème on a alors :

c) Soient 5 un point de C*+, x un point de M~ tel que le couple (G, x)
vérifie la relation (1.2); alors pour tout point G de C*+ on a la relation :

cf) Soit B(ë, ||5|[) la boule de centre 5 et de rayon ||5|| et :

S est vaguement compact. De plus quel que soit G dans C*+ l'application
numérique x —• <3>(<7, x) est convexe et continue sur Q et quel que soit x dans ô
l'application a—><P(a,;e) est concave et vaguement continue dans C*+. Par
conséquent le théorème du minimax nous assure que :

min [(max <ï>(<7, x) \ a € S] \ x 6 Ô) = max (6(CT) | a 6 S)

par conséquent pour le point 3c de Af- on a :

Ces inégalités entraînent alors que :

Soit alors AG une mesure positive non nulle arbitraire; alors si G est défini
par :

G est un élément de S et Ton a :

et par conséquent 3c est un point D. D'autre part comme la mesure nulle est un
point de S* on a :

et le point x est solution optimale de Pv Enfin :
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II. Méthodes dnales

Nous proposons maintenant d'aborder la résolution numérique du pro-
blème P2 et par là même, en vertu du théorème 4 la résolution numérique du
problème Pv On définit d'abord le sous-ensemble C*+ de C** :

C • + = { a € Cp*
 + : v € C*, < <x, v > = 0 => v = 0 }.

On se fixera dans ce paragraphe, une mesure y. de C*+ une fois pour toutes.

Ainsi si JST est un intervalle compact de la droite numérique on choisira le
plus souvent pour mesure \i la mesure de Lebesgue qui appartient à C*+.

On définit alors la transformation linéaire Jo de Cp dans C | qui à toute
fonction v de Cp fait correspondre la mesure v = Jov par :

VAcCp (2.1)

On remarque que J0Cp C C*+.

1) Méthode 1 : une méthode de déplacement admissible

On suppose d'abord, pour définir cette méthode que :

a) l'hypothèse H4 est vérifiée;

b) pour tout a de C* il existe un algorithme A qui permette de calculer le
point xO9 où a =

Soit alors a un scalaire de l'intervalle ouvert |0, ~j • La méthode 1 consiste

alors à construire à partir d'une fonction 50 dans c£ «ne suite { an } dans Cp
une suite { xn } , une suite { ë„ } dans Cp et une suite { pn } d'éléments de l'in-
tervalle [0,1] de la façon suivante :

1) On obtient xn à partir de 5n de la façon suivante :

*„=*(<*») (2.2)

2) On obtient en à partir de ân, xn de la façon suivante :

fëJi = fexJi + \gZit • [S„)i// f - 1... p

avec : [fcTMO = max fe^, 0,0). [fc MO = min [0,8>(x, t)] (2.3)
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Soient alors en = Joeni cn = < en9 gXn ) ; si cn = 0 alors xn est solution opti-
male du problème Pt sinon posons :

A(cxB, p) = eCa. + pew) - 6 ( 0 , é fe , p) - ^ £ >

et :

3) On obtient pn à partir de an et in de la façon suivante :
$ib(<in, 1) > a alors pn = 1 sinon p„ appartient à l'intervalle ]0,1[ ]
et vérifie : i (2.4)

a ^ b(an, pn) < 1 — a J

4) On obtient Srt+ A à partir de am en et pn par la relation :

a*+t = °n + 9Jn (2.5)

Théorème 5

1) n existe une suite { xm en, pni an } dans Q x Cp x [0,1] x C* véri-
fiant les relations (2,2), (23), (2.4), (2.5).

2) Soit { xm enJ pn, aw } une telle suite. La suite { 0(<rw) } est croissante et la
suite { an } est maximisante pour le problème P2* ^ e P^us ^ existe une sous-
suite { xm } qui converge vers la solution optimale de Pt.

Démonstration :

On peut sans restreindre la généralité de la démonstration supposer que
P = l:

a) II existe une suite { xn, em pn9 att } vérifiant les relations (2.2), (2.3),
(2.4), (2.5).

En effet :

a) en et an appartiennent à Ct. D'autre part si l'on suppose que an appar-
tient à Ci alors Sn + 1 appartient à Cf puisqu'aux points t oixen est non posi-
tif on a :

P) Supposons cn ^ 0 ; alors d'après la formule de Lagrange :

^B,Pn) = ^ T ^ = 1 +

(1)
expression dans laquelle 9n appartient à l'intervalle [0, pn].

Puisque la fonction numérique p ~> b(atti p) est continue sur l'intervalle [0, 1]
«et puisque b(<jn, 0) = 1 alors si b(<jn, 1) < a < 1/2 il existe au moins un point p„
de l'intervalle ]0, 1[ tel que :
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y) Si cn = 0 alors :

f [g+(x„, t)]2 MO + f S„(0 • [*"(*.. t)f <H0 = o

et par suite :
g(xmt)^0 Vt€K3 <an,gXn> = 0.

D'après le théorème 4 xn est alors solution optimale du problème Px,

b) Puisque, pour tout n, pB et cn sont strictement positifs et puisque :

à { a m p n ) = p„ • cn • b ( a n , pn) *? ç n * c n - K

la suite { 6(crn) } est croissante et la suite {<sn } appartient à l'ensemble SQiaoy

c) Montrons que le l i m ^ = 0; s'il n'en était pas ainsi il existerait alors
un entier nQ et et > 0 tel que :

n ^ n0 => cn > zt

et par suite :
6(<r„+i) — e ( d B ) > p n . a S l .

Comme la suite { Q(an) } est bornée par 8, ceci entraîne la convergence de la
00

série ^ pB. D'autre part puisque JS0(OU) est un ensemble fortement borné, que

la suite { G„ } appartient à S^a^ et que la suite { gXn } est uniformément bornée
il existe alors une constante K > Ö telle que :

Si 6n est le scalaire de l'intervalle [0, pn] défini dans la relation (1) ceci
entraîne alors que la suite { a„ } définie par :

crM = ar si n = 2r? <s'n=^ar + drer si n = 2r + 1
(2)

est pour la topologie forte une suite de Cauchy appartenant à l'ensemble SQ(a{)y
Comme, d'après le théorème 3, ce dernier est fortement complet cette suite
converge fortement vers un point 5. La forte continuité de l'application cr —»• xa

(théorème 1) la continuité de l'application x—>gx entraînent alors :

0 = Hm | < em gx(an+Qnen) — gXn

D'autre part :
n~*oo

(I — a) > 6(0-,,, p.) > 1 + —

Puisque :
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Quel que soit e > 0 il existe alors n'0(s) tel que :

n > «ó(s) => 1 — a > b(any pn) > 1 — s.

En choisissant e ^ a o n obtient une contradiction.
d) Soit alors { ani } une sous-suite de { crn } telle que :

0 = lim cni= lim f fe+(xnj)f)]
2dt*(O= lim f fc-fc» Ol'

La suite { aB<} appartient au compact SQ(ooy II existe donc une sous-suite
{ <*«ƒ} Qui converge vaguement vers un point 5 de SQ(ooy D'après le théorème 1
la suite correspondante { xnj} converge vers X(G) et par conséquent la suite
{gXnf} converge vers gx{-y

Ceci entraîne que la suite {gXn } [resp {g~n }] converge simplement

dans K vers £x(ô)[resp g~(ô)]- Or d'après le théorème de Lebesgue :

et par conséquent x(ë) appartient à D. Ceci entraîne alors la convergence en
norme de la suite { g~n } vers g^-y et par conséquent la convergence en norme

de la suite {[g^2 } vers [g^f.

Comme :

= < 5
GnP \Ex~n)2 >

la convergence vague de { anf} vers 5, la convergence de {(g'^2 } vers
la convergence de { cnj} vers 0 entraînent que :

< 5, [£*,]* > = 0.
et par conséquent :

D'après le théorème 4 5 est solution optimale du problème P2 et x(â) solu-
tion optimale du problème P± la suite { an } est donc maximisante pour le pro-
blème P2 et il existe au moins une sous-suite { xnj} convergeant vers JC(ÔF)

(théorème 1).

2) Méthode 2 : Extension de l'algorithme de Cheney Goldstein [6]

Cet algorithme consiste alors à construire de façon récurrente à partir de
l'ensemble Qx = Q une suite { xn } de Q, une suite {jn } d'indices de [1 .../>],
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une suite { /„ } de K, une suite { Qn } de compacts de X de la façon suivante :

1) On obtient xn à partir de Qn de la façon suivante :

ƒ(*„) = min (ƒ(*) | x € On), *„ € Qn.

2) On obtient j n , tn à partir de xn de la façon suivante :

3) On obtient Qn+1 à partir de j„, f„, grt de la façon suivante :

Soit / " — { / € [1, 2 . . . « ] : ji = j }. Si 8, est la mesure de Dirac concentrée au
point f, si a" i — 1,... « — 1 sont des scalaires positifs et si att est la mesure
de C*+ dont les composantes (crj^ sont définies par :

(2.6)
alors on peut énoncer le théorème :

Théorème 6

Soit {xn} une suite d'éléments de Q obtenue par l'algorithme 2. Pour tout
entier n > 1 il existe des constantes a?, i = 1 ... n — 1 positives telles que
si on est la mesure de C*+ définie par la relation (2.6) alors :

D'autre part la suite { 6(<rn) } est croissante et il existe une valeur d'adhé-
rence de la suite {<?„ }. Toute valeur d'adhérence de cette suite est alors solu-
tion optimale de P2 et toute valeur d'adhérence de la suite { xn } est solution
optimale du problème Pt.

Démonstration :

a) Puisque xn réalise le minimum de ƒ sur Qtt, pour n > 1, d'après les théo-
rèmes de dualité de [1], il existe des constantes non négatives a? i = 1,2 ... n — 1
telles que xn réalise le minimum de F sur Q9 F étant la fonction numérique
définie sur Q par :

et telles que : p

L E «&/*;» *d = 0-

On voit alors que :
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b) Puisque < an, gXn > = 0 on a :

La suite { 6(<T„) } est donc croissante; la suite { an } appartient donc à 5 e 0

qui est compact (théorème 3). Par conséquent elle admet au moins une valeur
d'adhérence G. Soit alors a une valeur d'adhérence arbitraire de la suite { an }.
Il existe une sous-suite { a„r} qui converge vers a.

Soit alors x une valeur d'adhérence quelconque de la suite { xnr } associée.

On a alors :

Comme l'application x —> gx est continue, g£ est alors une valeur d'adhé-
rence de la suite { gXn }. Il existe donc une sous-suite { nx } de { nr } telle que

{gXn} converge vers g& et un indice7* tel q u e p =jn*

Soient nk, nt des indices de cette sous-suite avec nk > nt; on peut alors
écrire pour tout t de K :

(1) gfix, t) - gj(x, 0 — gj(xni, t) + gj(xni, t)

(2) £,(*„„ 0 ^ gr(xni, tj

(3) gj*(xtu, tj = gj.(xni, îj — gj*(xnk!> tn) + gj*(xnti9 tj

(4) gfix*» tj < 0.

Les relations (3) et (4) entraînent alors :

Hm £.(*„,,*„) ^ 0.

D'autre part les relations 1 et 2 entraînent que :

gj(x, t) < lim \g/xa9 t)—gj(xni, t)\ + l i m ^ (x/u) tni)

et par suite :

Enfin le théorème de Banach Steinhauss entraîne que :

< <*, £ j> = lim < anp g > = 0

Les théorèmes 1 et 4 permettent alors de conclure.

3) Méthode 3 : Extension de la méthode des pénalités

On généralise maintenant la méthode des pénalités couramment utilisée
lorsque K est un ensemble constitué d'un nombre fini d'éléments [3], [4], [9],
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[10], [15], [16], [18]. Dans ce cas les arguments utilisés étaient de type primai.
Cette méthode a été étendue dans [12] à des problèmes de contrôle dans lesquels
K = [0, T], (x est la mesure de Lebesgue mais aucun théorème de convergence
n'y est donné. Dans [2 bis] cette méthode a été appliquée à des problèmes de
contrôle et on a donné des théorèmes de convergence par des raisonnements
uniquement de type primai. Ici nous retendons de façon systématique en
montrant son caractère dual

Soit donc { Kn } une suite de nombres telle que :

Kn > 0, lim Kn = + oo.
H-K30

La méthode des pénalités consistera alors à construire une suite { xn } dans Q
vérifiant la relation :

ƒ(*„) + É ̂  f te/(*B,
j=x JK

012

min lf(x) + i Kn JV(x, t)f df*(O | x € Q\ (2.7)

Posons :

LQ = { (x, z) : z =y — x, x e Q, y € Q }. On a alors le théorème :

Théorème 7

Soient { xn } une suite dans Q vérifiant la relation (2.7), { an } la suite
associée à { x„ } par la relation :

cn - / 0 S B , Sn = 2Kng+n. (2.8)

Si l'on suppose que pour tout t dans K, tout j de [1,2 ...p] la fonction
numérique x -> g/x, ?) admet en tout point x de Q et pour toute direction
y — x,y appartenant à Q une dérivée directionnelle Dfx, y — x, t) et que
pour tout j la fonction numérique [(x, y — x), t] -> Dfx, y — x, t) est conti-
nue sur LQ X K alors :

Démonstration :

On ne restreindra pas la généralité de la démonstration en posant/? = 1.

Puisque ƒ est convexe et puisque pour tout t de K l'application x -> g(x, t)
est convexe, si y est un élément fixé de g on a quel que soit t dans K, 6 dans [0, 1],
z =xn + Q(y — xn) :

g(y,0 > «(*„ 0 + e f̂efe 0-ste,01 /(y) > /(O + e^ t / ^ ) - ƒ(%„)].
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Par conséquent :

fiy)- ƒ(*„) > e-'t/oo-f(xa)] > e-
et par suite

i J ) -g(z, t)][g+(z, t)

(1)
expression dans laquelle :

=Kn f w, e) art», /tft e)=k-i*, t) - *-(*,,, y fe o + g>„, o].

II est alors immédiat de vérifier que pour tout t de K on a :

0 = lim lx(t, 8).

D'autre part les hypothèses du théorème assurent que pour tout t de K, la
fonction numérique x-+g~(x, t) admet en tout point x de Q et pour toute
direction y — x, y dans Q une dérivée directionnelle D~(x,y — x, t) et que
l'application numérique [(JC, y — x, t), t] -> D~(x, y — x, t) est uniformément
bornée sur LQ x K. Par conséquent il existe une constante M telle que :

|/t(f,e)|< M V9 € [0,1], *€*.

D'après le théorème de Lebesgue on a alors :

0 = lim /(9).

D'autre part, d'après la relation (1) on a :

f(y) -Âxn) >KJ [*(*„, t) - g(y, 0]fe+ («, 0 + g+ (*

Et par conséquent en passant à la limite on obtient :

f(y) -f(*n) > 2Kn f [g(xni t) - g(y, t)]g+ (x„,f(*n) > n [ g ( n i ) g(y, )]g ( „ ,

d'où le théorème.

Théorème 8

Sous les hypothèses du théorème précédent la suite {<?„} admet an
moins une valeur d'adhérence a. Toute valeur d'adhérence or de la suite { att }
est solution optimale de P2 et de plus toute valeur d'adhérence de la suite
{ x„ } est solution de Pt.



METHODES ET THEOREMES DE DUALITE 25

Démonstration :

On supposera sans restreindre la généralité que/? = 1.
D'après le théorème 8 :

8(O = ZOO + 2Kn f [g+(xtt9 t)]
z d | i« .

D'autre part on a les relations :

Vn : Q(an) < Ô, lim Kn = + oo.
n-»oo

Par conséquent :

D'autre part puisque ƒ est bornée inférieurement sur Q et puisque :

V« 6(<7n)^ ƒ(*„),

il existe alors X réel tel que la suite {crn } appartienne à l'ensemble S\. D'après
le théorème 3 la suite { an } admet au moins une valeur d'adhérence. Soit 5 une
valeur d'adhérence arbitraire de la suite { an }. Il existe alors une sous-suite
{ anr } qui converge vers 5. Soit x une valeur d'adhérence arbitraire de la
suite { x^ } associée. On a alors :

De plus l'application x —> gx étant continue il existe alors une sous-
suite { nx } de { nr } telle que la suite { gXn } converge vers g$.

On a alors :

f fe+<*. Ol2 <W0 - Hm f [g+(xm, t)]2 d{x(0 - 0

et par conséquent :

D'autre part :
8(5) =

le théorème 4 permet alors de conclure.
C.Q.F.D.

Nous proposons maintenant une inégalité importante pour le choix de Kn

dans la méthode des pénalités :
Soient / = inf (ƒ(*) | JC € Q), x un point de D tel que :

ƒ(*) > /
et mi
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Proposition 1 :

Sous les hypothèses du théorème précédent, on a pour tout entier n positif
Finégalité suivante ;

f [gî(xn> t)f df*(O < e2
n j = 1 ... p (2.9)

Lorsque K est réduit à un point 7, si \x = dï cette inégalité devient :

gj(xml)^ tn j=l...p (2.10)

Démonstration :

Soit x un point de D on a :

ƒ(**) + E Kn f [gt(xm t)f dKO < ƒ(*)

et par conséquent :

l'inégalité (2.10) est une conséquence immédiate de (2.9) et de la structure de K.

4} Méthode 4 : Méthode de discrétisation

Supposons qu'il existe une famille dénombrable {tt } dense dans K. Soit'
alors la famille d'ensembles Dn définie par :

A* = { x € G : gj(x9 tt) < 0 j = i...p, i = I ... n }.

Les méthodes de discrétisation consistent alors à construire une suite { xn }-
dans Q, n = 1, 2 ... définies par :

ƒ(*„) = min (f(x) \x£Dn) , xn €Dn (2.11)

Soient ajj Ï = 1, 2 ... T I , / = 1 .../> des scalaires positifs et crrt la mesure
de C* + dont les composantes (an)j sont définies par :

(«„);= S 4 8 « 7 = 1 - ^ (2-12)

Théorème 9

Soit {x n } une suite d'éléments de Q vérifiant la relation (2,11). Pour
tout entier n il existe des scalaires a^ / = 1,2 ... n,j = 1 , 2 ... p positifs telles
que si (!„ est la mesure de C * + définie par la relation (2.12) alors :
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D'autre part la suite { 6(a„) } est croissante et il existe au moins une valeur
d'adhérence de la suite { an }. Toute valeur d'adhérence de cette suite est
alors solution optimale du problème P2, et toute valeur d'adhérence de la
suite {xn} est solution optimale du problème Py.

Démonstration :

Le principe est exactement le même que pour la démonstration du théo-
rème 6.

a) Puisque xn réalise le minimum de ƒ sur Dn il existe alors d'après les
théorèmes de dualité [1] des constantes positives â - i = 1 ... n9j ~ 1 .../? telles
que xn réalise le minimum de F sur g, F étant la fonction numérique définie
sur Q par :

et telles que :

É É <*/*«> O = °-
Ce qui entraîne :

xn € MO)l, < (7nî ̂  > = 0.

b) l'égalité :

entraîne alors que :

Il est alors aisé de démontrer, comme dans la démonstration du théorème 6
qu'il existe au moins une valeur d'adhérence a de la suite { cn } et une sous-
suite { «/ } telle que :

G = lim Gm, gz = lim gXnV x e Mo.

Soit a lors t u n p o i n t a rb i t ra i re de K et { tik} u n e sous - su i t e d e {tt} q u i
converge vers t. O n a a lo r s les re la t ions :

gj(x, t) = (gj(x, t) — gj(xnv t)) + gj(xnv t) VteK, j=l,2...p

gj(xm, t) - (gj(xnp t) — gj(xnl, tN)) + gj(xn ,tNl) V / e K9 j=l~.p

relations dans lesquelles Nt est le plus grand entier de la suite {ik } inférieur
à «j.

En faisant tendre / vers l'infini il est alors immédiat de vérifier que :

et par conséquent : _
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Enfin le théorème de Banach-Steinhauss entraîne que :

< a9gz > = lim < <jnvg } = 0.
l-KX> *

Les théorèmes 1 et 4 permettent alors de conclure.

5) Cas particulier où K est réduit à un seul élément

Dans ce cas on peut supposer que les fonctions gt sont des fonctions
uniquement de la variable x. La théorie précédente alors se simplifie C* devient
Rp, C*+R^. ; <y est donc un vecteur de Rp de composantes (au a2,..., GP)
et l'on a :

Les théorèmes généraux et les méthodes 1 et 3 dans lesquelles on pose ^ = 1
se simplifient. Ces méthodes permettent alors en particulier de résoudre des
problèmes de contrôle avec contraintes en nombre fini sur l'état final. Dans ce
cas il existe d'autres méthodes [17] mais nous n'avons pu les étendre au cas
général.

EL Intégration du problème Px dans un formalisme plus général

Les hypothèses de continuité des applications ƒ et gt) de compacité de
l'ensemble Q et l'hypothèse d'unicité 774 sont trop fortes parfois pour être
compatibles entre elles. On peut amoindrir ces hypothèses en considérant le
problème P[. Soit M un ensemble de R x Cp • P[ s'énonce :

« Trouver, s'il existe, un point z* = (r*, w*) de M H (R x C~) tel que :

r* = min (r : z = (r, w) € M O (R x CJ). »

Soit alors les hypothèses H[9 Hi, H^, Hi :
_ o _

H[ : II existe un point z de M tel que w € CJ (intérieur de Cp ).

H2 : M est compact.

H'3 : L'ensemble A = { z : 3 z0 € M : r ^ r0, w ^ w0} est convexe.

H't : Pour tout a de Cj"1" il existe un et un seul point z(a) dans M tel que
si <&'(CTS z) — r + < a, w > alors :

0'(c7) = &'(<*, z(cj)) = min (O'(<r, z) | z € M).

On supposera désormais vérifiées les hypothèses H[9 H^ H'3. Soit alors le
problème P'2 :

P'2 ; « Trouver un point 5 de C*+ tel que 6'(CT) = max
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On constate alors dans les démonstrations des théorèmes 1,2, 3, 4, 5 et pour
la construction de l'algorithme 1 qu'il n'est pas nécessaire de connaître la struc-
ture de X, Ainsi peut-on démontrer en suivant le même principe des théorèmes
1', 2', 3', 4', 5' et un algorithme 1' dans lesquels on remplace respectivement
Q par M, x par z9 gx par w, 6 par 6', Ht par H'i9 Px par P[9 P2 par Pf

2.

REMARQUE. — a) Le problème P t s'intègre à la classe de problèmes P[ si
l'on pose :

M={z:3x€Q avec r =f(x), w — gx }.

b) Si les hypothèses nécessaires à la théorie du problème Pt sont vérifiées
alors les hypothèses nécessaires pour le problème PJ le sont mais la réciproque
n'est pas vraie.

Ainsi dans les problèmes de contrôle, avec contraintes sur l'état et le con-
trôle, Q représente les contraintes sur le contrôle, D les contraintes sur l'état.
L'hypothèse d'unicité H^ est une hypothèse sur l'unicité d'un contrôle optimal,
l'hypothèse d'unicité H\ est une hypothèse d'unicité de la trajectoire optimale.

On voit que cette hypothèse est bien moins restrictive car il peut y avoir une
trajectoire optimale unique mais de multiples contrôles donnant une telle
trajectoire.

IV. Application à la théorie du contrôle

Soient T9 / des réels > 0, Cn[O, T] l'espace vectoriel des fonctions continues
à valeurs dans R" définies et continues sur [O, T\, L^[O9 T] l'espace de Hubert
des classes d'équivalence des fonctions à valeurs dans Rm, définies sur [O, T],
dont les composantes sont de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue; si
s = (ƒ D - f m), g = igu •» gm) sont des éléments de L^[O9 T\ alors le produit
/calaire (ƒ | g) est défini par :

(/U)= f ï,Mt)-gjf)dt.

Soient <I>, F, g% i — 1.../> des fonctions numériques définies et continues
sur R", R+ x R" X Rm, R" x R+ , A, B9 h des applications à valeurs dans l'en-
semble des matrices (n, ri)9 (n, r), («, 1) définies et continues sur [O, T\9 xQ un
vecteur de Rn. A tout élément u de jL f̂O, T] on fait correspondre un et un seul
élément xu solution unique sur [O9 T] du système différentiel :

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + h{t) p-pt€[O9T]

x(0) = x0.

Soient Q'o le sous-ensemble de I%[09 T] défini par :

K | h p*ptt[O,T\i=\...m}
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D le sous-ensemble de Q défini par :

D = { u € Q'o : ft(xB(0, 0 ^ 0 , t € [0, T], / = 1 ...

ƒ la fonction numérique définie sur Q'o par :

f{u) = <t>[xu(T)) + \F[t, xu(t), «(t)] dt.

On se propose alors de résoudre le problème de contrôle avec contraintes
sur l'état et le contrôle que nous noterons P 3 c et qui consiste à trouver un
point M* dans D tel que :

ƒ (M*) = min ( ƒ (ii) | u € D) - ƒ *.

Le problème P 3 c et bien évidemment un problème Px particulier. On définit
alors les hypothèses AetB:

Hypothèse A :

a) F(t, x, u) = F^U x) + F2(t, u).

b) O est convexe et quel que soit t appartenant à l'intervalle [O, T],
j = 1,2 ... /> les fonctions numériques x —> gj(x, t), x -> Fx(t, x), u —> F2(t, u)
sont convexes.

c) II existe un point ü de Q'o tel que quel que soit t appartenant à l'intervalle
[ 0 , n y = l , 2 , . . . / > o n a :

gj(x~(t\ t) < 0.

Hypothèse B :

L'hypothèse A est vérifiée et pour tout î de l'intervalle [O, T] la fonction
numérique x —>- FA(f, x) est strictement convexe.

On applique maintenant la méthode 1 et la méthode 3 pour résoudre le
problème P3 c .

a) La méthode 1 appliquée au problème P3c

Faisons correspondre d'abord à tout point 5 de C* le problème Pc~ qui
consiste à trouver un point ua de Q'o tel que :

0,(5) = 0 , (5 , uz) = min ( ^ ( 5 , u)\ue Q'o) (4.0)

expression dans laquelle Q>± est la fonction numérique définie sur C* x Qf
0 par :

OiCSf, u) = 0[xtt(r)] + f F[t9 xu{t\ u(t)] + £ afi)g/xjt)91) dt.
Jo j = i

Le problème Pc~ est un problème de contrôle qui relève de la classe des
problèmes Plc [2 bis] pour tout 5 de C* l'algorithme proposé dans [2 bis]
permet de calculer un point w~ de Qf

0 vérifiant la relation (4.0).
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La méthode 1 appliquée au problème P3 c conduit à construire alors à partir
d'une fonction <r0 de C* (So — 0 e n général) et d'un nombre a de ]0, l/2[ une
^uite { an } de C*, une suite { un } dans Q'o> une suite { en } dans Cp, une suite
{ pn } dans [0, 1] de la façon suivante :

1) On obtient un à partir de Sn de la façon suivante :

Un = « ï . (4.1)

tt-B est calculé par l'algorithme proposé dans [2 6/5].

2) On obtient ?„ à partir de crn et un de la façon suivante :

i = i . . .^ e [ O j] (4.2)

d l l |«€ÔÔ)
/•r p

«oit cn = J ] [^«3/0 • gj(Xu„(t), 0 dr ; si cM = 0 l'algorithme s'arrête et lorsque

l'hypothèse B est vérifiée wn est solution optimale du problème P3cJ sinon si

.) a l o r s .

( 4 ' 3 )

( n , P)
p • cw

on obtient en à partir de 5n et in de la façon suivante :

3) Si b(any 1) ^ a alors p„ == 1 sinon pn vérifie :

P„€IP,1], a < è ( ^ , p n ) ^ 1—oc. j

4) On obtient 5n+ x à partir de 5n> e„, pn de la façon suivante :

5»+i = of„ + pB2„ (4.4)

Théorème 10

Si l'hypothèse 5 est vérifiée, il existe une suite { an9 un, pn, en } dans

c; x es x [o,i] x cp

vérifiant les relations (4.1), (4.2), (4.3), (4.4). Soit { 5B, wfl, p„, 2„} une telle
suite. Il existe alors une sous-suite { un. } de la suite {un} telle que toute valeur
d'adhérence de cette sous-suite pour la topologie faible (et il en existe au
moins une), soit solution optimale du problème P3c.

Démonstration :

On reprend ici le formalisme de [2], qui est le formalisme introduit par
Ghouila-Houri [8]. Soit alors P3c le problème de contrôle associé au pro-
blème P3c dans ce formalisme; dans ce cas les variables sont des commandes
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limites. Intégrons alors le problème P3c dans la classe des problèmes PJ. On
constate alors que la méthode décrite ci-dessus coïncide avec la méthode la
décrite au paragraphe 3 et que les hypothèses H[f Hi, H$, E'^ nécessaires à la
convergence de cet algorithme sont vérifiées. Par conséquent, le théorème 5'
est applicable et il existe une suite de commandes limites {\iUn } de Q2 telle
que la suite { uni} vérifie la relation (4.1) et telle que :

0 = lim g ƒ * = lim f(uni)

II est alors immédiat de vérifier que toute valeur d'adhérence pour la topo-
logie faible (et il existe au moins une) est solution optimale du problème F3c»

b) La méthode des pénalités appliquée au problème P3c

La méthode des pénalités appliquée au problème P3c consiste alors à cons-
truire une suite { un } dans Q'o telle que :

f(uB) + Ka f ilgîiXuMttfdt

J j [g/WO, tf dt) | u € 60 )= min ( ƒ(«) + Kn £ J j [g/WO, tf dt) | u € 60 ) • (4.5)

Pour tout n fixé, un est calculé par la méthode exposée dans [2]. En reprenant
le même raisonnement que dans la démonstration du théorème précédent, on
obtient alors le théorème :

Théorème 11

Si Phypethèse A est vérifiée et si { un } est «se suite daas Q'o vérifiant la
relation (4.5) alors toute valeur d'adhérence pour la topologie faible de cette
suite (et il en existe au moins une) est solution optimale du problème P3c.

¥. Expériences numériques relatives au problème P3c et aux méthodes 1
et 3 [11]

Nous donnons dans ce paragraphe les résultats d'expériences numériques
relatives au problème P3c auquel on a appliqué la méthode 1, méthode de
déplacements admissibles dans un espace de mesures, et la méthode 3 qui est
l'extension de la méthode des pénalités. Ces méthodes sont explicitées au
paragraphe IV et nous reprenons ici le formalisme de ce paragraphe.

On explicite d'abord les exemples traités; en particulier on donne l'ex-
pression analytique théorique de la trajectoire optimale et du contrôle optimal
Enfin on dessine les courbes représentant la trajectoire, le contrôle obtenu à la
dernière itération et les courbes représentant pour la méthode 1 la valeur 61(CFB)

à ritération n la valeur/^) + Kn ( 2Ü fe/(*•.(')» Of àt pour la méthode 3.
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Four la méthode des pénalités on a donné les courbes les plus représentatives,
c'est-à-dire celles qui correspondent au poids Kn = 100.

On constate au vu de ces expériences numériques :

1) la méthode 1 donne de meilleurs résultats en général en ce qui concerne
la précision que la méthode 3 ;

2) lorsque les résultats de ces deux méthodes sont identiques en précision,
la méthode 1 est nettement plus rapide.

1) EXEMPLE 1 (fig. 1,1 ').

Soit le système :
x(t) = u(t) , x(0) = 2

On veut minimiser :

sous les contraintes :

a) x(t) ^ 1 0 < t < 2

b) \u(t)\ < 1 J» . JPO< r < 1.

La solution théorique est alors :

u*(t) = — 1 si 0 < t ^ 1 » u*(t) =0 si 1 < t < 2

x*(t) = 2 — / si 0 ^ t < 1 » **(/) = 1 si 1 < t < 2.

2) EXEMPLE 2 (fig. 2,2').

Soit le système :
~-uM) , *i(0) = 2

j\2(t)ât

i 2 (0 = u2(i) , x2(0) - 2.

On veut minimiser :

Au) - i f4(2) + 4(2) + 2x^2) • x2(2) + £2*?(0 + 4(0 + 2xt(i)x2(t)dt\

sous les contraintes :

b) K ( O | < 1 3 N O N 1 />•/??€ [0,2].

La solution théorique est alors :

«î(0 = «*(0 = — 1 s i 0 < / ^ 1, w*(0 = M | (0 = 0 si 1 < t ^ 2

*î(0 = *S(0 = 2 — f si 0 ^ f^ 1, *•(*) = xl(0 = 1 si 1 < f < 2.

3
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3) EXEMPLE 3 (fig. 3, 3').

Soit le système :
x(t) = u(t) , x(p) = 2.

On veut minimiser :

sous les contraintes :

a) x(t) > 1 0 < t ^ 1

b) \u(t)\ < 1 p-pO < t < 1.

La solution théorique est alors :

u*(t) = — 1 si 0 < ^ < 1, M*(0 = 0 si 1 < / < 2

x*(t) ^ 2 — t si 0 < t < 1, JC*(O = 1 si 1 ^ t ^ 2.

4) EXEMPLE 4 (fig. 4, 4').

Soit le système :

On veut minimiser :

sous les contraintes :

a) x(t) < £ 0 < t < 2
o

(u)^\ r2[2-sin2x(0]df

1 ^-/»0< * «S 2.

La solution théorique est alors :

«*(0 = l si 0 < f < ^ , «*(f) = 0 si 5 <

x*(t) = | f si 0 < t < ^ . x*(0 = | si i ^

5) EXEMPLE 5 (fig. 5, 5').

Soit le système :

*i(0 = «i(0 + «i(0 . *i(0) = 2
x2(t) = «lii^O + u2(t)] , x2(0) = nVe - 1 ] .

On veut minimiser :
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sous les contraintes :
a) xt(t) > 1 0 < t

b) | M l (0 | «S 1, |«2(0| < 1

La solution théorique est alors :

1.

"*(<) = «*« = — 1 si 0

si 0 < t < -

x*(t) = — 2(e' — Ve) si 0

« ï ( 0 = «!( ') = o si . _ <

x*(t) = 1

= 0

1
si x

S12 1.

ftgures i

4 6

* U

A 2.

4

08

o€

OU

oz

Xxxx\
Soluhton

K^~

Solution alyonlhmt^tAe:

08

OS

Ok

O,X

u(0

û o^. ok ofi c6 1 /)<% lM *j> h$ o o,Z ok o4 Q& 1 A,?> AtU 4 6

/ilaonfhme J. apphaue. ÛLU problème *3C

A S

2. S A 5 6 7 9 10 11 42, hh J tUra,h
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z
4,6

i,U

4.Z

A

o fi

ou

-0 ,8

(4)

Soluh't»

6i(rO

0t% \ i,Z 4M U i$ 0 0,Z 0,u Ofi c^ *

n tQoriinme V appU'ctu* au or o oU m e '2c.

Lt^lî

« 6 «s/ f 1-
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figures 3
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