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В. Е. Слюсарчук

Метод локальной линейной
аппроксимации в теории нелинейных

дифференциально-функциональных уравнений

Получены условия существования решений нелинейного дифференци-
ально-функционального уравнения

dmx(t)

dtm
+ (Fx)(t) = h(t), t ∈ R,

в пространстве ограниченных на оси функций с использованием локаль-
ной линейной аппроксимации оператора F .

Библиография: 21 название.

Ключевые слова: дифференциально-функциональные уравнения, об-
ратимость нелинейных операторов.

§ 1. Функциональные пространства и c-непрерывные операторы

Пусть E – конечномерное банахово пространство с нормой ∥ · ∥E , X и Y –
произвольные банаховы пространства и L(X, Y ) – банахово пространство ли-
нейных непрерывных операторов A, действующих из пространства X в про-
странство Y , с нормой

∥A∥L(X,Y ) = sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y .

Обозначим через C0(R, X) банахово пространство ограниченных и непрерыв-
ных на R функций x = x(t) со значениями в X с нормой

∥x∥C0(R,X) = sup
t∈R

∥x(t)∥X ,

а через Cm(R, X), где m ∈ N, – банахово пространство функций x ∈ C0(R, X),
для каждой из которых dx

dt , . . . , dmx
dtm ∈ C0(R, X), с нормой

∥x∥Cm(R,X) = max
{
∥x∥C0(R,X),

∥∥∥∥dx

dt

∥∥∥∥
C0(R,X)

, . . . ,

∥∥∥∥dmx

dtm

∥∥∥∥
C0(R,X)

}
.

Последовательность элементов xk ∈ C0(R, E), k ∈ N, будем называть ло-
кально сходящейся к элементу x ∈ C0(R, E) при k → ∞, если эта последова-
тельность ограничена и

lim
k→∞

max
|t|6T

∥xk(t)− x(t)∥E = 0

c⃝ В.Е. Слюсарчук, 2010
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для каждого числа T > 0. Для такой последовательности будем использовать
следующее обозначение:

xk
loc C0(R,E)−−−−−−−→ x, k →∞.

Аналогично, последовательность yk ∈ Cm(R, E), k ∈ N, будем называть ло-
кально сходящейся к элементу y ∈ Cm(R, E) при k →∞ и обозначать

yk
loc Cm(R,E)−−−−−−−−→ y, k →∞,

если

yk
loc C0(R,E)−−−−−−−→ y,

dyk

dt

loc C0(R,E)−−−−−−−→ dy

dt
, . . . ,

dmyk

dm

loc C0(R,E)−−−−−−−→ dmy

dtm
,

k →∞.

Оператор H : Ci(R, E) → Cj(R, E), i, j ∈ {0, 1, . . . ,m}, называется c-непре-
рывным, если для произвольных x ∈ Ci(R, E) и xk ∈ Ci(R, E), k ∈ N, для
которых

xk
loc Ci(R,E)−−−−−−−→ x, k →∞,

выполняется соотношение

H xk
loc Cj(R,E)−−−−−−−→ H x, k →∞.

Назовем c-непрерывный оператор H : Ci(R, E) → Cj(R, E), i, j ∈ {0, . . . ,m},
c-вполне непрерывным, если для каждого числа r > 0 функции множества

⋃
∥x∥Ci(R,E)6r

{
(H x)(t),

d(H x)(t)
dt

, . . . ,
dj(H x)(t)

dtj

}

равностепенно непрерывны на каждом конечном промежутке.
Напомним, что понятия c-непрерывного оператора (на языке “ε, δ”) и c-впол-

не непрерывного оператора введены Э. Мухамадиевым (см. [1], [2]). Изучение
этих понятий было продолжено в [2]–[9] и других работах. Определение c-не-
прерывного оператора, которое использует локально сходящие последователь-
ности, предложено автором (см., например, [10]).

В дальнейшем также будем использовать понятие равномерно c-непрерыв-
ного на ограниченном множестве оператора.

Обозначим через Bi[u, r] замкнутый шар в пространстве Ci(R, E) радиуса r

с центром в точке u, т.е. множество {x ∈ Ci(R, E) : ∥x− u∥Ci(R,E) 6 r}.
Оператор H : Ci(R, E) → Cj(R, E) будем называть равномерно c-непрерыв-

ным на ограниченном множестве M ⊂ Ci(R, E), если для некоторого числа
d > 0 и произвольных числа ε > 0 и отрезка [a, b] ⊂ R существуют такие число
δ > 0 и отрезок [α, β] ⊂ R, что

max
a6t6b, l∈{0,1,...,j}

∥∥∥∥dl(H x)(t)
dtl

− dl(H y)(t)
dtl

∥∥∥∥
E

< ε,
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если x ∈ M , y ∈
⋃

u∈M Bi[u, d] и

max
α6t6β, l∈{0,1,...,i}

∥∥∥∥dlx(t)
dtl

− dly(t)
dtl

∥∥∥∥
E

< δ.

Здесь d0x(t)
dt0 обозначает x(t).

§ 2. Постановка основной задачи

Рассмотрим нелинейные c-непрерывные дифференциально-функциональные
операторы LF1 : Cm(R, E) → C0(R, E) и LF2 : Cm−1(R, E) → C0(R, E), которые
определяются формулами

(LF1x)(t) =
dmx(t)

dtm
+ (F1x)(t), t ∈ R,

(LF2x)(t) =
dmx(t)

dtm
+ (F2x)(t), t ∈ R,

где m ∈ N, F1 : Cm(R, E) → C0(R, E) – ограниченный c-вполне непрерывный
оператор, а F2 : Cm−1(R, E) → C0(R, E) – ограниченный и равномерно c-непре-
рывный на каждом шаре Bm−1[0, r], r > 0, оператор.

Напомним, что оператор C : X → Y ограничен, если этот оператор каждое
ограниченное множество отображает в ограниченное множество [11].

Целью настоящей статьи является выяснение условий, при которых множе-
ства значений R(LF1) и R(LF2) операторов LF1 и LF2 совпадают с C0(R, E).
Заметим, что такая задача даже для нелинейных дифференциальных уравне-
ний – сложная проблема (см., например, [11]–[15]), которую трудно решить.
Поэтому мы ограничимся рассмотрением только достаточных условий, обеспе-
чивающих выполнение соотношений

R(LF1) = C0(R, E), R(LF2) = C0(R, E),

которые в некоторых отдельных случаях совпадают с необходимыми условиями
выполнения этих соотношений.

В основе исследований операторов LF1 и LF2 лежит метод, использующий
локальную линейную аппроксимацию операторов F1 и F2.

§ 3. Формулировка основных теорем

Пусть D1 – множество c-вполне непрерывных элементов A1 пространства
L(Cm(R, E), C0(R, E)), для каждого из которых оператор LA1 : Cm(R, E) →
C0(R, E), который определяется формулой

(LA1x)(t) =
dmx(t)

dtm
+ (A1x)(t), t ∈ R, (1)

имеет непрерывный обратный оператор L −1
A1

. Через D2 обозначим множество
c-непрерывных элементов A2 пространства L(Cm−1(R, E), C0(R, E)), для каж-
дого из которых определенный формулой

(LA2x)(t) =
dmx(t)

dtm
+ (A2x)(t), t ∈ R, (2)
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оператор
LA2 : Cm(R, E) → C0(R, E)

имеет непрерывный обратный оператор L −1
A2

.
Основными в статье являются следующие две теоремы.

Теорема 1. Пусть для каждого числа H > 0 существуют такие число
r > 0 и элемент A1 ∈ D1 , что

sup
∥x∥Cm(R,E)6r

∥F1x−A1x∥C0(R,E) 6
r

∥L −1
A1
∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

−H. (3)

Тогда для каждого h ∈ C0(R, E) уравнение

LF1x = h (4)

имеет хотя бы одно решение x ∈ Cm(R, E).

Теорема 2. Пусть для каждого числа H > 0 существуют такие число
r > 0 и элемент A2 ∈ D2 , что

sup
∥x∥Cm−1(R,E)6r

∥F2x−A2x∥C0(R,E) 6
r

∥L −1
A2
∥L(C0(R,E),Cm−1(R,E))

−H. (5)

Тогда для каждого h ∈ C0(R, E) уравнение

LF2x = h (6)

имеет хотя бы одно решение x ∈ Cm(R, E).

Эти теоремы лежат в основе метода, с помощью которого выясняются усло-
вия существования ограниченных решений нелинейных дифференциальных и
дифференциально-функциональных уравнений. Мы докажем эти утвержде-
ния, использовав ряд вспомогательных результатов о c-непрерывных и c-вполне
непрерывных отображениях.

§ 4. Частные случаи теорем 1 и 2

Обозначим через D3 множество элементов B = B(t) банахова пространства
C0(R, L(E,E)), для каждого из которых оператор LB : C1(R, E) → C0(R, E),
который определяется формулой

(LBx)(t) =
dx(t)

dt
+ B(t)x(t), t ∈ R, (7)

имеет непрерывный обратный оператор L −1
B : C0(R, E) → C1(R, E). Через D4

обозначим множество операторов C ∈ L(E,E), для каждого из которых спектр
σ(C) не имеет общих точек с множеством {z ∈ C : Re z = 0}. Для каждого
такого оператора оператор LC : C1(R, E) → C0(R, E), который определяется
формулой

(LCx)(t) =
dx(t)

dt
+ Cx(t), t ∈ R, (8)

имеет непрерывный обратный оператор L −1
C (см. [16]).
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Рассмотрим дифференциальные уравнения

dx(t)
dt

+ f(t, x(t)) = h(t), t ∈ R, (9)

dx(t)
dt

+ g(x(t)) = h(t), t ∈ R, (10)

где f : R× E → E и g : E → E – непрерывные отображения, h ∈ C0(R, E) и

sup
t∈R, ∥x∥E6r

∥f(t, x)∥E < +∞

для каждого r > 0.
Частными случаями теорем 1 и 2 являются следующие две теоремы.

Теорема 3. Пусть для каждого числа H > 0 существуют такие число
r > 0 и элемент B ∈ D3 , что

sup
t∈R, ∥x∥E6r

∥f(t, x)−B(t)x∥E 6
r

∥L −1
B ∥L(C0(R,E),C0(R,E))

−H.

Тогда для каждого h ∈ C0(R, E) уравнение (9) имеет хотя бы одно решение
x ∈ C1(R, E).

Теорема 4. Пусть для каждого числа H > 0 существуют такие число
r > 0 и элемент C ∈ D4 , что

max
∥x∥E6r

∥g(x)− Cx∥E 6
r

∥L −1
C ∥L(C0(R,E),C0(R,E))

−H. (11)

Тогда для каждого h ∈ C0(R, E) уравнение (10) имеет хотя бы одно решение
x ∈ C1(R, E).

Заметим, что условия теорем 1–4 не обеспечивают единственность решений
соответствующих уравнений, что подтверждается следующим примером урав-
нения.

Пример 1. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение

dx

dt
+ f(x) = h(t), (12)

где h ∈ C0(R, R) и

f(x) =


k(x + 1), если x 6 −1,

0, если − 1 < x 6 0,

kx, если x > 0.

Здесь k ∈ R \ {0}.

Определим дифференциальный оператор K : C1(R, R) → C0(R, R) равен-
ством

(K x)(t) =
dx(t)

dt
+ kx(t). (13)
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Этот оператор имеет непрерывный обратный K −1 : C0(R, R) → C1(R, R), ко-
торый можно представить в виде

(K −1y)(t) = − k

|k|

∫
{s:kt<ks}

ek(t−s)y(s) ds.

Очевидно, что ∥∥∥∥K −1

∥∥∥∥
L(C0(R,R),C0(R,R))

=
1
|k|

. (14)

Зафиксируем произвольное число H > 0. Очевидно, что для каждого числа
r > 0

max
|x|6r

|f(x)− kx| 6 |k| (15)

и, следовательно, для числа

r =
H + |k|
|k|

(16)

выполняется неравенство

max
|x|6r

|f(x)− kx| 6 r

∥K −1∥L(C0(R,R),C0(R,R))
−H, (17)

аналогичное (11), которое в силу (14) и (16) совпадает с (15). Поэтому согласно
теореме 2 уравнение (12) для каждого h ∈ C0(R, R) имеет хотя бы одно решение
x ∈ C1(R, R). Таких решений может быть бесконечно много. Действительно,
если h(t) ≡ 0, то решениями этого уравнения являются функции x(t) ≡ c,
c ∈ [0, 1].

§ 5. Вспомогательные утверждения о c-непрерывных операторах

Приведем ряд результатов о c-непрерывных и c-вполне непрерывных опера-
торах, которые потребуются при доказательстве теорем 1 и 2.

Рассмотрим функции pn,k ∈ Ck(R, R), n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . ,m}, и линейные
непрерывные операторы Pn,k : Ck(R, E) → Ck(R, E), n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . ,m},
которые определяются равенствами

pn,k(t) =


1, если |t| 6 2n,

cosk+1 (2−n|t| − 1)π
2

, если 2n < |t| < 2n+1,

0, если |t| > 2n+1,

Pn,k = ∥Rn,k∥−1
L(Ck(R,E),Ck(R,E))

Rn,k, (18)

где
(Rn,kx)(t) = pn,k(t)x(t), t ∈ R,

и x ∈ Ck(R, E).
Очевидно, что Pn,kCl(R, E) ⊂ Cl(R, E), l ∈ {0, 1, . . . , k}, k ∈ {0, 1, . . . ,m},

Pn+1,kPn,k = Pn,kPn+1,k = Pn,k, n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . ,m}, (19)
∥Pn,k∥L(Ck(R,E),Ck(R,E)) = 1, n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . ,m}. (20)

Операторы Pn,k, n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . ,m}, полезны при исследовании c-
непрерывных и c-вполне непрерывных операторов.
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Теорема 5. Пусть m ∈ N и G : Cm−1(R, E) → C0(R, E) – равномерно c-
непрерывное на каждом шаре Bm−1[0, r], r > 0, отображение. Тогда суже-
ние G|Cm(R,E) : Cm(R, E) → C0(R, E) отображения G на Cm(R, E) является
c-вполне непрерывным.

Доказательство. Зафиксируем произвольные числа n ∈ N, ε > 0 и огра-
ниченное подмножество M пространства Cm(R, E). Используем очевидные ра-
венства

Pn,1G = Pn,1(G−GPk,m) + Pn,1GPk,m, k ∈ N. (21)

В этих равенствах операторы Pn,1GPk,m : Cm−1(R, E) → C0(R, E), k ∈ N, не-
прерывны. Действительно, для каждого k ∈ N и произвольных xl ∈Cm−1(R, E),
l ∈ N, и x ∈ Cm−1(R, E), для которых

lim
l→∞

∥xl − x∥Cm−1(R,E) = 0,

выполняется соотношение

Pk,mxl
loc Cm−1(R,E)−−−−−−−−−→ Pk,mx, l →∞.

Следовательно, в силу c-непрерывности оператора G

GPk,mxl
loc C0(R,E)−−−−−−−→ GPk,mx, l →∞,

т.е.
lim
l→∞

∥Pn,1GPk,mxl −Pn,1GPk,mx∥C0(R,E) = 0,

что означает непрерывность операторов Pn,1GPk,m : Cm−1(R, E) → C0(R, E),
k ∈ N.

Согласно (21) имеем

Pn,1GM ⊂ Pn,1(G−GPk,m)M + Pn,1GPk,mM, k ∈ N. (22)

Напомним, что для любых A ⊂ C0(R, E) и B ⊂ C0(R, E)

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

На основании теоремы Арцела [17] и определения оператора Pn,m множе-
ства Pk,mM , k ∈ N, предкомпактны в пространстве Cm−1(R, E). Поэтому
на основании непрерывности операторов Pn,1GPk,m : Cm−1(R, E) → C0(R, E),
k ∈ N, и вытекающих из (19) равенств

Pn,1GPk,mM = Pn,1GPk,mPk+1,mM, k ∈ N,

множества Pn,1GPk,mM , k ∈ N, предкомпактны в пространстве C0(R, E).
Далее выберем число k настолько большим, чтобы

sup
x∈M

∥Pn,1(G−GPk,m)x∥C0(R,E) < ε. (23)

Это можно сделать на основании ограниченности множества M и равномерной
c-непрерывности G : Cm−1(R, E) → C0(R, E) на каждом шаре Bm−1[0, r], r > 0.
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Итак, на основании (22) и (23) предкомпактное множество Pn,1GPk,mM

для достаточно большого k является ε-сетью для множества Pn,1GM . Отсюда
и произвольности выбора числа ε > 0 вытекает предкомпактность множества
Pn,1GM в пространстве C0(R, E).

Следовательно, G|Cm(R,E) : Cm(R, E) → C0(R, E) – c-вполне непрерывное
отображение.

Теорема 5 доказана.

Теорема 6. Линейный непрерывный и c-непрерывный оператор A, дейст-
вующий из Cm−1(R, E) в C0(R, E), является равномерно c-непрерывным на
каждом шаре Bm−1[0, r], r > 0.

Доказательство. Рассмотрим произвольный шар Bm−1[0, r], r > 0. Так
как оператор A : Cm−1(R, E) → C0(R, E) непрерывный и c-непрерывный, то
для каждых числа ε > 0 и отрезка [a, b] ⊂ R существуют такие число δ > 0 и
отрезок [α, β] ⊂ R, что

max
a6t6b

∥(Ax)(t)∥E < ε,

если ∥x∥Cm−1(R,E) 6 3r и

max
l∈{0,1,...,m−1}, α6t6β

∥∥∥∥dlx(t)
dtl

∥∥∥∥
E

< δ.

Тогда в силу линейности оператора A

max
a6t6b

∥∥(Ax)(t)− (Ay)(t)
∥∥

E
< ε,

если x ∈ Bm−1[0, r], y ∈ Bm−1[0, 2r] и

max
l∈{0,1,...,m−1}, α6t6β

∥∥∥∥dlx(t)
dtl

− dly(t)
dtl

∥∥∥∥
E

< δ.

Следовательно, оператор A : Cm−1(R, E) → C0(R, E) является равномерно
c-непрерывным на каждом шаре Bm−1[0, r], r > 0.

Теорема 6 доказана.

Теорема 7. Пусть S : C0(R, E) → Cm(R, E) – линейное непрерывное и c-
непрерывное отображение и F : Cm(R, E) → C0(R, E) – ограниченное c-вполне
непрерывное отображение. Тогда SF : Cm(R, E) → Cm(R, E) – c-вполне непре-
рывное отображение.

Доказательство. Зафиксируем произвольные числа n ∈ N, ε > 0 и огра-
ниченное подмножество M пространства Cm(R, E).

Покажем, что оператор Pn,mSF : Cm(R, E) → Cm(R, E) вполне непрерыв-
ный. В силу линейности оператора S для каждого l ∈ N

Pn,mSF = Pn,mSPl,0F + Pn,mS(I −Pl,0)F,

где I : C0(R, E) → C0(R, E) – единичный оператор. Следовательно,

Pn,mSFM ⊂ Pn,mSPl,0FM + Pn,mS(I −Pl,0)FM. (24)
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Согласно определению c-вполне непрерывного оператора оператор Pl,0F , l∈N,
является вполне непрерывным. Поэтому множество Pn,mSPl,0FM предком-
пактно для всех l ∈ N.

Из ограниченности оператора F , ограниченности множества M и определе-
ния оператора Pl,0 следует, что для каждого отрезка [a, b] ⊂ R

lim
l→∞

sup
t∈[a,b], x∈M

∥∥((I −Pl,0)Fx)(t)
∥∥

E
= 0.

Поэтому в силу c-непрерывности оператора S существует такое число l0 ∈ N,
что

sup
l>l0, x∈M

∥∥Pn,mS(I −Pl,0)Fx
∥∥

Cm(R,E)
< ε.

Из этого неравенства, произвольности выбора ε > 0, (24) и предкомпактности
множества Pn,mSPl,0FM в пространстве Cm(R, E) следует предкомпактность
в этом пространстве множества Pn,mSFM .

Таким образом, оператор Pn,mSF : Cm(R, E) → Cm(R, E) вполне непрерыв-
ный для каждого n ∈ N, а оператор SF : Cm(R, E) → Cm(R, E) – c-вполне
непрерывный.

Теорема 7 доказана.

Следующая теорема показывает, что для широкого класса c-непрерывных
операторов обратные операторы также обладают свойством c-непрерывности.

Теорема 8 (см. [5]). Пусть оператор D ∈ L(Cm(R, E), C0(R, E)) c-вполне
непрерывный и оператор dm

dtm + D : Cm(R, E) → C0(R, E) имеет непрерывный
обратный

(
dm

dtm + D
)−1 . Тогда(

dm

dtm
+ D

)−1

: C0(R, E) → Cm(R, E)

– c-непрерывный оператор.

Также важной для дальнейшего является следующая теорема о неподвиж-
ной точке для c-вполне непрерывного оператора.

Теорема 9. Пусть p ∈ N ∪ {0}, B – замкнутый шар с центром в точке
нуль в банаховом пространстве Cp(R, E) и A : B → B – c-вполне непрерывный
оператор. Тогда A имеет неподвижную точку.

Доказательство этой теоремы основывается на следующей лемме.

Лемма 1. Пусть p – целое неотрицательное число. Для каждой ограни-
ченной последовательности (xn)n>1 элементов пространства Cp(R, E), для
которой множества {Pν,pxn : n ∈ N}, ν ∈ N, предкомпактны, существуют
такие строго возрастающая последовательность (nk)k>1 натуральных чисел
и элемент x ∈ Cp(R, E), что

xnk

loc Cp(R,E)−−−−−−−→ x, k →∞, (25)
∥x∥Cp(R,E) 6 sup

n∈N
∥xn∥Cp(R,E). (26)
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Доказательство. На основании условий леммы существуют такие подпо-
следовательности

xn1,1 , xn1,2 , . . . , xn1,q
, . . . ,

xn2,1 , xn2,2 , . . . , xn2,q
, . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xns,1 , xns,2 , . . . , xns,q
, . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

последовательности (xn)n>1, что
1) последовательности чисел nl,q, q ∈ N, строго возрастающие для каждого

l ∈ N и

{n1,q : q ∈ N} ⊃ {n2,q : q ∈ N} ⊃ · · · ⊃ {ns,q : q ∈ N} ⊃ · · · ;

2) для каждого s ∈ N последовательности
(dµxns,q

dtµ

)
q>1

, µ = 0, p, являются
равномерно сходящимися на отрезке [−s, s].

Тогда диагональные последовательности
(dµxnq,q

dtµ

)
q>1

, µ = 0, p, будут равно-
мерно сходящимися на каждом отрезке [a, b] ⊂ R и поэтому функция

x(t) = lim
h→∞

xnq,q (t), t ∈ R,

будет элементом пространства Cp(R, E) и, очевидно, выполняется неравенство
(26). Отсюда также следует, что выполняется соотношение (25).

Лемма 1 доказана.

Доказательство теоремы 9. Рассмотрим уравнение

xn = Pn,pAxn. (27)

На основании условий леммы 1 и равенств (20) оператор Pn,pA вполне непре-
рывный и Pn,pAB ⊂ B. Поэтому в силу теоремы Шаудера о неподвижной
точке (см. [18]) уравнение (27) имеет решение x∗n ∈ B, т.е.

x∗n = Pn,pAx∗n. (28)

Так как для каждых k ∈ N и n > p + 2

Pk,px
∗
n = Pk,pPn,pAx∗n = Pk,pAx∗n,

{Pk,px
∗
n : k, n ∈ N} ⊂ B и оператор Pk,pA вполне непрерывный, то для каж-

дого k ∈ N множество {Pk,px
∗
n : n ∈ N} предкомпактно. Поэтому на основании

леммы 1 существуют элемент x∗ ∈ B и строго возрастающая последователь-
ность натуральных чисел nl, l ∈ N, для которых x∗nl

loc Cp(R,E)−−−−−−−→ x∗, l →∞.
Покажем, что Ax∗ = x∗. Используем очевидные равенства

x∗ − Ax∗ = [(x∗ − Ax∗)− (x∗nl
− Ax∗nl

)] + [(x∗nl
− Ax∗nl

)− (x∗nl
−Pnl,pAx∗nl

)]

+ (x∗nl
−Pnl,pAx∗nl

), l > 1.
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Так как в силу c-непрерывности оператора A и равенства (28)

(x∗ − Ax∗)− (x∗nl
− Ax∗nl

)
loc Cp(R,E)−−−−−−−→ 0, l →∞,

(x∗nl
− Ax∗nl

)− (x∗nl
−Pnl,pAx∗nl

)
loc Cp(R,E)−−−−−−−→ 0, l →∞,

x∗nl
−Pnl,pAx∗nl

= 0, l > 1,

то
x∗ − Ax∗ = 0.

Теорема 9 доказана.

Из приведенных в этом параграфе утверждений вытекает, что c-непрерыв-
ные и c-вполне непрерывные операторы образуют широкий класс операторов.
Так, например, операторы LA1 , LB , LC и Pn,k, которые определяются со-
ответственно равенствами (1), (7), (8) и (18), являются c-непрерывными опе-
раторами. Примерами c-вполне непрерывных операторов являются линейные
операторы

L −1
A1

: C0(R, E) → Cm−1(R, E), A1 ∈ D1,

L −1
B : C0(R, E) → C0(R, E), B ∈ D3,

L −1
C : C0(R, E) → C0(R, E), C ∈ D4,

что на основании теоремы Арцела (см. [17]) и определения c-вполне непрерыв-
ного оператора вытекает из теоремы 8.

Заметим, что не каждый непрерывный оператор является c-непрерывным
оператором и не каждый c-непрерывный оператор является непрерывным опе-
ратором. Это подтверждается следующими примерами операторов.

Пример 2. Рассмотрим непрерывный оператор D1 : C0(R, R) → C0(R, R),
который определяется равенством (D1x)(t) = ∥x∥C0(R,R), и последовательность
элементов xn(t) = 1 − pn,0(t), n > 1, пространства C0(R, R). Оператор D1

не является c-непрерывным. Действительно, xn
loc C0(R,R)−−−−−−−→ 0, n → ∞. Од-

нако соотношение D1xn
loc C0(R,R)−−−−−−−→ D10, n → ∞ не выполняется, поскольку

(D1xn)(t) ≡ 1, n > 1, и (D10)(t) ≡ 0.

Пример 3. Рассмотрим оператор D2 : C0(R, R) → C0(R, R), который опре-
деляется равенством (D2x)(t) = arctg(tx(t)). Этот оператор, очевидно, являет-
ся c-непрерывным. Однако, свойство непрерывности для D2 не выполняется.
Действительно, для элементов x, xn ∈ C0(R, R), где x(t) ≡ 0 и xn(t) ≡ 1

n , вы-
полняются соотношения

lim
n→∞

∥xn − x∥C0(R,R) = 0, D2x = 0, ∥D2xn∥C0(R,R) =
π

2
, n ∈ N.

Следовательно, limn→∞ ∥D2xn − D2x∥C0(R,R) ̸= 0. Поэтому оператор D2 не
является непрерывным в точке x = 0.
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§ 6. Обоснование теорем 1 и 2

Сначала докажем две леммы, из которых будут вытекать теоремы 1 и 2.

Лемма 2. Пусть F1 : Cm(R, E) → C0(R, E) – ограниченный c-вполне непре-
рывный оператор и для некоторых чисел H > 0, r > 0 и элемента A1 ∈ D1

имеет место неравенство (3).
Тогда для каждого h ∈ B0[0, H] уравнение (4) имеет хотя бы одно решение

x ∈ Bm[0, r].

Доказательство. Представим уравнение (4) в виде

dmx(t)
dtm

+ (A1x)(t) = (W1x)(t), t ∈ R, (29)

где W1 : Cm(R, E) → C0(R, E) – ограниченный c-вполне непрерывный оператор,
определенный равенством

(W1x)(t) = (A1x)(t)− (F1x)(t) + h(t).

Так как определенный равенством (1) оператор LA1 : Cm(R, E)→C0(R, E) име-
ет непрерывный обратный L −1

A1
, то уравнение (29) можно представить в виде

x(t) = (L −1
A1

W1x)(t), t ∈ R. (30)

Оператор L −1
A1

: C0(R, E) → Cm(R, E) на основании теоремы 8 c-непрерыв-
ный. Поэтому в силу теоремы 7 оператор L −1

A1
W1 : Cm(R, E) → Cm(R, E) будет

c-вполне непрерывным.
Также

L −1
A1

W1B
m[0, r] ⊂ Bm[0, r].

Действительно, если ∥y∥Cm(R,E) 6 r и ∥h∥C0(R,E) 6 H, то в силу неравенства (3)

∥L −1
A1

W1y∥Cm(R,E) 6 ∥L −1
A1
∥L(C0(R,E),Cm(R,E))∥W1y∥C0(R,E)

6 ∥L −1
A1
∥L(C0(R,E),Cm(R,E)) sup

t∈R, ∥x∥Cm(R,E)6r

∥(A1x)(t)− (F1x)(t) + h(t)∥E

6 ∥L −1
A1
∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

×
(

sup
t∈R, ∥x∥Cm(R,E)6r

∥(A1x)(t)− (F1x)(t)∥E + ∥h∥C0(R,E)

)
6 ∥L −1

A1
∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

(
r

∥L −1
A1
∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

−H + ∥h∥C0(R,E)

)
6 r.

Поэтому на основании теоремы 9 уравнение (30) имеет хотя бы одно решение
x∗ ∈ Bm[0, r]. В силу эквивалентности уравнений (30) и (29)

dmx∗(t)
dtm

+ (F1x
∗)(t) ≡ h(t).

Лемма 2 доказана.
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Аналогичным образом доказывается

Лемма 3. Пусть F2 : Cm−1(R, E) → C0(R, E) – ограниченный и равномерно
c-непрерывный на каждом шаре Bm−1[0, R], R > 0, оператор и для некоторых
чисел H > 0, r > 0 и элемента A2 ∈ D2 имеет место неравенство (5).

Тогда для каждого h ∈ B0[0, H] уравнение (6) имеет хотя бы одно решение
x ∈ Cm(R, E) ∪Bm−1[0, r].

Доказательство. Представим уравнение (6) в виде

dmx(t)
dtm

+ (A2x)(t) = (W2x)(t), t ∈ R, (31)

где W2 : Cm−1(R, E) → C0(R, E) – ограниченный оператор, определенный ра-
венством

(W2x)(t) = (A2x)(t)− (F2x)(t) + h(t).

В силу теоремы 6 этот оператор является равномерно c-непрерывным на каж-
дом шаре Bm−1[0, R], R > 0. Поскольку определенный равенством (2) оператор
LA2 : Cm(R, E) → C0(R, E) имеет непрерывный обратный L −1

A2
, то уравнение

(31) можно представить в виде

x(t) = (L −1
A2

W2x)(t), t ∈ R. (32)

Оператор L −1
A2

: C0(R, E) → Cm(R, E) в силу теорем 5, 6 и 8 c-непрерывный.
Поэтому из теоремы 7 и c-непрерывности оператора W2 следует, что оператор
L −1

A2
W2 : Cm−1(R, E) → Cm(R, E) также будет c-непрерывным.

Также
L −1

A2
W2B

m−1[0, r] ⊂ Bm−1[0, r].

Действительно, если ∥y∥Cm−1(R,E) 6 r и ∥h∥C0(R,E) 6 H, то в силу (5)

∥L −1
A2

W2y∥Cm−1(R,E) 6 ∥L −1
A2
∥L(C0(R,E),Cm−1(R,E))∥W2y∥C0(R,E)

6 ∥L −1
A2
∥L(C0(R,E),Cm−1(R,E)) sup

t∈R, ∥x∥Cm−1(R,E)6r

∥(A2x)(t)− (F2x)(t) + h(t)∥E

6 ∥L −1
A2
∥L(C0(R,E),Cm−1(R,E))

×
(

sup
∥x∥Cm−1(R,E)6r

∥A2x− F2x∥C0(R,E) + ∥h∥C0(R,E)

)
6 ∥L −1

A2
∥L(C0(R,E),Cm−1(R,E))

×
(

r

∥L −1
A2
∥L(C0(R,E),Cm−1(R,E))

−H + ∥h∥C0(R,E)

)
6 r.

В силу ограниченности оператора W2 : Cm−1(R, E) → C0(R, E) и непрерыв-
ности оператора L −1

A2
: C0(R, E) → Cm(R, E) множество L −1

A2
W2B

m−1[0, r] огра-
ничено в пространстве Cm(R, E). Поэтому из теоремы Арцела следует, что
оператор L −1

A2
W2 : Bm−1[0, r] → Bm−1[0, r] c-вполне непрерывный.

Следовательно, согласно теореме 9 уравнение (32) имеет хотя бы одно реше-
ние x∗ ∈ Bm−1[0, r]. Это решение является элементом пространства Cm(R, E),
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поскольку L −1
A2

W2B
m−1[0, r] ⊂ Cm(R, E). В силу эквивалентности уравнений

(32) и (31)
dmx∗(t)

dtm
+ (F1x

∗)(t) ≡ h(t).

Лемма 3 доказана.

Очевидно, что утверждения теорем 1 и 2 являются следствиями лемм 2 и 3.

§ 7. Достаточные условия выполнения неравенства (5)

Далее рассмотрим один класс нелинейных дифференциально-функциональ-
ных уравнений, к исследованию которых применима теорема 2. Не ограни-
чивая общности, можно считать, что конечномерное банахово пространство E

совпадает с Rn. В пространстве Rn будем рассматривать норму ∥ · ∥Rn , которую
для элемента x = (x1, . . . , xn) определим равенством

∥x∥Rn = min
16k6n

|xk|.

Рассмотрим систему дифференциально-функциональных уравнений

dx1(t)
dt

= g1(x1(t))ω1

(
t, x1(ϕ1(t)), x2(ϕ2(t)), . . . , xn(ϕn(t))

)
+ h1(t),

dx2(t)
dt

= g2(x2(t))ω2

(
t, x1(ϕ1(t)), x2(ϕ2(t)), . . . , xn(ϕn(t))

)
+ h2(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dxn(t)
dt

= gn(xn(t))ωn

(
t, x1(ϕ1(t)), x2(ϕ2(t)), . . . , xn(ϕn(t))

)
+ hn(t),

(33)

где h1, . . . , hn ∈ C0(R, R), ϕi : R → R, i = 1, n, – произвольные непрерывные
функции и функции g1, . . . , gn и ω1, . . . , ωn удовлетворяют условиям, изложен-
ным в следующем утверждении, которые достаточны для выполнения для этой
системы уравнений соотношения (5).

Теорема 10. Пусть
1) функции gi : R → R, ωi : Rn+1 → R, i = 1, n, непрерывны;
2) R(gi) = R, i = 1, n;
3) lim|t|→+∞ |gi(t)| = +∞, i = 1, n;
4) inf(t,x)∈Rn+1, i=1,n ωi(t, x) > 0 и sup(t,x)∈Rn+1, i=1,n ωi(t, x) < +∞;
5) ϕi : R → R, i = 1, n, – произвольные непрерывные функции.
Тогда для каждого H > 0 найдутся такие r > 0, k > 0 и k1, . . . , kn ∈ R\{0},

|k1| = · · · = |kn| = k , что для отображений F : C0(R, Rn) → C0(R, Rn) и
K : C0(R, Rn) → C0(R, Rn), которые определяются равенствами

(Fx)(t) =
(
(Fx)1(t), . . . , (Fx)n(t)

)
, (34)

где

(Fx)1(t) = g1(x1(t))ω1

(
t, x1(ϕ1(t)), x2(ϕ2(t)), . . . , xn(ϕn(t))

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(Fx)n(t) = gn(xn(t))ωn

(
t, x1(ϕ1(t)), x2(ϕ2(t)), . . . , xn(ϕn(t))

)
,
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и
(Kx)(t) =

(
k1x1(t), . . . , knxn(t)

)
, (35)

выполняется неравенство

sup
∥x∥C0(R,Rn)6r

∥Fx−Kx∥C0(R,Rn) 6 kr −H. (36)

Доказывается эта теорема с помощью следующей леммы.

Лемма 4. Пусть
1) функция g : R → R непрерывна;
2) R(g) = R;
3) lim|x|→+∞ |g(x)| = +∞.
Тогда для каждых числа H > 0 и отрезка [α, β] ⊂ (0, +∞) найдутся такие

числа r0 > 0 и k0 ∈ R \ {0}, что
1) maxz∈[α,β], |x|6r0 |zg(x) − k0x| 6 |k0|r0 − H , причем это неравенство вы-

полняется, если k0 заменить произвольным числом k , для которого |k| > |k0|
и kk0 > 0;

2) для каждого числа r > r0 существует число k ∈ R \ {0}, для которого
|k| > |k0|, kk0 > 0 и maxz∈[α,β], |x|6r |zg(x)− kx| 6 |k|r −H .

Доказательство. Пусть b – такое положительное число, что

α min
|x|>b

|g(x)| > H (37)

(такое число существует на основании условий леммы), и пусть

M = β max
|x|6b

|g(x)|.

Рассмотрим такое число k0 ∈ R \ {0}, для которого

|k0|b > H, (38)
k0xg(x) > 0, (39)

если |x| > b. Далее выберем произвольное число r0 > b, для которого

M + |k0|b 6 |k0|r0 −H, (40)
β|g(x)| 6 |k0|r0, (41)

если b < |x| 6 r. Тогда если b < |x| 6 r0 и z ∈ [α, β], то

|zg(x)− k0x| =
∣∣|zg(x)| − |k0x|

∣∣ 6 |k0|r0 −H

(здесь учтены соотношения (37)–(39) и (41)). Если |x| 6 b и z ∈ [α, β], то
согласно (40)

|zg(x)− k0x| = |zg(x)|+ |k0x| 6 M + |k0|b 6 |k0|r0 −H.

Следовательно,

max
z∈[α,β], |x|6r0

|zg(x)− k0x| 6 |k0|r0 −H. (42)
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Очевидно, что соотношения (38)–(41) выполняются, если k0 заменить чис-
лом k, для которого |k| > |k0| и kk0 > 0. Поэтому для каждого такого k

выполняется неравенство

max
z∈[α,β], |x|6r0

|zg(x)− kx| 6 |k|r0 −H,

аналогичное неравенству (42).
Далее докажем вторую часть утверждения леммы.
В силу соотношений (38)–(41) для каждого числа r > r0 существует такое

число k ∈ R \ {0}, что |k| > |k0|, kk0 > 0 и выполняются соотношения

|k|b > H, kxg(x) > 0,

если |x| > b, и
M + |k|b 6 |k|r −H, β|g(x)| 6 |k|r,

если b < |x| 6 r. С помощью этих соотношений аналогичным образом получа-
ем, что

max
z∈[α,β], |x|6r

|zg(x)− kx| 6 |k|r −H.

Лемма 4 доказана.

Доказательство теоремы 10. Рассмотрим произвольное число H > 0.
На основании леммы 4 для каждого i = 1, n найдутся числа ri > 0 и k∗i ∈ R\{0},
для которых

sup
t∈R, ∥xi∥C0(R,R)6ri, xl∈C0(R,R), l=1,n

∣∣gi(xi(t))ωi(t, x1(ϕ1(t)), . . . , xn(ϕn(t)))− k∗i xi(t)
∣∣

6 sup
z∈[α,β], t∈R, ∥xi∥C0(R,R)6ri

|zgi(xi(t))− k∗i xi(t)|

6 max
z∈[α,β], ∥xi∥6ri

|zgi(xi)− k∗i xi| 6 |k∗i |ri −H,

где
α = inf

(t,x)∈Rn+1, i=1,n
ωi(t, x), β = sup

(t,x)∈Rn+1, i=1,n

ωi(t, x).

Пусть
r = max

i=1,n
ri.

Согласно этой же лемме существуют числа k > 0 и ki ∈ R\(−|k∗i |, |k∗i |), i = 1, n,
для которых |k1| = · · · = |kn| = k и

sup
t∈R, ∥xi∥C0(R,R)6r, xl∈C0(R,R), l=1,n

∣∣gi(xi(t))ωi(t, x1(ϕ1(t)), . . . , xn(ϕn(t)))− kixi(t)
∣∣

6 sup
z∈[α,β], t∈R, ∥xi∥C0(R,R)6r

|zgi(xi(t))− kixi(t)|

6 max
z∈[α,β], ∥xi∥r

|zgi(xi)− kixi| 6 |k|r −H, i = 1, n.
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Из этих неравенств вытекает, что

sup
∥x∥C0(R,Rn)6r

∥Fx−Kx∥C0(R,Rn)

= sup
t∈R, ∥xi∥C0(R,R)6r, i=1,n

∣∣gi(xi(t))ωi(t, x1(ϕ1(t)), . . . , xn(ϕn(t)))− kixi(t)
∣∣

6 kr −H.

Следовательно, неравенство (36) выполняется.
Теорема 10 доказана.

Далее покажем, что неравенство (36) в теореме 10 можно представить в виде
(5). Действительно, линейный оператор K, который определяется равенством
(35), является элементом множества D2. Поэтому оператор LK = d

dt + K, дей-
ствующий из пространства C1(R, Rn) в пространство C0(R, Rn), имеет непре-
рывный обратный L −1

K (см. [16]). Этот оператор можно представить в виде

(L −1
K h)(t) =

(
L −1

K (h1, . . . , hn)
)
(t) = (z1(t), . . . , zn(t)),

где h = (h1, . . . , hn) ∈ C0(R, Rn) и

z1(t) = − k1

|k1|

∫
{s:k1t<k1s}

ek1(t−s)hl(s) ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zn(t) = − kn

|kn|

∫
{s:knt<kns}

ekn(t−s)hn(s) ds.

Так как для каждого t ∈ R∣∣∣∣∫
{s:klt<kls}

ekl(t−s)hl(s) ds

∣∣∣∣ 6
∫
{s:klt<kls}

ekl(t−s) ds∥hl∥C0(R,R) =
∥hl∥C0(R,R)

k
,

l = 1, n,

то
∥L −1

K ∥L(C0(R,Rn),C0(R,Rn)) =
1
k

. (43)

Поэтому в силу (43) неравенство (36) в теореме 10 принимает вид

sup
∥x∥C0(R,Rn)6r

∥Fx−Kx∥C0(R,Rn) 6
r

∥L −1
K ∥L(C0(R,Rn),C0(R,Rn))

−H. (44)

Следовательно, на основании теорем 2 и 10 имеет место

Теорема 11. Пусть выполнены условия теоремы 10.
Тогда для каждого H > 0 найдутся такие r > 0, k > 0 и k1, . . . , kn ∈ R\{0},

|k1| = · · · = |kn| = k , что для отображений F : C0(R, Rn) → C0(R, Rn) и
K : C0(R, Rn) → C0(R, Rn), которые определяются равенствами (34) и (35),
выполняется неравенство (44).

Из теорем 2 и 11 вытекает следующая теорема о существовании ограничен-
ных решений системы дифференциально-функциональных уравнений (33).
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Теорема 12. Пусть выполнены условия теоремы 10.
Тогда для произвольных h1, . . . , hn ∈ C0(R, R) система уравнений (33) име-

ет хотя бы одно решение x1, . . . , xn ∈ C1(R, R).

§ 8. Необходимые условия выполнения неравенства (11)
в случае обыкновенных дифференциальных уравнений

Рассмотрим дифференциальное уравнение

dx

dt
+ f(x) = h(t), (45)

где f : R → R – непрерывная функция и h ∈ C0(R, R). Условия существова-
ния ограниченных решений этого уравнения и их свойства изучались автором
в [19]–[21] и других работах. Укажем для уравнения (45) необходимые условия
выполнения неравенства (11).

Используем непрерывный дифференциальный оператор Lf ,

Lf : C1(R, R) → C0(R, R), (Lfx)(t) =
dx(t)

dt
+ f(x(t)),

и следующее утверждение.

Теорема 13 (см. [19]). Оператор Lf : C1(R, R) → C0(R, R) имеет непре-
рывный обратный оператор тогда и только тогда, когда R(f) = R и функция
f : R → R является строго монотонной.

С помощью этой теоремы и теоремы 11 легко устанавливается

Теорема 14. Пусть дифференциальный оператор Lf : C1(R, R)→C0(R, R)
имеет непрерывный обратный оператор.

Тогда для каждого числа H > 0 найдутся такие числа r > 0 и k∈R \ {0},
что для f(x) будет выполняться неравенство (17), где K – оператор, кото-
рый определяется равенством (13).

Действительно, в силу теоремы 13 и условий теоремы 14 функция f : R → R
является строго монотонной и R(f) = R. Поэтому на основании теоремы 11
имеет место утверждение теоремы 14.

Обратное утверждение для теоремы 14 является ложным, что подтвержда-
ется примером 1.

Для некоторых классов обыкновенных дифференциальных уравнений вто-
рого порядка также применим рассмотренный в предыдущих параграфах ме-
тод локальной линейной аппроксимации нелинейных отображений.

Теорема 15. Пусть
1) g : R → R – непрерывная функция;
2) xg(x) < 0 для всех x ∈ R \ [−a, a], где a – достаточно большое положи-

тельное число;
3) lim|x|→+∞ |g(x)| = +∞;
4) lim|x|→+∞

∣∣ g(x)
x

∣∣ = k , где k ∈ (0, 1].
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Тогда для каждой функции h ∈ C0(R, R) уравнение

d2x

dt2
+ g(x) = h(t) (46)

имеет хотя бы одно решение x ∈ C2(R, R).

Доказательство. Зафиксируем произвольное число H > 0. В силу усло-
вий теоремы существует такое число r > 0, что

max
|x|6r

|g(x) + x| 6 r −H. (47)

Это неравенство получаем аналогичным образом, как и соответствующие нера-
венства в лемме 4.

Определим линейный оператор L : C2(R, R) → C0(R, R) равенством

(L x)(t) =
d2y(t)
dt2

− y(t). (48)

Легко проверить, что этот оператор имеет непрерывный обратный L −1, кото-
рый представляется в виде

(L −1h)(t) = −1
2

(∫ t

−∞
es−th(s) ds +

∫ +∞

t

et−sh(s) ds

)
,

∥L −1∥L(C0(R,R),C1(R,R)) = 1. (49)

В силу (49) неравенство (47) можно представить в виде

max
|x|6r

|g(x)− (−x)| 6 r

∥L −1∥L(C0(R,R),C1(R,R))
−H. (50)

Это неравенство аналогично неравенству (11). Поэтому на основании теоре-
мы 4 для каждой функции h ∈ C0(R, R) дифференциальное уравнение (46)
имеет хотя бы одно решение x ∈ C2(R, R).

Теорема 15 доказана.

Следствие 1. Пусть выполняются условия 1)–4) теоремы 15. Тогда для
каждого числа H > 0 существует такое число r > 0, что для оператора L ,
который определяется равенством (48), выполняется неравенство (50).

§ 9. Случай линейных
дифференциально-функциональных уравнений

Зафиксируем произвольный c-вполне непрерывный элемент Q пространства
L(Cm(R, E), C0(R, E)). Рассмотрим линейное дифференциально-функциональ-
ное уравнение

dmx(t)
dtm

+ (Qx)(t) = h(t),

где h ∈ C0(R, E), и дифференциальный оператор LQ : Cm(R, E) → C0(R, E),
который определяется равенством

(LQx)(t) =
dmx(t)

dtm
+ (Qx)(t).
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Имеет место следующее утверждение.

Теорема 16. Для каждого числа H > 0 существуют такие число r > 0 и
элемент A ∈ D1 , что

sup
∥x∥Cm(R,E)6r

∥Qx−Ax∥C0(R,E) 6
r

∥L −1
A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

−H (51)

тогда и только тогда, когда оператор LQ имеет непрерывный обратный опе-
ратор.

Очевидно, что неравенство (51) равносильно неравенству

∥Q−A∥L(Cm(R,E),C0(R,E)) 6
1

∥L −1
A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

− H

r
. (52)

Доказательство. Необходимость. Пусть для каждого числа H > 0 суще-
ствуют такие число r > 0 и элемент A ∈ D1, что выполняется неравенство (51).
Тогда в силу теоремы 1 для оператора LQ : Cm(R, E) → C0(R, E) имеем

R(LQ) = C0(R, E). (53)

Покажем, что
ker LQ = {0}, (54)

т.е. что уравнение
dmx

dtn
+ Qx = 0 (55)

имеет только нулевое ограниченное решение. Представим это уравнение в виде

dmx

dtm
+ Ax = (A−Q)x.

Так как оператор LA : Cm(R, E) → C0(R, E), который определяется равен-
ством

(LAx)(t) =
dmx(t)

dtm
+ (Ax)(t),

имеет непрерывный обратный, то в пространстве Cm(R, E) уравнение (55) рав-
носильно уравнению

x(t) = (L −1
A z)(t), (56)

где z = (A−Q)x. Пусть x∗(t) – ограниченное решение уравнения (56), т.е.

x∗(t) ≡ (L −1
A z∗)(t), (57)

где z∗ = (A−Q)x∗. На основании (52) и (57) имеем

∥x∗∥Cm(R,E) = ∥L −1
A z∗∥Cm(R,E) 6 ∥L −1

A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))∥z∗∥C0(R,E)

6 ∥L −1
A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))∥Q−A∥L(Cm(R,E),C0(R,E))∥x∗∥Cm(R,E)

6 ∥L −1
A

∥∥∥∥
L(C0(R,E),Cm(R,E))

(
1

∥L −1
A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

− H

r

)
∥x∗∥Cm(R,E)

6

(
1− H

r
∥L −1

A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

)
∥x∗∥Cm(R,E).
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Из этих оценок и неравенств

0 6 1− H

r
∥L −1

A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E)) < 1

вытекает равенство
∥x∗∥Cm(R,E) = 0,

т.е. соотношение (54) выполняется. Следовательно, из равенства (53) и тео-
ремы Банаха об обратном операторе [17] вытекает, что оператор LQ имеет
непрерывный обратный.

Достаточность. Пусть оператор LQ : Cm(R, E) → C0(R, E) имеет непре-
рывный обратный. Тогда Q является элементом множества D1. Зафиксируем
произвольное число H > 0 и выберем такое число r > 0, чтобы

r

∥L −1
Q ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

−H > 0.

Положив A = Q, получим неравенство (51).
Теорема 16 доказана.

Следствие 2. Оператор LQ : Cm(R, E) → C0(R, E) имеет непрерывный
обратный оператор тогда и только тогда, когда существует такой элемент
A ∈ D1 , что

∥Q−A∥L(Cm(R,E),C0(R,E)) <
1

∥L −1
A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

. (58)

Доказательство. Пусть для некоторого элемента A ∈ D1 выполняется
неравенство (58). Зафиксируем произвольное число H > 0. Выберем такое
число r > 0, чтобы

1
∥L −1

A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

− ∥Q−A∥L(Cm(R,E),C0(R,E)) >
H

r
.

Тогда выполняется неравенство (52) и, следовательно, неравенство (51). Тогда
на основании теоремы 16 оператор LQ : Cm(R, E) → C0(R, E) имеет непрерыв-
ный обратный оператор.

Наоборот, если оператор LQ : Cm(R, E) → C0(R, E) имеет непрерывный об-
ратный оператор, то в силу теоремы 16 для каждого числа H > 0 существуют
число r > 0 и элемент A ∈ D1, для которых выполняется неравенство (51) и,
следовательно, неравенство (52). Из (52) вытекает (58).

Следствие 2 доказано.

§ 10. Малые на бесконечности возмущения линейных
дифференциально-функциональных уравнений

Приведем еще одно утверждение, которое можно получить с помощью тео-
ремы 1.

Рассмотрим дифференциально-функциональное уравнение

dmx(t)
dtm

+ (Ax)(t) + (Fx)(t) = h(t), (59)
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где h ∈ C0(R, E), A : Cm(R, E) → C0(R, E) – линейный непрерывный c-вполне
непрерывный оператор и F : Cm(R, E) → C0(R, E) – ограниченный c-вполне
непрерывный оператор.

Частным случаем теоремы 1 является

Теорема 17. Пусть A ∈ D1 и

lim
r→+∞

sup∥x∥Cm(R,E)6r ∥Fx∥C0(R,E)

r
<

1
∥L −1

A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

. (60)

Тогда уравнение (59) для каждой функции h ∈ C0(R, E) имеет хотя бы
одно решение x ∈ Cm(R, E).

Действительно, в силу условий теоремы для каждого числа H > 0 существу-
ет такое число r > 0, что выполняется соотношение

sup
∥x∥Cm(R,E)6r

∥Fx∥C0(R,E) 6
r

∥L −1
A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

−H,

аналогичное неравенству (3). Поэтому на основании теоремы 1 имеет место
утверждение теоремы 17.

Приведем пример применения теоремы 17.

Пример 4. Рассмотрим дифференциально-функциональное уравнение

dmx(t)
dtm

+ (Ωx)(t)(Ax)(t) = h(t), (61)

где A ∈ D1 и Ω: Cm(R, E) → C0(R, R) – ограниченный c-вполне непрерывный
оператор, для которого(

lim
r→+∞

sup
∥x∥Cm(R,E)6r

∥Ωx− 1∥C0(R,R)

)
∥A∥L(Cm(R,E),C0(R,E))

<
1

∥L −1
A ∥L(C0(R,E),Cm(R,E))

. (62)

Это уравнение можно представить в виде (59), где

(Fx)(t) =
(
(Ωx)(t)− 1

)
(Ax)(t), t ∈ R.

Так как F : Cm(R, E) → C0(R, E) – ограниченный c-вполне непрерывный опе-
ратор и в силу (62) для него выполняется соотношение (60), то для каждого
h ∈ C0(R, E) уравнение (61) имеет хотя бы одно решение x ∈ Cm(R, E).

В заключение заметим, что список приложений рассмотренного в статье ме-
тода исследования нелинейных уравнений, очевидно, не исчерпывается при-
веденными примерами нелинейных дифференциальных и дифференциально-
функциональных уравнений.
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